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УДК 512.55

ГРУППА ВНЕШНИХ АВТОМОРФИЗМОВ

МАТРИЧНЫХ КОЛЕЦ

А. Н. Абызов, Д. Т. Тапкин

Аннотация. Согласно теореме Айзека группа внешних автоморфизмов матричной
алгебры Mn(R), где R — факториальное кольцо, тривиальна для каждого n ∈ N.
В работе изучаются обобщения этой теоремы. Доказано, что группа внешних авто-
морфизмов алгебры матриц над произвольной HCF-областью тривиальна. Для ал-
гебры формальных матриц Mn(R; s) над факториальным кольцом R найдена груп-
па внешних автоморфизмов. В качестве следствия получен критерий изоморфизма
алгебры Mn(R; s) и алгебры формальных матриц порядка n со значением в коль-
це R.

DOI10.33048/smzh.2026.67.201

Ключевые слова: факториальные кольца, группа внешних автоморфизмов, коль-
цо формальных матриц.

Введение

В работах Сколема [1] и Нётер [2] независимо была доказана теорема, со-

гласно которой любой изоморфизм между двумя простыми подалгебрами ко-

нечномерной простой центральной алгебры A индуцируется внутренним авто-

морфизмом A. В частности, из теоремы Нётер — Сколема следует, что для

каждого поля F всякий автоморфизм матричной алгебрыMn(F ) является внут-

ренним. Автоморфизмы матричных алгебр над коммутативными кольцами

изучались в работе [3]. В частности, в этой работе было показано, что для

произвольного коммутативного кольца R и каждого n ∈ N группа Out(Mn(R))

является периодической, у которой порядок каждого элемента делит n. В ра-

боте [4] было показано, что для произвольной области Безу R и произвольного

n ∈ N все автоморфизмы R-алгебры Mn(R) являются внутренними. Автомор-

физмы колец формальных матриц и условия, при которых у колец формальных

верхнетреугольных матриц и близких к ним колец все автоморфизмы являют-

ся внутренними, в последнее время были изучены в работах П. А. Крылова,

Ц. Д. Норбосамбуева и А. А. Туганбаева (см. [5–7]).

В работе изучены некоторые обобщения результата из [3], согласно которо-

му для каждого факториального кольца R все автоморфизмыR-алгебрыMn(R)

являются внутренними. В первом пункте показано, что для произвольной пра-

вой области Оре R, у которой каждый конечнопорожденный проективный пра-

вый идеал является свободным, всякий автоморфизм кольца Mn(R) представим

в виде композиции внутреннего автоморфизма Mn(R) и автоморфизма Mn(R),

Работа поддержана грантом Российского научного фонда (проект № 25-11-00348) и вы-
полнена в рамках реализации программы развития Научно-образовательного математическо-
го центра Приволжского федерального округа (соглашение № 075-02-2025-1725/1).

c© 2026 Абызов А. Н., Тапкин Д. Т.
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который индуцируется автоморфизмом кольца R. Следствием этого утвержде-

ния является тривиальность группы внешних автоморфизмов алгебры Mn(R)

для произвольной HCF-области R. Во втором пункте изучены кольца формаль-

ных матриц со значением в факториальном кольце. Получено описание группы

внешних автоморфизмов для алгебры Mn(R; s) при n ≥ 3. Изучено одно из

обобщений данной алгебры, в котором все мультипликативные коэффициенты

являются степенью одного элемента s. Для таких алгебр при некоторых ограни-

чениях удалось описать группу внешних автоморфизмов. В качестве следствия

получены теоремы об изоморфизмах.

Приведем предварительные факты из теории колец формальных матриц,

необходимые в дальнейшем. Пусть R1, R2, . . . , Rn — кольца, Mij — (Ri, Rj)-
бимодули, причем Mii = Ri, для всех 1 ≤ i, j ≤ n. Пусть также ϕijk : Mij ⊗Rj
Mjk → Mik будут (Ri, Rk)-бимодульными гомоморфизмами с той оговоркой,

что ϕiij и ϕijj — канонические изоморфизмы для всех 1 ≤ i, j ≤ n. Введем обо-

значение a◦ b = ϕijk(a⊗ b) для a ∈Mij , b ∈Mjk. Через K обозначим множество

всех n× n-матриц (mij) с элементами mij ∈Mij для всех 1 ≤ i, j ≤ n. Простая

проверка показывает, что относительно обычных операций сложения и умноже-

ния K будет кольцом, если и только если a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c для всех a ∈Mik,

b ∈ Mkl, c ∈ Mlj , 1 ≤ i, k, l, j ≤ n. Полученное кольцо K называется кольцом

формальных матриц порядка n и обозначается через K({Mij} : {ϕikj}). В част-

ном случае, когда n = 2, эти кольца называют кольцами контекста Мориты.

Рассмотрим кольца формальных матриц порядка n со значением в неко-

тором кольце R. Иными словами, рассмотрим кольца формальных матриц

K({Mij} : {ϕikj}) порядка n, в которых Mij = R для всех 1 ≤ i, j ≤ n. Нетруд-

но показать (см. к примеру [8]), что произведение в этих кольцах определяется

некоторым набором η = {ηikj} центральных элементов кольца R:

ϕikj(a⊗ b) = ϕikj(1 ⊗ 1)ab = abϕikj(1⊗ 1) := ηikj ab, ηikj ∈ C(R).

Эти кольца формальных матриц обозначают через Kn(R; η). Нетрудно видеть,

что из свойства ассоциативности произведения получаем равенство ηijkηikl =

ηijlηjkl, верное для всех 1 ≤ i, j, k, l ≤ n. В случае колец формальных матриц

второго порядка произведение определяется элементом s = η121 = η212. В статье

[9] эти кольца формальных матриц были обозначены через Ks(R). В работе [9]

была изучена проблема изоморфизма для таких колец.

Теорема 1.1 [9, теорема 1.5]. Пусть R — коммутативное кольцо, s и t —

некоторые его элементы, причем хотя бы один из них не является делителем

нуля. Кольца Ks(R) и Kt(R) изоморфны в точности тогда, когда существуют

такой обратимый элемент v ∈ R и такой автоморфизм α кольцаR, что t = vα(s).

Впоследствии в статьях [10–13, 8] этот результат был доказан при различ-

ных условиях на кольцо R, а также результат был перенесен на кольца фор-

мальных матриц больших размерностей. Так, в статье [8] был рассмотрен

следующий класс колец формальных матриц. Фиксируем n ∈ N и положим

δijk = 1 + δik − δij − δjk, где под δ понимается символ Кронекера. Для элемента

s ∈ C(R) зададим ηijk = sδijk , 1 ≤ i, j, k ≤ n. Иными словами,

sijk =





1, если i = j или j = k,

s, если i, j, k различны,

s2, если i = k 6= j.
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Непосредственная проверка показывает, что мы получаем корректно опреде-

ленное кольцо формальных матриц Kn(R; sδijk), обозначаемое через Mn(R; s).
При этом M2(R; s) = Ks2(R). Для данного класса колец была поставлена и

решена проблема изоморфизма.

Теорема 1.2 [8, теорема 18]. Пусть R — коммутативное кольцо такое, что

Z(R) ⊆ J(R), s, t ∈ R и n ≥ 3. Тогда кольца Mn(R; s) и Mn(R; t) изоморфны

в точности тогда, когда существуют такой обратимый элемент v ∈ R и такой

автоморфизм α кольца R, что t = vα(s).

Как дальнейшее обобщение конструкции в [10] был введен класс колец

формальных матриц Mβ1,...,βn(R). А именно, фиксируем n ∈ N и возьмем

β1, . . . , βn ∈ C(R). Для всех 1 ≤ i, j, k ≤ n положим

ηijk =





1, если i = j или j = k,

βj , если i, j, k различны,

βiβj , если i = k 6= j.

Непосредственная проверка показывает, что мы получаем корректно определен-

ное кольцо формальных матриц Kn(R; ηijk), обозначаемое через Mβ1,...,βn(R).

В этих обозначениях Mn(R; s) = Ms,...,s(R). Однако для данного класса ко-

лец проблема изоморфизма была решена лишь в частных случаях. При этом

группа внешних автоморфизмов была описана только для алгебр Ks(R) над

факториальными кольцами.

Теорема 1.3 [14, теорема 6]. Пусть кольцо R факториально и s ∈ R, при-

чем s 6∈ {0} ∪ U(R). Тогда

OutR(Ks(R)) ∼= (S2)
k

для некоторого натурального числа k. В частности, группа OutR(Ks(R)) явля-

ется абелевой.

1. Автоморфизмы матричных

алгебр над HCF-областями

Пусть M — правый R-модуль. Множество всех элементов m из M, у ко-

торых аннулятор ann(m) = {r ∈ R | mr = 0} существен в RR, образует подмо-

дуль M и обозначается через Sing(M). Кольцо R называется несингулярным

справа, если Sing(RR) = 0.

Модуль M называется однородным, если любые два его ненулевых подмо-

дуля имеют ненулевое пересечение. Модуль M называется модулем конечной

равномерной размерности, если для M существует такое n ∈ N, что M является

существенным расширением прямой суммы n ненулевых однородных модулей.

При этом число n определено однозначно и называется размерностью Голди

модуля M . Размерность Голди модуля M обозначается через Gdim(M)

Лемма 2.1. Пусть R — несингулярное справа кольцо, у которого всякий

конечнопорожденный проективный правый идеал является свободным, и P —

ненулевой конечнопорожденный проективный однородный правый R-модуль.

Тогда P ∼= RR.

Доказательство. Поскольку модуль P проективен и конечнопорожден,

то он является прямым слагаемым некоторого свободного модуля F =
n⊕
i=1

eiR,
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где {ei}ni=1 — базис модуля F. Так как P 6= 0, то для некоторого 1 ≤ k ≤ n

ограничение канонической проекции πk :
n⊕
i=1

eiR → ekR на P является ненуле-

вым гомоморфизмом. Покажем, что πk|P — мономорфизм. Пусть N =
⊕
i6=k

eiR.

Предположим, что Ker(πk|P ) = P ∩ N 6= 0. В силу однородности модуля P
подмодуль P ∩N существен в P . Тогда P/P ∩N — сингулярный модуль. По-

скольку P/P ∩ N ∼= πk(P ), то Sing(πk(P )) = πk(P ) 6= 0. Так как Sing(RR) = 0,

то Sing(F ) = 0. Из полученного противоречия следует равенство P ∩ N = 0.

Таким образом, P ∼= πk(P ) и, следовательно, модуль P изоморфен некоторому

подмодулю модуля RR. Поскольку по условию всякий конечнопорожденный

проективный идеал кольца R является свободным, то модуль P свободен. Так

как по условию модуль P неразложим, то P ∼= RR. �

Пусть M — произвольный правый R-модуль и S = EndR(M). Через M∗

будем обозначать левый R-модуль HomR(M,RR). Если f ∈M∗,m ∈M , то через

[m, f ] обозначим эндоморфизм модуля M , при котором [m, f ](n) = mf(n) для

каждого n ∈M . Если τ — автоморфизм кольца R, то эндоморфизм аддитивной

группы модуля M называется τ-линейным, если равенство f(mr) = f(m)τ(r)
имеет место для каждых m ∈M и r ∈ R.

Теорема 2.2. Пусть R — правое кольцо Оре, у которого всякий конечно-

порожденный проективный правый идеал является свободным, и M — конечно-

порожденный свободный правый R-модуль. Тогда для всякого автоморфизма

ϕ кольца EndR(M) существуют автоморфизм τ кольца R и τ -линейный авто-

морфизм f модуля M такие, что равенство

ϕ(α) = fαf−1

верно для каждого эндоморфизма α модуля M. В частности, если кольцо R
коммутативно и ϕ R-линейно, то f принадлежит EndR(M).

Доказательство. Пусть {ei}ni=1 — базис модуля M и {ei}ni=1 — дуальный

к нему базис модуляM∗.Для каждого i через πi обозначим ϕ([ei, e
i]).Поскольку

для каждого i эндоморфизм [ei, e
i] является естественной проекцией модуля M

на его прямое слагаемое eiR относительно разложения M =
n⊕
i=1

eiR и [e1, e
1] +

. . .+[en, e
n] = 1, то {πi}ni=1 — семейство ненулевых ортогональных идемпотентов

кольца EndR(M) и π1 + . . . + πn = 1. Так как размерность Голди модуля M
равна n, то для каждого i модуль πi(M) является однородным и, следовательно,

согласно лемме 2.1 πi(M) = fiR для некоторого fi ∈M.
Для каждых i 6= 1 и r ∈ R выполнены равенства

[ei, e
i][e1r, e

1] = [e1r, e
1][ei, e

i] = 0

и, следовательно,

πiϕ([e1r, e
1]) = ϕ([e1r, e

1])πi = 0.

Тогда для каждого r ∈ R однозначно определен элемент τ(r), для которого

выполнены равенства

ϕ([e1r, e
1])(f1) = f1τ(r) и ϕ([e1r, e

1]) = [f1τ(r), f
1].

Заметим, что если кольцо R коммутативно и ϕ — автоморфизм R-алгебры

EndR(M), то τ является тождественным автоморфизмом кольца R. Покажем,
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что τ : R → R является гомоморфизмом колец. Пусть r1, r2 — произвольный

элементы из кольца R. Имеют место равенства

f1τ(r1 + r2) = ϕ([e1(r1 + r2), e
1])(f1) = ϕ([e1r1, e

1] + [e1r2, e
1])(f1)

= (ϕ([e1r1, e
1]) + ϕ([e1r2, e

1]))(f1) = ϕ([e1r1, e
1])(f1) + ϕ([e1r2, e

1])(f1)

= f1(τ(r1) + τ(r2)), f1τ(r1r2) = ϕ([e1r1r2, e
1])(f1) = ϕ([e1r1, e

1][e1r2, e
1])(f1)

= ϕ([e1r1, e
1])ϕ([e1r2, e

1])(f1) = ϕ([e1r1, e
1])(f1)τ(r2) = f1τ(r1)τ(r2).

Покажем, что τ : R→ R является автоморфизмом кольца R. Для каждого

r ∈ R однозначно определен элемент τ ′(r), для которого выполнены равенства

ϕ−1([f1r, f
1])(e1) = e1τ

′(r) и ϕ−1([f1r, f
1]) = [e1τ

′(r), e1]. С помощью рассужде-

ний, аналогичных приведенным выше, можно показать, что τ ′ является гомо-

морфизмом колец. Для произвольного r ∈ R имеют место равенства

e1r = [e1r, e
1](e1) = ϕ−1ϕ([e1r, e

1])(e1) = ϕ−1([f1τ(r), f
1])(e1) = e1τ

′τ(r).

Аналогично доказывается равенство ττ ′(r) = r.
Рассмотрим отображение f0 : M →M, действующее согласно правилу m 7→

ϕ([m, e1])(f1). Ясно, что отображение f0 аддитивно. Пусть m ∈M. Тогда

f0(mr) = ϕ([mr, e1])(f1) = ϕ([m, e1][e1r, e
1])(f1) = ϕ([m, e1])ϕ([e1r, e

1])(f1)

= ϕ([m, e1])(f1τ(r)) = ϕ([m, e1])(f1)τ(r) = f0(m)τ(r).

для произвольного r ∈ R. Таким образом, f0 является τ -полулинейным эндо-

морфизмом.

Для произвольного эндоморфизма α ∈ EndR(M) и каждого m ∈ M имеют

место равенства

f0α(m) = ϕ([α(m), e1])(f1) = ϕ(α[m, e1])(f1) = ϕ(α)ϕ([m, e1])(f1) = ϕ(α)f0(m).

Таким образом, f0α = ϕ(α)f0. Покажем, что f0 является τ -полулинейным авто-

морфизмом. Пусть m — произвольный элемент из модуля M. Так как f0(e1) =

f1 и ϕ — автоморфизм кольца EndR(M), то для некоторого g ∈ EndR(M) име-

ет место равенство ϕ(g)f0(e1) = m. Следовательно, f0g(e1) = ϕ(g)f0(e1) = m.
Таким образом, f0 — τ -полулинейный эпиморфизм. Так как M — свободный

правыйR модуль, то с помощью стандартных рассуждений можно показать, что

M = M0⊕Ker(f0), где M ∼= M0. Так как Gdim(M) = Gdim(M0)+Gdim(Ker(f0)),
то Gdim(Ker(f0)) = 0 и, следовательно, Ker(f0) = 0. Таким образом, f0 —

τ -полулинейный автоморфизм. Тогда для произвольного эндоморфизма α ∈
EndR(M) из равенства f0α = ϕ(α)f0 следует, что ϕ(α) = f0αf

−1
0 . �

Коммутативная область целостности R называется HCF-областью, если

каждая пара ненулевых элементов из R обладает наибольшим общим делите-

лем. Несложно заметить, что в произвольной HCF-области R всякое конечное

семейство ненулевых элементов обладает наибольшим общим делителем и для

каждых элементов a, b, c ∈ R \ {0}, где a и b взаимно просты, из условия a | bc
следует, что a | c. Класс HCF-областей является расширением факториальных

колец и областей Безу. HCF-области изучались в ряде работ, в частности, в

[15, 16]. Согласно [3, 4], если R либо факториальное кольцо, либо область Безу,

то для каждого натурального числа n каждый автоморфизм алгебры Mn(R)

внутренний. Следующее утверждение является обобщением этих фактов.
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Следствие 2.3. ПустьR— HCF-область. Тогда для каждого n ∈ N всякий

автоморфизм алгебры Mn(R) является внутренним.

Доказательство. Пусть R — HCF-область. Согласно предыдущей теоре-

ме достаточно показать, что всякий конечнопорожденный проективный идеал

кольца R является циклическим. Пусть I = a1R + . . . + akR — ненулевой про-

ективный идеал кольца R. Через a0 обозначим наибольший общий делитель

элементов a1, . . . , ak. Ясно, что I ⊆ a0R. Так как всякий конечнопорожденный

ненулевой проективный идеал области целостности обратим, то для некоторого

конечнопорожденного R-подмодуля I ′ кольца частных Q(R) области R имеет

место равенство II ′ = R. Тогда 1R = a1b1 + . . .+ akbk, где b1, . . . , bk ∈ I ′.
Для каждого i имеет место равенство bi = ci

di
, где ci, di — взаимно простые

элементы из R. Так как
ajci
di
∈ R для каждых i, j, то di | ajci и, следовательно,

di | aj. Тогда di | a0 для каждого i. Поскольку a0 = a1(b1a0) + . . .+ ak(bka0) ∈ I,
получаем равенство I = a0R. �

Теорема 2.4. Пусть n ∈ N и в коммутативной области целостности R каж-

дый конечнопорожденный проективный идеал является главным. Пусть также

в алгебре Mn(R) дано разложение единицы 1 = e1 + · · · + en в сумму ненуле-

вых ортогональных идемпотентов. Тогда идемпотенты e1, . . . , en одновременно

диагонализируемы в Mn(R).

Доказательство. Пусть F — свободный модуль над кольцомR и f1, . . . , fn
— базис F. Рассмотрим эндоморфизмы E1, . . . , En модуля F, у которых матри-

цы относительно выбранного базиса равны соответственно e1, . . . , en. Так как

RR — однородный модуль, то размерность Голди модуля F равна n. Поскольку

F =
n⊕
i=1

Ei(F ) и Ei(F ) 6= 0 для каждого 1 ≤ i ≤ n, то Ei(F ) — однородный мо-

дуль для каждого 1 ≤ i ≤ n. Тогда из леммы 2.1 следует, что F обладает таким

базисом f ′1, . . . , f
′
n, что Ei(f

′
j) = 0, Ei(f

′
i) = f ′i для каждых 1 ≤ i, j ≤ n. �

Лемма 2.5. Пусть n ∈ N и R — коммутативная область целостности, в

которой каждый конечнопорожденный проективный идеал является главным.

Если в алгебре Kn(R; η) дано разложение единицы 1 = e1 + · · · + en в сумму

ненулевых ортогональных идемпотентов и η ⊆ R \ {0}, то найдутся ненулевые

матрицыAij ∈ Kn(R; η) такие, что eiKn(R; η)ej = AijR для каждых 1 ≤ i, j ≤ n.

Доказательство. Так как η ⊆ R \ {0}, то Kn(Q(R); η) ∼= Mn((Q(R)), где

Q(R) — поле частных кольца R. Тогда из предыдущей теоремы следует, что

eiKn((Q(R); η)ej 6= 0 для каждых 1 ≤ i, j ≤ n и, следовательно, eiKn(R; η)ej 6=
0. Так как размерность Голди модуля Kn(R; η)R равна n2 и

Kn(R; η)R =
⊕

1≤i,j≤n

eiKn(R; η)ej ,

то для каждых 1 ≤ i, j ≤ n R-модуль eiKn(R; η)ej однороден и тем самым со-

гласно лемме 2.1 для некоторой матрицы Aij ∈ Kn(R; η) имеет место равенство

eiKn(R; η)ej = AijR. �

2. Автоморфизмы и группа внешних

автоморфизмов алгебр формальных

матриц над факториальными кольцами

Пусть кольцо R коммутативно. Исследуем группу внешних автоморфизмов

алгебры Mβ1,...,βn(R). Если элементы β1, . . . , βn ∈ R обратимы, то согласно [10,



Группа внешних автоморфизмов матричных колец 183

предложение 3.3] кольцо формальных матриц Mβ1,...,βn(R) изоморфно обык-

новенному матричному кольцу того же порядка. Таким образом, существен

только случай, когда хотя бы один из элементов β1, . . . , βn ∈ R необратим.

В случае β1 = . . . = βn = 0 в статье [6] было получено полное описание

группы автоморфизмов алгебрыMn(R; 0). В частности, имеет место следующая

Теорема 3.1 [6, следствие 15.1]. Пусть R — неразложимое коммутативное

кольцо и n ∈ N. Тогда

Out(Mn(R; 0)) = G̃⋊ P,

где G̃ ∼= (U(R))(n−1)2 , P ∼= Sn.

Далее, если не указано обратное, в качестве кольца R будем рассматривать

факториальное кольцо. Пусть даны натуральное число n ∈ N, факториаль-

ное кольцо R и s ∈ R. Определим отображение � : Mβ1,...,βn(R) → Mn(R)

как �([aij ]) = [η1ijaij ], где η = {ηijk} – соответствующая система множите-

лей. Нетрудно видеть, что � является гомоморфизмом алгебр, причем если

β1, . . . , βn 6= 0, то этот гомоморфизм инъективный. Отметим, что образ всей

алгебры под действием � принимает вид

�(Mβ1,...,βn(R)) =




R R R · · · R
β1β2R R β2R · · · β2R
β1β3R β3R R · · · β3R

...
...

...
. . .

...

β1βnR βnR βnR · · · R



.

Обозначим матричные единицы алгебрыMβ1,...,βn(R) через Eij . Также рас-

смотрим двусторонний идеал I, порожденный всеми матричными единицами

Eij , где i 6= j. Непосредственные вычисления показывают, что

I = 〈Eij | i 6= j〉 =




β1β̂1(R) R · · · R

R β2β̂2(R) · · · R
...

...
. . .

...

R R · · · βnβ̂n(R)


 ,

где β̂k(R) =
n∑

i=1,i6=k

βiR.

Согласно [10, лемма 5.5] для произвольного α ∈ Aut(Mβ1,...,βn(R)) выпол-

няется α(I) = I. Соответственно имеет смысл рассмотреть, как устроены ав-

томорфизмы по модулю идеала I. Так как матричные единицы Eii являются

идемпотентными матрицами, в первую очередь нас интересуют идемпотенты

алгебры Mβ1,...,βn(R).

Лемма 3.2. Пусть n ∈ N, кольцо R факториально и β1, . . . , βn ∈ R. Пусть

также e, f ∈ Mβ1,...,βn(R) — такие идемпотенты, что для некоторой обратимой

матрицы u ∈ Mβ1,...,βn(R) выполняется ueu−1 = f . Тогда e− f ∈ I.
Доказательство. Условие ueu−1 = f должно выполняться также и в

коммутативной фактор-алгебре Mβ1,...,βn(R)/I ∼=
n∏
i=1

(R/βiβ̂i(R)). �

По аналогии с классическим результатом Адзумайя [17, теорема 3] нашей

целью будет получить обратный к лемме 3.2 результат, но уже при определен-

ных ограничениях на идемпотенты. Для этого потребуется предварительная

лемма, аналогичная хорошо известному результату теории алгебр инцидентно-

сти.
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Лемма 3.3. Пусть n ∈ N, кольцо R факториально и β1, . . . , βn ∈ R\{0}.
Если для автоморфизма α ∈ Aut(Mβ1,...,βn(R)) выполняется α(Eii) = Eii при

всех 1 ≤ i ≤ n, то автоморфизм α внутренний.

Доказательство. Пусть 1 ≤ i, j ≤ n. Так как EiiMβ1,...,βn(R)Ejj = EijR,

то α(Eij) = gijEij , причем gij ∈ U(R). Пусть η = {ηijk} — соответствующая

система множителей. Тогда для любой тройки индексов i, j, k

gikηijkEik = α(ηijkEik) = α(EijEjk) = α(Eij)α(Ejk) = gijgjkηijkEik.

Так как все βi не являются делителями нуля, то gijgjk = gik.

Положим hi = g−1
1i , 1 ≤ i ≤ n. Фиксируем произвольные 1 ≤ i, j ≤ n.

В силу равенства g1igij = g1j получаем gij = g−1
1i g1j = h−1

i hj . Наконец, нетруд-

но видеть, что отображение α есть сопряжение на матрицу diag(h1, . . . , hn) —

диагональную матрицу с элементами h1, . . . , hn на главной диагонали. �

Эти результаты позволяют получить желаемое обращение леммы 3.2.

Предложение 3.4. Пусть n ∈ N, кольцо R факториально и β1, . . . , βn ∈
R\{0}. Пусть также α ∈ Aut(Mβ1,...,βn(R)). Если для каждого 1 ≤ i ≤ n
выполняется α(Eii)− Eii ∈ I, то автоморфизм α внутренний.

Доказательство. В Mn(R) имеет место разложение единицы

1 = �(α(E11)) + �(α(E22)) + . . .+ �(α(Enn)).

В силу теоремы 2.4 найдется обратимая матрица U ∈Mn(R) такая, что

U−1�(α(Eii))U = Eii,

или, иными словами, �(α(Eii)) = UEiiU
−1 для всех 1 ≤ i ≤ n. Покажем, что

U ∈ �(Mβ1,...,βn(R)).

Положим U = (uij), U
−1 = V = (vij). Так как �(α(E11)) = UE11V =

(ui1v1j) и α(E11) ∈ E11 + I, то u11v11 ∈ 1 + β1β̂1(R) ⊆ 1 + β1R. Таким образом,

НОД(v11, β1) = 1. Из строения образа �(Mβ1,...,βn(R)) непосредственно получа-

ем, что ui1v11 ∈ β1βiR для всех 2 ≤ i ≤ n. Следовательно, ui1 ∈ β1R для всех

2 ≤ i ≤ n.

Фиксируем какое-нибудь значение 2 ≤ k ≤ n. Так как �(α(Ekk)) = UEkkV
= (uikvkj) и α(Ekk) ∈ Ekk + I, то ukkvkk ∈ 1 + βkR и НОД(ukk, βk) = 1. Из

строения образа �(Mβ1,...,βn(R)) непосредственно получаем, что ukkvkj ∈ βkR
для всех 1 ≤ j ≤ n, j 6= k. Следовательно, vkj ∈ βkR для всех j 6= k. Так как

матрицы U, V взаимно обратны, то U = det(V )−1(Vij)
T , где под Vij понимается

алгебраическое дополнение к элементу vij матрицы V . Как показано выше, все

элементы строки k матрицы V , кроме vkk, лежат в βkR. Отсюда алгебраические

дополнения Vik, i 6= k, также лежат в βkR. Таким образом, uki ∈ βkR для всех

i, отличных от k. В частности, uk1 ∈ β1R ∩ βkR.

Покажем, что на самом деле uk1 ∈ β1βkR для всех 2 ≤ k ≤ n. Пусть p ∈ R—

простой элемент кольца, который делит хотя бы один из элементов β1, . . . , βn.
Положим βi = priγi для всех 1 ≤ i ≤ n, где ri ∈ Z+ и p ∤ γi. Для всех 2 ≤ k ≤ n
имеем uk1v11 ∈ β1βkR = pr1+rkγ1γkR. Выделим два случая.

1. r1 > 0. Так как НОД(v11, β1) = 1, то и НОД(v11, p) = 1. Отсюда

uk1 ∈ pr1+rkR.

2. r1 = 0. В этом случае uk1 ∈ βkR = prkR = pr1+rkR.
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Поэтому pr1+rk | uk1. В силу произвольности выбора p получаем uk1 ∈
β1βkR. Таким образом, U ∈ �(Mβ1,...,βn(R)). Следовательно, существует мат-

рица W ∈ Mβ1,...,βn(R) такая, что �(W ) = U . В силу [5, теорема 11.1] матрица

W обратима.

Через CW−1 обозначим автоморфизмMβ1,...,βn(R), являющийся сопряжени-

ем на W−1. В силу равенства α(Eii) = WEiiW
−1 заключаем, что автоморфизм

CW−1α удовлетворяет лемме 3.3, а значит, является внутренним, что и влечет

заключение предложения. �

Полученные результаты позволяют установить ограничение на группу внеш-

них автоморфизмов алгебры Mβ1,...,βn(R).

Замечание 3.5. Существенную роль в изучении группы внешних авто-

морфизмов алгебры Mβ1,...,βn(R) играет группа автоморфизмов фактор-алгеб-

ры

Mβ1,...,βn(R)/I ∼=
n∏

i=1

(R/βiβ̂i(R)).

В указанном прямом произведении могут встречаться нулевые кольца. Для

краткости записи мы предполагаем, что группа автоморфизмов любого нуле-

вого кольца одноэлементна и состоит только из тождественного отображения.

В частности, если A — ненулевая R-алгебра, то AutR((R/R)n × A) ∼= AutR(A)

для любого натурального n.

Теорема 3.6. Пусть n ∈ N, кольцо R факториально и β1, . . . , βn ∈ R\{0}.
Тогда OutR(Mβ1,...,βn(R)) изоморфно вкладывается в группу

AutR(Mβ1,...,βn(R)/I).

Доказательство. Пусть M = Mβ1,...,βn(R). Зададим отображение � :

OutR(M) → AutR(M/I) следующим образом. Смежному классу InnR(M) · α
сопоставим автоморфизм α такой, что α(A + I) = α(A) + I для всех A ∈ M .

Покажем, что это отображение корректно и имеет тождественное ядро.

Пусть α и β — два автоморфизма алгебрыM , которые лежат в одном смеж-

ном классе относительно InnR(M): существует обратимая матрица U такая,

что α(A) = Uβ(A)U−1 для всех A ∈ M . Так как равенство α(A) = Uβ(A)U−1

должно выполняться и для образов в коммутативной фактор-алгебре M/I ∼=
n∏
i=1

(R/βiβ̂i(R)), то α(A)− β(A) ∈ I для всех A ∈M . Таким образом, отображе-

ние � корректно определено.

Пусть теперь α и β — два автоморфизма алгебры M такие, что α(A) −
β(A) ∈ I для всех A ∈ M . В частности, это условие должно соблюдать-

ся для матрицы A = Eii. Следовательно, для всех i имеет место включение

β−1α(Eii)−Eii ∈ I. По предложению 3.4 автоморфизм β−1α внутренний. Отсю-

да автоморфизмы α и β лежат в одном смежном классе относительно InnR(M).

Более того, очевидно, что отображение � является гомоморфизмом. Таким

образом, группа внешних автоморфизмов OutR(M) изоморфно вкладывается в

группу автоморфизмов алгебры M/I. �

Следствие 3.7. Пусть дано натуральное число n > 2, кольцо R фактори-

ально и β1, . . . , βn ∈ R\{0}. Если идеалы β1R, . . . , βnR попарно комаксимальны,

то все R-автоморфизмы алгебры Mβ1,...,βn(R) внутренние.
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Доказательство. В силу попарной комаксимальности идеалов имеем

β̂1(R) = · · · = β̂n(R) = R. Поэтому

AutR (Mβ1,...,βn(R)/I) ∼= AutR

(
n∏

i=1

(R/βiβ̂i(R))

)
= AutR

(
n∏

i=1

(R/βiR)

)
∼= {e},

так как β1, . . . , βn попарно взаимно просты. �

В случае n = 2 кольца формальных матриц над кольцом R это в точности

кольца Ks(R). В [14] было получено описание группы внешних автоморфизмов

колец Ks(R). В частности, в [14, лемма 5] показано, что для нетривиальных

идемпотентов e ∈ Ks(R) специального вида существует R-автоморфизм, ко-

торый отображает E11 в e. Следующая лемма усиливает данный результат,

снимая ограничения на нетривиальный идемпотент e.

Лемма 3.8. Пусть кольцо R факториально, 0 6= s ∈ R и e ∈ Ks(R) —

нетривиальный идемпотент. Тогда существует автоморфизм α алгебры Ks(R)

такой, что α(E11) = e.

Доказательство. Положим e1 = e, e2 = 1 − e. В силу леммы 2.5 суще-

ствуют ненулевые элементы Aij такие, что eiKs(R)ej = AijR при 1 ≤ i, j ≤ 2,

где A11 = e1, A22 = e2. Тогда для некоторых t121, t212 ∈ R имеем соотношения

A12A21 = t121A11, A21A12 = t212A22. В силу ассоциативности произведения в

Ks(R)

t121A12 = (A12A21)A12 = A12(A21A12) = t212A12.

Положим t = t121 = t212. Тогда

Ks(R) =
⊕

eiKs(R)ej =
⊕

AijR ∼= Kt(R),

причем указанный изоморфизм является изоморфизмом R-алгебр. Пусть � :

Ks(R) → Kt(R) — соответствующий изоморфизм и �(Aij) = Eij . В силу [9,

теорема 1] t = vs для некоторого обратимого v ∈ R. Согласно [9, лемма 3]

существует изоморфизм � : Ks(R) → Kt(R) такой, что �(E11) = E11. Сле-

довательно, отображение �−1� является R-автоморфизмом кольца Ks(R) и

�−1�(E11) = A11. �

Также нам потребуется вспомогательное утверждение про факториальные

кольца, доказательство которого мы приводим для полноты картины.

Лемма 3.9 [14, лемма 4]. Пусть кольцо R факториально, s ∈ R и s 6∈
{0} ∪ U(R). Тогда существуют k ∈ N и необратимые элементы s1, . . . , sk ∈ R
такие, что

(1) s = s1s2 · · · sk;
(2) кольцо R/siR неразложимо для всех i;
(3) идеалы siR и sjR попарно комаксимальны для всех i 6= j.

Доказательство. Если кольцо R/sR неразложимо, то утверждение три-

виально. В противном случае пусть s = upα1
1 · · · pαmm — разложение s на попарно

не ассоциированные простые множители. Неразложимость кольца R/sR рав-

носильна отсутствию в R/sR нетривиальных идемпотентов. Предположим, что

элемент t+sR ∈ R/sR является нетривиальным идемпотентом, где t ∈ R. Тогда

t(t−1) ∈ sR. Так как элементы t и t−1 не могут иметь общих необратимых мно-

жителей, то элементу t соответствует разбиение множества {1, . . . ,m} = I ⊔ J
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такое, что

t =
(∏

i∈I

pαii

)
t1 = s1t1, 1− t =

(∏

j∈J

p
αj
j

)
t2 = s2t2, t1, t2 ∈ R.

В частности, идеалы s1R и s2R комаксимальны в R. Более того, s1 и s2 отличны

от s и необратимы в силу нетривиальности идемпотента t + sR. По китайской

теореме об остатках R/sR ∼= R/s1R×R/s2R.

Повторим данные рассуждения для колец R/s1R и R/s2R. Остается заме-

тить, что процесс разбиения s на множители когда-либо должен завершиться,

так как ему соответствует дробление множества {1, . . . ,m} в дизъюнктное объ-

единение непустых множеств. �

Пусть s — ненулевой необратимый элемент факториального кольца R и

M = Mβ1,...,βn(R), где каждый элемент βi представляет из себя целую неотри-

цательную степень элемента s. Введем на множестве {1, . . . , n} отношение эк-

вивалентности: i ∼ j ⇔ βi = βj . Класс эквивалентности элемента a ∈ {1, . . . , n}
будем обозначать через [a]. Через B[a] обозначим множество матриц из M со

следующим свойством: если компонента (i, j) матрицы отлична от нуля, то

i, j ∈ [a]. Если элементы β1, . . . , βn упорядочены с учетом отношения эквива-

лентности, то данное отношение индуцирует блочный вид на M .

Пусть α — R-автоморфизм алгебры M . Будем говорить, что α согласован

с блочной структурой алгебры M , если для каждого 1 ≤ j ≤ n выполняется

α(Ejj) ∈ B[j] + I.

Предложение 3.10. Пусть кольцо R факториально, n ≥ 3, s ∈ R, при-

чем s 6∈ {0} ∪ U(R) и фактор-кольцо R/sR неразложимо. Пусть также M =

Mβ1,...,βn(R), где каждый элемент βi представляет из себя целую неотрицатель-

ную степень элемента s. Тогда любой R-автоморфизм алгебры M согласован с

блочной структурой алгебры M .

Доказательство. Фиксируем произвольный R-автоморфизм α алгебры

M . Не нарушая общности, можно считать что показатели степени s в последо-

вательности β1, . . . , βn расположены по возрастанию. А именно, пусть βk = sγk

и γ1 ≤ γ2 ≤ . . . ≤ γn. Сгруппируем показатели по совпадающим значениям:

q1 := γ1 = γ2 = . . . = γn1 , q2 := γn1+1 = γn1+2 = . . . = γn1+n2 ,

. . . . . . . . .

qm := γ(n1+...+nm−1)+1 = γ(n1+...+nm−1)+2 = . . . = γ(n1+...+nm−1)+nm ,

где
m∑
j=1

nj = n и q1 < q2 < . . . < qm. В частности, [1] = {1, . . . , n1}, β1β̂1R =

β1β2R и βiβ̂iR = βiβ1R для всех 2 ≤ i ≤ n.

Рассмотрим фактор-кольцо

M/I ∼= R/(β1β2R)×
(

n∏

i=2

R/(βiβ1R)

)
.

Определим целое неотрицательное число k следующим образом. Если n1 >
1 и β1 обратим, то k = n1. Иначе k = 0. Нетрудно видеть, что для каждого

1 ≤ i ≤ k имеет место включение Eii ∈ I. Так как α(I) = I, то α(Eii) ∈ Eii + I
для каждого 1 ≤ i ≤ k. В силу неразложимости кольца R/sR неразложимо и
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кольцо R/(βiβ1R) для всех i > k. Поэтому кольцо M/I содержит только един-

ственный набор из n−k попарно ортогональных идемпотентов. Следовательно,

для некоторой перестановки π ∈ Sn выполняется α(Eii) ∈ Eπ(i)π(i) + I для всех

1 ≤ i ≤ n. Выделим два случая.

Если n1 > 1, то

M/I ∼=
(

n1∏

j=1

R/(sq1+q1R)

)
×
(

n2∏

j=1

R/(sq2+q1R)

)
× · · · ×

(
nm∏

j=1

R/(sqm+q1R)

)
.

Для любых различных 1 ≤ a < b ≤ m имеем HomR(R/(sqa+q1R), R/(sqb+q1R)) =

∅. Поэтому автоморфизм α согласован с блочной структурой алгебры M .

Пусть теперь n1 = 1. Тогда среди элементов β1, . . . , βn обратимым может

быть только β1,

M/I ∼= R/(sq1+q2R)×
(

n2∏

j=1

R/(sq2+q1R)

)
× · · · ×

(
nk∏

j=1

R/(sqk+q1R)

)
.

Отсюда для каждого 1 ≤ j ≤ n выполняется импликация: если j 6∈ [1], [2], то

α(Ejj) ∈ B[j]+I. Если π(1) = 1, то и для j ∈ [1], [2] выполняется α(Ejj) ∈ B[j]+I.
Предположим теперь, что π(1) 6= 1. Положим α(Eii) = Eπ(i)π(i) + Iπ(i)π(i), где

Iπ(i)π(i) ∈ I для всех 1 ≤ i ≤ n. Пусть также b = π−1(1). Так как перестановка

π нетождественная и n ≥ 3, то, очевидно, найдется число 1 ≤ a ≤ n такое, что

a 6= b и γa + γb > γπ(a) + γπ(b). Фиксируем значение a.
Так как для любых различных 1 ≤ i, j ≤ n имеем EijR = EiiMEjj , то

α(Eij)R = (Eπ(i)π(i) + Iπ(i)π(i))M(Eπ(j)π(j) + Iπ(j)π(j)).

В частности,

α(Eab)R ∋ (Eπ(a)π(a) + Iπ(a)π(a))Eπ(a)π(b)(Eπ(b)π(b) + Iπ(b)π(b))

= Eπ(a)1 + Eπ(a)1I11 + Iπ(a)π(a)Eπ(a)1 + Iπ(a)π(a)Eπ(a)1I11. (∗)

Все элементы на главных диагоналях матриц Iπ(a)π(a) и I11 лежат в sR. По-

этому Iπ(a)π(a)Eπ(a)1, Iπ(a)π(a)Eπ(a)1I11 ∈ sM . Если β1 6∈ U(R), то и Eπ(a)1I11 ∈
sM . В общем случае в матрице Eπ(a)1I11 в sR лежат элемент на позиции

(π(a), 1), а также все элементы строк с номерами, отличными от π(a) (так как

это нулевые строки). Отсюда следует, что правая часть (∗) отлична от нуля и

не лежит в sM . С другой стороны, эта сумма должна иметь вид α(Eab)r для

некоторого r ∈ R. Так как α(Eab)r 6∈ sM и элемент в позиции (π(a), 1) матрицы

α(Eab)r не имеет общих необратимых делителей с s, то существует uπ(a)1 ∈ R
такой, что

α(Eab) = uπ(a)1Eπ(a)1 + Iπ(a)1,

где Iπ(a)1 ∈ I. Более того, в матрице Iπ(a)1 не лежать в sR могут только элемен-

ты на позициях (π(a), 2), . . . , (π(a), n). Также uπ(a)1 не имеет общих с s необра-

тимых делителей.

Аналогично

α(Eba) = u1π(a)E1π(a) + I1π(a),

где I1π(a) ∈ I и в матрице I1π(a) не лежать в sR могут только элементы на

позициях (2, π(a)), . . . , (n, π(a)). Элемент u1π(a) не имеет общих с s необратимых

делителей.
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В алгебре M выполняется тождество EabEba = sγa+γbEaa. Отсюда

sγa+γb(Eπ(a)π(a) + Iπ(a)π(a)) = α(sγa+γbEaa) = α(EabEba)

= (uπ(a)1Eπ(a)1 + Iπ(a)1)(u1π(a)E1π(a) + I1π(a))

= uπ(a)1u1π(a)s
γπ(a)+γ1Eπ(a)π(a) + uπ(a)1Eπ(a)1I1π(a)

+ u1π(a)Iπ(a)1E1π(a) + Iπ(a)1I1π(a). (∗∗)

По определению идеала I элемент в позиции (π(a), π(a)) матрицы Iπ(a)π(a) ле-

жит в линейной комбинации над R некоторых произведений вида βiβj , где i < j.
В силу минимальности показателей γ1, γ2 имеем βiβj ∈ sγ1+γ2R для всех i < j.
Таким образом, в произведении sγa+γb(Eπ(a)π(a) + Iπ(a)π(a)) элемент в позиции

(π(a), π(a)) лежит в sγa+γb + sγa+γb+γ1+γ2R. Рассмотрим элемент в позиции

(π(a), π(a)) в правой части (∗∗). В uπ(a)1Eπ(a)1I1π(a) и u1π(a)Iπ(a)1E1π(a) этот

элемент лежит в βπ(a)β1sR = sγπ(a)+γ1+1R, так как в матрицах Iπ(a)1 и I1π(a)

элементы в позициях (π(a), 1) и (1, π(a)) соответственно лежат в sR. Рассмот-

рим элемент в позиции (π(a), π(a)) в Iπ(a)1I1π(a). Из определения матричного

произведения для слагаемых, составляющих данный элемент, возможны два

случая.

(1) Слагаемое получено произведением компонент (π(a), π(a)) матриц Iπ(a)1

и I1π(a). Так как данные матрицы принадлежат I, то в каждой из матриц эле-

мент в позиции (π(a), π(a)) лежит в линейной комбинации над R произведений

вида βπ(a)βi, i 6= π(a). Так как π(a) > 1, каждое произведение βπ(a)βi лежит в

βπ(a)β1R. Таким образом, произведение компонент (π(a), π(a)) матриц Iπ(a)1 и

I1π(a) лежит в (βπ(a)β1)
2R = s(γπ(a)+γ1)+(γπ(a)+γ1)R.

(2) Слагаемое получено произведением компонент (π(a), k) и (k, π(a)) мат-

риц Iπ(a)1 и I1π(a), где k 6= π(a).
Если k = 1, то и сами компоненты (π(a), 1) и (1, π(a)), как мы видели

ранее, лежат в sR. Поэтому соответствующее произведению слагаемое лежит в

(βπ(a)β1)s
2R = sγπ(a)+γ1+2R.

Если k > 1, то соответствующее слагаемое лежит в (βπ(a)βk)R = sγπ(a)+γkR.

Так как n1 = 1, то γk > γ1. Следовательно, сумма по всем k 6= π(a) лежит в

sγπ(a)+γ1+1R.

По построению π(a) > 1, а значит, γπ(a) > γ1. Таким образом, вне зависи-

мости от того, отлично от нуля значение γ1 или нет, имеет место неравенство

min((γπ(a) + γ1) + (γπ(a) + γ1), γπ(a) + γ1 + 1) ≥ γπ(a) + γ1 + 1.

Отсюда элемент в позиции (π(a), π(a)) в правой части (∗∗) лежит в

uπ(a)1u1π(a)s
γπ(a)+γ1 + sγπ(a)+γ1+1R.

В частности, данный элемент не лежит в sγπ(a)+γ1+1R. С другой стороны, ранее

мы видели, что этот элемент лежит в sγa+γb + sγa+γb+γ1+γ2R ⊆ sγπ(a)+γ1+1R.

Полученное противоречие гарантирует, что π(1) = 1 при n1 = 1, что и завершает

доказательство предложения. �

Следствие 3.11. Пусть кольцо R факториально, n ≥ 3, s ∈ R, причем

s 6∈ {0} ∪ U(R) и фактор-кольцо R/sR неразложимо. Тогда для любых целых

неотрицательных попарно различных γ1, . . . , γn все R-автоморфизмы алгебры

M =Msγ1 ,...,sγn (R) внутренние.

Доказательство напрямую следует из предложений 3.4 и 3.10. �



190 А. Н. Абызов, Д. Т. Тапкин

Пример 3.12. Пусть кольцо R факториально, s — простой элемент кольца

R и M =Ms,s2,s3(R). По теореме 3.6 группа OutR(M) изоморфно вкладывается

в AutR
(
R/s3R× R/s3R×R/s4R

) ∼= S2. Однако все R-автоморфизмы алгебры

M внутренние по следствию 3.11. Таким образом, вложение из теоремы 3.6 не

обязано быть сюръективным.

Для уточнения результата теоремы 3.6 опишем группу внешних автомор-

физмов алгебры Mn(R; s). Далее в предложении 3.13 будем ассоциировать

Mβ1,β2(R) с образом в Mβ1,β2,...,βn(R) при вложении A 7→
(
A 0

0 0

)
. Матрицу

в правой части будем обозначать через A⊕ (0)n−2.

Предложение 3.13. Пусть кольцоR факториально, n ≥ 2 и 0 6= β1, . . . , βn
∈ R. Пусть также e ∈ Mβ1,β2(R) — нетривиальный идемпотент. Если β1 = β2,

то существует R-автоморфизм α алгебры Mβ1,β2,...,βn(R) такой, что

(1) α(Ekk) = Ekk для всех 3 ≤ k ≤ n;

(2) α(E11) = e⊕ (0)n−2, α(E22) = (I2 − e)⊕ (0)n−2.

Доказательство. Положим s = β1 = β2. При n = 2 утверждение пред-

ложения следует из леммы 3.8 и изоморфизма Mβ1,β2(R) ∼= Kβ1β2(R). Зададим

автоморфизм α явно. Так как e 6= 0, I2, то найдутся a, x, y ∈ R такие, что

e =

(
a x
y 1− a

)
и a(1−a) = s2xy. Несложно заметить, что в силу факториаль-

ности кольца R найдутся элементы as2 , ax, ay ∈ R и (1−a)s2 , (1−a)x, (1−a)y ∈ R
такие, что

a = as2axay, (1− a) = (1− a)s2(1− a)x(1 − a)y,
x = ax(1− a)x, y = ay(1− a)y, s2 = as2(1− a)s2 .

Более того, в силу того, что элементы a и (1 − a) не могут иметь общих

необратимых делителей, не нарушая общности можно считать, что as2 = (as)
2

и (1 − a)s2 = ((1 − a)s)2 для некоторых as, (1 − a)s ∈ R. Также можно считать,

что as(1− a)s = s.
В силу леммы 2.5 существует ненулевой элемент A12 ∈ Mβ1,β2(R) такой,

что eMβ1,β2(R)(1 − e) = A12R. Непосредственные вычисления показывают, что

eE11(1− e) =

(
a(1− a) −ax
y(1− a) −s2xy

)

= ay(1− a)x
(

ax(1− a)ys2 −a2
sa

2
x

(1− a)2s(1− a)2y −ax(1− a)ys2
)
,

eE22(1− e) = −eE11(1− e),

eE12(1− e) =

(
−s2ya a2

−s2y2 s2ya

)
= −a2

sa
2
y

(
ax(1− a)ys2 −a2

sa
2
x

(1− a)2s(1− a)2y −ax(1− a)ys2
)
,

eE21(1− e) =

(
s2x(1− a) −s2x2

(1− a)2 −s2x(1 − a)

)

= (1− a)2s(1− a)2x
(

ax(1− a)ys2 −a2
sa

2
x

(1− a)2s(1− a)2y −ax(1− a)ys2
)
.

Заметим, что

ay(1− a)x · (2ax(1− a)ys2) + a2
sa

2
y ·
(
a2
sa

2
x

)
+ (1− a)2s(1− a)2x ·

(
(1− a)2s(1− a)2y

)

= 2s2xy + a2 + (1− a)2 = 2a(1− a) + a2 + (1− a)2 = 1.
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Поэтому матрица (
ax(1− a)ys2 −a2

sa
2
x

(1− a)2s(1− a)2y −ax(1− a)ys2
)

тоже лежит в eMβ1,β2(R)(1 − e). Положим

A12 =

(
ax(1− a)ys2 −a2

sa
2
x

(1− a)2s(1− a)2y −ax(1 − a)ys2
)
.

Аналогично показывается, что для матрицы

A21 =

(
(1− a)xays2 (1− a)2s(1− a)2x

a2
sa

2
y (1 − a)xays2

)

имеет место равенство (1− e)Mβ1,β2(R)e = A21R.

Непосредственные вычисления показывают, что

A12A21 = s2e и A21A12 = s2(I2 − e).

Поэтому R-линейное отображение α :Mβ1,β2(R)→Mβ1,β2(R) такое, что

α(E11) = e, α(E12) = A12, α(E21) = A21, α(E22) = I2 − e,

будет R-автоморфизмом.

Пусть теперь n ≥ 3 и M = Mβ1,β2,...,βn(R). Положим B11 = e ⊕ (0)n−2,

B12 = A12 ⊕ (0)n−2, B21 = A21 ⊕ (0)n−2, B22 = (I2 − e) ⊕ (0)n−2 и Bij = Eij
для всех 3 ≤ i, j ≤ n. Так как 1 = B11 +B22 + . . .+Bnn является разложением

единицы в сумму n ортогональных идемпотентов, то для каждого элемента

3 ≤ k ≤ n существуют ненулевые матрицы B1k, B2k, Bk1, Bk2 ∈ M такие, что

B11MEkk = B1kR, B22MEkk = B2kR, EkkMB11 = Bk1R и EkkMB22 = Bk2R.

Зададим эти матрицы явно. Заметим, что

B11MEkk = B11(E1kR+ E2kR)Ekk = B11(E1kR+ E2kR),

B11E1k = aE1k + syE2k = asay(asaxE1k + (1− a)s(1− a)yE2k),

B11E2k = sxE1k + (1 − a)E2k = (1− a)s(1− a)x(asaxE1k + (1− a)s(1− a)yE2k).

Так как

asay · (asax) + (1− a)s(1− a)x · ((1− a)s(1− a)y) = a+ (1− a) = 1,

то можно положить

B1k = asaxE1k + (1− a)s(1− a)yE2k.

Аналогично определяем

B2k = (1− a)s(1− a)xE1k − asayE2k,

Bk1 = asayEk1 + (1− a)s(1− a)xEk2,
Bk2 = (1− a)s(1− a)yEk1 − asaxEk2.

Прямые вычисления показывают, что R-линейное отображение

γ : Mβ1,...,βn(R)→Mβ1,...,βn(R)

такое, что γ(Eij) = Bij для всех 1 ≤ i, j ≤ n, является гомоморфизмом. За-

метим, для всех 1 ≤ i, j ≤ n выполняется BiiMβ1,...,βn(R)Bjj = BijR. Поэтому

гомоморфизм γ является автоморфизмом. �
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Теорема 3.14. Пусть n ≥ 2, кольцо R факториально и s ∈ R, причем

s 6∈ {0} ∪ U(R). Тогда

OutR(Mn(R; s)) ∼= (Sn)k,

где k определяется, как в лемме 3.9.

Доказательство. Для n = 2 утверждение следует из теоремы 1.3. По-

этому можно считать, что n ≥ 3.

В силу леммы 3.9 найдутся попарно взаимно простые элементы s1, . . . , sk ∈
R такие, что s = s1 · · · sk, кольца R/s21R, . . . , R/s

2
kR неразложимы и идеалы

s21R, . . . , s
2
kR попарно комаксимальны. По китайской теореме об остатках имеет

место изоморфизм

R/s2R = R/s21R×R/s22R × · · · ×R/s2kR.
В силу теоремы 3.6 группа OutR(Mn(R; s)) изоморфно вкладывается в

AutR(Mn(R; s)/I) ∼= AutR((R/s2R)n) ∼= AutR

[(
k∏

i=1

R/s2iR

)n]
∼= Skn.

Пусть � : OutR(Mn(R; s)) → AutR(Mn(R; s)/I) — введенное в доказатель-

стве теоремы 3.6 отображение. Покажем что � сюръективно. Возьмем ϕ ∈
AutR(Mn(R; s)). Под действием стандартного изоморфизма AutR(Mn(R; s)/I)
∼= AutR((R/s2R)n) элемент �(InnR(Mn(R; s)) · ϕ) переходит в автоморфизм ϕ̂
такой, что

ϕ̂((r1 + s2R), . . . , (rn + s2R)) = (ϕ(A)11 + s2R, . . . , ϕ(A)nn + s2R),

где A =
n∑
i=1

riEii, а под ϕ(A)ij понимается (i, j)-компонента матрицы ϕ(A). Оче-

видно, что R-автоморфизмы алгебры (R/s2R)n просто переставляют местами

компоненты R/s2iR. Учитывая, что группа Sn порождается транспозициями,

для доказательства сюръективности достаточно показать существование авто-

морфизма ϕ алгебры Mn(R; s), для которого автоморфизм ϕ̂ переставляет ком-

понентыR/s21R у двух копий R/s2R, а на всех остальных компонентах действует

тождественно.

По китайской теореме об остатках найдется элемент a ∈ R такой, что

a + s21R = 0 + s21R и a + s2iR = 1 + s2iR для всех 2 ≤ i ≤ k. Поэтому доста-

точно построить автоморфизм ϕ ∈ AutR(Mn(R; s)), который переводит E11 + I
в diag(a, 1−a, 0, . . . , 0)+I, E22 +I в diag(1−a, a, 0, . . . , 0)+I, а Eii+I переводит

в себя для всех 3 ≤ i ≤ n.

Так как по построению a(1− a) ∈ s2R, то существует элемент x ∈ R такой,

что a(1 − a) = s2x. Тогда матрица e =

(
a x
1 (1− a)

)
∈ M2(R; s) будет идемпо-

тентом. В силу предложения 3.13 найдется автоморфизм ϕ ∈ AutR(Mn(R; s))
такой, что

(1) ϕ(Ekk) = Ekk при k > 2;

(2) ϕ(E11) = e⊕ (0)n−2, ϕ(E22) = (I2 − e)⊕ (0)n−2.

Очевидно, что автоморфизм ϕ искомый. �

Следствие 3.15. Пусть n ≥ 2, кольцо R является областью главных иде-

алов и s ∈ R, причем s 6∈ {0}∪U(R). Пусть также s = upa1
1 · · · pakk — разложение

s на попарно не ассоциированные простые элементы. Тогда

OutR(Mn(R; s)) ∼= (Sn)k.
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Заметим, что в предложении 3.4 фактически доказывается следующий факт:

если в Mβ1,...,βn(R) имеется разложение единицы 1 = e1 + . . . + en такое, что

каждый идемпотент ei отличается от Eii только на элемент из I, то для некото-

рой обратимой матрицы U ∈ Mβ1,...,βn(R) имеет место равенство ei = UEiiU
−1

∀1 ≤ i ≤ n. Это позволяет доказать теорему об изоморфизме для Mn(R; s),
пользуясь знанием группы внешних автоморфизмов.

Теорема 3.16. Пусть кольцо R факториально, s ∈ R, n ∈ N. Алгебры

формальных матриц Mn(R; s) и Mn(R; η) изоморфны в точности тогда, когда

ηijk = uijks
δijk для всех 1 ≤ i, j, k ≤ n, где uijk ∈ U(R).

Доказательство. Если s ∈ U(R), то утверждение теоремы вытекает из

[10, предложение 3.3]. Если s = 0, то утверждение теоремы вытекает из [12,

лемма 9.2]. Таким образом, достаточно ограничиться случаем s 6∈ U(R) ∪ {0}.
(⇐) ПустьMn(R; η) такое кольцо формальных матриц, что ηijk = uijks

δijk ,

где uijk ∈ U(R) для всех 1 ≤ i, j, k ≤ n. Нетрудно видеть, что набор uijk
удовлетворяет условию: uijkuikl = uijlujkl для всех 1 ≤ i, j, k, l ≤ n.

Положим gij = u1ij , 1 ≤ i, j ≤ n. Тогда

gijgjks
δijk = u1iju1jks

δijk = u1ikuijks
δijk = gikηijk.

Таким образом, отображение � : Mn(R; η) → Mn(R; s), определенное по

правилу (aij) 7→ (gijaij), будет изоморфизмом.

(⇒) Пусть � : Mn(R; η) → Mn(R; s) — изоморфизм. Через Eij и Fij обо-

значим матричные единицы колец Mn(R; s) и Mn(R; η) соответственно. Пусть

также I = 〈Eij | i 6= j〉 — идеал в Mn(R; s), �(F11), . . . , �(Fnn) — набор из n вза-

имно ортогональных ненулевых идемпотентов вMn(R; s). Заметим, что ни один

из них не может лежать в I. В самом деле, пусть e ∈ I — идемпотент. Так как

элементы главной диагонали матриц из I лежат в sR, то e = e2 ∈ sMn(R; s).
Тем более для любого натурального k имеем e = e2k ∈ skMn(R; s). В силу

факториальности R это возможно, только если e = 0.

Пусть s = s1s2 · · · sk — разбиение из леммы 3.9. Для каждого 1 ≤ t ≤ k
можно рассмотреть идеал Ist ⊆ Mn(R; s), состоящий из всех матриц, элемен-

ты которых на главной диагонали лежат в stR. Дублируя рассуждения выше,

получаем, что идемпотенты �(F11), . . . , �(Fnn) не лежат в stR. Так как фактор-

алгебра Mn(R; s)/Ist
∼=

n∏
i=1

R/stR содержит единственный набор из n попарно

ортогональных ненулевых идемпотентов, то �(F11) + Ist , . . . , �(Fnn) + Ist сов-

падают с ними с точностью до некоторой перестановки.

Таким образом, можно заключить, что отображение Eii + I 7→ �(Fii) +

I задает R-автоморфизм Mn(R; s)/I. В силу теоремы 3.14 и [10, лемма 5.5]

найдется автоморфизм α ∈ Aut(Mn(R; s)) такой, что α(Eii)− �(Fii) ∈ I.
Композиция α−1� : Mn(R; η) → Mn(R; s) будет изоморфизмом, для ко-

торого α−1�(Fii) − Eii ∈ I. Рассуждая, как и в доказательстве предложе-

ния 3.4, получаем, что CUα
−1�(Fii) = Eii для некоторой обратимой матрицы

U ∈ U(Mn(R; s)), где CU — соответствующий U внутренний автоморфизм.

Так как элемент Eij , i 6= j, характеризуется тем, что EiiMn(R; s)Ejj =

EijR, то изоморфизм CUα
−1� переводит элемент Fij в gijEij , где gij ∈ U(R) в

силу сюръективности. Остается заметить, что

ηijkgikEik = ηijkCUα
−1�(Fik) = CUα

−1�(FijFjk)

= CUα
−1�(Fij) · CUα−1�(Fjk) = gijgjks

δijkEik. �
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Следствие 3.17. Пусть s ∈ Z и n ≥ 2. Алгебры формальных матриц

Mn(Z; s) и Mn(Z; η) изоморфны в точности тогда, когда ηijk = ±sδijk для всех

1 ≤ i, j, k ≤ n.

Пусть кольцо R факториально, n ≥ 3, s ∈ R, причем s 6∈ {0}∪U(R). Пусть

также M = Mβ1,...,βn(R), где βk = sγk , γk ∈ Z+ для каждого 1 ≤ k ≤ n. Через

q1 < q2 < . . . < qt обозначим все попарно различные значения, которые мо-

гут принимать элементы γ1, . . . , γn. При этом для каждого 1 ≤ j ≤ t элемент

qj встречается в последовательности γ1, . . . , γn ровно nj ∈ N раз и
t∑

j=1

nj = n.

Набор {(q1, n1), . . . , (qt, nt)} будем называть набором показателей s в последо-

вательности β1, . . . , βn с учетом кратности.

Теорема 3.18. Пусть кольцо R факториально, n ≥ 3, s ∈ R, причем s 6∈
{0} ∪ U(R). Пусть также β1, . . . , βn ∈ R, где каждый элемент βi представляет

из себя целую неотрицательную степень элемента s и {(q1, n1), . . . , (qt, nt)} —

набор показателей s в последовательности β1, . . . , βn с учетом кратности и q1 <
q2 < . . . < qt. Если n1 > 1, то

OutR(Mβ1,...,βn(R)) ∼=
{

(Sn1 × · · · × Snt)k, если q1 > 0,

(Sn2 × · · · × Snt)k, если q1 = 0.

где k определяется, как в лемме 3.9.

Доказательство. Положим M = Mβ1,...,βn(R). В силу леммы 3.9 най-

дутся попарно взаимно простые элементы s1, . . . , sk ∈ R такие, что s = s1 · · · sk,
кольца R/s1R, . . . , R/skR неразложимы и идеалы s1R, . . . , skR попарно комак-

симальны. Очевидно, что для любого натуральногоm кольцаR/sm1 R, . . . , R/s
m
k R

также неразложимы и идеалы sm1 R, . . . , s
m
k R попарно комаксимальны.

В силу теоремы 3.6 группа OutR(M) изоморфно вкладывается в AutR(M/I),

M/I ∼=
(

n1∏

j=1

R/(sq1+q1R)

)
×
(

n2∏

j=1

R/(sq2+q1R)

)
× · · · ×

(
nt∏

j=1

R/(sqk+q1R)

)
.

По китайской теореме об остатках для каждого 1 ≤ i ≤ k имеет место

изоморфизм

R/(sqi+q1R) = R/(sqi+q11 R)×R/
(
sqi+q12 R

)
× · · · ×R/

(
sqi+q1k R

)
.

Так как числа q1 + q1, q2 + q1, . . . , qk + q1 попарно различны, то

AutR(M/I) ∼= AutR

(
n1∏

j=1

R/(sq1+q1R)

)
×AutR

(
n2∏

j=1

R/(sq2+q1R)

)
× · · ·

×AutR

(
nt∏

j=1

R/(sqk+q1R)

)
∼= G× Skn2

× · · ·Sknt ,

где G = Skn1
, если q1 > 0, и G = {e} иначе.

Пусть � : AutR(M/I)→ G×Skn2
×· · ·Sknt — соответствующий изоморфизм и

� : OutR(M)→ AutR(M/I) — введенное в доказательстве теоремы 3.6 отобра-

жение. Фиксируем индекс 1 ≤ i ≤ k. Если ni = 1, то группа Sni одноэлементна.

Если ni > 1 и qi > 0, то в силу изоморфизма Mβ1,...,βn(R) ∼= Mπ(β1),...,π(βn)(R)
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для произвольного π ∈ Sn, как и при доказательстве теоремы 3.14, получаем,

что в образе � ∼= � целиком содержится подгруппа

1n1 × 1n2 × · · · × 1ni−1 × Skni × 1ni+1 × · · · × 1nt ,

где под 1nj понимается единица группы Sknj (или единица группы G при j = 1).

Следовательно, OutR(M) ∼= AutR(M/I). �

Замечание 3.19. Пусть элементы β1, . . . , βn заданы, как в условии тео-

ремы 3.18, {(q1, n1), . . . , (qt, nt)} — набор показателей s в последовательности

β1, . . . , βn с учетом кратности, q1 < q2 < . . . < qt и n1 = 1. Следуя доказатель-

ству теоремы 3.18, легко показать, что группа OutR(Mβ1,...,βn(R)) изоморфно

вкладывается в (Sn2+1×Sn3 ×· · ·×Snt)k. Через H обозначим подгруппу Sn2+1,

состоящую из перестановок, которые оставляют элемент 1 неподвижным. Тогда

образ OutR(Mβ1,...,βn(R)) при вложении выше содержит (H×Sn3 ×· · ·×Snt)k ∼=
(Sn1 × Sn2 × Sn3 × · · · × Snt)k. Неизвестно, будет ли образ изоморфен данному

произведению. Однако если кольцо R/sR неразложимо, то изоморфизм будет

иметь место в силу предложения 3.10.

Следствие 3.20. Пусть кольцо R факториально, n ≥ 3, s ∈ R, причем

s 6∈ {0} ∪ U(R) и кольцо R/sR неразложимо. Пусть также β1, . . . , βn ∈ R,

где каждый элемент βi представляет из себя целую неотрицательную степень

элемента s и {(q1, n1), . . . , (qt, nt)} — набор показателей s в последовательности

β1, . . . , βn с учетом кратности. Тогда

OutR(Mβ1,...,βn(R)) ∼=
{
Sn1 × · · · × Snt , если q1 > 0,

Sn2 × · · · × Snt , если q1 = 0.

Пусть в условиях следствия 3.20 среди элементов β1, . . . , βn имеется не бо-

лее одного обратимого элемента. Тогда фактор-алгебра Mβ1,...,βn(R)/I содер-

жит единственный набор из n попарно ортогональных ненулевых идемпотентов.

Поэтому, повторяя доказательство теоремы 3.16, можно получить аналогичную

теорему об изоморфизме. В доказательство потребуется внести только одно

изменение. Два набора взаимно ортогональных идемпотентов E11, . . . , Enn и

�(F11), . . . �(Fnn) теперь позволяют задать R-автоморфизм вида Eπ(i)π(i) + I 7→
�(Fii) + I для некоторой перестановки π ∈ Sn.

Теорема 3.21. Пусть кольцо R факториально, n ≥ 3, s ∈ R, причем s 6∈
{0}∪U(R) и кольцо R/sR неразложимо. Пусть также набор β1, . . . , βn ∈ R, где

каждый элемент βi представляет из себя целую неотрицательную степень эле-

мента s, содержит не более одного обратимого элемента. Алгебры Mβ1,...,βn(R)

и Mn(R; η) изоморфны в точности тогда, когда для некоторой перестановки

π ∈ Sn:
(1) ηijk = uijkβπ(j) для всех попарно различных 1 ≤ i, j, k ≤ n, где uijk ∈

U(R);

(2) ηiji = uijiβπ(i)βπ(j) для всех попарно различных 1 ≤ i, j ≤ n, где uiji ∈
U(R).

Из теоремы 3.18 напрямую получить аналогичный результат не представ-

ляется возможным. Разложимость кольца R/sR вместе с различием идеа-

лов βiβ̂iR уже не гарантируют наличие R-автоморфизма вида Eπ(i)π(i) + I 7→
�(Fii) + I на фактор-алгебре.
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СХОДИМОСТЬ МЕР В МЕТРИКЕ КАНТОРОВИЧА

И ПРИБЛИЖЕНИЕ ГАУССОВСКИХ МЕР

В. И. Богачев

Аннотация. Доказаны два результата о приближении борелевских мер в метрике
Канторовича. Первый результат дает скорость сходимости в этой метрике нормиро-
ванных поверхностных мер на n-мерных сферах к стандартной гауссовской мере на
счетной степени прямых, ограниченной на произвольное непрерывно вложенное се-
парабельное банахово пространство полной меры, а второй для произвольной слабо
сходящейся последовательности вероятностных борелевских мер на сепарабельном
пространстве Фреше дает достаточное условие сходимости в метрике Канторовича,
порожденной нормой компактно вложенного сепарабельного банахова простран-
ства.
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Ключевые слова: гауссовская мера, слабая сходимость мер, метрика Канторови-
ча.

Посвящается памяти Семёна Самсоновича Кутателадзе

1. Введение

Хорошо известно, что нормированные поверхностные меры σn на сферах

радиуса
√
n в Rn, рассматриваемые как меры на счетной степени прямой R∞,

слабо сходятся к стандартной гауссовской мере γ на R∞ — счетной степени

стандартной гауссовской меры на прямой. Этот результат восходит к работам

Бореля [1], Гато [2] и Леви [3], в 1960–70-х обсуждался в связи с развитием

бесконечномерного интегрирования в работах [4–6], позже фигурировал в пре-

дельных теоремах для проекций (см., например, [7–10]), а в последнее время он

снова привлек внимание в связи c изучением так называемого явления концен-

трации мер (см. [11–13]). Слабая сходимость мер на метрическом пространстве

характеризуется сходимостью в метрике Канторовича — Рубинштейна, более

сильной является сходимость в метрике Канторовича (определения напомина-

ются ниже). В этой работе показано, что меры σn сходятся к мере γ по метрике

Канторовича, порожденной всяким непрерывно вложенным в R∞ сепарабель-

ным банаховым пространством E, для которого γ(E) = 1. При этом полу-

чена оценка скорости сходимости, в типичных случаях имеющая вид Cn−1/2.

Разумеется, для произвольной последовательности вероятностных мер, слабо

сходящейся к гауссовской мере, сходимости по какой-либо метрике Канторови-

ча может не быть просто ввиду отсутствия слабого первого момента данных

мер. Однако второй результат работы утверждает, что если борелевские веро-

ятностные меры µn на сепарабельном пространстве Фреше X слабо сходятся к

Работа поддержана грантом РНФ № 25-11-00007, выполняемым при МГУ им. М. В. Ло-
моносова.

c© 2026 Богачев В. И.



198 В. И. Богачев

борелевской мере µ0, причем существует такое банахово пространство Y с нор-

мой pY , непрерывно вложенное в X , что µn(Y ) = 1 при всех n ≥ 0, замкнутые

шары в Y борелевы в X и функция pY равномерно интегрируема относитель-

но мер µn, то найдется сепарабельное рефлексивное банахово пространство E,

компактно вложенное в X , для которого µn(E) = 1 при всех n ≥ 0, причем

меры µn сходятся к мере µ0 на E по метрике Канторовича, порожденной нор-

мой пространства E. Таким образом, в общем случае сходимость по метрике

Канторовича всегда можно усилить и получить ее на компактно вложенном

пространстве. Если Y компактно вложено в X , то можно найти содержащее Y
пространство E с указанными свойствами. Аналогичное утверждение доказано

и для знакопеременных мер.

2. Обозначения и терминология

Напомним (см. [14]), что борелевская вероятностная мера γ на локально

выпуклом пространстве X с топологически сопряженным X∗ называется цен-

трированной гауссовской, если все функционалы из X∗ являются центрирован-

ными гауссовскими случайными величинами относительно γ, т. е. для всякого

такого функционала l либо l = 0 почти всюду, либо

γ(x: l(x) < c) =
1√
2πσl

c∫

−∞

e−t
2/(2σl) dt, σl =

∫

X

l2 dγ.

Центрированная гауссовская мера γ называется радоновской, если для всякого

борелевского множества B ⊂ X и каждого ε > 0 есть такой компакт K ⊂ B,

что γ(B\K) ≤ ε. На сепарабельном пространстве Фреше все борелевские меры

радоновы.

Для центрированной радоновской гауссовской меры γ на пространстве X
замыкание X∗ в L2(γ) обозначается через X∗γ .

Стандартная гауссовская мера на прямой задается плотностью e−x
2/2/
√

2π
относительно меры Лебега. Счетная степень этой меры, заданная на счетной

степени прямой R∞, называется стандартной гауссовской мерой на R∞. Она

играет особую роль в теории гауссовских мер. В силу известной теоремы Ци-

рельсона (см. [14]) всякая центрированная радоновская гауссовская мера γ на

локально выпуклом пространствеX , не сосредоточенная на конечномерном под-

пространстве, линейно изоморфна стандартной гауссовской мере γ∞ на R∞ в

следующем смысле: найдутся борелевские линейные подпространстваX1 ⊂ R∞
и X2 ⊂ X с γ∞(X1) = γ(X2) = 1 и взаимно однозначное борелевское линейное

отображение J :X1 → X2 такие, что обратное отображение J−1 тоже борелево и

образ γ∞ при J равен γ, т. е. γ(B) = γ∞(J−1(B)) для всех борелевских множеств

B ⊂ X . В частности, это верно для всякой центрированной гауссовской меры

на сепарабельном пространстве Фреше (например, на сепарабельном банаховом

пространстве), не сосредоточенной на конечномерном подпространстве.

Из известной теоремы Ферника (см. [14, теорема 2.8.5]) следует, что

∫

X

pk dγ <∞

для всех k > 0, если p — γ-измеримая полунорма, определенная на линейном

подпространстве γ-меры 1.
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Борелевские меры µn на топологическом пространстве X слабо сходятся к

борелевской вероятностной мере µ, если
∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫

X

f dµn

для всякой ограниченной непрерывной функции f на X . В случае полного се-

парабельного метрического пространства (X, d) такая сходимость на множестве

борелевских вероятностных мер задается метрикой Канторовича — Рубинштей-

на

dKR(µ, ν) = sup

{∫

X

f dµ−
∫

X

f dν: f ∈ Lip1(d), |f | ≤ 1

}
,

где Lip1(d) — множество 1-липшицевых функций на X , т. е. функций f , для

которых |f(x) − f(y)| ≤ d(x, y) при всех x, y ∈ X . Метрика Канторовича —

Рубинштейна порождается нормой Канторовича — Рубинштейна на всем про-

странстве M (X) ограниченных знакопеременных борелевских мер, задаваемой

формулой

‖σ‖KR = sup

{∫

X

f dσ: f ∈ Lip1(d), |f | ≤ 1

}
.

Слабая сходимость последовательности знакопеременных мер влечет сходимость

по норме Канторовича — Рубинштейна, но обратное неверно, если пространство

X не дискретно.

На линейном подпространстве M1(X) в M (X), состоящем из знакопере-

менных борелевских мер, относительно вариаций которых интегрируема функ-

ция x 7→ d(x, x0) при каком-либо фиксированном x0 ∈ X (тогда такие функции

интегрируемы при всех x0), определена норма Канторовича

‖σ‖K = |σ(X)|+ sup

{∫

X

f dσ: f ∈ Lip1(d), f(x0) = 0

}
.

На подмножестве P1(X) ⊂ M1(X), состоящем из вероятностных мер, относи-

тельно которых интегрируема функция x 7→ d(x, x0), метрика Канторовича dK ,

порожденная нормой Канторовича, задается формулой

dK(µ, ν) = sup

{∫

X

f dµ−
∫

X

f dν: f ∈ Lip1(d), f(x0) = 0

}
.

Конечно, эта метрика зависит от метрики d, поэтому нередко бывает удобно

включить эту зависимость в обозначения и писать, скажем, dK,d(µ, ν). Если

X — банахово пространство с нормой pX , то порожденную этой нормой метри-

ку Канторовича будем обозначать через dK,pX . В этом случае P1(X) состоит

из борелевских вероятностных мер с сильным первым моментом, т. е. мер, от-

носительно которых интегрируема функция pX .

Ясно, что dKR(µ, ν) ≤ dK(µ, ν), причем для пространства X диаметра не

более 1 имеет место равенство. Метрику d всегда можно заменить метрикой,

задающей прежнюю топологию и оцениваемой 1, но это может быть нецелесо-

образно, так как при такой замене может быть потеряна полнота пространства,

а в случае банахова пространства ограниченная метрика не будет задаваться

нормой. Ниже речь идет как раз о банаховых пространствах.
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Напомним, что слабо сходящаяся последовательность борелевских мер на

полном сепарабельном метрическом пространстве X равномерно плотна, где

семейство P неотрицательных борелевских мер на X называется равномерно

плотным, если для всякого ε > 0 есть такой компакт K, что sup
µ∈P

µ(X\K) ≤ ε.

В случае полного сепарабельного метрического пространства X известен

(см. [15, теорема 2.7.4]) следующий критерий сходимости последовательности

мер µn ∈ P1(X) к мере µ ∈ P1(X) по метрике Канторовича: dK(µn, µ) → 0 в

точности тогда, когда меры µn сходятся к мере µ слабо и

lim
n→∞

∫

X

d(x0, x)µn(dx) =

∫

X

d(x0, x)µ(dx). (2.1)

Это равносильно также обычной слабой сходимости мер (1+d(x0, x)) ·µn к мере

(1 + d(x0, x)) · µ. Еще одно равносильное условие: слабая сходимость мер µn к

µ и равномерная интегрируемость функции d(x0, x) относительно мер µn, т. е.

lim
R→∞

sup
n

∫

{x:d(x,x0)≥R}

d(x, x0)µn(dx) = 0.

В самом деле, если это условие выполнено, то интегралы от функции g(x) =

d(x, x0) по мерам µn равномерно ограничены, поэтому она интегрируема и от-

носительно µ. При этом есть сходимость интегралов от функций min(g,R) при

всех R, что вместе с равномерной интегрируемостью дает (2.1). Обратно, пусть

верно (2.1) и есть слабая сходимость. Для всякого ε > 0 есть такое R1, что

интеграл от g −min(g,R1) по мере µ меньше ε. Взяв N так, что

∣∣∣∣
∫

X

g dµ−
∫

X

g dµn

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

X

min(g,R1) dµ−
∫

X

min(g,R1) dµn

∣∣∣∣ < ε

при n > N , получим, что для таких n при R > R1 верна оценка

∫

{g≥R}

g dµn ≤
∫

{g>R1}

g dµn =

∫

X

[g −min(g,R1)] dµn < 2ε.

Увеличив R1, получим такую оценку и для оставшихся мер µ1, . . . , µN .

На всем пространстве M1(X) слабая сходимость не следует из сходимости

по норме Канторовича. Например, если есть бесконечная последовательность

точек xn, сходящаяся к x0, где xn 6= x0, то для мер µn = d(xn, x0)
−1/2(δxn − δx0)

имеем ‖µn‖K → 0, но слабой сходимости нет, так как нет даже ограниченности

по вариации. Однако и на M1(X) сходимость мер µn к µ по норме Канторовича

вытекает из слабой сходимости вместе с равномерной интегрируемостью функ-

ции d(x, x0) относительно мер |µn|. В самом деле, для заданного ε > 0 найдется

такое R > 0, что интегралы от функции d(x, x0) по мерам |µn|+ |µ| по множе-

ству {x: d(x, x0) ≥ R} меньше ε. В силу слабой сходимости есть такое N ≥ 1,

что ‖µn − µ‖KR ≤ ε/R при n ≥ N . Тогда при таких n для всякой функции

f ∈ Lip1(d) с f(x0) = 0, положив fR = min(f,R), получаем

∣∣∣∣
∫

X

f dµ−
∫

X

f dµn

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

X

fR dµ−
∫

X

fR dµn

∣∣∣∣+ 2ε ≤ R‖µn − µ‖KR + 2ε ≤ 3ε.
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Метрика Канторовича появилась в классической работе [16] и затем была

изучена в статьях [17] и [18], где была введена также норма Канторовича —

Рубинштейна. Основные результаты включены в книгу [19]. Отметим, что в

значительной части зарубежной литературы используется исторически некор-

ректное (а также и бессмысленное по содержанию) наименование “Wasserstein

metric”, правда, и там некоторые авторы делают уточняющие пояснения (см.,

например, [12]). Интересно отметить, что сам Канторович (в предчувствии по-

следующего переименования?) обозначил свою метрику буквой W . Для нее

есть двойственная формула

dK(µ, ν) = W (µ, ν) = inf
π∈�(µ,ν)

∫

X×X

d(x, y)π(dx dy),

где �(µ, ν) — множество борелевских вероятностных мер на X×X с проекциями

µ и ν на сомножители. Такое представление относится к задаче Канторовича

оптимальной транспортировки (о задачах Монжа и Канторовича оптимальной

транспортировки см. [12, 15, 20]).

Нам понадобится также известная формула для моментов гауссовской ме-

ры. Пусть γn — стандартная гауссовская мера на Rn с плотностью (2π)−n/2e−|x|
2/2

и |x| — стандартная норма на Rn. Тогда при p > −n имеем

Ip =

∫

Rn

|x|p γn(dx) = 2p/2
�
(
(n+ p)/2

)

� (n/2)
. (2.2)

В частности, если p = −2 и n > 2, то I−2 = (n − 2)−1. Для этого запишем

данный интеграл в сферических координатах, причем разделим его на 1 в виде

интеграла от 1, также записанного в сферических координатах. После сокраще-

ния одинаковых сомножителей, возникающих из-за интегрирования по сфере,

это дает
∞∫

0

rprn−1e−r
2/2 dr



∞∫

0

rn−1e−r
2/2 dr



−1

.

После замены r2 = 2t получаем указанный ответ, причем для p = −2 используем

формулу � (z + 1) = z� (z).
Будем говорить, что банахово пространство E непрерывно вложено в про-

странство Фреше X , если E является линейным подпространством в X и его

замкнутый единичный шар ограничен в X . Если же этот шар компактен в X ,

то будем называть E компактно вложенным в X .

Отметим, что если банаховы пространства E1 и E2 непрерывно вложены

в X и E1 ⊂ E2, то естественное вложение банаховых пространств E1 → E2

непрерывно. Это вытекает из теоремы о замкнутом графике (см. [21] или [22]),

поскольку график указанного вложения очевидным образом замкнут.

3. Основные результаты

Пусть γ — стандартная гауссовская мера на R∞ (счетная степень стандарт-

ной гауссовской меры на прямой) и σn — нормированная поверхностная мера на

сфере радиуса
√
n в Rn. Эту меру будем считать также и мерой на R∞, вложив

Rn в R∞ посредством естественного отображения

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . ).
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Мера σn — образ меры γ при отображении

x 7→ ϕn(x)Pnx,

где

ϕn(x) =

(
x2

1 + · · ·+ x2
n

n

)−1/2

, Pnx = (x1, . . . , xn),

ибо этот образ — сферически инвариантная вероятностная мера на сфере в Rn,
а таковая единственна. В силу (2.2) при n > 2 и p = −2 имеем

∫

R∞

ϕ2
n dγ = n

∫

Rn

|x|−2 dγn =
n

n− 2
. (3.1)

В основе обсуждаемых здесь результатов лежит тот простой факт, что в си-

лу закона больших чисел
(
x2

1 + · · ·+ x2
n

)
/n→ 1 при n→∞ для γ-почти всех x.

В частности, из этого очевидна слабая сходимость мер σn к γ на R∞, ибо такая

сходимость равносильна сходимости интегралов от каждой ограниченной непре-

рывной функции f от конечного числа переменных (см. [23, следствие 2.4.8]),

а в данном случае для функции f от переменных x1, . . . , xk имеем
∫

R∞

f dσn =

∫

R∞

f(ϕn(x)x1, . . . , ϕn(x)xk) γ(dx),

где ϕn(x)xj → xj при n→∞ для всех j и γ-почти всех x, так что

f(ϕn(x)x1, . . . , ϕn(x)xk)→ f(x1, . . . , xk),

поэтому остается воспользоваться теоремой Лебега о мажорируемой сходимо-

сти. Следующая теорема дает усиленную количественную характеристику схо-

димости мер σn к γ.

Теорема 3.1. Пусть E — сепарабельное банахово пространство с нор-

мой pE , непрерывно вложенное в R∞, причем γ(E) = 1. Тогда меры σn сходятся

к γ на E по метрике Канторовича dK,pE , порожденной нормой pE , и при n ≥ 8

выполнена оценка

dK,pE (γ, σn) ≤ 2‖pE‖L2(γ)n
−1/2 +

( n

n− 2

)1/2

‖pE◦(I − Pn)‖L2(γ) → 0. (3.2)

Доказательство. Заметим, что в силу равенства γ(E) = 1 пространство

E содержит все Rn, ибо мера γ эквивалента своим сдвигам на векторы из Rn.
Поэтому σn(E) = 1 при всех n. Для всех f ∈ Lip1(E) имеем
∫

E

f dγ −
∫

E

f dσn =

∫

E

[f(x)− f(ϕn(x)Pnx)] γ(dx)

=

∫

E

[f(x)− f(ϕn(x)x) + f(ϕn(x)x) − f(ϕn(x)Pnx)] γ(dx)

≤
∫

E

|1− ϕn(x)|pE(x) γ(dx) +

∫

E

ϕn(x)pE(x − Pnx) γ(dx)

≤ ‖1− ϕn‖L2(γ)‖pE‖L2(γ) +

(
n

n− 2

)1/2

‖pE ◦ (I − Pn)‖L2(γ),
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где использовано неравенство Коши — Буняковского и равенство (3.1). Далее,

с учетом равенства

∞∫

0

rαe−r
2/2 dr = 2(α−1)/2� ((α+ 1)/2)

после несложных преобразований находим

‖1− ϕn‖2L2(γ) =

∫

Rn

(1− n1/2|x|−1)2 γn(dx)

=

∞∫

0

(1− n1/2r−1)2rn−1e−r
2/2 dr



∞∫

0

rn−1e−r
2/2 dr



−1

= 1−
√

2n
� ((n− 1)/2)

� (n/2)
+

n

n− 2
.

С помощью формулы Стирлинга (см. [24, с. 792]) правую часть при n ≥ 8 можно

оценить через 4n−1, что в итоге дает объявленную оценку. В самом деле,

� (a) = (2π)1/2 exp((a− 1/2) lna− a+ θ(12a)−1), θ ∈ (0, 1).

Взяв a = n/2, получаем

√
2n

� ((n− 1)/2)

� (n/2)
= 2
√
a
� (a− 1/2)

� (a)

= 2 exp(2−1 ln a+ (a− 1) ln(a− 1/2)− a+ 1/2 + θ1(12(a− 1/2))−1

− (a− 1/2) lna+ a− θ2(12a)−1)

≥ 2 exp(ln a+ (a− 1) ln(a− 1/2) + 1/2− (12a)−1 − a lna)

= 2 exp(ln(a/(a− 1/2)) + a ln((a− 1/2)/a) + 1/2− (12a)−1).

Так как ln(1 + x) ≥ x/2 и ln(1− x) ≥ −x− 2x2 при x ∈ [0, 1/2], то правая часть

не меньше 2 exp(2−1(2a−1)−1 +a(−1/(2a)−2(2a)−2)+1/2− (12a)−1), что равно

2 exp(2−1(n− 1)−1 − n−1 − (6n)−1) ≥ 2 exp(−2(3n)−1) ≥ 2(1− 2(3n)−1).

Таким образом, при n ≥ 8 получаем

‖1− ϕn‖2L2(γ) ≤
2

n− 2
+

4

3n
≤ 4

n
.

Для завершения доказательства остается пояснить, почему

lim
n→∞

‖pE ◦ (I − Pn)‖L2(γ) = 0.

На самом деле ‖pE ◦(I−Pn)‖Lr(γ) → 0 при всех r ∈ [1,+∞), ибо pE(x−Pnx)→ 0

для γ-почти всех x ∈ E (см. [14, теорема 3.5.1]), причем

‖pE ◦ (I − Pn)‖Lq(γ) ≤ ‖pE‖Lq(γ) ∀ q ∈ [1,∞).

Последнее вытекает из такого факта (см. [14, следствие 3.3.7]): если ν — еще

одна центрированная гауссовская мера на X , для которой
∫

X

l2 dν ≤
∫

X

l2 dγ
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для всякого непрерывного линейного функционала l, то для всякой борелевской

полунормы p, заданной на линейном подпространстве γ-меры 1, при q > 0 верно

неравенство ∫

X

pq dν ≤
∫

X

pq dγ.

В данном случае это условие выполнено для образа ν меры γ при отображении

I − Pn, так как здесь l(x) =
N∑
i=1

cixi, поэтому интеграл от l2 по мере ν равен

max(N,n)∑
i=1

c2i , а интеграл от l2 по мере γ равен
N∑
i=1

c2i . �

Отметим, что 1−
√

2n� ((n− 1)/2)/� (n/2) + n/(n− 2) ∼ 1/(2n) в силу раз-

ложения Стирлинга, поэтому при больших n множитель 2 в правой части (3.2)

можно заменить на 1 или даже на 1/
√

2 + ε с ε > 0 при n ≥ N(ε).

Пример 3.2. Пусть E — весовое гильбертово пространство последователь-

ностей (xn) с pE(x)2 =
∞∑
n=1

n−2x2
n <∞. Тогда при n ≥ 8 имеем

dK,pE (γ, σn) ≤ (2π/
√

6 +
√
n/(n− 2))n−1/2 < 4n−1/2,

так как

p
E
(x− Pnx)2 =

∞∑

k=n+1

k−2x2
k,

поэтому справедлива оценка

‖pE◦(I − Pn)‖2L2(γ) =

∞∑

k=n+1

k−2 ≤ n−1.

Кроме того,

‖pE‖2L2(γ) =

∞∑

n=1

n−2 = π2/6.

Анализ доказательства полученной теоремы показывает, что она имеет сле-

дующий абстрактный аналог.

Напомним, что пространство Камерона — МартинаH центрированной гаус-

совской меры γ на сепарабельном пространстве Фреше X с сопряженным X∗

состоит из векторов h ∈ X с конечной нормой

|h|H = sup{l(h): l ∈ X∗, ‖l‖L2(γ) ≤ 1}.
Известно (см. [14]), чтоH с этой нормой оказывается сепарабельным гильберто-

вым пространством. Скалярное произведение в нем задается следующим обра-

зом. ПустьX∗γ — замыканиеX∗ в L2(γ). ТогдаX∗γ — сепарабельное гильбертово

пространство, для всякого h ∈ H имеется единственный элемент ĥ ∈ X∗γ , для

которого l(h) = (l, ĥ)L2(γ) при всех l ∈ X∗. Отображение h 7→ ĥ — изометрия, а

скалярное произведение в H задается формулой

(h1, h2)H = (ĥ1, ĥ2)L2(γ).

Для стандартной гауссовской меры γ на R∞ пространство Камерона — Мартина

есть обычное l2. Если {en} — ортонормированный базис в H , то также возни-

кают проекторы Pnx =
n∑
i=1

êi(x)ei, причем для всякого сепарабельного банахова
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пространства (E, pE), непрерывно вложенного в X и имеющего γ-меру 1, верно

равенство lim
n→∞

pE(x− Pnx) = 0 для γ-почти всех x ∈ E. Как и выше, вводятся

функции

ϕn(x) =

(
n∑

i=1

êi(x)
2/n

)−1/2

,

а также вероятностные меры σn на сферах радиуса n1/2 в n-мерных подпро-

странствахHn, порожденных e1, . . . , en: мера σn есть образ γ при отображении

x 7→ ϕn(x)Pnx. Теорема 3.1 остается в силе в этой более общей ситуации с тем

же доказательством.

В работах [7, 8] получены оценки по вариации для конечномерных проекций

на Rk при некоторых соотношениях между k и n (например, в случае k =

o(n)). Разумеется, обычной сходимости по вариации σn к γ нет ввиду взаимной

сингулярности всех мер σn и γ.

Теперь рассмотрим более общую ситуацию, когда произвольные борелев-

ские вероятностные меры на произвольном сепарабельном пространстве Фреше

(полном метризуемом локально выпуклом пространстве) слабо сходятся к бо-

релевской мере.

Сначала установим вспомогательный результат в духе известного критерия

равномерной интегрируемости Валле-Пуссена (см. [25, теорема 4.5.9]).

Лемма 3.3. Пусть (X,A ) — измеримое пространство, P — некоторое се-

мейство вероятностных мер на нем и функция f ≥ 0 измерима относительно A

и равномерно интегрируема относительно мер из P, т. е.

lim
R→∞

sup
µ∈P

∫

{f≥R}

f dµ = 0.

Тогда найдутся такие неотрицательные строго возрастающие выпуклые функ-

ции � и � на [0,+∞), что

lim
t→+∞

�(t)

t
= +∞, lim

t→+∞

�(t)

t
= +∞, (3.3)

lim
t→+∞

�(t)

�(t)
= +∞, lim

t→+∞

�−1(t)

�−1(t)
= +∞, (3.4)

причем функции �◦f и �◦f равномерно интегрируемы относительно мер из P.

Доказательство. В силу условия найдутся возрастающие к бесконечно-

сти числа Nk, для которых

sup
µ∈P

∫

{f≥Nk}

f dµ ≤ 8−k. (3.5)

Ниже эти числа будут увеличены с некоторыми дополнительными ограниче-

ниями. Положим ϕ(t) = ψ(t) = 1 при t < N1, ϕ(t) = 4k и ψ(t) = 2k при

Nk < t < Nk+1,

�(t) =

t∫

0

ϕ(s) ds, �(t) =

t∫

0

ψ(s) ds.
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Укажем дополнительные ограничения на числа Nk, с учетом которых они вы-

бираются индуктивно путем увеличения исходных чисел (так что (3.5) остается

в силе):

Nk+1 > �(Nk) + �(Nk) + 4kNk. (3.6)

Функции � и � выпуклы, строго возрастают и удовлетворяют (3.3). Выполне-

но также первое условие в (3.4). Проверим второе. Предположим, что при

некотором c > 0 имеется последовательность точек yi → ∞, для которых

�−1(yi) ≥ c�−1(yi). Рассмотрим одну из таких точек y. Пусть y = �(x) = �(z),
где x ∈ (Nk, Nk+1]. Заметим, что z > x. Возможны два случая: z < Nk+1 и

z ∈ [Nk+1, Nk+2]. Случай z > Nk+2 невозможен при больших k ввиду (3.6), так

как �(x) = �(z) > z > Nk+2, но �(x) ≤ �(Nk+1) < Nk+2. В первом случае на

отрезке [Nk, Nk+1] функции � и � имеют вид

�(t) = �(Nk) + 4k(t−Nk) и �(t) = �(Nk) + 2k(t−Nk)
соответственно. Поэтому

�(Nk) + 4k(x−Nk) = �(Nk) + 2k(z −Nk). (3.7)

Пусть x = αNk и z = qαNk. Ясно, что α > 1, q > 1. Заметим, что

(4k−1 − 1)Nk ≤ �(Nk) ≤ 4k−1Nk,

ибо ϕ(t) ≤ 4k−1 при t ≤ Nk и

�(Nk) ≥ 4k−1(Nk −Nk−1) ≥ 4k−1(1− 41−k)Nk = (4k−1 − 1)Nk.

Кроме того, �(Nk) < �(Nk)/2 при больших k, откуда �(Nk)−�(Nk) > �(Nk)/2.

Значит, из приведенной выше двусторонней оценки получаем

�(Nk)− �(Nk) = β4kNk, где 1/9 ≤ β ≤ 1/4.

Таким образом, из (3.7) после деления на 4kNk находим

2−k(qα− 1) = β + α− 1 ≥ 1/9.

В силу нашего предположения q ≤ c−1. Поэтому предыдущее равенство не

может выполняться при больших k. В самом деле, при α ≤ 2 левая часть

становится меньше 1/9 при больших k. При α > 2 имеем

α(1− 2−kq) = 1− β − 2−k ≤ 1,

откуда 1− 2−kq ≤ 1/2, что невозможно при больших k виду оценки q ≤ c−1.

Перейдем к случаю z ∈ [Nk+1, Nk+2]. Здесь

y = �(x) = �(Nk)+4k(x−Nk) = �(z) = �(Nk)+2k(Nk+1−Nk)+2k+1(z−Nk+1).

Значит,

�(Nk)− 4kNk − �(Nk) + 2kNk = −2kNk+1 + 2k+1z − 4kx. (3.8)

При больших k имеем 4kc > 2k+1. Так как x ≥ cz, то правая часть (3.8) меньше

−2kNk+1. Это приводит к противоречию, ибо левая часть по модулю меньше

Nk+1 в силу (3.6).

Наконец, равномерная интегрируемость функции � следует из того, что на

[Nk, Nk+1] выполнена оценка �(t) ≤ 4kt, так как

�(t) = �(Nk) + 4k(t−Nk) ≤ 4k−1Nk + 4k(t−Nk) ≤ 4kt
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для всех µ ∈P. Следовательно,
∫

{Nk≤f<Nk+1}

�(f) dµ ≤ 4k
∫

{Nk≤f<Nk+1}

f dµ ≤ 2−k.

Значит, ∫

{�(f)≥�(Nk)}

�(f) dµ ≤ 21−k.

Меньшая функция � тоже равномерно интегрируема. �

Отметим, что второе условие в (3.4) не вытекает из первого. Например,

если �(t) = e2t и �(t) = et, то �−1(t) = �−1(t)/2.

Теорема 3.4. Пусть X — сепарабельное пространство Фреше и семейство

P борелевских вероятностных мер равномерно плотно на X . Предположим,

что существует такое непрерывно вложенное в X банахово пространство Y с

нормой pY , что замкнутый единичный шар UY из Y является борелевским в X ,

µ(Y ) = 1 при всех µ ∈P и функция pY равномерно интегрируема относитель-

но мер из P. Тогда найдется такое компактно вложенное в X сепарабельное

рефлексивное банахово пространство E с нормой pE , что µ(E) = 1 для всех

µ ∈P, норма pE тоже равномерно интегрируема относительно мер из P, при-

чем семейство P равномерно плотно и на пространстве (E, pE).

Доказательство. Можно считать, что шар UY замкнут в X , перейдя к

его замыканию U в X , которое служит замкнутым единичным шаром в ба-

наховом пространстве EU , равном линейной оболочке U и наделенном нормой

pU , являющейся функционалом Минковского замкнутого ограниченного мно-

жества U (см. [21, § 8.6.5]). Ясно, что EU также непрерывно вложено в X и

Y ⊂ EU , причем pU ≤ pY на Y , значит, EU удовлетворяет тем же условиям,

что и Y . Это обеспечивает возможность перехода к случаю замкнутого в X
шара UY . Применим к функции pY доказанную выше лемму и возьмем указан-

ные там функции � и �. В силу равномерной плотности данных мер в каждом

замкнутом множестве Yk = {pY ≤ �−1(k)} есть такой компакт Sk, что

sup
µ∈P

µ(Yk\Sk) ≤ 2−k.

Положим δk = �−1(k)/�−1(k). Тогда δk → 0. Заметим, что множество

A =

∞⋃

k=1

δk(�
−1(k))−1Sk

имеет компактное замыкание в X . В самом деле, если дана бесконечная после-

довательность {an} ⊂ A, то либо некоторая ее подпоследовательность лежит в

каком-то из компактов δk(�
−1(k))−1Sk, либо an → 0 в Y , а тогда и в X , так как

pY (δk(�
−1(k))−1a) = δk(�

−1(k))−1pY (a) ≤ δk(�−1(k))−1�−1(k) = δk

при a ∈ Sk. Пусть W — замкнутая абсолютно выпуклая оболочка A и EW
— ассоциированное с W банахово пространство, т. е. линейная оболочка W ,

наделенная нормой pW , равной функционалу Минковского множества W , ко-

торое становится замкнутым единичным шаром в EW . Поскольку A ⊂ UY , то

W ⊂ UY , поэтому вложение EW → Y непрерывно. Множество EW является



208 В. И. Богачев

борелевским в X , причем µ(EW ) = 1 для всех µ ∈P. Это следует из того, что

Sk ⊂ EW при всех k, причем в силу неравенства Чебышёва

µ(X\Yk) ≤ (�−1(k))−1

∫

X

pY dµ

для всех µ ∈ P, где интегралы в правой части равномерно ограничены по

µ ∈ P некоторым числом C в силу равномерной интегрируемости pY , откуда

µ(X\Sk) ≤ 2−k + C(�−1(k))−1 → 0.

Покажем, что

sup
µ∈P

∫

EW

�(pW ) dµ <∞.

Для этого оценим

µ(�(pW ) > k) = µ(pW > �−1(k)) = µ(pW > δ−1
k �−1(k)),

где µ ∈ P. Множество
{
pW ≤ δ−1

k �−1(k)
}

содержит Sk, поскольку множество

W = {pW ≤ 1} содержит δk(�
−1(k))−1Sk. Поэтому

µ
(
pW > δ−1

k �−1(k)
)
≤ µ(X\Sk) ≤ µ(X\Yk) + 2−k,

что дает оценку

µ(�(pW ) > k) ≤ µ(pY > �−1(k)) + 2−k = µ(�(pY ) > k) + 2−k.

Следовательно,

∫

X

�(pW ) dµ =

∞∫

0

µ(�(pW ) > t) dt ≤
∞∑

k=0

µ(�(pW ) > k)

≤
∞∑

k=0

µ(�(pY ) > k) + 2 ≤ 3 +

∫

X

�(pY ) dµ.

Таким образом,

sup
µ∈P

∫

EW

�(pW ) dµ ≤ 3 + sup
µ∈P

∫

X

�(pY ) dµ <∞.

Известно (см. [26, теорема 2.5.10]), что найдется банахово пространство X1,

компактно вложенное в X , для которого EW ⊂ X1, причем тождественное вло-

жение компактно. По теореме Дэвиса — Фигеля — Джонсона — Пелчинского

(см. [27] или [21, теорема 8.6.25]) существует сепарабельное рефлексивное бана-

хово пространство (E, pE), содержащее EW и компактно вложенное в X1, для

которого тождественное вложение EW ⊂ E тоже компактно. Норма pE равно-

мерно интегрируема относительно мер из P, так как pE ≤ CpW с некоторой

константой C. Борелевские множества из (E, pE) борелевы в X , поэтому боре-

левские меры на X имеют сужения на E. Ясно, что µ(E) = 1 для всех µ ∈P.

Равномерная плотность мер из P на E следует из неравенства Чебышёва

µ(pW > k) ≤ k−1

∫

EW

pW dµ
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с учетом равномерной ограниченности интегралов от pW по мерам из P (выте-

кающей из равномерной интегрируемости pW ) и компактности всех множеств

{pW ≤ k} в пространстве E. �

Отметим, что если Y сепарабельно, то шар UY автоматически оказывается

борелевским множеством в X (см. [25, теорема 6.8.6]). Если шар UY замкнут

в X (что автоматически имеет место, если Y рефлексивно), то построенное

пространство E содержится в Y . Конечно, вместо борелевости UY достаточно

измеримости относительно мер µn.

Следствие 3.5. Пусть X — сепарабельное пространство Фреше и после-

довательность вероятностных борелевских мер µn слабо сходится к борелевской

вероятностной мере µ0. Предположим, что существует такое непрерывно вло-

женное в X банахово пространство Y с нормой pY , что замкнутый единичный

шар UY из Y замкнут в X , µn(Y ) = 1 при всех n ≥ 0 и функция pY равномерно

интегрируема относительно мер µn. Тогда найдется такое компактно вложен-

ное в X сепарабельное рефлексивное банахово пространство E, что E ⊂ Y ,

µn(E) = 1 при всех n ≥ 0 и ‖µ0 − µn‖K,pE → 0.

Доказательство. Слабо сходящаяся последовательность борелевских мер

на сепарабельном пространстве Фреше равномерно плотна по теореме Прохо-

рова, поэтому применима предыдущая теорема. Пусть (E, pE) — банахово про-

странство, построенное в этой теореме. Так как меры µn равномерно плотны и

на (E, pE), то они слабо сходятся к µ0 также на (E, pE). В самом деле, в силу

их равномерной плотности всякая подпоследовательность в {µn} содержит еще

одну подпоследовательность, которая слабо сходится на E. Тогда она сходит-

ся именно к µ0 ввиду слабой сходимости к µ0 на X . С учетом равномерной

интегрируемости pE это дает сходимость ‖µ0 − µn‖K,pE → 0. �

Приведем еще одно утверждение, в котором строится подпространство E,

большее подпространства Y . Конечно, такое большее подпространство может

не быть компактно вложенным, если Y было лишь непрерывно вложено. По-

этому в этом утверждении вложение Y предполагается компактным.

Предложение 3.6. Пусть X — сепарабельное пространство Фреше и по-

следовательность борелевских вероятностных мер µn слабо сходится к борелев-

ской мере µ0. Предположим, что существует такое компактно вложенное в X
банахово пространство Y с нормой pY , что µn(Y ) = 1 при всех n ≥ 0 и функция

pY равномерно интегрируема относительно мер µn. Тогда найдется такое ком-

пактно вложенное в X сепарабельное рефлексивное банахово пространство E,

что Y ⊂ E и ‖µ0 − µn‖K,pE → 0. Более того, в качестве E можно взять любое

компактно вложенное в X сепарабельное рефлексивное банахово пространство,

в которое Y компактно вложено.

Доказательство. Пусть E — компактно вложенное в X сепарабельное

рефлексивное банахово пространство с нормой pE , в которое Y компактно вло-

жено. Известно, что такие пространства существуют (см. [21, теорема 8.6.25]).

При этом можно считать, что pE ≤ pY на Y . Последовательность мер µn равно-

мерно плотна на E, ибо sup
n
µn(pY ≥ R)→ 0 при R→∞ и множества {pY ≤ R}

компактны в E. По теореме Прохорова всякая подпоследовательность в {µn}
имеет дальнейшую подпоследовательность, слабо сходящуюся на E. В силу

слабой сходимости на X к µ0 получаем, что и на E вся последовательность
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слабо сходится к µ0. Чтобы получить соотношение ‖µ0−µn‖K,pE → 0, остается

доказать равенство

lim
n→∞

∫

E

pE dµn =

∫

E

pE dµ0.

Это равенство верно в силу [23, теорема 4.3.15], так как функция pE непрерывна

на E и равномерно интегрируема относительно мер µn ввиду оценки pE ≤ pY
на Y . �

Замечание 3.7. Из доказательств и сказанного в п. 2 ясно, что теоре-

ма 3.4, следствие 3.5 и предложение 3.6 остаются в силе и для знакопеременных

мер, если условие равномерной интегрируемости pY выполнено для вариаций

рассматриваемых мер, в следствии 3.5 и предложении 3.6 вместо µn(Y ) = 1 тре-

буется |µn|(X\Y ) = 0, в теореме 3.4 семейство P ограничено и вариации мер из

P равномерно плотны, а условие µ(E) = 1 для всех µ ∈ P заменено условием

|µ|(X\E) = 0 при всех µ ∈P.

Отметим, что качественное утверждение первой теоремы (без оценки ско-

рости сходимости) вытекает из второй теоремы или из предложения, если уже

известна слабая сходимость мер σn к γ (которая, однако, в первой теореме

получается попутно, а не предполагается заранее известной). В самом деле,

пусть (E, pE) — сепарабельное банахово пространство, непрерывно вложенное

в R∞ и имеющее γ-меру 1. Борелевские множества из E борелевы в R∞ (см.

[25, теорема 6.8.6]), поэтому сужение γ на E дает гауссовскую меру на E. Из-

вестно, что существует сепарабельное рефлексивное банахово пространство E0,

компактно вложенное в E и имеющее γ-меру 1 (см. [25, теорема 7.12.4]; для

этого гауссовость не нужна). Поэтому можно считать E компактно вложен-

ным в R∞. Отметим, что в R∞ ограниченные множества имеют компактные

замыкания, так что единичный шар из E лежит в компакте (он не обязан быть

замкнутым в R∞, примером служит пространство c0). Как уже отмечалось

выше, σn(E) = 1 для всех n. Чтобы установить равномерную интегрируемость

функции pE относительно мер µn, достаточно получить оценку

sup
n≥3

∫

E

p
3/2
E dσn ≤ 3‖pE‖L4(γ) <∞.

Такая оценка вытекает из неравенства Гёльдера с показателями 4/3 и 4 приме-

нительно к интегралу

∫

E

p
3/2
E dσn =

∫

E

ϕ3/2
n pE ◦ Pn dγ ≤

(∫

E

ϕ2
n dγ

)3/4(∫

E

(pE ◦ Pn)4 dγ
)1/4

≤ 3

(∫

E

(pE ◦ Pn)4 dγ
)1/4

≤ 3

(∫

E

p4
E dγ

)1/4

,

где мы использовали равенство (3.1) и упомянутый выше факт, что для всякой

борелевской полунормы p, заданной на линейном подпространстве γ-меры 1,

при k > 0 верно неравенство
∫

X

p(Pnx)
k γ(dx) ≤

∫

X

p(x)k γ(dx),



Сходимость мер в метрике Канторовича 211

поскольку ∫

X

l(Pnx)
2 γ(dx) ≤

∫

X

l(x)2 γ(dx)

для всякого непрерывного линейного функционала l. В самом деле, в данном

случае это условие также выполнено, так как l(x) =
N∑
i=1

cixi, поэтому интеграл

от l2 равен
N∑
i=1

c2i , а интеграл от (l ◦ Pn)2 равен
min(N,n)∑
i=1

c2i .

В последнее время изучаются более общие псевдометрики Канторовича на

пространствах мер на неметризуемых вполне регулярных пространствах (см.,

например, [28–30]). Для таких псевдометрик возможно получение аналогов ре-

зультатов этой статьи.
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О ВОССТАНОВЛЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ

РЯДА ХААРА, СХОДЯЩЕГОСЯ

ПО ПОДПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

ЧАСТИЧНЫХ СУММ

Г. Г. Геворкян, В. А. Скворцов

Аннотация. Доказывается существование последовательности натуральных чи-
сел, которая имеет плотность нуль и обладает свойством: если подпоследователь-
ность частичных сумм ряда Хаара с номерами из этой последовательности всюду
сходится к всюду конечной интегрируемой по Перрону функции, то данный ряд
является рядом Фурье — Хаара своей суммы.

DOI10.33048/smzh.2026.67.203

Ключевые слова: ряд Хаара, интеграл Перрона, ряд Фурье.

1. Введение и постановка задачи

Напомним определение системы Хаара. Пусть k = 2µ + ν, µ = 0, 1, . . . ,
1 ≤ ν ≤ 2µ. Обозначим

�k :=

(
ν − 1

2µ
,
ν

2µ

)
, �+

k :=

(
ν − 1

2µ
,
2ν − 1

2µ+1

)
, �−k :=

(
2ν − 1

2µ+1
,
ν

2µ

)
.

Система Хаара определяется формулами χ1(x) = 1, x ∈ [0, 1], и

χk(x) :=





2
µ
2 , когда x ∈ �+

k ,

−2
µ
2 , когда x ∈ �−k ,

0, когда x /∈ �k,

для k = 2µ + ν, µ = 0, 1, . . . , 1 ≤ ν ≤ 2µ. В точках разрыва значение функ-

ции χk(x) равно среднему арифметическому односторонных пределов функции

в этих точках, а в точках 0 и 1 определяется по непрерывности изнутри интер-

вала [0, 1]. Отсюда следует, что частичные суммы Sn(x) ряда Хаара
∞∑
k=1

akχk(x)

обладают свойством

Sn(x) =
Sn(x+) + Sn(x−)

2
, если x ∈ (0, 1), (1)

Работа Г. Г. Геворкяна выполнена при финансовой поддержке Комитета по науке ми-
нистерства ОНКС Республики Армения (грант No 25RG-1A195). Работа В. А. Скворцова
выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования в рамках
программы Московского центра фундаментальной и прикладной математики по Соглашению
№ 075-15-2025-345.

c© 2026 Геворкян Г. Г., Скворцов В. А.
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и

Sn(0) = Sn(0+), Sn(1) = Sn(1−).

Для k = 2µ + ν, µ = 0, 1, . . . , 1 ≤ ν ≤ 2µ положим tk := 2ν−1
2µ+1 . Эта точка

является центром отрезка �k, носителя функции χk. Если k = 2µ + ν, µ =

0, 1, . . . , 1 ≤ ν ≤ 2µ, то будем говорить, что точки tk, функции χk и числа k
взяты из µ-й пачки.

Точками {tk}nk=2 отрезок [0, 1] разбивается на n интервалов (два полуоткры-

тых, остальные открытые), на каждом из которых первые n функций системы

Хаара принимают постоянные значения. Обозначим эти интервалы слева на-

право через �n
i , i = 1, 2, . . . , n. Если имеем интервалы {�n

i }ni=1, то интервалы

{�n+1
i }n+1

i=1 получаются разделением первого слева самого длинного интервала

�n
i на два равных интервала.

Частичные суммы ряда Фурье — Хаара интегрируемой функции f опреде-

ляются формулами (см., например, [1, гл. 3, § 1])

Sn(x) =
1

|�n
i |

∫

�ni

f(t) dt, когда x ∈ �n
i , (2)

где |�| — длина отрезка �, а в точках разрыва — формулами (1).

Есть также другие способы определения функций системы Хаара, однако

при других определениях теоремы единственности, доказанные в этой работе,

и многие другие теоремы, доказанные ранее, могут перестать быть верными.

Сам Хаар [2] систему определял так, как это сделано выше.

Система Хаара является первым примером ортонормированной системы,

обладающей свойством: ряд Фурье непрерывной функции по системе Хаара

равномерно сходится к этой функции.

Исследования вопросов единственности рядов по системе Хаара были на-

чаты в работах [3–5]. В этих работах было доказано, что если ряд по системе

Хаара всюду сходится к нулю, то все коэффициенты этого ряда равны нулю.

Фабер [6] показал, что даже одноточечное множество { 1
2} не является множе-

ством единственности для рядов Хаара, т. е. существует нетривиальный ряд по

системе Хаара, который всюду вне этого множества сходится к нулю. Оказа-

лось (см., например, [7]), что для рядов Хаара любое одноточечное множество

не является множеством единственности. В работе [7] доказана также следую-

щая

Теорема А (Ф. Г. Арутюнян, А. А. Талалян). Пусть ряд Хаара

∞∑

n=1

anχn(x) (3)

обладает свойствами:

(a) ряд (3) сходится к некоторой интегрируемой по Лебегу функции f(x)
всюду на отрезке [0, 1], кроме, быть может, некоторого счетного мно-

жества точек,

(b) для любой точки x0 ∈ [0, 1]

lim
k→∞

ank
χnk(x0)

= 0,

где n1 < n2 < . . . < nk < . . . суть все те номера n, для которых

χn(x0) 6= 0.
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Тогда ряд (3) является рядом Фурье — Хаара функции f .

Ф. Г. Арутюнян [8] обобщил теорему A, доказав, что в теореме A вместо ин-

тегрируемой по Лебегу функции можно рассмотреть функции, интегрируемые

в широком смысле Данжуа.

Когда ряд (3) сходится во всех точках, условие (b) автоматически выпол-

няется во всех точках. Вообще говоря, условие (b) нужно, чтобы допустить

исключительное счетное множество. Условие (b) присутствует во многих тео-

ремах единственности рядов Хаара.

В работе [9] В. А. Скворцов определил некоторое обобщение интеграла

Данжуа (HD интеграл), восстанавливающее коэффициенты любого всюду схо-

дящегося ряда Хаара по сумме этого ряда. В работах [10, 11] В. А. Сквор-

цов рассмотрел ряды Хаара с коэффициентами, удовлетворяющими некоторому

ослабленному варианту условия (b) теоремы A, сходящиеся всюду по некото-

рой подпоследовательности частичных сумм. Он показал также, что интеграл,

восстанавливающий коэффициенты таких рядов, зависит от того, какая подпо-

следовательность частичных сумм сходится.

В работе [12] Г. Г. Геворкяна рассмотрены ряды Хаара с некоторой подпо-

следовательностью частичных сумм, всюду сходящейся к всюду конечной ин-

тегрируемой по Лебегу функции. Напомним определение рассмотренной там

последовательности. Пусть mi, i ∈ N, — возрастающая последовательность на-

туральных чисел. Обозначим

I :=

∞⋃

i=1

{n ∈ N : 2mi < n ≤ 2mi+1}. (4)

В работе [12] (см. [12, теорема 2]) доказано, что если частичные суммы Sj(x) =
j∑

n=1
anχn(x), j ∈ I, ряда Хаара (3) всюду на [0, 1] сходятся к всюду конечной

интегрируемой функции f , т. е.

lim
j∈I, j→∞

Sj(x) = f(x) ∀x ∈ [0, 1],

то ряд (3) является рядом Фурье — Хаара функции f . Отметим, что здесь не

требуется выполнения условия (b) теоремы A.

Напомним, что плотностью (нижней плотностью, верхней плотностью)

последовательности натуральных чисел ni называется предел (нижний предел,

верхний предел) отношения �n
n , когда n→∞, где �n — количество членов по-

следовательности ni, не превосходящих n. Последовательность I, определяемая

формулой (4), имеет верхнюю плотность не меньше 1/2 и может иметь нижнюю

плотность 0.

В работе [13] Г. Г. Геворкян усилил результат работы [12], рассмотрев схо-

димость по подпоследовательности, имеющей плотность нуль.

В настоящей работе получено дальнейшее обобщение упомянутых выше

результатов для случая сходимости к функции, интегрируемой в узком смысле

Данжуа, или, что эквивалентно, в смысле интеграла Перрона (P -интеграла).

Для последовательности ni, i ∈ N, плотности нуль, построенной в [13], мы до-

кажем, что если подпоследовательность частичных сумм

Sni(x) =

ni∑

k=1

akχk(x) (5)

ряда Хаара всюду сходится к всюду конечной интегрируемой по Перрону функ-

ции f , то этот ряд является рядом Фурье — Хаара функции f .



216 Г. Г. Геворкян, В. А. Скворцов

2. Построение последовательности ni
и вспомогательные леммы

Последовательность ni определим следующим образом. Пусть µq, q ∈ N, —

возрастающая последовательность натуральных чисел с условием

µq > µq−1 + 1. (6)

Для p = 1, 2, . . . , 2q − 1 рассмотрим числа

2µq + p2µq−q − 1, 2µq + p2µq−q, 2µq + p2µq−q + 1. (7)

Рассмотрим также числа

2µq + 1 и 2µq+1. (8)

В последовательность чисел ni включим числа из (7) и (8), написанные в

возрастающем порядке. Оценим плотность этой последовательности. Отметим,

что количество чисел ni из (7) и (8), удовлетворяющих неравенству 2µq < ni ≤
2µq+1, равно 3 · 2q − 1. С учетом всех предыдущих пачек количество чисел ni,
удовлетворяющих неравенству ni ≤ 2µq+1, не превосходит 3 · 2q+1 − q < 2q+3.

Далее, для произвольного n возьмем i, для которого 2µq ≤ ni ≤ n < ni+1. Тогда

i

n
≤ i

ni
≤ 2q+3

2µq
= 2q+3−µq . (9)

Из (9) следует, в частности, что если µq = 2q, то плотность последователь-

ности, определяемой (7) и (8), равна нулю. Ясно, что можно выбрать µq так,

чтобы отношение i/ni стремилось к нулю с наперед заданной скоростью.

Через I обозначим множество {ni}∞i=1. Заметим, что если ni = 2µq +

p2µq−q ∈ I, то число p/2q является правым концом носителя функции χni и

левым концом носителя функции χni+1.

Далее будем считать, что ni взяты из (7) или (8).

Теорема 1. Пусть частичные суммы

Sni(x) :=

ni∑

n=1

anχn(x), ni ∈ I, (10)

всюду сходятся к всюду конечной P -интегрируемой функции φ(x). Тогда ряд

∞∑

n=1

anχn(x)

является рядом Фурье — Хаара функции φ(x).

В частном случае, когда φ интегрируема по Лебегу, теорема 1 доказана в

работе [13].

Доказательство этой теоремы будет опираться на несколько лемм.

Лемма 1. Если f — непрерывная функция, то

lim
k→∞

k−1/2

1∫

0

χk(t) df(t) = 0. (11)
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Доказательство. Пусть k = 2µ + ν, µ = 0, 1, . . . , 1 ≤ ν ≤ 2µ, и tk = 2ν−1
2µ+1 .

Обозначим также ak = ν−1
2µ и bk = ν

2µ . Тогда∣∣∣∣∣∣

1∫

0

χk(t)df(t)

∣∣∣∣∣∣
= |2µ/2(2f(tk)− f(ak)− f(bk))|

= |2µ/2((f(bk)− f(ak))− 2(f(bk)− f(tk)))| ≤ 3 · 2µ/2ω(f, 2−µ−1), (12)

где ω(f, δ) — модуль непрерывности функции f . В силу непрерывности функции

f из (12) следует (11). Лемма доказана.

Ниже мы будем часто использовать запись �(�) в случае, когда некоторая

функция � принимает постоянное значение на интервале �.
Из леммы 1 и определения системы Хаара, в частности, следует, что если

f — непрерывная функция и

bn =

1∫

0

χn(t)df(t),

то

lim
ni→∞

n−1
i

∣∣∣∣∣
ni∑

n=1

bnχn(0)

∣∣∣∣∣ = lim
ni→∞

n−1
i

∣∣∣∣∣
ni∑

n=1

bnχn(�ni
1 )

∣∣∣∣∣ = 0

= lim
ni→∞

n−1
i

∣∣∣∣∣
ni∑

n=1

bnχn(1)

∣∣∣∣∣ = lim
ni→∞

n−1
i

∣∣∣∣∣
ni∑

n=1

bnχn(�
ni
ni)

∣∣∣∣∣ . (13)

Напомним определение интеграла Перрона. Непрерывная функция M(x)
(m(x)) называется мажорантной (минорантной) функцией для функции f на

конечном интервале (a, b), если M(a) = 0 (m(a) = 0) и числа Дини функции

M(x) (m(x)) не меньше (не больше) f(x), если f(x) > −∞ (f(x) < +∞), и

больше −∞ (меньше +∞), если f(x) = −∞ (f(x) = +∞).

Функция называется интегрирумой на конечном интервале (a, b) по Пер-

рону, если существуют последовательности мажорантных функций Mn(x) и ми-

норантных функций mn(x), для которых

sup
n
mn(b) = inf

n
Mn(b). (14)

Общее значение в (14) называется (определенным) P -интегралом функции f
на интервале (a, b). Более подробно об интеграле Перрона см. [14]. Далее в

работе, говоря об интеграле, всегда будем иметь в виду интеграл Перрона.

Пусть m является минорантной функцией для функции φ и
∞∑
n=1

bnχn(x)

является ее рядом Фурье — Хаара — Стильтеса, т. е.

bn =

1∫

0

χn(t) dm(t).

Пользуясь аналогом формулы (2) для рядов Фурье — Стильтеса, получаем
n∑

k=1

bkχk(x) =
1

|�n
i |

∫

�ni

dm(t), когда x ∈ �n
i . (15)

Обозначим ck := bk−ak и рассмотрим ряд
∞∑
k=1

ckχk(x). Частичные суммы этого

ряда обозначим через S̃n(x).
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Лемма 2. Если для некоторых n и i выполняется

n∑

k=1

ckχk(�
n
i ) = C > 0, (16)

то для любого ε ∈ (0, C) найдутся n1 ∈ I и i1 такие, что

n1∑

k=1

ckχk(�
n1

i1
) > C − ε (17)

на интервале

�n1

i1
⊂ �n

i , (18)

который не имеет общего правого конца с �n
i .

Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда правый конец ин-

тервала �n
i меньше единицы. Допустим, что лемма неверна. Это означает, что

если �ni
j , ni ∈ I, удовлетворяет (18) и не имеет общего правого конца с �n

i , то

ni∑

k=1

ckχk(�
ni
j ) ≤ C − ε. (19)

Через β обозначим правый конец интервала �n
i . Для n′ > n, n′ ∈ I, через �n′

β

обозначим тот интервал из интервалов �n′

i , правый конец которого равен β.

В силу того, что ∫

�ni

S̃n′(t) dt =

∫

�ni

S̃n(t) dt = C
∣∣�n

i

∣∣,

справедливо равенство

∣∣�n′

β

∣∣S̃n′
(
�n′

β

)
=

∫

�n
′

β

S̃n′(t) dt = C
∣∣�n

i

∣∣−
∫

�ni \�
n′

β

S̃n′(t) dt. (20)

Отсюда получаем

S̃n′
(
�n′

β

)
> C

|�n
i |

|�n′
β |
− (C − ε)

( |�n
i |

|�n′
β |
− 1

)
. (21)

Следовательно,

S̃n′
(
�n′

β

)
> ε

∣∣�n
i

∣∣
∣∣�n′

β

∣∣ . (22)

Из того, что β меньше 1 и имеет вид β = p
2q для некоторых q ∈ N и

p ∈ {1, 2, . . . , 2q−1}, и из (7) следует, что при достаточно больших q выполняется

|Smp,q(β)− Smp,q+1(β)| < 1

2
, (23)

где (см. (7))

mp,q = 2µq + p2µq−q − 1 и mp,q,mp,q + 1 ∈ I. (24)

Пусть p и q фиксированы и удовлетворяют (23) и (24). Для этих p и q
обозначим для сокращения записи

κ := mp,q. (25)
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Из (23)–(25) получим, что при достаточно больших q выполняется

|aκ+1χκ+1(β)| < 1

2
. (26)

Нетрудно заметить, что β является правым концом носителя функции χκ+1.

Поэтому из определения функций системы Хаара и (26) следует, что

‖aκ+1χκ+1‖∞ < 1. (27)

С другой стороны, из леммы 1 имеем

bκ+1χκ+1

(
�n′

β

)
= o(κ) = o

(∣∣�n′

β

∣∣−1)
, когда κ→∞. (28)

Из (28) и (27) следует, что для любого γ > 0 выполняется
∣∣cκ+1χκ+1

(
�n′

β

)∣∣ = 2|cκ+1χκ+1(β)| < γ
∣∣�n′

β

∣∣−1
. (29)

при достаточно больших n′ ∈ I.
Из (29) и (22) при достаточно больших n′ = κ+ 1 получим

S̃κ+1(�
+
κ+1) > ε

∣∣�n
i

∣∣
∣∣�κ+1

β

∣∣ −
γ∣∣�κ+1
β

∣∣ =
ε
∣∣�n

i

∣∣− γ∣∣�κ+1
β

∣∣ > C − ε. (30)

В случае β < 1 лемма доказана.

Если β = 1 и лемма неверна, то, как показано выше, выполняются (22) и

(13) с ni = κ = 2µq+1. Сопоставляя (22) и (13), получаем

lim
ni→∞, ni∈I

ni∑

n=1

cnχn(1) = +∞, (31)

что противоречит условию теоремы. Лемма доказана.

Аналогично доказывается следующая

Лемма 3. Если для некоторых n и i выполняется

n∑

k=1

ckχk
(
�n
i

)
= C > 0,

то для любого ε ∈ (0, C) найдутся n1 ∈ I и i1 такие, что

n1∑

k=1

ckχk
(
�n1

i1

)
> C − ε, �n1

i1
⊂ �n

i

и �n1

i1
не имеет общего левого конца с �n

i .

Из лемм 2, 3 следует

Лемма 4. Если для некоторых n и i выполняется

n∑

k=1

ckχk
(
�n
i

)
= C > 0,

то для любого ε ∈ (0, C) найдутся n1 ∈ I и i1 такие, что

n1∑

k=1

ckχk
(
�n1

i1

)
> C − ε, �n1

i1
⊂ �n

i

и �n1

i1
не имеет общих концов с �n

i .
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Лемма 5. Если для некоторых n и i выполняется

n∑

k=1

ckχk(�
n
i ) = C > 0, (32)

то найдутся такие подпоследовательность nij ∈ I и двоично иррациональная

точка z, что

lim sup
j→∞

nij∑

k=1

bkχk(z) > lim
i→∞

ni∑

k=1

akχk(z) = φ(z). (33)

Доказательство. Последовательно применяя лемму 4 с ε = C
2j+1 , полу-

чим последовательность натуральных чисел nij ∈ I и последовательность вло-

женных интервалов �
nij
νj без общих концов, для которых выполняются

nij∑

k=1

ckχk
(
�
nij
νj

)
= C −

j∑

l=1

C

2l+1
>
C

2
. (34)

Поскольку интервалы �
nij
νj не имеют общих концов, то их пересечение состоит

из одной двоично-иррациональной точки z и в этой точке выполняется (33).

Лемма доказана.

3. Доказательство основного результата

Доказательство теоремы 1. Лемма 5 позволяет доказать, что для ми-

норанты m функции φ справедливо неравенство
∫

�ni

Sn
(
�n
i

)
dt ≥

∫

�ni

dm(t) для любых n и i. (35)

В самом деле, предположим противное. Тогда применение леммы 5 приводит

нас к противоречию с условием теоремы.

Аналогично можно доказать, что если M — мажорантная функция функ-

ции φ, то для любых n и i выполняется
∫

�ni

Sn
(
�n
i

)
dt ≤

∫

�ni

dM(t). (36)

Теперь пусть �n0

i0
= (α, β) — любой из интервалов �ni

j . Пусть mk(x) — по-

следовательность минорантных, а Mk(x) — последовательность мажорантных

функций для функции φ(x) на [0, 1] с условием

lim
k→∞

(Mk(1)−mk(1)) = 0. (37)

Учитывая, что разность Mk(x)−mk(x) — неубывающая функция для всех

k, из (37) получим

lim
k→∞

(Mk(x)−mk(x)) = 0 равномерно на [0, 1], (38)

причем

lim
k→∞

mk(x) = lim
k→∞

Mk(x) =

x∫

0

φ(t) dt. (39)
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Кроме того, как мы доказали,
∫

�
n0
i0

Sn0

(
�n0

i0

)
≥
∫

�
n0
i0

dmk(x) = mk(β)−mk(α) для всех k (40)

и ∫

�
n0
i0

Sn0(�
n0

i0
) ≤

∫

�
n0
i0

dMk(x) = Mk(β) −Mk(α) для всех k. (41)

Таким образом, ∫

�
n0
i0

Sn0(t) dt =

∫

�
n0
i0

φ(t) dt. (42)

Поскольку коэффициенты любого ортогонального ряда могут быть представ-

лены как коэффициенты Фурье его частичной суммы, то при любом k ≤ n

ak =

∫

�
n0
i0

Sn0(t)χk(t) dt.

Отсюда с учетом постоянства функции χk на интервалах, на которых выпол-

нено (42), получаем, что ak является также коэффициентом Фурье функции φ.

Теорема доказана.

Замечание. Фактически мы доказали, что если последовательность µq
удовлетворяет (6), то для последовательности ni, определяемой (7) и (8), вер-

на теорема 1. Учитывая это, для любой последовательности hm ↑ ∞ мож-

но найти последовательность ni, для которой верна теорема 1 и выполняется

card{i : ni ≤ m} ≤ hm.
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ОПЕРАТОРОВ С ВОЗРАСТАЮЩИМИ

И НЕВОЗРАСТАЮЩИМИ СИМВОЛАМИ

Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарян

Аннотация. Находятся необходимые и достаточные условия почти гипоэллиптич-
ности линейных дифференциальных операторов с постоянными коэффициентами
в случае, когда символы (характеристические многочлены) этих операторов беско-
нечно возрастают при стремлении модуля аргумента этих многочленов к бесконеч-
ности и когда они иногда могут быть ограниченными.

DOI10.33048/smzh.2026.67.204

Ключевые слова: почти гипоэллиптический дифференциальный оператор (мно-
гочлен), регулярность, устойчивость многочленов, элементарность центральных ли-
ний относительно многочлена.

Посвящается юбилею

Геннадия Владимировича Демиденко

0. Введение

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: En и Rn —

n-мерные евклидовы пространства точек (векторов) x = (x1, . . . , xn) и ξ =

(ξ1, . . . , ξn) соответственно,Cn := Rn×iRn, Rn,+ := {ξ ∈ Rn, ξj ≥ 0, j = 1, . . . , n},
Rn,0 := {ξ ∈ Rn, ξ1 . . . ξn 6= 0}. Через N обозначим множество всех натуральных

чисел, N0 = N ∪ {0}, через Nn0 = N0 × · · · × N0 — множество всех n-мерных

мультииндексов, т. е. множество всех точек с целыми неотрицательными коор-

динатами {α = (α1, . . . , αn) : αi ∈ N0 (i = 1, . . . , n)}.
Пусть ξ ∈ Rn, λ ∈ Rn,+ : λj > 0 (j = 1, . . . , n), α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn0 и t > 0.

Положим |ξ| =
√
ξ21 + · · ·+ ξ2n, |λ, ξ| =

√
ξ
2/λ1

1 + · · ·+ ξ
2/λn
n , |α| = α1 + · · ·+ αn,

ξα = ξα1

1 . . . ξαnn , tλ := (tλ1 , . . . , tλn), tλξ := (tλ1ξ1, . . . , t
λnξn), D

α := Dα1

1 . . . Dαn
n ,

где Dj = 1/i ∂/∂xj или Dj = ∂/∂ξj (j = 1, . . . , n).

Хёрмандером введено следующее понятие линейного гипоэллиптичекого

дифференциального оператора (многочлена) (см. [1, определение 11.1.2, тео-

рема 11.1.3]).

Определение 0.1. Дифференциальный оператор P (D) и многочлен P (ξ)
называются гипоэллиптическими, если выполняются следующие эквивалент-

ные условия:

1) если � ⊂ En, u ∈ D′(�) и P (D)u = 0, то u ∈ C∞(�),

Исследование выполнено при финансовой поддержке гранта 25 RG-1A205 научного ко-
митета РА и тематического финансирования РАУ из средств МОБНРФ.

c© 2026 Казарян Г. Г., Маргарян В. Н.



224 Г. Г. Казарян, В. Н. Маргарян

2) если 0 6= ν ∈ Nn0 , то P (ν)(ξ)/P (ξ) := DνP (ξ)/P (ξ)→ 0 при |ξ| → ∞,

3) dP (ξ) → ∞ при |ξ| → ∞, где dP (ξ) — расстояние от точки ξ ∈ Rn до

многообразия D(P ) := {ζ ∈ Cn, P (ζ) = 0},
4) существуют такие положительные постоянные c и C, что если ξ ∈ Rn и

величина |ξ| достаточно велика, то

|DαP (ξ)|/|P (ξ)| ≤ C|ξ|−c|α|. (0.1)

Пусть оператор P (D) (многочлен P (ξ)) удовлетворяет более слабому усло-

вие, чем условие 2, а именно, существует число C = C(P ) > 0 такое, что

|DνP (ξ)|/[|P (ξ)| + 1] ≤ C ∀ξ ∈ Rn, ∀ν ∈ Nn0 , (0.2)

или пусть условие 3 заменено более слабым условием

dP (ξ) ≥ ε > 0 (0.3)

при достаточно больших |ξ|.
Известно (см. [2]), что если символ P (ξ) дифференциального оператора

P (D) удовлетворяет условию (0.2) и бесконечно растет при |ξ| → ∞, то все

решения уравнения P (D)u = 0, которые «не слишком быстро» растут на беско-

нечности, являются бесконечно дифференцируемыми функциями в En.
Цель настоящей работы — нахождение алгебраических условий, при кото-

рых P (ξ) удовлетворяет условию (0.2) и бесконечно растет при |ξ| → ∞.
Чтобы ответить на поставленный вопрос, введем некоторые классы опера-

торов и функций.

Прежде всего докажем, что при определенных (не очень жестких) ограни-

чениях условия (0.2) и (0.3) эквивалентны.

Предложение 0.1. Пусть существуют положительные числа κ и m такие,

что

|P (ξ)| ≥ κ ∀ξ, |ξ| ≥ m. (0.4)

Тогда условия (0.2) и (0.3) эквивалентны.

Доказательство. Пусть для многочлена P выполняются условия (0.3)

и (0.4). Покажем, что многочлен P удовлетворяет также условию (0.2). Бу-

дем пользоваться леммой 11.1.4 монографии [1], согласно которой существует

постоянная C = C(P ) > 0 такая, что

C−1 ≤ dP (ξ)
∑

α6=0

|P (α)(ξ)/P (ξ)|1/|α| ≤ C ∀ξ ∈ Rn, P (ξ) 6= 0. (0.5)

В силу условия (0.3) существует M > 0 такое, что при |ξ| ≥M имеем

ε
∑

α6=0

|P (α)(ξ)/P (ξ)|1/|α| ≤ C ∀ξ ∈ Rn, P (ξ) 6= 0,

т. е.
∑

α6=0

|P (α)(ξ)| ≤
[∑

α6=0

(
C

ε

)|α|]
|P (ξ)| ∀ξ, |ξ| ≥M.

Так как, очевидно, с некоторой постоянной c1 > 0
∑

α6=0

|P (α)(ξ)| ≤ c1 ∀ξ, |ξ| ≤M,
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отсюда получаем

∑

α6=0

|P (α)(ξ)| ≤ max

[
c1,
∑

α6=0

(
C

ε

)|α|]
[|P (ξ)|+ 1] ∀ξ ∈ Rn,

т. е. многочлен P удовлетворяет условию (0.2).

Докажем обратное утверждение, т. е. что при выполнении условий (0.2),

(0.4) для многочлена P с некоторой постоянной c > 0 выполняется оценка (0.3).

Из условий (0.2), (0.4) с некоторыми положительными постоянными c2, c3
при |ξ| ≥ m для любого мультииндекса α имеем

|P (α)(ξ)| ≤ c2[|P (ξ)|+ 1] =
c2
κ

[κ|P (ξ)|+ κ] ≤ c2
κ

[κ|P (ξ)|+ |P (ξ)|]

=
c2(1 + κ)

κ
|P (ξ)| =: c3|P (ξ)|.

Отсюда и из левой части неравенств (0.5) выводим

C−1 ≤ dP (ξ)
∑

α6=0

|P (α)(ξ)/P (ξ)|1/|α| ≤ dP (ξ)
∑

α6=0

∣∣∣∣
c3P (ξ)

P (ξ)

∣∣∣∣
1/|α|

= dP (ξ)
∑

α6=0

(c3)
1/|α| ∀ξ, |ξ| ≥ m,

откуда получаем утверждение нашего предложения при ε = C−1/
∑
α6=0

(c3)
1/|α|.

Предложение 0.1 доказано. �

Замечание 0.1. Предложение 0.1 можно перефразировать так: при вы-

полнении условия (0.4) многочлен P почти гипоэллиптичен тогда и только то-

гда, когда

ρ(P ) := lim
t→∞

inf
|ξ|=t

dP (ξ) > 0. (0.6)

В связи с изучением общих линейных дифференциальных уравнений (опе-

раторов) многими авторами достаточно хорошо исследованы символы (характе-

ристические многочлены), отвечающие этим уравнениям (операторам) (кроме

упомянутой книги Хёрмандера см., например, [3–12]).

Введем понятие сравнения мощностей дифференциальных операторов (мно-

гочленов) и, в этих терминах, понятия гипоэллиптического и почти гипоэллип-

тического операторов (многочленов).

Определение 0.2 (см. [13] или [14]). Будем говорить, что оператор P (D)

(многочлен P (ξ)) мощнее оператора Q(D) (многочлена Q(ξ)) и будем обозна-

чать через Q < P, если существует постоянная c > 0 такая, что |Q(ξ)| ≤
c[|P (ξ)| + 1] ∀ξ ∈ Rn. Если P < Q < P, то будем говорить, что операторы

P (D) и Q(D) имеют одинаковую мощность. Если |Q(ξ)|/[|P (ξ)| + 1] → 0 при

|P (ξ)| → ∞, то будем говорить, что оператор P (D) (многочлен P (ξ)) доминиру-

ет по мощности над оператором Q(D) (над многочленом Q(ξ)), и обозначать

через Q≪ P.

Определение 0.3 (см.[1, 15–19]). Оператор P (D) (многочлен P (ξ)) назы-

вается

1) гипоэллиптическим, если DαP ≪ P для всех 0 6= α ∈ Nn0 ,

2) почти гипоэллиптическим, если DαP < P для всех α ∈ Nn0 .
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Из этих определений следует, что гипоэллиптический многочлен являет-

ся почти гипоэллиптическим. Обратное неверно, в чем можно убедиться на

примере многочлена P (ξ) = ξ21 + ξ22 + ξ21ξ
2
2 , которому соответствует оператор

P (D) = − ∂2

∂x2
1

− ∂2

∂x2
2

+
∂4

∂x2
1∂x

2
2

.

Действительно, почти гипоэллиптичность этого многочлена очевидна, в то

время как на последовательности {ξs} = {(1, s)}∞s=1

D1P (ξs)/P (ξs)→ 2 6= 0 при s→∞.

1. Бесконечно возрастающие почти

гипоэллиптические многочлены

В многомерном случае на поведение многочлена от n > 1 переменных

ξ1, . . . , ξn решающее влияние на бесконечности могут оказать младшие члены.

Как иллюстрацию сказанного рассмотрим следующие многочлены, где n = 2 и

a, b ∈ R1.

Пример 1.1. P 1(ξ) = (ξ1+ξ2)
2ξ21 +aξ22 . Очевидно, при a > 0 имеем P 1(ξ)→

∞ при |ξ| =
√
ξ21 + ξ22 →∞. В то же время P 1 не обладает этим свойством при

a ≤ 0.

Пример 1.2. P 2(ξ) = (ξ1 − ξ2)2
(
ξ21 + ξ22

)
+ 2b(ξ1 − ξ2)

(
ξ21 + ξ22

)
+
(
ξ21 + ξ22

)
.

Представляя этот многочлен в виде P 2(ξ) =
(
ξ21 + ξ22

)
[(ξ1− ξ2)2 +2b(ξ1− ξ2)+1],

легко убедиться, что |P 2(ξ)| → ∞ при |ξ| → ∞, когда |b| < 1, в то время как

P 2(ξs) = 0 на последовательности ξs = [(s− b) +
√
b2 − 1, s] (s = 1, 2, . . . ), когда

|b| ≥ 1.

Исходя из этих примеров, введем два класса многочленов, обозначим через

In множество многочленов P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn) (с, вообще говоря, комплекс-

ными коэффициентами) таких, что |P (ξ)| → ∞ при |ξ| → ∞ (отметим, что

таковыми являются, например, гипоэллиптические многочлены (см. также

[2, 14, 15, 17]) и обозначим через I+n множество положительных многочленов с

вещественными коэффициентами таких, что P (ξ)→ +∞ при |ξ| → ∞.
Очевидно, что в вышеприведенных примерах P 1 ∈ I+2 при a > 0 и P 1 /∈ I+2

при a ≤ 0, P 2 ∈ I2 при |b| < 1 и P 2 /∈ I2 при |b| ≥ 1.

Легко убедиться, что модуль символа (характеристического многочлена)

P (ξ) гипоэллиптического оператора P (D) бесконечно возрастает при бесконеч-

ном возрастании модуля его аргумента |ξ|. Этим свойством, вообще говоря,

не обладают почти гипоэллиптические операторы, в чем можно убедиться на

следующем простом примере: P (ξ) = (ξ1 − ξ2)
2 + 1. Очевидно, что это по-

чти гипоэллиптический многочлен, при этом P (ξs) = 1 на последовательности

{ξs = (s, s)}∞s=1.

Возникает естественный вопрос о нахождении условий, при которых по-

чти гипоэллиптический оператор принадлежит классу In. Для ответа на такой

вопрос нам необходимы следующие понятия.

Определение 1.1. Будем говорить, что многочлен P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn) по

существу зависит от всех переменных ξ1, . . . , ξn, если существует точка ξ ∈ Rn

такая, что
n∏
j=1

DjP (ξ) 6= 0.
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Определение 1.2. Многочлен P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn), по существу завися-

щий от всех переменных ξ1, . . . , ξn, назовем

1) устойчивым относительно линейного невырожденного преобразования

T : Rn → Rn, T ξ = η (относительно невырожденной матрицы T =
(
tji
)n
i,j=1

),

если многочлен QT (η) := P (T−1η) по существу зависит от всех переменных

η1, . . . , ηn,
2) неустойчивым относительно невырожденного преобразования T, если

многочлен QT (η) зависит только от переменных η11 , . . . , η1k , где k < n.
Приведем пример многочлена и относительно него неустойчивого преобра-

зования.

Пусть n = 2, m ∈ N, amb 6= 0,

P (ξ) = P (ξ1, ξ2) =

m∑

j=0

aj(ξ1 + bξ2)
j .

Легко убедится, что

1) это почти гипоэллиптический многочлен,

2) P /∈ I2,
3) линейным невырожденным преобразованием η1 = ξ1 + bξ2, η2 = ξ2 этот

многочлен переходит в многочлен от одной переменной

Q(η) = Q(η1) =

m∑

j=0

ajη
j
1.

Лемма 1.1. Пусть многочлен P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn) степени m почти гипо-

эллиптичен, T =
(
tji
)n
i,j=1

— невырожденная матрица и η = Tξ. Тогда многочлен

Q(η) = QT (η) = P (T−1η) почти гипоэллиптический.

Доказательство. Так как для любого α ∈ Nn0 многочлен

Dα
ηQ(η) = Dα

ηP (T−1η)

является линейной комбинацией
{(
Dβ
ξ P
)
(T−1η)

}
для β ∈ Nn0 , |β| = |α|, то из

почти гипоэллиптичности P следует существование положительных констант

c1 и c2 таких, что

∑

|α|≤m

∣∣Dα
ηQ(η)

∣∣ =
∑

|α|≤m

∣∣Dα
ηP (T−1η)

∣∣ ≤ c1
∑

|α|≤m

∣∣Dβ
ξ P (T−1η)

∣∣

≤ c2[1 + |P (T−1η)|] = c2[1 + |Q(η)| ∀η ∈ Rn. �

Для однородного многочлена R(ξ) = R(ξ1, . . . , ξn) степени m введем обо-

значения

�n(R) := {η ∈ Rn, R(η) = 0}, �n,m(R) :=
{
η ∈ �n(R),

∑

|α|≤m−1

|DαR(η)| = 0
}
.

Замечание 1.1. Очевидно, что 0 ∈ �n,m(R) для любого однородного мно-

гочлена R степени m ≥ 1 от n переменных, и легко убедиться, что множество

�n,m(R) является подпространством Rn.
Через σn,m(R) обозначим размерность пространства �n,m(R).
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Представим многочлен

P (ξ) =
∑

|α|≤m

γαξ
α

степени m ≥ 1 в виде суммы однородных многочленов, а именно

P (ξ) =

m∑

j=0

Pj(ξ) =

m∑

j=0

∑

|α|=j

γαξ
α. (1.1)

Лемма 1.2. Для почти гипоэллиптического многочлена P /∈ In степени

m ≥ 1

1 ≤ σn,m(Pm) ≤ n− 1. (1.2)

Доказательство. Правая часть неравенства очевидна, докажем левую

часть. Так как множество �n,m(Pm) является линейным многообразием, для

доказательства левой части (1.2) достаточно показать существование ненулевой

точки η ∈ �n,m(Pm).

Так как P /∈ In, существуют последовательность {ξs} и постоянная a1 > 0

такие, что |ξs| → ∞ при s→∞ и

|P (ξs)| ≤ a1 (s = 1, 2, . . . ). (1.3)

Векторы ηs := ξs/|ξs| (s = 1, 2, . . . ) являются единичными (|ηs| = 1), по-

этому множество {ηs} имеет точку сгущения η ∈ Rn, |η| = 1, и, переходя к

подпоследовательности, можно считать, что ηs → η при s → ∞. Легко видеть,

что η ∈ �n(Pm). Покажем, что η ∈ �n,m(Pm).

Поскольку Dα(P − Pm)(ξ) = const =: Cα для любого α ∈ Nn0 , |α| = m − 1,
то ввиду почти гипоэллиптичности многочлена P имеем

∑

|α|=m−1

|DαPm(ξ)| =
∑

|α|=m−1

|[DαPm(ξ) + Cα]− Cα|

=
∑

|α|=m−1

|DαP (ξ)− Cα| ≤
∑

|α|=m−1

|DαP (ξ)| + a2 ≤ a3[|P (ξ)| + 1] ∀ξ ∈ Rn,

где a2 =
∑

|α|=m−1

|Cα|, a3 = a3(P, a2) > 0.

Отсюда и из (1.3) следует, что

∑

|α|=m−1

|DαPm(ξs)| ≤ a3(a1 + 1) (s = 1, 2, . . . ). (1.4)

Так как |ξs| → ∞, ηs → η при s → ∞ и для |α| = m − 1 многочлен DαPm
является линейной однородной функцией, из (1.4) следует, что DαPm(η) = 0

для |α| = m− 1.

Поскольку для однородного (порядка m) многочлена R(ξ) в силу леммы

Эйлера для любого r ∈ N, 0 < r ≤ m

Rm(ξ) =
(m− r)!
m!

(ξ1D1 + · · ·+ ξnDn)
rRm(ξ) ∀ξ ∈ Rn,



Почти гипоэллиптичность операторов 229

то для любого β ∈ Nn0 , |β| ≤ m − 1, с некоторой постоянной c > 0 имеем (на-

помним, что через Pm обозначается главная m-однородная часть исследуемого

многочлена P )

DβPm(η) =
1

(m− |β|)! |(η1D1 + · · ·+ ηnDn)
m−|β|−1DβPm(η)|

≤ c
∑

|α|=m−1

|(DαPm)(η)| = 0,

т. е. η ∈ �n,m(Pm), что доказывает левую часть (1.2). �

Замечание 1.2. Требование почти гипоэллиптичности в доказанной лем-

ме существенно. В самом деле, для 2-однородного не почти гипоэллиптического

многочлена P (ξ) = ξ21 − ξ22 /∈ I2 будет �2,2(P ) = {0}, поэтому σ2,2(P ) = 0.
Далее будем пользоваться также следующими тремя утверждениями, в ко-

торых исследуемые многочлены могут и не быть почти гипоэллиптическими и

которые, на наш взгляд, представляют определенный интерес.

Лемма 1.3. Пусть P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn) — многочлен степени m, T — невы-

рожденная (n× n)-матрица, η := Tξ и Q(η) := P (T−1η). Тогда

1) ordQ = m, при этом если многочлены P и Q представлены в виде (1.1),

то Qj(η) = Pj(T
−1η) (j = 0, 1, . . . ,m),

2) если P — однородный многочлен степени m, то таковым является и мно-

гочлен Q,
3) T−1 : �n,m(Pm)→ �n,m(Qm).

Доказательство. Сначала докажем утверждение п. 2. Для любых t > 0

и η ∈ Rn имеем

Q(tη) = P (T−1(tη)) = tmP (T−1η) = tmQ(η),

что доказывает п. 2.

Для доказательства п. 1 представим многочлены P и Q в виде суммы од-

нородных многочленов. По линейности преобразования T и по уже доказан-

ной части леммы имеем Qj(η) = Pj(T
−1η) = Pj(ξ) (j = 0, 1, . . . ,m) и ordQ =

max
0≤j≤m

{ordQj} = ordPm = m, что доказывает п. 1.

Так как очевидно, что Tτ ∈ �n(Qm) при τ ∈ �n(Pm) и

�n,m(Pm) =
⋂

|α|≤m−1

�n(DαPm),

то T−1(�n,m(Pm)) = �n,m(Qm), что доказывает п. 3. �

Лемма 1.4. Пусть многочлен P неустойчив относительно линейного невы-

рожденного преобразования T : Rn → Rn и Q < P. Тогда Q неустойчив относи-

тельно T.

Доказательство. Ввиду неустойчивости P существует число k ∈ N, k ≤
n− 1, такое, что (при необходимости после перенумеровки переменных) p(η) :=

P (T−1η) = p(η1, . . . , ηk). Так как Q < P, существует постоянная c > 0 такая, что

для всех ξ ∈ Rn, η = Tξ

|q(η)| := |Q(T−1η)| = |Q(ξ)| ≤ c[|P (ξ)|+ 1]

= c[|P (T−1η)|+ 1] = c[|p(η1, . . . , ηk)|+ 1].

Это показывает, что многочлен q зависит только от переменных η1, . . . , ηk, т. е.

многочлен Q неустойчив относительно преобразования T. �
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Лемма 1.5. Многочлен P ∈ In устойчив относительно любого линейного

обратимого отображения T : Rn → Rn.

Доказательство. Пусть, напротив, существует многочлен P ∈ In, неустой-

чивый относительного некоторой невырожденной (n×n)-матрицы T =
(
tji
)n
i,j=1

,

и η = Tξ. Тогда p(η) := P (T−1η) является многочленом k ≤ n − 1 переменных

η1, . . . , ηk.

Так как k < n, система линейных алгебраических уравнений

n∑

j=1

tji ξj = 0 (i = 1, . . . , k) (1.5)

имеет ненулевое решение τ ∈ Rn и из однородности системы (1.5) следует, что

ξs = sτ будет решением этой системы для любого s ∈ N, при этом P (ξs) =

p(ηs) = const (s = 1, 2, . . . ). Так как |ξs| = s|τ | → ∞ при s→∞, это противоре-

чит условию P ∈ In. �

Лемма 1.6. Пусть R(ξ) = R(ξ1, . . . , ξn) — однородный многочлен степени

m ≥ 1. Для того чтобы существовала постоянная c > 0 такая, что справедливо

неравенство

|ξ| ≤ c
∑

|α|=m−1

|DαR(ξ)| ∀ξ ∈ Rn, (1.6)

необходимо и достаточно условие �n,m(R) = {0}.
Доказательство. Если множество линейных однородных многочленов

{DαR; |α| = m− 1} не имеет общего ненулевого корня, то

r(ξ) :=
∑

|α|=m−1

|DαR(ξ)|2

является однородным многочленом второй степени, для которого с некоторой

постоянной c1 > 0 справедливо неравенство |ξ|2 ≤ c1r(ξ) ∀ξ ∈ Rn, откуда следует

оценка (1.6).

Докажем обратное, пусть 0 6= τ ∈ Rn — общий корень многочленов {DαR;

|α| = m− 1}. Тогда в силу леммы Эйлера с некоторой постоянной c2 > 0 имеем

для любого β ∈ Nn0 , 0 ≤ |β| ≤ m− 1

|(DβR)(η)| = 1

(m− |β|)! |(η1D1 + · · ·+ ηnDn)
m−|β|−1DβR(η)|

≤ c2
∑

|α|=m−1

|(DαR)(η)| = 0,

откуда следует, что τ ∈ �n,m(R). Это противоречит условию леммы и доказы-

вает лемму. �

Лемма 1.7. Пусть n ≥ 2, 1 ≤ k < n, ξ′ := (ξ1, . . . , ξk), ξ
′′ := (ξk+1, . . . , ξn),

ξ = (ξ′, ξ′′) и P (ξ) — почти гипоэллиптический многочлен степени m, представ-

ленный в виде суммы однородных многочленов:

P (ξ) =

m∑

j=0

Pj(ξ) =

m∑

j=0

Pdj (ξ) =

m∑

j=0

∑

|α|=dj

γαξ
α, (1.1′)
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при этом многочлен Pm зависит только от переменных ξ′, т. е. Pm(ξ) = Pm(ξ′, 0′′)
и �k,m(Pm) = {0}. Тогда P ∈ In в том и только в том случае, когда P (0′, ξ′′) ∈
In−k.

Доказательство. В силу условия леммы многочлен P можно предста-

вить в виде

P (ξ) = Pm(ξ′, 0′′) +
∑

α′∈Nk0

(ξ′)α
′

qα′(ξ
′′), (1.7)

где |α′|+ ord qα′ ≤ m− 1 ∀α′ ∈ Nk0 и q0′(ξ
′′) = P (0′, ξ′′).

Если P ∈ In, то, очевидно, P (0′, ξ′′) ∈ In−k. Покажем, что если P (0′, ξ′′) ∈
In−k, то в условиях леммы P ∈ In. Предположим обратное: пусть при P (0′, ξ′′) ∈
In−k существуют последовательность {ξs}∞s=1 ⊂ Rn такая, что |ξs| → ∞ при

s→∞, и число c1 > 0, для которых

|P (ξs)| ≤ c1 (s = 1, 2, . . . ). (1.8)

Отсюда в силу почти гипоэллиптичности P , условия �k,m(Pm) = {0} леммы и

на основании леммы 1.6 с некоторой постоянной c2 > 0 имеем

|(ξ′)s| ≤ c2 (s = 1, 2, . . . ). (1.9)

Покажем, что в условиях леммы из (1.8), (1.9) следует существование по-

стоянной c3 > 0 такой, что для всех α′ ∈ Nk0 , 1 ≤ |α′| ≤ m− 1,

|qα′((ξ′′)s)| ≤ c3 (s = 1, 2, . . . ). (1.10)

Докажем оценку методом математической индукции по убыванию |α′|. Для

α′ ∈ Nk0 , |α′| = m − 1 оценка (1.10) непосредственно следует из представления

(1.7), так как в этом случае ord qα′ = 0. Пусть оценка (1.10) верна для всех

α′ ∈ Nk0 , 2 ≤ r ≤ |α′| ≤ m− 1. Докажем ее для {α′} : |α′| = r − 1.
Из условия почти гипоэллиптичности P с некоторой постоянной c4 > 0 для

любого α′ ∈ Nk0 , |α′| = r − 1, имеем (см. представление (1.7))

|Dα′P (ξ)| =
∣∣∣∣Dα′Pm(ξ′, 0′′) +

∑

β′≥α′,β′ 6=α′

β′!

(β′ − α′)! (ξ
′)β

′−α′qβ′(ξ
′′)

+ (α′!)qα′(ξ
′′)

∣∣∣∣ ≤ c4[|P (ξ)| + 1] ∀ξ ∈ Rn.

Отсюда по предположению индукции и на основании (1.8), (1.9) имеем с неко-

торыми положительными постоянными c5 и c6 для всех s = 1, 2, . . .

|qα′((ξ′′)s)| ≤ c5[|P (ξs)|+ |Dα′Pm((ξ′)s, 0′′)|

+
∑

β′≥α′,β′ 6=α′

β′!

(β′ − α′)! |((ξ
′)s)β

′−α′ ||qβ′((ξ′′)s)|+ 1] ≤ c6,

что по индукции доказывает оценку (1.10).

Из оценок (1.8)–(1.10) имеем с некоторой постоянной c7 > 0 для всех s =

1, 2, . . .

|q0′((ξ′′)s)| =
∣∣∣P (ξs)− Pm((ξ′)s, 0′′)−

∑

|α′|≥1

((ξ′)s)α
′

qα′((ξ
′′)s)

∣∣∣ ≤ c7.

Так как P (0′, ξ′′) = q0′(ξ
′′), полученное неравенство противоречит предположе-

нию P (0′, ξ′′) ∈ In−k и доказывает лемму. �

Из доказанной леммы непосредственно получаем
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Следствие 1.1. Пусть выполняются все условия леммы 1.7, кроме условия

P ∈ In. Тогда P (0′, ξ′′) /∈ In−k.
Будем пользоваться также следующим очевидным утверждением.

Лемма 1.8. Пусть вектор ξ = (ξ1, . . . , ξn) представлен в виде ξ = (ξ′, ξ′′),
где ξ′ = (ξ1, . . . , ξk), ξ

′′ = (ξk+1, . . . , ξn), 1 ≤ k < n, и многочлен P (ξ) почти ги-

поэллиптичен. Тогда P (ξ′, ξ′′) как многочлен от ξ′ для любого фиксированного

ξ′′ почти гипоэллиптичен.

Лемма 1.9. Пусть почти гипоэллиптический многочлен P (ξ) = P (ξ1, . . . ,
ξn), по существу зависящий от всех переменных ξ1, ξ2, . . . , ξn (см. определе-

ние 1.1), устойчив относительно любого линейного невырожденного преобразо-

вания T : Rn → Rn. Тогда P ∈ In.
Доказательство будем вести по индукции по n. Пусть n = 2 и, напротив,

существует почти гипоэллиптический многочлен P (ξ1, ξ2), устойчивый относи-

тельно любого линейного невырожденного преобразования, такой, что P /∈ I2,
т. е. существуют последовательность {ξs} ⊂ R2 и число c > 0 такие, что

|ξs| → ∞ при s→∞ и

|P (ξs)| ≤ c (s = 1, 2, . . . ). (1.11)

Представим многочлен P в виде (1.1) и покажем, что P неустойчив отно-

сительно некоторого линейного обратимого отображения T : R2 → R2.

Применяя лемму 1.2, из (1.11) получаем, что σ2,m(Pm) = 1, т. е. �2,m(Pm)\
{0} 6= ∅. Так как �2,m(Pm) — линейное пространство, существует точка τ ∈
�2,m(Pm), |τ | = 1. Тогда либо τ = (1, 0), либо τ = (0, 1), либо τ = (τ1, τ2), τ1, τ2 6=
0. Так как случаи τ = (1, 0) и τ = (0, 1) рассматриваются аналогично, будем

рассматривать только случаи 1) τ = (1, 0), 2) τ1τ2 6= 0. В случае 1 Pm(ξ1, ξ2) =

γ(0,m)ξ
m
2 , где γ(0,m) 6= 0. Не умаляя общности, будем считать, что γ(0,m) = 1.

Тогда многочлен P можно представить в виде

P (ξ) = ξm2 +

m−1∑

j=0

ξj2qj(ξ1), ξ ∈ R2, (1.12)

где j + ord qj ≤ m− 1, j = 0, 1, . . . ,m− 1.
Из условия P /∈ I2 и следствия 1.1 имеем q0(ξ1) = P (ξ1, 0) /∈ I1. Так как

q0 — многочлен от одной переменной, отсюда получаем, что ord q0 = 0, т. е.

q0(ξ1) ≡ const =: c0. Тогда для любого j : 1 ≤ j ≤ m− 1 в силу условия леммы

имеем с некоторой постоянной κ1 > 0

|qj(ξ1)| =
1

j!

∣∣(Dj
2P
)
(ξ1, 0)

∣∣ ≤ κ1[|P (ξ1, 0)|+ 1] = κ1[|q0(ξ1) + 1|]

≤ κ1(|c0 + 1) ∀ξ1 ∈ R1.

Следовательно, qj(ξ1) ≡ const =: cj , j = 1, . . . ,m−1. Тогда из (1.12) следует

равенство

P (ξ) = P (ξ1, ξ2) = ξm2 +

m−1∑

j=0

cjξ
j
2, ξ ∈ R2.

Это противоречит условию леммы, так как P не зависит от переменной ξ1.
Рассмотрим случай 2. В этом случае в силу леммы 1.2 многочлен Pm пред-

ставляется в виде

Pm(ξ) = γ(τ2ξ1 − τ1ξ2)m, ξ ∈ R2,
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где γ 6= 0. Не умаляя общности, будем считать, что γ = 1.
Совершим следующую замену переменных: η1 = τ2ξ1 − τ1ξ2, η2 = τ1ξ1 +

τ2ξ2. Очевидно, матрица T этого преобразования невырожденная. Обозначив

Q(η) := P (T−1η), получим

Q(η) = P (τ2η1 + τ1η2, −τ1η1 + τ2η2) = ηm1 +

m−1∑

j=0

Qj(η1, η2), (1.13)

где Qj — однородный многочлен степени j : j = 0, 1, . . . ,m− 1.
Так как матрица T обратима, по лемме 1.1 многочлен Q почти гипоэллип-

тичен, при этом, так как по предположению P /∈ I2, имеем Q /∈ I2.
Проводя аналогичные рассуждения, как и в случае 1, получим

Q(η) = ηm1 +

m−1∑

j=0

cjη
j
1, η ∈ R2,

т. е. многочлен P неустойчив относительно линейного обратимого отображения

T : R2 → R2. Полученное противоречие доказывает справедливость утвержде-

ния леммы при n = 2.
Пусть утверждение леммы верно при n ≤ r − 1 (r ≥ 3), докажем его для

n = r. Предполагая обратное, т. е. что существуют последовательность {ξs} :

|ξs| → ∞, s→∞, и число c > 0 такие, что выполняется соотношение (1.11).

Из (1.11) в силу леммы 1.2 имеем 1 ≤ σr,m(Pm) =: l ≤ r − 1. Пусть

τ1, . . . , τ l — базис в σr,m(Pm) и τ1, . . . , τ l, τ l+1, . . . τr — базис в Rr. Обозначим

ℑ :=
(
τ ji
)r
i,j=1

. Очевидно, ℑ — невырожденная матрица. Пусть η := ℑ−1ξ,

ξ ∈ Rr. Тогда в силу леммы 1.1 многочлен Q(η) := P (ℑη) почти гипоэллипти-

чен. Представим Q в виде (1.1) суммы однородных многочленов

Q(η) =

m∑

j=0

Qj(η), η ∈ Rr.

Из определения матрицы ℑ следует, что ej := ℑ−1τ j , j = 1, . . . , r, является

базисом в Rn, при этом в силу определения матрицы ℑ имеем eji = δji (i, j =

1, . . . , r), где {δji } — символ Кронекера.

Так как Qm(η) = Pm(ℑη) (см. лемму 1.3), то Qm(ej) = Pm(ℑej) = Pm(τ j) =

0 при j = 1, . . . , l. Покажем, что Qm(η) = Qm(0, . . . , 0, ηl+1, . . . , ηr) для η ∈ Rr.
Сначала покажем, что Qm(η) = Qm(0, η2, . . . , ηr) для η ∈ Rr.

Представим многочлен Qm в виде

Qm(η) =

m∑

j=0

ηm−j1 qj,m(η2, . . . , ηr), η ∈ Rr, (1.14)

где qj,m — однородный многочлен степени j (j = 0, 1, . . . ,m), и покажем по

индукции, что qj,m(η2, . . . , ηr) ≡ 0 (j = 0, 1, . . . ,m− 1).
Так как q0,m — однородный многочлен степени 0, то

q0,m(η2, . . . , ηr) ≡ const =: c0 = q0,m(0, . . . , 0) ∀(η2, . . . , ηr) ∈ Rr−1. (1.15)

Из условия τ1 ∈ �r,m(Pm), применяя лемму 1.3, получим, что e1 ∈ �r,m(Qm).
Отсюда, из представления (1.14), соотношения (1.15) и того факта, что однород-

ный многочлен положительной степени в точке 0 принимает нулевое значение,
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имеем

0 = Qm(e1) =

m∑

j=0

1m−jqj,m(0, . . . , 0) = q0,m(0, . . . , 0) = c0 = q0,m(η2, . . . , ηr),

т. е. q0,m(η2, . . . , ηr) ≡ 0.
Пусть qj,m(η2, . . . , ηr) ≡ 0 при j ≤ k − 1 (k ≥ 1). Докажем, что

qk,m(η2, . . . , ηr) ≡ 0.

По предположению индукции многочлен Qm представляется в виде

Qm(η) =

m∑

j=k

ηm−j1 qj,m(η2, . . . , ηr), η ∈ Rr. (1.16)

Пусть

qk,m(η2, . . . , ηr) =
∑

α2+···+αr=k

δ(α2,...,αr)η
α2

2 . . . ηαrr (1.17)

— однородный многочлен степени k. Так как e1 ∈ �r,m(Qm) и k < m, то, поль-

зуясь соотношениями (1.16), (1.17), для любого β = (β2, . . . , βr) ∈ Nr−1
0 , |β| = k,

имеем

0 = (DβQm)(e1) =

m∑

j=k

1m−j(Dβqj,m)(0, . . . , 0) = (Dβqk,m)(0, . . . , 0) = β!δ(β2,...,βr),

т. е. δ(β2,...,βr) = 0 для всех (β2, . . . , βr) ∈ N r−1
0 , β2 + · · · + βr = k, откуда и

из (1.17) следует, что qk,m(η2, . . . , ηr) ≡ 0. Тогда в силу индукции получим, что

Qm(η) = qm,m(η2, . . . , ηr) = Qm(0, η2, . . . , ηr) ∀η ∈ Rn.
Рассуждая аналогично и учитывая, что ej ∈ �r,m(Qm) (j = 1, . . . , l), полу-

чим Qm(η) ≡ Qm(0, . . . , 0, ηl+1, . . . , ηr).
Обозначим η′ := (η1, . . . , ηl) и η′′ := (ηl+1, . . . , ηr). Тогда многочлен Q в силу

уже доказанного можно представить в виде

Q(η) =

m∑

j=0

Qj(η) = Qm(0′, η′′) +

m−1∑

j=0

Qj(η)

= Qm(0′, η′′) +
∑

α′′∈N
r−l
0

(η′′)α
′′

qα′′(η
′), (1.18)

где |α′′| + ord qα′′ ≤ m − 1 для всех α′′ ∈ Nr−l0 При этом в силу леммы 1.3

�r−l,m(Qm) = {0}, так как τ1, . . . , τ l является базисом пространства �r,m(Pm).
Применяя следствие 1.1, получим, что q0′′(η

′) = Q(η′, 0′′) /∈ Il. Учитывая, что

многочлен одной переменной степени больше нуля принадлежит I1, отсюда по-

лучаем, что либо 1) l = 1, q0(η
′) = const =: c0′′ , η

′ ∈ R1, либо 2) 2 ≤ l ≤ r − 1.
Так как Q почти гипоэллиптичен, то в случае 1 с некоторой постоянной

κ2 > 0 при всех α′′ ∈ Nr−1
0 имеем

|qα′′(η′)| =
1

α′′!
|(Dα′′Q)(η′, 0′′)| ≤ κ2[|Q(η′, 0′′)|+ 1]

= κ2[|q0′′(η′)|+ 1] = κ2[|c0′′ |+ 1] ∀η′ ∈ R1.
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Отсюда непосредственно следует, что qα′′(η
′) ≡ const =: cα′′ для всех α′′ ∈ Nr−1

0 .
Тогда из (1.18) получаем, что

Q(η) = Qm(η′′) +
∑

α′′∈Nr−1
0

cα′′(η
′′)α

′′

= Q(0′, η′′) ∀η ∈ Rr,

т. е. многочлен P неустойчив относительно некоторого линейного обратимого

отображения.

Рассмотрим случай 2 (l ≥ 2). Так как многочлен P почти гипоэллиптичен,

в силу леммы 1.8 многочлен q0′′(η
′) также почти гипоэллиптичен. Более того,

так как �r−l,m(Qm) = {0} и Q /∈ Ir, то ввиду следствия 1.1 q0′′ /∈ Il.
С другой стороны, так как l < r, то в силу индукции по n существуют число

l1 ∈ N : l1 ≤ l − 1 и линейное обратимое отображение V : Rl → Rl такие, что

многочлен q0′′(V
−1z′) зависит только от переменных z1, . . . , zl1 , т. е. при η′ ∈ Rl

и z′ = V η′

q0′′(η
′) = q0′′(V

−1z′) =: qV0′′(z1, . . . , zl1).

Следовательно, многочлен q0′′ неустойчив относительно линейного обратимого

отображения V : Rl → Rl.
В силу почти гипоэллиптичности многочлена Q существует постоянная

κ3 > 0 такая, что для всех α′′ ∈ Nr−l0

|qα′′(η′)| =
1

α′′!
|(Dα′′Q)(η′, 0′′)| ≤ κ3[|Q(η′, 0′′)|+ 1] = κ3[|q0′′(η′)|+ 1] ∀η′ ∈ Rl.

Отсюда, применяя лемму 1.4, получим, что многочлены {qα′′(η′) : α′′ ∈ Nr−l0 }
неустойчивы относительно линейного обратимого отображения V : Rl → Rl.
Поэтому

qα′′(η
′) = qα′′(V

−1z′) =: qVα′′(z1, . . . , zl1) ∀α′′ ∈ Nr−l0 , η′ ∈ Rl, z′ = V η′.

Имея это в виду, из (1.18) получаем

Q(η) = Qm(0′, η′′) +
∑

α′′∈Nr−l0

(η′′)α
′′

qα′′(V
−1z′) = Qm(0′, η′′)

+
∑

α′′∈Nr−l0

(η′′)α
′′

qVα′′(z1, . . . , zl1), η = (η′, η′′) ∈ Rr, η′ ∈ Rl, z′ = V η′.

Отсюда следует, что многочлен Q и тем самым многочлен P неустойчивы. По-

лученное противоречие доказывает лемму 1.9. �

Определение 1.3. Прямую, проходящую через начало координат, назо-

вем центральной прямой. Центральную прямую L ⊂ Rn назовем элементарной

для многочлена P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn), если P (ξ) = const ∀ξ ∈ L.
Теорема 1.1. Для почти гипоэллиптического многочлена P (ξ) = P (ξ1, . . . ,

ξn) следующие условия эквивалентны:

(1) P ∈ In;
(2) P устойчив относительно любого линейного обратимого преобразования

T : Rn → Rn;
(3) P не имеет элементарной центральной прямой.

Доказательство. Эквивалентность пп. (1), (2) непосредственно следует

из лемм 1.5 и 1.9.
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Если P принадлежит In, то, очевидно, для него не существует центральной

прямой, являющейся элементарной для P, т. е. из (1) следует (3).

Покажем, что из (3) следует (1). Предполагая противное и проводя анало-

гичные рассуждения, как при доказательстве леммы 1.9, получим существова-

ние линейного обратимого преобразования T : Rn → Rn, относительно которого

P неустойчив, т. е. многочлен Q(η) := P (T−1η) зависит только от перемен-

ных η1, . . . , ηn−1. Следовательно, Q(0, . . . , 0, ηn) = Q(0, . . . , 0, 0). Так как L :=

{T−1(0, . . . , 0, ηn)ηn ∈ R1} является центральной прямой и P (ξ) = Q(0, . . . , 0)

∀ξ ∈ L, то L является элементарной для P. Это противоречит нашему предпо-

ложению и доказывает, что из (3) следует (1). Теорема 1.1 доказана. �

2. Почти гипоэллиптичность невырожденных

дифференциальных операторов (многочленов)

Определение 2.1 (см. [4] или [5]). Пусть A = {ν1, . . . , νN} — конечный

набор точек из Nn0 . Наименьший выпуклый многогранник, содержащий все точ-

ки (мультииндексы) множества A , обозначим через ℜ(A ) и назовем многогран-

ником Ньютона множества A .

Многогранник ℜ ⊂ Rn,+ назовем полным (см. [4] или [13]), если ℜ имеет

вершину в начале координат Rn,+ и отличную от начала координат вершину

на каждой оси координат. k-Мерные грани многогранника ℜ обозначим через

ℜki (i = 1, . . . ,M ′
k, k = 0, 1, . . . , n − 1). Грани многогранника Ньютона будем по

определению считать замкнутыми множествами.

Единичный вектор λ называется внешней нормалью (или ℜ-нормалью) гра-

ни � многогранника ℜ, если 1) (λ, α) = (λ, β) для произвольных α и β из � ,
2) (λ, α) > (λ, β) для произвольных α ∈ � и β ∈ ℜ \ � .

Другими словами, ℜ-нормаль k-мерной грани � многогранника ℜ (0 ≤ k ≤
n−1) это единичная внешняя нормаль гиперплоскости, опорной к многогранни-

ку ℜ, содержащей грань � и не содержащей какую-либо грань ℜ, размерности

больше чем k.

Таким образом, данный вектор λ может служить внешней нормалью одной

и только одной грани многогранника ℜ.
Обозначим через �ki = �

(
ℜki
)

множество внешних нормалей грани ℜki (i =

1, . . . ,M ′
k, k = 0, 1, . . . , n − 1). Отметим, что множество �ki состоит из одного

вектора (когда k = n − 1) или является открытым множеством (когда 0 ≤ k <
n− 1). Очевидно, что для каждого вектора λ ∈ �ki (1 ≤ i ≤ M ′

k, 0 ≤ k ≤ n− 1)

существует число di,k = di,k(λ) ≥ 0 такое, что (λ, α) = di,k для всех α ∈ ℜki и

(λ, α) < di,k для любого α ∈ ℜ \ ℜki . Более того, ℜ-нормаль (n − 1)-мерной (и

только (n− 1)-мерной) грани ℜn−1
i многогранника ℜ и число di,n−1(λ) (1 ≤ i ≤

M ′
n−1) определяются однозначно.

Для многогранника ℜ ⊂ Rn,+ обозначим через ℜ0 множество его вершин,

через �n−1(ℜ) — множество (внешних относительно ℜ) единичных нормалей

(n− 1)-мерных некоординатных граней и через ∂ℜ обозначим множество точек

{ν ∈ ℜ}, для которых существует вектор λ ∈ �n−1(ℜ) такой, что (λ, ν) = dℜ(λ),
где dℜ(λ) := max

ν∈ℜ
(λ, ν).

Грань ℜki (1 ≤ i ≤ M ′
k; 0 ≤ k ≤ n − 1) многогранника ℜ ⊂ Rn,+ называ-

ется главной (см. [4]), если среди ее внешних нормалей существует нормаль,

хотя бы одна координата которой положительна. Главная грань ℜki называется
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правильной (вполне правильной) если среди ее внешних нормалей существует

нормаль с неотрицательными (положительными) координатами.

Полный многогранник ℜ назовем правильным (вполне правильным), если

все его главные грани являются правильными (вполне правильными).

Пусть

P (D) = P (D1, . . . , Dn) =
∑

β

γβD
β

— линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами и

P (ξ) =
∑

β

γβξ
β

— его символ (характеристический многочлен), где сумма распространяется по

конечному набору мультииндексов (P ) :=
{
β ∈ Nn0 ; γβ 6= 0

}
. Многогранник

Ньютона множества точек {(P )∪(0)} называют многогранником Ньютона опе-

ратора P (D) (многочлена P (ξ)) и обозначают через ℜ(P ).
Многочлен R(ξ) назовем обобщенно однородным, если существуют вектор

λ ∈ Rn и число d = d(R, λ) такие, что

R(tλξ) = R(tλ1ξ1, . . . , t
λnξn) = tdR(ξ)

для всех t > 0 и ξ ∈ Rn. В тех случаях, когда необходимо указать вектор λ и

число d, такой многочлен назовем λ-однородным λ-степени d. Для обобщенно

однородного (λ-однородного) многочлена R(ξ) введем следующие обозначения:

�(R) := {η ∈ Rn,0, R(η) = 0},
�(λ,R) := {η ∈ Rn,0, |λ, η| = 1, R(η) = 0}, λ > 0.

Многочлен

P i,k(ξ) :=
∑

α∈ℜki (P )

γαξ
α (1 ≤ i ≤M ′

k; 0 ≤ k ≤ n− 1)

назовем подмногочленом многочлена P (ξ), отвечающим грани ℜki (P ) много-

гранника ℜ(P ). В работе [4] доказано, что подмногочлен P i,k(ξ) является λ-

однородным λ-степени di,k(λ) для любого вектора λ ∈ �ki .
Очевидно, что для любого вектора λ ∈ �(ℜki ) существуют натуральное

число M = M
(
λ,ℜki

)
и числа dj = d

(
λ,ℜki

)
(j = 0, 1, . . . ,M) (d0 > d1 > · · · >

dM ) такие, что многочлен P можно представить в виде суммы λ-однородных

многочленов:

P (ξ) =

M∑

j=0

Pj(ξ) =

M∑

j=0

Pdj (ξ) =

M∑

j=0

∑

(λ,α)=dj

γαξ
α. (2.0)

Определение 2.2 (см. [4]). Грань ℜki = ℜki (P ) (1 ≤ i ≤M ′
k; 0 ≤ k ≤ n− 1)

многогранника ℜ(P ) называется невырожденной, если �(P i,k) = ∅. Многочлен

P называется невырожденным, если невырожденны все главные грани его мно-

гогранника Ньютона ℜ(P ).
В. П. Михайловым доказано (см. [4]), что если многочлен P (ξ) с полным

многогранником Ньютона ℜ(P ) невырожденный, то существует постоянная c >
0 такая, что ∑

α∈ℜ0(P )

|ξα| ≤ c[|P (ξ)| + 1] ∀ξ ∈ Rn. (2.1)

Докажем, что справедливо в определенном смысле обратное утверждение.
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Лемма 2.1. Если многочлен P (ξ) с полным многогранником Ньютона

ℜ(P ) удовлетворяет соотношению (2.1), то P невырожденный.

Доказательство. Пусть, напротив, некоторая главная грань ℜki (1 ≤ i ≤
M ′
k; 0 < k ≤ n−1) многогранника ℜ(P ) вырожденная, т. е. существует точка η ∈
Rn,0 такая, что P i,k(η) = 0. Докажем, что многочлен P не может удовлетворять

соотношению (2.1) ни при какой постоянной c.
Пусть λ ∈ �(ℜki ),

P i,k(ξ) =
∑

α∈(ℜki )

γαξ
α

— подмногочлен многочлена P, отвечающий этой грани, η ∈ �(P i,k) и (λ, α) = d0

— уравнение (n− 1)-мерной опорной к ℜ(P ) гиперплоскости, проходящей через

грань ℜki . При этом (λ, α) = d0 = dℜ(λ) > 0, так как многогранник ℜ(P ) полный.

Пользуясь представлением многочлена P в виде (2.0) по вектору λ, из усло-

вия P i,k(η) = 0 для всех s = 1, 2, . . . при ξs = sλη имеем

P (ξs) = P (sλη) = P i,k(sλη) +

M∑

j=1

Pj(s
λη)

= sd0P i,k(η) +

M∑

j=1

sdjPj(η) =

M∑

j=1

sdjPj(η),

при этом |(ξs)α| = sd0
∣∣ηα1

1 . . . ηαnn
∣∣.

Так как
∣∣ηα1

1 . . . ηαnn
∣∣ 6= 0 для точек η ∈ �(P i,k) и dj < d0 для всех j =

1, . . . ,M, то из этих двух соотношений получаем, что |P (ξs)| = o(sd0) при s →
∞, в то время как |(ξs)α|/sd0 =

∣∣ηα1
1 . . . ηαnn

∣∣ > 0 для всех s = 1, 2, . . . . Это

показывает, что оценка (2.1) не имеет места. �

Исходя из теоремы В. П. Михайлова и леммы 2.1, далее многочлен P назо-

вем невырожденным также в том случае, когда для него справедливо соотно-

шение (2.1).

Теорема 2.1. Характеристический многогранник ℜ = ℜ(P ) гипоэллипти-

ческого (почти гипоэллиптического) многочлена P (ξ) вполне правильный (пра-

вильный).

Доказательство. Предположим противное, что многогранник ℜ(P ) ги-

поэллиптического (почти гипоэллиптического) многочлена может не быть впол-

не правильным (правильным). Это означает, что существует вектор λ ∈ �n−1(ℜ)

с хотя бы одной неположительной координатой (с хотя бы одной отрицатель-

ной координатой). Ради определенности в обоих случаях предположим, что это

первая координата. Итак, пусть λ1 ≤ 0 (λ1 < 0).
Представим по вектору λ многочлен P в виде (2.0), и пусть точка η ∈ Rn,0

такая, что D1P0(η) 6= 0. Существование такой точки следует из того, что λ ∈
�n−1(ℜ).

Рассмотрим поведение многочленов P и D1P на последовательности ξs =

sλη (s = 1, 2, . . . ). С некоторыми положительными постоянными c1, c2 для всех

s = 1, 2, . . . имеем

|P (ξs)| ≤
M(λ)∑

j=0

|Pj(ξs)| =
M(λ)∑

j=0

sdj |Pj(η)| ≤ c1sd0 , (2.2)
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|D1P (ξs)| ≥ |D1P0(ξ
s)| −

M(λ)∑

j=1

|D1Pj(ξ
s)| = sd0−λ1 |D1P0(η)|

−
M(λ)∑

j=1

sdj−λ1 |D1Pj(η)| ≥ sd0−λ1 |D1P0(η)| − c2sd1−λ1 . (2.3)

Так как d0 ≥ 0 (напомним, что 0 ∈ ℜ0(P )), то при λ1 ≤ 0 в силу выбора

точки η из оценок (2.2), (2.3) при s → ∞ имеем |D1P (ξs)|/|P (ξs)| 6→ 0. Это

значит, что многочлен P не является гипоэллиптическим, что противоречит

условию теоремы.

Если же λ1 < 0 в случае почти гипоэллиптического многочлена, то из со-

отношений (2.2), (2.3) при s → ∞ получим |D1P (ξs)|/[|P (ξs)| + 1] → ∞, что

противоречит почти гипоэллиптичности многочлена P.
Теорема 2.1 доказана. �

Лемма 2.2. Пусть ℜ ⊂ Rn,+ — n-мерный многогранник с вершинами

α1, . . . , αN и α ∈ ℜ, т. е.

α =

N∑

j=1

σjα
j , где σj ∈ [0, 1] (j = 1, . . . , N),

N∑

j=1

σj = 1.

Тогда для всех ξ ∈ Rn имеем

|ξα| ≤ h(ξ) := |ξα1 |+ · · ·+ |ξαN |.

Более того, если α ∈ ℜ \ ∂ℜ, то |ξα|/h(ξ)→ 0 при h(ξ)→∞.
Доказательство. По неравенству Юнга имеем

|ξα| = |ξ
N∑
j=1

σjα
j

| = |ξα1 |σ1 . . . |ξαN |σN ≤
N∑

j=1

σj |ξα
j | ≤

N∑

j=1

|ξαj |.

Для доказательства второй части леммы заметим, что если α — внутренняя

точка ℜ, то для некоторого t > 1 точка tα также является внутренней точкой

ℜ, следовательно, |ξtα| = |ξα|t ≤ ch(ξ), т. е. |ξα| ≤ c1/th(ξ)1/t. Поэтому

|ξα|/h(ξ) ≤ c1/th(ξ)(1/t)−1 → 0 при h(ξ)→∞. �

Как дополнение к доказанной лемме докажем еще одно утверждение, ко-

торым также будем пользоваться.

Теорема 2.2. Невырожденный оператор P (D) (многочлен P (ξ))
(1) является гипоэллиптическим тогда и только тогда, когда многогранник

ℜ(P ) вполне правильный,

(2) является почти гипоэллиптическим тогда и только тогда, когда много-

гранник ℜ(P ) правильный.

Доказательство. Часть теоремы, относящаяся к необходимости, следует

из теоремы 2.1. Докажем достаточность в п. (1).

Пусть P — невырожденный многочлен, ℜ = ℜ(P ) — вполне правильный

многогранник. Докажем, что P гипоэллиптичен. Для этого достаточно дока-

зать, что для любого мультииндекса 0 6= ν ∈ Nn0
|DνP (ξ)|/|P (ξ)| → 0 (2.4)
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при |ξ| → ∞.
Так как многогранник ℜ(P ) вполне правильный, то из простых геометри-

ческих соображений следует, что (DνP ) ⊂ ℜ(P ) \ ∂ℜ(P ) для любого ненулевого

мультииндекса ν ∈ Nn0 .
С другой стороны, по лемме 2.2 для любого β ∈ ℜ(P ) \ ∂ℜ(P )

|ξβ |/
∑

α∈ℜ0

|ξ|α → 0 (2.5)

при
∑
α∈ℜ0

|ξ|α →∞, поэтому соотношение (2.4) следует из (2.1) и (2.5).

Теперь докажем достаточность в п. (2). Так как (DνP ) ⊂ ℜ(P ) для любого

ν ∈ Nn0 в силу правильности многогранника ℜ(P ), то по лемме 2.2 имеем с

некоторой постоянной c > 0

|DνP (ξ)| ≤ c
∑

α∈ℜ0

|ξα| ∀ξ ∈ Rn.

Отсюда в силу условия теоремы из оценки (2.1) получаем почти гипоэллиптич-

ность P. �

В завершение настоящего пункта докажем еще несколько свойств почти

гипоэллиптических многочленов. Сначала в качестве дополнения теоремы 2.2

докажем

Предложение 2.1. Многогранник Ньютона ℜ(P ) почти гипоэллиптиче-

ского многочлена P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn), по существу зависящего от всех пере-

менных ξ1, . . . , ξn, является полным.

Доказательство. Пусть, напротив, почти гипоэллиптический многочлен

P (ξ) указанного типа не имеет вершины, например, на оси координат 0ξ1. Дока-

жем, что такой многочлен не может быть почти гипоэллиптическим. Из этого

предположения и в силу условий нашего предложения имеем, что если α0
1 6= 0

для вершины α0 многогранника ℜ(P ), то
(
α0

2

)2
+ · · · +

(
α0
n

)2 6= 0. Обозначим

F :=
{
β ∈ (P ), βj = α0

j (j = 2, . . . , n)
}
. Так как α0 ∈ F, в силу вышесказанного

m1 := max{β1, β ∈ F} > 0. Следовательно,
(
m1, α

0
2, . . . , α

0
n

)
∈ (P ) и поэтому

B := γ(m1,α0
2,...,α

0
n)α

0
2!, . . . , α

0
n! 6= 0. (2.6)

Рассмотрим поведение многочленов P и D
α0

2
2 . . . D

α0
n

n P на последовательно-

сти ξs := {(s, 0, . . . , 0)}. Так как ℜ(P ) не имеет вершины на оси 0ξ1, отличной

от начала координат, то

P (ξs) = P (0, . . . , 0) (s = 1, 2, . . . , ). (2.7)

Для D
α0

2
2 . . . D

α0
n

n P в силу (2.6) и определений множества F и числа m1 при

s→∞ имеем

∣∣(Dα0
2

2 . . . D
α0
n

n

)
P (ξs)

∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

β∈F

γβ

n∏

j=2

(
α0
j !
)
sβ1

∣∣∣∣∣ = |B|s
m1 [1 + o(1)]. (2.8)

Так как m1 > 0, соотношения (2.6)–(2.8) вместе доказывают, что многочлен

P не является почти гипоэллиптическим. Предложение 2.1 доказано. �
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Предложение 2.2. Пусть ℜ — многогранник Ньютона конечного набора

точек из Rn,+ и α ∈ ℜ0, α1 6= 0. Если α1 := (0, α2, . . . , αn) /∈ ℜ, то существует

вектор λ ∈ �n−1(ℜ), для которого λ1 < 0.

Доказательство. Так как

ℜ = {ν ∈ Rn,+, (λ, ν) ≤ dℜ(λ) ∀λ ∈ �n−1(ℜ)},
из условия α1 /∈ ℜ следует, что

(λ0, α1) =

n∑

j=2

λ0
jαj > dℜ(λ0)

для некоторого λ0 ∈ �n−1(ℜ). Из условия α ∈ ℜ0(⊂ ℜ) имеем

λ0
1α1 +

n∑

j=2

λ0
jαj = (λ0, α) ≤ dℜ(λ0).

Следовательно, λ0
1 < 0, так как α1 > 0.

Предложение 2.3. Пусть ℜ = ℜ(P ) — многогранник Ньютона почти ги-

поэллиптического многочленa

P (ξ) =
∑

β∈(P )

γβξ
β ,

по существу зависящего от всех переменных ξ1, . . . , ξn, и α = (α1, . . . , αn) ∈
ℜ0(P ). Тогда для любого j : 1 ≤ j ≤ n

αj := (α1, . . . , αj−1, 0, αj+1, . . . , αn) ∈ ℜ.

Доказательство. Предположим обратное, что αj0 /∈ ℜ для некоторого

j0 : 1 ≤ j0 ≤ n. За счет перенумеровки индексов можно считать, что j0 = 1, т. е.

α1 = (0, α2, . . . , αn) /∈ ℜ. Так как из α1 = 0 следует, что α1 = α ∈ ℜ0(P ) ⊂ ℜ(P ),
отсюда имеем α1 > 0. Тогда из условия α1 /∈ ℜ и в силу предложения 2.2

существует вектор λ0 ∈ �n−1(ℜ), для которого (λ0, α1) > dℜ(P )(λ
0) и λ0

1 < 0.

Пусть � — (n− 1)-мерная грань ℜ(P ) с внешней нормалью λ0. Представим

многочлен P по вектору λ0 в виде суммы λ0-однородных многочленов

P (ξ) =

M(λ0)∑

j=0

Pj(ξ) =

M(λ0)∑

j=0

[ ∑

β∈(P ),(λ0,β)=dj(λ0)

γβξ
β
]
, (2.9)

где d0(λ
0) > · · · > dM (λ0), d0(λ

0) = dℜ(P )(λ
0) и

P0(ξ) =

M(λ0)∑

j=0

[ ∑

β∈(P ),(λ0,β)=d0(λ0)

γβξ
β
]

=: P� (ξ).

Так как (см. предложение 2.1) многогранник Ньютона почти гипоэллипти-

ческого многочленa полный, то d0(λ
0) > 0. Рассмотрим поведение многочленов

P и Dα1
1 P на последовательности ξs := sλ

0

η (s = 1, 2, . . . ), где точка η ∈ Rn,0
выбрана так, чтобы

B(η) :=
∑

β∈(P )∩� ,β1≥α1

γβ
β1!

(β1 − α1)!
ηα1−β1

1 ηβ2

2 . . . ηβnn 6= 0. (2.10)
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Существование такой точки η следует из определений мультииндекса α и

грани � , так как тогда α ∈ (P )∩ � , следовательно, γα 6= 0. Пользуясь представ-

лением (2.9) многочлена P, с некоторой постоянной c1 > 0 для всех s = 1, 2, . . .
имеем

|P (ξs)| ≤
M(λ0)∑

j=0

|Pj(ξs)| =
M(λ0)∑

j=0

sdj(λ
0)|Pj(η)| ≤ c1sd0(λ

0). (2.11)

Для многочлена Dα1
1 P, пользуясь представлением (2.7) и условием (2.10),

при s→∞ имеем

∣∣(Dα1
1 P

)
(ξs)| ≥

∣∣(Dα1
1 P0

)
(ξs)

∣∣−
M(λ0)∑

j=1

∣∣(Dα1
1 Pj

)
(ξs)

∣∣ = |B(ξs)|

−
M(λ0)∑

j=1

∣∣(Dα1
1 Pj

)
(ξs)

∣∣ = |B(ξs)| −
M(λ0)∑

j=1

sdj(λ
0)−λ0

1α1
∣∣(Dα1

1 Pj
)
(η)
∣∣

= sd0(λ
0)−λ0

1α1 |B(η)| − c2sd1(λ
0)−λ0

1α1sd0(λ
0)−λ0

1α1 |B(η)|[1 + o(1)]. (2.12)

Так как λ1 < 0, d0(λ
0) > 0 и d1(λ

0) < d0(λ
0), то полученные оценки

(2.11), (2.12) противоречат почти гипоэллиптичности многочлена P и доказы-

вают предложение. �

Для α ∈ Nn
0 обозначим ⊓(α) = {ν ∈ Rn,+, ν ≤ α}. Из предложения 2.3

непосредственно вытекает

Следствие 2.1. Пусть ℜ(P ) — многогранник Ньютона почти гипоэллип-

тического многочлена P (ξ), по существу зависящего от всех переменных ξ1, . . . , ξn.
Тогда

(a) ⊓(α) ⊂ ℜ(P ) для любого α ∈ ℜ0(P );

(b) λ ≥ 0 для любого λ ∈ �n−1(ℜ(P ));

(c) если � — некоординатная грань ℜ(P ), то λ ≥ 0, dℜ(P )(λ) > 0 ∀λ ∈ �(� ).

Теорема 2.3. Если все вполне правильные и главные координатные гра-

ни многогранника Ньютона ℜ(P ) почти гипоэллиптического многочлена P, по

существу зависящего от всех переменных ξ1, . . . , ξn, невырожденны, то P невы-

рожденный.

Доказательство. Предположим обратное, что многочлен P вырожден-

ный. Тогда по условиям теоремы вырожденная грань может быть некоординат-

ной и не вполне правильной главной гранью ℜ(P ).
Через Γ обозначим одну из таких граней минимальной размерности, т. е.

множество �(P� ) непусто. Так как Γ — некоординатная главная грань ℜ(P ),
то в силу следствия 2.1 существуют вектор λ ∈ �(Γ ) и номер k ∈ N (k < n)

такие, что (за счет перенумеровки индексов) λj = 0 (j = 1, . . . , k) и λj > 0

(j = k + 1, . . . , n). Сначала рассмотрим случай, когда k = 1, т. е. λ1 = 0, λj > 0

(j = 2, . . . , n).
Так как � — некоординатная грань, то m1 := max{β1, β ∈ (P ) ∩ �} > 0.
Обозначим �1 := {β ∈ (P )∩� , β1 = m1} и покажем, что в условиях теоремы

�1 6= � . Пусть, напротив, �1 = � . Тогда λ ∈ �(�1). Так как λ1 = 0, то

(λ, β) =

n∑

j=2

λjβj = dℜ(P )(λ)
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при всех β ∈ (P )∩�1. В силу конечности множества (P )\� из условия λ ∈ �(�1)
имеем

ρ(λ) := max
β∈(P )\�

(λ, β) < dℜ(P )(λ).

Отсюда получаем, что t0 := [dℜ(P )(λ) − ρ(λ)]/[2 max{β1, β ∈ (P )}] > 0.
Рассмотрим вектор µ(t0) := (t0, λ2, . . . , λn) > 0. Так как � = �1, то для

любого β ∈ (P ) ∩ �

(µ(t0), β) = t0m1 +

n∑

j=2

λjβj = t0m1 + d
ℜ(P )

(λ).

С другой стороны, в силу определения числа t0 для любого β ∈ (P ) \ �
имеем

(µ(t0), β)) = t0m1 +

n∑

j=2

λjβj ≤ t0β1 + ρ(λ) ≤ t0 max
β∈(P )

β1 + ρ(λ) <

< 2t0 max
β∈(P )

β1 + ρ(λ) = d
ℜ(P )

(λ) < d
ℜ(P )

(λ) + t0m1.

Отсюда следует, что λ(t0) := µ(t0)/|µ(t0)| ∈ �(� ). Так как µ(t0) > 0, то

грань является вполне правильной, что противоречит выбору грани � и дока-

зывает, что �1 ⊂ � , но �1 6= � . Отсюда в силу условий теоремы и выбора грани

� (минимальной размерности) следует, что грань �1 невырожденная. Следова-

тельно,

0 6= P�1(η) =
∑

β∈(P )∩� ,β1=m1

γβη
β = ηm1

1

∑

β∈(P )∩�1

γβη
β2

2 . . . ηβnn =: ηm1
1 B(η). (2.13)

Рассмотрим поведение многочленов P и Dm1
1 P на последовательности ξs =

sλη (s = 1, 2, . . . ). Поступая, как при доказательстве предложения 2.3 (см. пред-

ставление (2.9)), и учитывая, что η ∈ �(P� ) = �(P0), имеем с некоторой посто-

янной c1 > 0

|P (ξs)| ≤
M(λ)∑

j=0

|Pj(ξs)| =
M(λ)∑

j=0

sdj(λ)|Pj(η)| ≤ c1sd1(λ).

Учитывая, что B(η) 6= 0, λ1 = 0, в силу определения множества �1 для

многочлена Dm1
1 P имеем при s→∞

∣∣Dm1
1 P (ξs)

∣∣ ≥
∣∣Dm1

1 P0(ξ
s)
∣∣−

M(λ)∑

j=1

∣∣Dm1
1 Pj(ξ

s)
∣∣

=
∣∣Dm1

1 P0(ξ
s)
∣∣−

M(λ)∑

j=1

sdj(λ)
∣∣Dm1

1 Pj(η)
∣∣

=
∣∣Dm1

1 P�1(ξ
s)
∣∣−

M(λ)∑

j=1

sdj(λ)
∣∣Dm1

1 Pj(η)
∣∣

= sd0(λ)(m1!)|B(η)| −
M(λ)∑

j=1

sdj(λ)
∣∣Dm1

1 Pj(η)
∣∣ = sd0(λ)(m1!)|B(η)|[1 + o(1)].
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Так как d0(λ) > 0 (см. следствие 2.1), полученные соотношения противо-

речат почти гипоэллиптичности многочлена P.
Пусть k = 2, m1 := max{β1, β ∈ (P ) ∩ �} и �1 := {β ∈ (P ) ∩ � , β1 = m1}.
Рассмотрим следующие возможные случаи: (а) �1 = � , (б) �1 ⊂ � .
В случае (а) обозначим

m2 := max{β2, β ∈ (P ) ∩ �1} = max{β2, β ∈ (P ) ∩ �}.

Аналогично тому, как это сделано в случае k = 1, можно доказать, что если

� = �2 := {β ∈ (P ) ∩ �1, β2 = m2} = {β ∈ (P ) ∩ � , β2 = m2},

то грань � является вполне правильной, что противоречит выбору этой грани.

Если �2 ⊂ � = �1, то из определения грани � (минимальность) в силу условия

теоремы получаем, что грань �2 невырожденная. Следовательно,

0 6= P�2(η) =
∑

β∈(P )∩� ,β2=m2

γβη
β =

∑

β∈(P )∩�1,β2=m2

γβη
β

=
∑

β∈(P )∩�2

γβη
β = ηm1

1 ηm2
2

∑

β∈(P )∩�2

γβη
β3

3 . . . ηβnn =: ηm1
1 ηm2

2 B(η). (2.14)

Проводя аналогичные рассуждения, как при k = 1 и �1 ⊂ � на последова-

тельности ξs := sλη (s = 1, 2, . . . ), в силу (2.14) получим, что многочлен P не

является почти гипоэллиптическим.

Рассмотрим случай (б) �1 ⊂ � . Из определения грани � (минимальность) в

силу условий теоремы получаем, что грань �1 невырожденная. Проводя анало-

гичные рассуждения, как при k = 1, �1 ⊂ � , �1 6= � , ввиду (2.14) опять получаем,

что многочлен P не является почти гипоэллиптическим. Так как при 2 < k < n
противоречие с условием теоремы получается аналогичным образом, то этого

повторять не будем. Теорема 2.3 доказана.

ЛИТЕРАТУРА
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КОНЕЧНЫЕ ФАКТОРИЗУЕМЫЕ ГРУППЫ

С МЕТАБЕЛЕВЫМИ ПОДГРУППАМИ

ШМИДТА В СОМНОЖИТЕЛЯХ

М. Н. Коновалова, В. С. Монахов

Аннотация. Группой Шмидта называют конечную ненильпотентную группу, у
которой все собственные подгруппы нильпотентны. Исследуется конечная груп-
па G = AB при условии, что все подгруппы Шмидта в A и в B имеют равные
производные длины. В этой ситуации, в частности, доказано, что если A и B суб-
нормальны в G, а индексы подгрупп A и B взаимно просты, то все подгруппы
Шмидта в G имеют равные производные длины. Кроме того, получена характе-
ризация конечных групп, в которых каждая метабелева подгруппа нильпотентна.
В частности, такая группа 2-замкнута и производная длина каждой ее подгруппы
Шмидта равна 3. Отсюда следует, что в каждой ненильпотентной группе с единич-
ной подгруппой Фраттини существует метабелева подгруппа Шмидта.

DOI10.33048/smzh.2026.67.205

Ключевые слова: конечная группа, метабелева подгруппа, подгруппа Шмидта,
производная длина, факторизуемая группа.

1. Введение

Рассматриваются только конечные группы. Коммутант группы G обозна-

чается через G′. Подгруппа G′′ = (G′)′ называется вторым коммутантом

группы G, а G(i) = (G(i−1))′ — i-м коммутантом. Если существует номер n
такой, что G(n) = 1, то наименьшее натуральное n, для которого G(n) = 1, на-

зывается производной длиной группы G и обозначается через d(G). Группа, у

которой d(G) ≤ 2, называется метабелевой.

Ненильпотентная группа, у которой все собственные подгруппы нильпо-

тентны, называется группой Шмидта. Начало изучению таких групп положи-

ла известная работа О. Ю. Шмидта [1]. Группам Шмидта посвящены отдельные

параграфы монографий [2, 3]. Любая группа Шмидта S = P ⋊Q является про-

изведением нормальной силовской подгруппы P и ненормальной циклической

силовской подгруппы Q, причем d(P ) ≤ 2. Поэтому производная длина любой

группы Шмидта не больше 3. Если P абелева, то она элементарная абелева.

Описание неабелевых нормальных силовских подгрупп в группах Шмидта по-

лучили В. Д. Мазуров, С. А. Сыскин и А. Х. Журтов [4, 5]. Неабелева группа,

у которой все собственные подгруппы абелевы, называется группой Миллера —

Морено. Ненильпотентная группа Миллера — Морено является метабелевой

группой Шмидта.

Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ в рамках научного проекта
№ Ф24КИ-021.

c© 2026 Коновалова М. Н., Монахов В. С.
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Пусть U — формация всех сверхразрешимых групп. Классы групп, в кото-

рых все подгруппы Шмидта сверхразрешимы и несверхразрешимы, предложе-

ны в [6] и обозначаются через SchU и SchU соответственно. В [6] установлено,

что классы SchU и SchU являются разрешимыми наследственными радикаль-

ными насыщенными формациями, и полностью описаны группы в этих классах.

Группа Шмидта сверхразрешима тогда и только тогда, когда ее коммутант

имеет простой порядок [6, лемма 1], в частности, производная длина сверхраз-

решимой группы Шмидта равна 2. Поэтому класс SchU можно определить как

наследственную формацию, в которой каждая группа Шмидта метацикличе-

ская.

У несверхразрешимой группы Шмидта нормальная силовская подгруппа

может быть как абелевой (примером служит знакопеременная группа A4), так

и неабелевой (примером служит группа SL2(3) = Q8 ⋊ C3). В первом случае

производная длина равна 2, а во втором равна 3. Поэтому формацию SchU

можно разбить на два подкласса:

• Sch2 U — класс всех групп, в которых подгруппы Шмидта неметацик-

лические и имеют производную длину, равную 2;

• Sch3 U — класс всех групп, в которых подгруппы Шмидта имеют про-

изводную длину, равную 3.

Ясно, что SchU = Sch2 U ∪ Sch3 U, Sch2 U ∩ Sch3 U = N. Классы Sch2 U

и Sch3 U замкнуты относительно подгрупп, но не являются формациями, см.

лемму 2 настоящей работы.

Каждая группа из класса SchU 2-нильпотентна и имеет силовскую баш-

ню сверхразрешимого типа. Группа из класса SchU 2-замкнута, поэтому каж-

дая группа из класса SchU ∪ SchU разрешима. Минимальная не SchU-группа

является несверхразрешимой группой Шмидта [7, теорема 4 (3)], а минималь-

ная не SchU-группа — сверхразрешимой группой Шмидта. В частности, SchU

и SchU — S̃-формации [8, c. 229]. Экраны формации SchU также известны, [9,

предложение 2; 10, теорема 1(2-3)].

Пусть SchA2 — класс всех групп с метабелевыми подгруппами Шмидта.

Ясно, что SchU ∪ Sch2 U ⊂ SchA2 и SchA2 ∩ Sch3 U = N. Класс SchA2 можно

также определить как наследственный класс, в котором каждая группа Шмид-

та является группой Миллера — Морено. Группы из класса SchA2 могут быть

неразрешимыми, например, все простые группы с абелевыми силовскими под-

группами принадлежат SchA2, PSL2(7) ∈ SchA2.

Начало исследованию групп, факторизуемых P-субнормальными подгруп-

пами, было положено в работе А. Ф. Васильева, Т. И. Васильевой и В. Н. Тютя-

нова [11], здесь P— множество всех простых чисел. Напомним, что подгруппаH
группы G P-субнормальна в G, если H = G или существует цепь подгрупп

H = H0 < H1 < . . . < Hn = G

такая, что все индексы |Hi+1 : Hi| принадлежат P. Результаты этого направле-

ния, полученные до 2020 г., представлены в [12].

В 2022 г. было доказано [13, теорема 2.1], что G = AB ∈ SchU, если A и B
P-субнормальны в G и принадлежат SchU.

В настоящей работе исследуется конечная факторизуемая группа G = AB
при условии, что сомножители A и B P-субнормальны в G и принадлежат клас-

су Schi U, i = 2, 3. В частности, доказано, что если A и B — субнормальные
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подгруппы группы G взаимно простых индексов, A,B ∈ Schi U, то G ∈ Schi U.

Кроме того, получена характеризация конечных групп, в которых каждая ме-

табелева подгруппа нильпотентна. В частности, установлено, что такая группа

принадлежит Sch3 U и каждая ее подгруппа с единичной подгруппой Фраттини

абелева. Отсюда следует, что в каждой ненильпотентной группе с единичной

подгруппой Фраттини существует метабелева подгруппа Шмидта.

2. Вспомогательные результаты

Если G — группа, то π(G) — множество всех простых чисел, делящих по-

рядок G. Если |π(G)| = 1, то группа G называется примарной, при |π(G)| = 2 —

бипримарной. Будем также придерживаться следующих обозначений: A⋊B —

полупрямое произведение нормальной в AB подгруппы A и подгруппы B; Cp —

группа порядка p; Cnp — элементарная абелева группа порядка pn; Q8 — груп-

па кватернионов порядка 8: группа, в которой все силовские подгруппы цик-

лические, называется z-группой. Класс всех разрешимых групп обозначается

через S.

Лемма 1. (1) Класс SchU является наследственной насыщенной радикаль-

ной формацией.

(2) Группа G принадлежит SchU тогда и только тогда, когда G 2-замкнута

и для каждой пары простых чисел p > q, q делит p − 1, бипримарная {p, q}-
холлова подгруппа q-замкнута.

(3) В группе G все сверхразрешимые подгруппы нильпотентны тогда и

только тогда, когда G ∈ SchU.

(4) В группе G каждая подгруппа Шмидта является минимальной несверх-

разрешимой подгруппой тогда и только тогда, когда G ∈ SchU.

(5) В группеG каждая бипримарная z-подгруппа циклическая тогда и толь-

ко тогда, когда G ∈ SchU.

(6) Минимальная не SchU-группа является сверхразрешимой группой

Шмидта.

Доказательство. Утверждения (1), (2) доказаны в [6]. Утверждения (3)–

(5) следуют из определения класса SchU.

Проверим утверждение (6). Пусть группа G не принадлежит классу SchU,

а каждая ее собственная подгруппа содержится в SchU. Тогда в G есть сверх-

разрешимая подгруппа Шмидта S. Она не может быть собственной подгруппой

в G, поэтому G = S.

Лемма 2. Классы Sch2 U, Sch3 U и SchA2 наследственные, но не являются

формациями.

Доказательство. Ясно, что все три класса замкнуты относительно под-

групп, т. е. наследственные.

Предположим, что класс Sch2 U является формацией. Пусть G — мини-

мальная не Sch2 U-группа. Так как G 6∈ Sch2 U, то в G имеется подгруппа

Шмидта S = P ⋊Q такая, что P неабелева. Если S < G, то S ∈ Sch2 U, посколь-

ку G — минимальная не Sch2 U-группа, и подгруппа P должна быть абелевой.

Противоречие, поэтому S = G — группа Шмидта. А. Н. Скиба [14] доказал ло-

кальность разрешимой формации F, у которой всякая разрешимая минималь-

ная не F-группа либо имеет простой порядок, либо является группой Шмидта.
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Так как локальная формация является насыщенной [15, IV.4.6], то и формация

Sch2 U должна быть насыщенной. Группа SL2(3) = Q8 ⋊ C3 является груп-

пой Шмидта с неабелевой силовской подгруппой Q8, поэтому SL2(3) ∈ Sch3 U

и SL2(3) 6∈ Sch2 U. Кроме того,

�(SL2(3)) ∼= C2, SL2(3)/�(SL2(3)) ∼= A4 ∈ Sch2 U.

Поскольку формация Sch2 U насыщенная, то SL2(3) должна принадлежать

Sch2 U; противоречие. Поэтому предположение неверно и класс Sch2 U не яв-

ляется формацией.

Класс Sch3 U не замкнут относительно фактор-групп: Q8 ⋊ C3 ∈ Sch3 U, а

(Q8 ⋊ C3)/C2
∼= A4 ∈ Sch2 U. Поэтому Sch3 U не является формацией.

Предположим, что класс SchA2 является формацией. Пусть G — мини-

мальная не SchA2-группа. Так какG 6∈ SchA2, то вG имеется подгруппа Шмид-

та S = P ⋊Q такая, что P неабелева. Если S < G, то S ∈ SchA2, поскольку G —

минимальная не SchA2 и подгруппа P должна быть абелевой. Противоречие,

поэтому S = G — группа Шмидта. Согласно [14] формация SchA2 должна

быть насыщенной. Теперь SL2(3) должна принадлежать SchA2; противоречие.

Поэтому предположение неверно и класс SchA2 не является формацией.

Лемма 3. Пусть A, B и C — подгруппы группы G и G = AB = AC = BC.

(1) Если A, B, C ∈ SchU, то G ∈ SchU.

(2) Если A, B, C ∈ SchU, то G ∈ SchU.

Доказательство. Оба утверждения получены в [16, следствие 7.4] как

следствие их теоремы о N -критическом графе трижды факторизуемой группы.

Приведем прямые доказательства этих утверждений.

(1) Ясно, что G = AB = ACg = BCg для любого g ∈ G. Так как

A, B, C ∈ SchU, то A, B и C 2-замкнуты по лемме 1(2), а по теореме Кеге-

ля [17, теорема 1] группа G 2-замкнута, в частности, G разрешима. Предпо-

ложим, что G /∈ SchU. По лемме 1(2) существуют простые числа p > q, q
делит p−1, такие, что {p, q}-холлова подгруппа G{p,q} группы G не q-замкнута.

Согласно [18, лемма (3)] существуют {p, q}-холловы подгруппы G{p,q}, A{p,q},
B{p,q} и Cg{p,q} соответственно в G, A, B и Cg для некоторого g ∈ G такие,

что G{p,q} = A{p,q}B{p,q} = A{p,q}C
g
{p,q} = B{p,q}C

g
{p,q} — трижды факторизуе-

мая группа. Поскольку A{p,q}, B{p,q}, C{p,q} ∈ SchU, то A{p,q}, B{p,q} и C{p,q}
q-замкнуты по лемме 1(2), а согласно [17, теорема 1] группа G{p,q} q-замкнута;

противоречие. Поэтому допущение неверно и G ∈ SchU.

(2) Согласно [5, теорема 1] группа G принадлежит SchU тогда и только

тогда, когда G имеет силовскую башню сверхразрешимого типа и для каж-

дой пары простых чисел p > q, q не делит p − 1, бипримарная {p, q}-холлова

в G подгруппа нильпотентна. Поэтому подгруппы A, B и C имеют силовские

башни сверхразрешимого типа, а согласно [17, следствие 1] группа G имеет

силовскую башню сверхразрешимого типа, в частности, G разрешима. Предпо-

ложим, что G /∈ SchU. Тогда существуют простые числа p > q, q не делит p− 1,

такие, что {p, q}-холлова подгруппа G{p,q} группы G ненильпотентна. Так как

G{p,q} = A{p,q}B{p,q} = A{p,q}C
g
{p,q} = B{p,q}C

g
{p,q} — трижды факторизуемая

группа, A{p,q}, B{p,q}, C{p,q} ∈ SchU, то A{p,q}, B{p,q} и C{p,q} нильпотентны.

Согласно [17, следствие 1] группа G{p,q} нильпотентна. Получили противоре-

чие. Поэтому допущение неверно и G ∈ SchU.
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Лемма 4 [19, лемма 1.9]. Пусть H , U — подгруппы разрешимой группы G.

(1) Если H P-субнормальна в G, то H ∩ U P-субнормальна в U .

(2) Если H — субнормальная подгруппа группы G, то H P-субнормальна

в G.

В следующей лемме собраны используемые свойства групп Шмидта [1–3, 6].

Лемма 5. Пусть S — группа Шмидта, т. е. минимальная ненильпотентная

группа. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) S = P ⋊ Q, где P — нормальная силовская p-подгруппа, Q = 〈y〉 —

не нормальная силовская q-подгруппа, p и q — различные простые числа и

yq ∈ Z(S);

(2) S′ = P и |P/�(P )| = pm, где m — показатель числа p по модулю q;
(3) группа S имеет точно два класса сопряженных максимальных подгрупп:

P × 〈yq〉 ⊳ S, {�(P )× 〈x−1yx〉 | x ∈ P \ �(P )};

(4) группа S сверхразрешима тогда и только тогда, когда выполняется лю-

бое одно из следующих требований:

(4.1) q делит (p− 1);

(4.2) в S существует подгруппа индекса p;
(4.3) подгруппа Q P-субнормальна в S.

3. Группы, факторизуемые

P-субнормальными Sch2 U-подгруппами

Теорема 1. Пусть A и B — P-субнормальные разрешимые подгруппы

группы G и (|G : A|, |G : B| = 1). Если каждая подгруппа Шмидта в A и

каждая подгруппа Шмидта в B метабелева, то каждая подгруппа Шмидта в G
метабелева.

Доказательство. Так как G = AB, A и B — P-субнормальные разре-

шимые подгруппы, то группа G разрешима [11, теорема 4.2]. Воспользуемся

индукцией по порядку группы.

По условию подгруппа A P-субнормальна в G, поэтому существует в G под-

группа M такая, что A ≤M , A P-субнормальна в M и |G : M | — простое число.

Так как |G : A| = |G : M ||M : A|, то |M : A| делит |G : A|. Поскольку G = MB,

|G : B| = |M : M ∩B|, то |M : M ∩B| делит |G : B| и (|M : A|, |M : M ∩B|) = 1.

По тождеству Дедекинда M = A(M ∩ B), а в A и в M ∩ B каждая подгруппа

Шмидта метабелева. Так как группа G разрешима, то M ∩ B P-субнормальна

в M по лемме 4(1). Поэтому к M применима индукция, по которой в M каждая

подгруппа Шмидта метабелева. Без ущерба для доказательства подгруппу A
можно заменить максимальной в G подгруппой M простого индекса. Анало-

гично подгруппу B можно заменить максимальной в G подгруппой простого

индекса. Следовательно, можно считать, что |G : A| = p, |G : B| = q, p и q —

различные простые числа.

Предположим, что вG существует не метабелева подгруппа Шмидта. Тогда

для некоторых r, t ∈ π(G) в группе G существует r-замкнутая {r, t}-подгруппа

Шмидта S = R ⋊ T такая, что силовская r-подгруппа R неабелева. Если p 6∈
{r, t}, то {r, t}-холлова подгруппа в A является {r, t}-холловой подгруппой в G.

По теореме Холла S ≤ Ax для некоторого x ∈ G и S метабелева; противоречие.

Поэтому p ∈ {r, t}. Аналогично q ∈ {r, t} и {p, q} = {r, t}. Без ущерба для
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доказательства можно считать, что p = r 6= t и T ≤ A. По тождеству Дедекинда

и лемме 5(3) получаем

A ∩ S = (A ∩R)× T, A ∩ S ≤ �(R)× T.
Так как R неабелева, то из леммы 5(2–4) следует, что |S : (A∩ S)| = rn > r для

некоторого натурального n ≥ 2. Поскольку

|G| = |A|r ≥ |AS| = |A||S|/|A ∩ S| = |A||S : (A ∩ S)| > |A|r,
получили противоречие. Поэтому предположение неверно и каждая подгруппа

Шмидта в G метабелева.

Пример 1. Группа G = C7 × SL2(3) [20, SmallGroup(168,22)] содержит

максимальные подгруппы A ∼= C7 × Q, |G : A| = 3, и B ∼= C42, |G : B| = 4.

Поскольку A и B нильпотентны, то A и B принадлежат SchA2. Группа G
содержит не метабелеву подгруппу Шмидта SL2(3), поэтому G /∈ SchA2. Этот

пример показывает, что требование «A и B P-субнормальны в G» в теореме 1

отбросить нельзя.

В группах из класса SchU∪ Sch2 U каждая подгруппа Шмидта метабелева.

Если A и B — P-субнормальные подгруппы группы G = AB, A,B ∈ SchU,

то G ∈ SchU, [13, теорема 2.1]. Для класса Sch2 U получаем

Следствие 1.1. Пусть A и B — P-субнормальные подгруппы группы G,

A,B ∈ Sch2 U и (|G : A|, |G : B| = 1). Тогда справедливы следующие утвержде-

ния:

(1) G ∈ S ∩ SchA2;

(2) если G ∈ SchU, то G ∈ Sch2 U;

(3) если в G существует подгруппа C ∈ SchU и G = AC = BC, то G ∈
Sch2 U.

Доказательство. (1), (2) Согласно лемме 1(2) подгруппы A и B разре-

шимы, а по теореме 1 группа G разрешима и каждая ее подгруппа Шмидта

метабелева, поэтому G ∈ S ∩ SchA2. Если G ∈ SchU, то в группе G каждая

подгруппа Шмидта несверхразрешима и G ∈ Sch2 U.

(3) Так как G = AB = AC = BC, A, B, C ∈ SchU, то G ∈ SchU по лемме 3.

Теперь из (2) следует, что G ∈ Sch2 U.

Пример 2. В следствии 1.1(2) требование «G ∈ SchU» убрать нельзя. При-

мером служит симметрическая группа S4 степени 4:

S4 = D8A4, |S4 : D8| = 3, |S4 : A4| = 2, D8 ∈ N ⊂ Sch2 U, A4 ∈ Sch2 U.

Так как S4 содержит сверхразрешимую подгруппу Шмидта, изоморфную S3 ∈
SchU, то S4 6∈ SchU. Но это требование можно убрать в случае, когда подгруп-

пы A и B субнормальны в G.

Следствие 1.2. Пусть A и B — субнормальные подгруппы группы G
и (|G : A|, |G : B| = 1). Если A,B ∈ Sch2 U, то G ∈ Sch2 U.

Доказательство. Так как A,B ∈ Sch2 U ⊆ SchU и SchU — класс Фит-

тинга по лемме 1(1), то G = AB ∈ SchU согласно [15, IX.1.1(a)]. Поскольку

группа G разрешима, то подгруппы A и B P-субнормальны в G по лемме 4(2).

По следствию 1.1(2) группа G принадлежит Sch2 U. Следствие доказано.

Пусть A и B — подгруппы группы G. Если A перестановочна с каждой суб-

нормальной подгруппой в B, а B перестановочна с каждой субнормальной под-

группой в A, то говорят, что подгруппы A и B взаимно sn-перестановочны [21].
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Лемма 6. Пусть A и B — взаимно sn-перестановочные подгруппы груп-

пы G. Если подгруппа B разрешима, то подгруппа A P-субнормальна в AB.

Доказательство. Пусть 1 = B0 ≤ B1 ≤ . . . ≤ Bn−1 ≤ Bn = B — компози-

ционный ряд в подгруппе B. Так как B разрешима, то все индексы |Bi+1 : Bi| —
простые числа. Из определения взаимно sn-перестановочных подгрупп следует,

что существует цепь подгрупп

A = AB0 ≤ AB1 ≤ . . . ≤ ABn−1 ≤ ABn = AB.

Так как |ABi+1 : ABi| делит |Bi+1 : Bi|, то A P-субнормальна в AB.

Из теоремы 1 и следствия 1.1 с помощью леммы 6 получаем

Следствие 1.3. Пусть A и B — взаимно sn-перестановочные подгруппы

группы G, и пусть (|G : A|, |G : B|) = 1. Тогда справедливы следующие утвер-

ждения:

(1) если A,B ∈ S ∩ SchA2, то G ∈ S ∩ SchA2;

(2) если G ∈ SchU, A,B ∈ Sch2 U, то G ∈ Sch2 U.

4. Группы, факторизуемые

P-субнормальными Sch3 U-подгруппами

Класс A всех групп с абелевыми силовскими подгруппами является наслед-

ственной формацией и GA ≤ G′ в любой группе G. Формация A не насыщенная

и не радикальная.

Теорема 2. Для группы G следующие утверждения эквивалентны:

(1) G ∈ Sch3 U;

(2) каждая метабелева подгруппа группы G нильпотентна;

(3) все A -подгруппы в G абелевы.

Доказательство. (1) ⇒ (2). Пусть в группе G производная длина каж-

дой подгруппы Шмидта группы G равна 3 и H — метабелева подгруппа груп-

пы G. Поскольку каждая подгруппа в H имеет производную длину не более 2,

то в H нет подгрупп Шмидта. Поэтому H нильпотентна.

(2) ⇒ (1). Пусть каждая метабелева подгруппа группы G нильпотентна

и S — подгруппа Шмидта из G. Так как производная длина любой подгруппы

Шмидта равна 2 (в этом случае она метабелева) или 3, то G ∈ Sch3 U.

(2) ⇒ (3). Пусть каждая метабелева подгруппа группы G нильпотентна

и H — A -подгруппа группы G. Так как (1) ⇔ (2), то группа G разрешима.

По теореме Ито [2, VI.4.4] {p, q}-подгруппа H{p,q} в H метабелева для всех p ∈
π(H) и q ∈ π(H). По условию подгруппа H{p,q} нильпотентна. Поскольку

силовские подгруппы Hp и Hq абелевы, то H{p,q} абелева. Отсюда следует, что

подгруппа H абелева. Следовательно, все A -подгруппы в G абелевы.

(3) ⇒ (1). Пусть все A -подгруппы в группе G абелевы и S = P ⋊ Q —

подгруппа Шмидта группы G, где P — силовская p-подгруппа, Q — силовская

q-подгруппа в S. Поскольку Q циклическая и S неабелева, то подгруппа P
не может быть абелевой по условию. Из свойств групп Шмидта следует, что

подгруппа P является коммутантом в S. Следовательно, коммутант каждой

подгруппы Шмидта группы G неабелев и G ∈ Sch3 U.
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Следствие 2.1. (1) Если G ∈ Sch3 U и �(G) = 1, то G абелева.

(2) Если G ∈ Sch3 U, H ≤ G и �(H) = 1, то H абелева.

Доказательство. (1) Пусть N — минимальная нормальная в G подгруп-

па. Так как N〈x〉 метабелева, то N〈x〉 нильпотентна для любого элемента x ∈ G
по теореме 2. Пусть N — r-подгруппа, r ∈ π(G), Gr и Gr′ — силовская r-
подгруппа и r′-холлова подгруппа группы G соответственно. Тогда

NGr′ = N ×Gr′ , N ∩ Z(Gr) 6= 1, N ∩ Z(Gr) ⊳ G, |N | = r, N ≤ Z(G).

Таким образом, каждая минимальная нормальная подгруппа группы G содер-

жится в центре группы G. Если �(G) = 1, то F (G) — прямое произведение

минимальных нормальных подгрупп и F (G) ≤ Z(G). Поскольку CG(F (G)) ≤
F (G) в разрешимых группах, то G абелева.

Поскольку Sch3 U — наследственный класс, то (2) следует из (1).

Следствие 2.2. Если G — ненильпотентная группа с единичной подгруп-

пой Фраттини, то в G существует метабелева подгруппа Шмидта.

Пример 3. Утверждение (2) следствия 2.1 не допускает обращения. В груп-

пе Шмидта C3 ⋊C4 [20, SmallGroup(12,1)] все собственные подгруппы абелевы,

�(C3 ⋊C4) 6= 1 и C3 ⋊C4 6∈ Sch3 U. Утверждение следствия 2.2 также не допус-

кает обращения, примером служит SL2(5).

Пример 4. Группа GL2(3) = (Sd16)(SL2(3)) [20, SmallGroup(48,29)] фак-

торизуется подгруппами Sd16 индекса 3 и SL2(3) индекса 2. Здесь Sd16 — по-

лудиэдральная группа порядка 16. Ясно, что

Sd16 ∈ N ⊂ Sch3 U, SL2(3) = Q8 ⋊ C3 ∈ Sch3 U,

|GL2(3) : Sd16| = 3, |GL2(3) : SL2(3)| = 2.

Поскольку в GL2(3) есть подгруппа, изоморфная S3, то GL2(3) 6∈ SchU. Поэто-

му в следующей теореме требование «G ∈ SchU» убрать нельзя.

Теорема 3. ПустьA и B — P-субнормальные подгруппы группыG ∈ SchU.

Если A,B ∈ Sch3 U и (|G : A|, |G : B| = 1), то G ∈ Sch3 U.

Доказательство. Так как G = AB, A и B — P-субнормальные разре-

шимые подгруппы, то группа G разрешима [11, теорема 4.2]. Воспользуемся

индукцией по порядку группы. Повторяя начальную часть доказательства тео-

ремы 1, получаем, что |G : A| = p, |G : B| = q, p и q — различные простые

числа.

Предположим, что в G существует {r, t}-подгруппа Шмидта S = R ⋊ T
такая, что силовская r-подгруппа R абелева. Если p 6∈ {r, t}, то S ≤ Ax для

некоторого x ∈ G и S не метабелева; противоречие. Поэтому p ∈ {r, t}. Анало-

гично q ∈ {r, t} и {p, q} = {r, t}. Без ущерба для доказательства можно считать,

что p = r 6= t и T ≤ A. По тождеству Дедекинда A ∩ S = (A ∩ R) × T и

A ∩ S ≤ �(R) × T по лемме 5(3). По условию G ∈ SchU, поэтому подгруппа S
несверхразрешима. Из леммы 5(2)–(4) заключаем, что |S : (A ∩ S)| = rn > r
для некоторого натурального n. Поскольку

|G| = |A|r ≥ |AS| = |A||S|/|A ∩ S| = |A||S : (A ∩ S)| > |A|r,

получили противоречие. Поэтому предположение неверно и каждая подгруппа

Шмидта в G не метабелева.
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Следствие 3.1. Пусть A и B — P-субнормальные подгруппы группы G,

A,B ∈ Sch3 U и (|G : A|, |G : B| = 1). Если в G существует подгруппа C ∈ SchU

и G = AC = BC, то G ∈ Sch3 U.

Доказательство. Так как

G = AB = AC = BC, A,B,C ∈ SchU,

то G ∈ SchU по лемме 3. Теперь из теоремы 3 следует, что G ∈ Sch3 U.

Следствие 3.2. Пусть A и B — субнормальные подгруппы группы G
и (|G : A|, |G : B| = 1). Если A,B ∈ Sch3 U, то G ∈ Sch3 U.

Доказательство. Так как A,B ∈ Sch3 U ⊆ SchU и SchU — класс Фиттин-

га по лемме 1, то G = AB ∈ SchU согласно [15, IX.1.1 (a)]. Поскольку группа G
разрешима, то подгруппы A и B P-субнормальны в G по лемме 4 (2). Согласно

теореме 3 группа G ∈ Sch3 U.

Из теоремы 1 с помощью леммы 6 получаем

Следствие 3.3. Пусть A и B — взаимно sn-перестановочные подгруппы

группы G, и пусть (|G : A|, |G : B|) = 1. Если A,B ∈ Sch3 U, G ∈ SchU, то

G ∈ Sch3 U.
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Аннотация. Изучается эволюционное уравнение с волновым оператором и опера-
тором Монжа — Ампера. Предложен вариант метода редукции с использованием
аддитивного и мультипликативного разделения переменных для построения точ-
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по пространственным переменным точных решений, выражаемые явным образом
через элементарные и специальные функции и/или через решения обыкновенных
дифференциальных уравнений. Рассмотрен случай, когда для построения точных
решений исследуемого нелинейного многомерного уравнения используются извест-
ные решения линейного волнового уравнения с одной пространственной перемен-
ной. Приводится ряд примеров, иллюстрирующих полученные результаты.
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1. Введение

В последнее время все больше внимания уделяется исследованию нелиней-

ных эволюционных уравнений с оператором Монжа — Ампера и построению их

точных решений. Так, в работах [1–5] проводится групповой анализ, исследу-

ются редукции и находятся точные решения уравнений

∂u

∂t
= k

[
∂2u

∂x2

∂2u

∂y2
−
(
∂2u

∂x∂y

)2]
, (1)

(
∂u

∂t

)ν
= k

[
∂2u

∂x2

∂2u

∂y2
−
(
∂2u

∂x∂y

)2]
, (2)

где k, ν — некоторые постоянные. Уравнение (1) возникает в магнитной гидро-

динамике при описании эволюции электронных вихрей в замагниченной плаз-

ме [6, 7] и является частным случаем (2). При ν = −1 и k = −1 уравнение (2)

есть известное параболическое уравнение Крылова [8]. В работе [9] встречается

уравнение вида
∂u

∂t
= [detH(u)]

1
n + f(x),

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образо-
вания Российской Федерации (темы FWEW-2026-0009 и FWEW-2026-0010).
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где u = u(x, t) — искомая функция от n + 1 независимых переменных; t > 0 —

время, x ∈ Rn — вектор пространственных переменных размерности n ∈ N,

n ≥ 2; H(u) = ∂2u
∂xi∂xj

— матрица Гессе n-го порядка, detH(u) — определитель

матрицы Гессе. В статье [10] методом разделения переменных ищутся точные

решения эволюционного многомерного уравнения Монжа — Ампера вида

f(x, t, u)
∂u

∂t
= detH(u),

где функция f(x, t, u) является заданной. В работе авторов [11] строились точ-

ные решения обобщенного эволюционного уравнения Монжа — Ампера вида

∂u

∂t
= detH(u)− f(u,∇u,�u),

а также многомерного уравнения Крылова

−∂u
∂t

detH(u) = 1.

В данной статье изучается эволюционное уравнение с волновым оператором и

оператором Монжа — Ампера следующего вида:

∂2u

∂t2
= ϑ2�u + detH(u), (3)

где � — оператор Лапласа в Rn, ϑ 6= 0 — некоторый числовой параметр. Основ-

ной задачей данной статьи является построение многомерных точных решений

уравнения (3). Для решения поставленной задачи будем применять методы ад-

дитивного и мультипликативного разделения переменных [12], метод редукции

и следующую квадратичную функцию:

ξ =
1

2
(Ax,x), x ∈ Rn, (4)

где A — ненулевая числовая симметрическая матрица размера n × n. Ранее

авторами квадратичная функция (4) успешно использовалась для построения

точных многомерных решений систем уравнений реакции-диффузии, эллипти-

ческих уравнений и многомерных систем эллиптических уравнений со степен-

ными нелинейностями [13], а также для отыскания многомерных решений обоб-

щенного уравнения Монжа — Ампера [14, 15] и системы уравнений с оператором

Монжа — Ампера [16].

2. Основные результаты

Для дальнейшего исследования нам понадобится формула, которая зада-

ется в следующей лемме.

Лемма 1. Пусть F (z) — произвольная дважды непрерывно дифферен-

цируемая вещественная функция. Тогда для любой симметрической матри-

цы A, задающей квадратичную форму ξ = 1
2 (Ax,x), для гессиана функции

F (ξ) = F (1
2 (Ax,x)) справедлива формула

det

(
∂2F (ξ)

∂xi∂xj

)

i,j=1,n

= detA

(
dF

dξ

)n−1 [
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
, (5)
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где detA — определитель матрицы A.

Доказательство леммы приведено в статье [14]. В этом разделе приве-

дем результаты по построению точных многомерных решений уравнения (3) с

применением формулы (5) и квадратичной функции (4).

2.1. Точные решения с аддитивным разделением переменных. Из

формулы (5) следует, что гессиан функции φ(x) = ξ +
n∑
i=1

αixi, где ξ задается

формулой (4), равен определителю симметричной матрицы A. В свою очередь,

лапласиан функции φ(x) равен следу матрицы A. Вторая частная производная

по переменной t от функции

u(x, t) =
t2

2
(detA+ ϑ2 trA) + α0t+ ξ +

n∑

i=1

αixi + β (6)

равна detA + ϑ2 trA. Таким образом, мы показали, что функция (6) является

многомерным решением уравнения (3) с аддитивным разделением переменных.

В формуле (6) trA — след матрицы A, αj , j = 0, 1 . . . , n, β — произвольные

постоянные.

Перейдем к построению решений с аддитивным разделением переменных

вида

u(x, t) = ψ(t) + F (ξ), (7)

где функции ψ(t) и F (ξ) подлежат определению. При построении точных ре-

шений уравнения (3) в виде (7) мы должны потребовать выполнение некоторых

условий на матрицу A, а именно, мы должны подобрать матрицу A в классе

симметрических матриц таким образом, чтобы для функции (4) выполнялось

равенство

|∇ξ|2 = σξ, (8)

где ∇ — оператор взятия градиента по x ∈ Rn, а σ > 0 — некоторая постоянная.

Как показано в [15], необходимым свойством обладает симметрическая матрица

A =
σ

2
SEmS

T , (9)

где Em — диагональная матрица, у которой на диагонали произвольным обра-

зом расположены m ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n − m нулей, S — произвольная

ортогональная матрица. После подстановки анзаца (7) в уравнение (3) с учетом

формул (5), (8) и несложных вычислений придем к равенству

d2ψ(t)

dt2
= ϑ2

[
trA

dF

dξ
+ σξ

d2F

dξ2

]
+ detA

(
dF

dξ

)n−1 [
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
. (10)

Для дальнейшего исследования необходимо рассмотреть два случая: m < n и

m = n. Пусть имеет место первый случай. При m < n определитель матрицы

(9), очевидно, равен нулю. В этом случае равенство (10) упростится и запишется

так:
1

ϑ2

d2ψ(t)

dt2
= σ

[
m

2

dF

dξ
+ ξ

d2F

dξ2

]
.

Если правая и левая части этого равенства равны некоторой постоянной µ, то

мы получим решение с аддитивным разделением переменных вида (7) с вы-

рожденной матрицей (9). При этом функция F (ξ) удовлетворяет линейному

обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ) вида

σ

[
m

2

dF

dξ
+ ξ

d2F

dξ2

]
= µ, (11)
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а функция ψ(t) задается формулой

ψ(t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+ T2, (12)

где T1, T2 — произвольные постоянные. Общее решение ОДУ (11) в зависимости

от значений параметра m задается формулами

F (ξ) =
2µ

mσ
ξ + C1ξ

1−m2 + C2, m 6= 2,

F (ξ) =
µ

σ
ξ + C1 ln ξ + C2, m = 2.

Таким образом, мы пришли к справедливости следующего результата

Утверждение 1. Пусть n ∈ N, n ≥ 2. Тогда уравнение (3) имеет точные

решения

u(x, t) =
µϑ2

2
t2+T1t+

2µ

mσ

(σ
2
SEmS

Tx,x
)
+C1

(σ
2
SEmS

Tx,x
)1−m2

+C2, m 6= 2,

(13)

u(x, t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+

µ

σ

(σ
2
SEmS

Tx,
)

+ C1 ln
(σ

2
SEmS

Tx,x
)

+ C2, m = 2,

(14)

где m < n, Em — диагональная матрица, у которой на диагонали произвольным

образом расположеныm ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n−m нулей, S — произвольная

ортогональная матрица, µ, σ 6= 0, T1, C1, C2 — произвольные постоянные.

Замечание 1. Так как волновой оператор и оператор Монжа — Ампера

являются операторами второго порядка, с учетом свойства аддитивности точ-

ными решениями уравнения (3) также будут функции (13), (14), в правые части

которых можно добавить слагаемое
n∑
i=1

αixi, где αi — произвольные постоянные.

Пример 1. Пусть n = 3, m = 2 и матрица A задается соотношением

A =
σ

2




197/200 −21/200
√

6/40

−21/200 53/200 7
√

6/40√
6/40 7

√
6/40 3/4


 , detA = 0, trA = σ. (15)

Тогда по утверждению 1 уравнение (3) в трехмерном координатном простран-

стве имеет анизотропное по пространственным переменным точное решение

u(x1, x2, x3, t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+

µ

800
η + C1 ln η + C2,

где µ 6= 0, T1, C1, C2 — произвольные постоянные и введено обозначение

η = 197x2
1 + 53x2

2 + 150x2
3 − 42x1x2 + 10

√
6x1x3 + 70

√
6x2x3.

Пример 2. Пусть n = 4, m = 3 и матрица A задается соотношением

A =
σ

2




5/9 2/9 4/9 0

2/9 8/9 −2/9 0

4/9 −2/9 5/9 0

0 0 0 1


 , detA = 0, trA =

3σ

2
. (16)
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Тогда по утверждению 1 уравнение (3) в четырехмерном координатном про-

странстве имеет анизотропное по пространственным переменным точное реше-

ние

u(x1, x2, x3, x4, t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+

µ

54
η + C1η

−1/2 + C2,

где µ 6= 0, T1, C1, C2 — произвольные постоянные и введено обозначение

η = 5x2
1 + 8x2

2 + 5x2
3 + 9x2

4 + 4x1x2 + 8x1x3 − 4x2x3.

Пусть теперь m = n, тогда имеем Em = En = E и A = (σ/2)E, где E —

единичная матрица. При этом из формулы (4) получим ξ = (σ/4)‖x‖2. Здесь

‖ · ‖ — евклидова норма в Rn. В этом случае равенство (10) запишется так:

1

ϑ2

d2ψ(t)

dt2
=
σ

2

[
n
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
+
(σ

2

)n(dF
dξ

)n−1 [
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
.

Если правая и левая части этого равенства равны некоторой постоянной µ, то

получим решение с аддитивным разделением переменных вида (7) с матрицей

A = (σ/2)E. При этом функция F (ξ) удовлетворяет ОДУ вида

σ

2

[
n
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
+
(σ

2

)n(dF
dξ

)n−1 [
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
= µ, (17)

а функция ψ(t) задается формулой (12). Таким образом, мы пришли к спра-

ведливости следующего утверждения

Утверждение 2. Уравнение (3) имеет точное радиально-симметричное

решение

u(x, t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+ T2 + F (ξ), ξ =

σ

4
‖x‖2, x ∈ Rn,

где µ, T1, T2 — произвольные постоянные, а функция F (ξ) удовлетворяет нели-

нейному ОДУ второго порядка (17).

Пример 3. Пусть n = 2, тогда уравнение (3) в двумерном координатном

пространстве имеет точные радиально-симметричные решения

u1(x1, x2, t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+ T2 + F1(ξ), ξ =

σ

4

(
x2

1 + x2
2

)
, µ 6= −1,

u2(x1, x2, t) = −ϑ
2

2
t2 + T1t+ T2 + F2(ξ), ξ =

σ

4

(
x2

1 + x2
2

)
, µ = −1,

где функции F1(ξ), F2(ξ) задаются формулами

F1(ξ) =
C1

4σ
√

1 + µ
ln

(√
4(1 + µ)ξ2 + C1ξ + 2ξ

√
1 + µ+

C1

4
√

1 + µ

)

+
2

σ
ξ +

1

σ

√
4(1 + µ)ξ2 + C1ξ + C2, F2(ξ) =

2

σ
ξ + C1

√
ξ + C2.

Здесь C1, C2 — произвольные постоянные.

Отметим, что частное решение ОДУ (17) для любого n имеет вид F (ξ) =

Bξ + C1, где C1 — произвольная постоянная, а константа B 6= 0 удовлетворяет

алгебраическому уравнению (σ/2)nBn + n(σ/2)B = µ.

2.2. Редукция к линейному волновому уравнению для функции

с одной пространственной переменной. В предыдущем разделе было по-

казано, что исследуемое уравнение (3) имеет точное решение с аддитивным

разделением переменных (6). Интересный результат получится, если в пра-

вую часть решения (6) добавить произвольную функцию V (xi, t), зависящую

от одной пространственной переменной xi, где индекс i принимает любое фик-

сированное значение от 1 до n. Так, имеет место
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Утверждение 3. Уравнение (3) обладает точным многомерным решением

u(x, t) =
t2

2
(detA+ϑ2 trA)+α0t+

n∑

i=1

αixi+
1

2
(Ax,x)+V (xi, t), i = 1, n, (18)

где trA — след матрицы A, αj , j = 0, 1, . . . , n, — произвольные постоянные,

причем функция V (xi, t) удовлетворяет линейному волновому уравнению

∂2V

∂t2
= (ϑ2 +Mii)

∂2V

∂x2
i

, (19)

где Mii — минор элемента aii матрицы A.

Доказательство. После подстановки функции (18) в левую часть урав-

нения (3) получим

∂2u

∂t2
= detA+ ϑ2 trA+

∂2V

∂t2
. (20)

Оператор Лапласа от функции (18) приводит к соотношению

�u = trA+
∂2V

∂x2
i

. (21)

Вычисляя матрицу Гессе для функции (18), получим матрицу вида

H(u) =




a11 a12 . . . a1i . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . aii + ∂2V

∂x2
i

. . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ani . . . ann


 .

Найдем детерминант этой матрицы. Для этого воспользуемся формулой разло-

жения определителя по элементам i-й строки. Тогда получим цепочку равенств

detH(u) = ai1Ai1 + . . .+

(
aii +

∂2V

∂x2
i

)
Aii + . . .+ ainAin

= (ai1Ai1 + . . .+ aiiAii + . . .+ ainAin) +
∂2V

∂x2
i

Aii = detA+Mii
∂2V

∂x2
i

. (22)

Здесь Aij = (−1)i+jMij — алгебраическое дополнение элемента aij матрицы A,

а Mij — минор элемента aij . Подставляя равенства (20) и (21), (22) соответ-

ственно в левую и правую части уравнения (3), придем к линейному волновому

уравнению (19). Утверждение доказано. �

Замечание 2. Значимость утверждения 3 в том, что оно устанавливает

связь между уравнением (3) и классическим линейным волновым уравнением

(19), которое в случае ϑ2 +Mii > 0 называется уравнением колебаний струны.

Как известно, общее решение уравнения (19) задается формулой

V (xi, t) = ϕ(xi + t
√
ϑ2 +Mii) + ψ(xi + t

√
ϑ2 +Mii), ϑ2 +Mii > 0, i = 1, n,

где ϕ и ψ — произвольные функции. Частные точные решения уравнения (19)

можно найти во многих учебниках и справочниках (см., например, [17]).

2.3. Точные решения с мультипликативным разделением пере-

менных. В этом разделе рассмотрим точные решения с мультипликативным

разделением переменных вида

u(x, t) = ψ(t)F (ξ), (23)
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где функции ψ(t) и F (ξ) подлежат определению. При этом аргумент ξ задается

формулой (4), в которой матрица A имеет вид (9). После подстановки анзаца

(23) в уравнение (3) с учетом формул (5), (8) и несложных вычислений придем

к равенству

d2ψ(t)

dt2
F (ξ) =

σϑ2

2
ψ(t)

[
m
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
+ ψn(t) detA

(
dF

dξ

)n−1 [
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
.

(24)

При выводе этого равенства мы также использовали следующее свойство опре-

делителя [18]: det(λMn) = λn detMn, где Mn — матрица размера n× n. Здесь

также необходимо рассмотреть два случая: m < n и m = n. Случай m = n ин-

тереса не представляет, так как в этом случае при n > 1 разделить переменные

невозможно. Пусть m < n, тогда имеем detA = 0. В этом случае равенство

(24) упростится и запишется так:

2

σϑ2

1

ψ(t)

d2ψ(t)

dt2
=

1

F (ξ)

[
m
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
.

В этом соотношении переменные разделены и для определения функций ψ(t),
F (ξ) получим следующие ОДУ:

d2ψ(t)

dt2
= µ

σϑ2

2
ψ(t), m

dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2
= µF (ξ). (25)

Здесь µ — константа разделения. ОДУ (25) являются линейными и легко ин-

тегрируются. Таким образом, приходим к справедливости следующего утвер-

ждения.

Утверждение 4. Пусть n ∈ N, n ≥ 2. Тогда уравнение (3) имеет точные

решения с мультипликативным разделением переменных

u1(x, t) =

[
T1 sin

(√
2

2
ϑ
√
µ
√
σt

)
+ T2 cos

(√
2

2
ϑ
√
µ
√
σt

)]

× [C1ξ
1
2−

m
4 Jm

2 −1(
√

2µ
√
ξ) + C2ξ

1
2−

m
4 Ym

2 −1(
√

2µ
√
ξ)], ξ =

σ

4
(SEmS

Tx,x),

u2(x, t) =

[
T1 exp

(√
2

2
ϑ
√
µ
√
σt

)
+ T2 exp

(
−
√

2

2
ϑ
√
µ
√
σt

)]

×[C1ξ
1
2−

m
4 Im

2
−1(
√

2µ
√
ξ) + C2ξ

1
2−

m
4 Km

2
−1(
√

2µ
√
ξ)], ξ =

σ

4
(SEmS

Tx,x),

u3(x, t) = (T1t+ T2)(C1ξ
1−m2 + C2), ξ =

σ

4
(SEmS

Tx,x),

u4(x, t) = (T1t+ T2)(C1 ln ξ + C2), ξ =
σ

4
(SE2S

Tx,x),

где m < n, Jm
2 −1, Ym2 −1 — функции Бесселя первого и второго рода, Im

2 −1,

Km
2 −1 — модифицированные функции Бесселя первого и второго рода, µ > 0,

σ > 0, T1, T2, C1, C2 — произвольные постоянные.

Пример 4. Пусть n = 3 и m = 2, а матрица A задается формулой (15).

Тогда в силу утверждения 4 уравнение (3) в трехмерном координатном про-

странстве обладает следующим анизотропным по пространственным перемен-

ным точным периодическим по времени решением:

u(x1, x2, x3, t) =

[
T1 sin

(√
2

2
ϑ
√
µ
√
σt

)
+ T2 cos

(√
2

2
ϑ
√
µ
√
σt

)]

× [C1J0(
√

2µ
√
ξ) + C2Y0(

√
2µ
√
ξ)],
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где µ > 0, σ > 0, T1, T2, C1, C2 — произвольные постоянные и введено обозна-

чение

ξ =
σ

800

(
197x2

1 + 53x2
2 + 150x2

3 − 42x1x2 + 10
√

6x1x3 + 70
√

6x2x3

)
.

Здесь J0, Y0 — функции Бесселя первого и второго рода.

Пример 5. Пусть n = 4 и m = 3, а матрица A задается формулой (16).

Тогда в силу утверждения 4 уравнение (3) в четырехмерном координатном про-

странстве обладает следующим анизотропным по пространственным перемен-

ным точным решением:

u(x1, x2, x3, x4, t) =

[
T1 exp

(
ϑ

√
2µ

2

√
σt

)
+ T2 exp

(
−ϑ
√

2µ

2

√
σt

)]

× C1 sh(
√

2µ
√
ξ) + C2 ch(

√
2µ
√
ξ)√

ξ
,

где µ > 0, σ > 0, T1, T2, C1, C2 — произвольные постоянные и введено обозна-

чение

ξ =
σ

36

(
5x2

1 + 8x2
2 + 5x2

3 + 9x2
4 + 4x1x2 + 8x1x3 − 4x2x3

)
.

3. Заключение

В статье предложен вариант метода редукции с использованием процеду-

ры разделения переменных для построения точных многомерных решений эво-

люционного уравнения с волновым оператором и оператором Монжа — Ам-

пера. Получены многомерные точные решения, выражаемые явным образом

через элементарные и специальные функции и/или через решения обыкновен-

ных дифференциальных уравнений. Отдельно выделен случай, когда для по-

строения точных решений исследуемого нелинейного многомерного уравнения

используются известные решения линейного волнового уравнения с одной про-

странственной переменной. Полученные в статье результаты представляют тео-

ретический интерес, так как найденные семейства точных решений можно ис-

пользовать для качественного анализа, выявления колебательных и периодиче-

ских решений, оценки скорости роста и выделения неограниченных решений,

конструирования краевых условий и т. п. Они могут также использоваться

для тестирования вычислительных методов, алгоритмов и программ решения

прикладных задач с краевыми и начальными условиями.
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ОЦЕНКИ НОРМ ИНТЕГРАЛЬНОГО

ОПЕРАТОРА В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ

ИЗМЕРИМЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

K. Т. Mынбаев, E. Н. Ломакина

Аннотация. Найдены альтернативные критерии ограниченности и компактности
интегрального оператора типа Харди, действующего в весовых пространствах Ле-
бега. Критерии сформулированы в терминах последовательностей, зависящих от
весовых функций и мер пространств. Найдены условия, при которых идеалы ком-
пактных операторов совпадают с идеалами, порожденными последовательностями
s-чисел рассматриваемого оператора. При этом получены оценки норм оператора в
идеалах через интегральные выражения, зависящие от исходных весовых функций.

DOI10.33048/smzh.2026.67.207

Ключевые слова: интегральный оператор, измеримое пространство, топологи-
ческое пространство, s-числа, аппроксимативные числа, числа Гельфанда, числа
Колмогорова, операторный идеал.

1. Введение

Пусть M — σ-алгебра, содержащая борелевские подмножества открытого

множества � в хаусдорфовом топологическом пространстве. Обозначим через

Lpvdν(�) пространствоM-измеримых функций f с конечной нормой

‖f‖Lp
vdν

(�) =

(∫

�

|f |pv dν
)1/p

,

весовой функцией v и 1 < p < ∞. В данной работе изучаются свойства ком-

пактности и аппроксимируемости оператора типа Харди T : Lpvdν(�)→ Lqudµ(�),

1 < p ≤ q <∞,

Tf(y) =

∫

�(τ(y))

f dν, (1.1)

на множестве ν-измеримых функций, заданных на открытом подмножестве �
хаусдорфова топологического пространства с σ-аддитивными мерами ν и µ. Ве-

совые функции u, v предполагаются положительными и конечными почти всю-

ду на �. Норму линейного оператора T , действующего из Lpvdν(�) в Lqudµ(�),

обозначим через ‖T ‖ = ‖T ‖Lp
vdν

(�)→Lq
udµ

(�).

Работа выполнена при финансовой поддержке Научного Kомитета Министерства науки
и высшего образования Республики Казахстан (грант № AP19676673), а также в рамках госу-
дарственного задания Министерства науки и высшего образования РФ для ХФИЦ ДВО РАН.

c© 2026 Mынбаев K. Т., Ломакина E. Н.
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Свойства оператора (1.1) в пространствах Лебега на полуоси достаточно

полно изучены во многих статьях и монографиях. Некоторые обобщения для

многомерных областей в банаховых функциональных пространствах рассмат-

ривались в [1]. В статьях [2, 3] авторы смогли свести многомерный случай к

одномерному, применяя сферические координаты, в [4, 5] — используя поляр-

ное разложение, в [6, 7], а также [8], сделав предположение, что веса являются

произведениями функций одной переменной.

Данная работа является продолжением исследований К. Т. Мынбаева и

Е. Н. Ломакиной [9]. Для оператора (1.1) доказаны критерии ограниченности и

компактности, также получены двусторонние оценки аппроксимативных чисел.

Теоремы доказываются с использованием специальных разбиений, что позво-

ляет получить обобщение многих одномерных результатов. Трехвесовое нера-

венство Харди в топологических измеримых пространствах было исследовано

в статье [10].

Развитие теории интегральных операторов, которое началось с получения

критериев ограниченности и компактности, имеет свое продолжение в направ-

лении исследования поведения s-чисел и принадлежности оператора различным

операторным идеалам. Основы теории s-чисел, представителями которых явля-

ются аппроксимативные числа, числа Колмогорова, Гельфанда и др., заложены

в [11–16]. Следуя [11, п. 1], операторные идеалы будем обозначать заглавными

готическими буквами.

Пусть L — класс всех ограниченных линейных операторов, действующих

между произвольными банаховыми пространствами; L(X,Y ) — банахово про-

странство операторов из X в Y для заданных пространств X , Y .

Операторным идеалом I называется всякий подкласс в L такой, что для

любой его компоненты I(X,Y ) = I ∩ L(X,Y ) выполнены условия:

1) IR ∈ I, где R обозначает одномерное банахово пространство;

2) если S1, S2 ∈ I(X,Y ), то S1 + S2 ∈ I(X,Y );

3) если T ∈ L(X0, X), S ∈ I(X,Y ) и Q ∈ L(Y, Y0), то QST ∈ I(X0, Y0).

Наименьшим операторным идеалом является класс всех конечномерных

операторов F. Класс всех компактных операторов образует операторный идеал

и обозначается через K.

Оператор S ∈ L(X,Y ) называется аппроксимируемым, если существуют

операторы S1, S2, . . . ∈ F(X,Y ) такие, что lim
n→∞

‖S−Sn‖ = 0. Класс всех аппрок-

симируемых операторов образует операторный идеал G, также хорошо известно

вложение G ⊂ K [11, 1.11.2]. Теория операторных идеалов подробно изложена в

монографии [11].

Говорят, что банахово пространство X обладает аппроксимационным свой-

ством [11, 10.1.1], если для всякого компактного подмножества K ⊂ X и для

любого ε > 0 существует конечномерный оператор L : X → X такой, что

‖L‖ ≤ M < ∞ и ‖x − Lx‖ ≤ ε для всех x ∈ K. В силу того, что простран-

ство Lqudµ(�) при 1 ≤ q ≤ ∞ обладает аппроксимационным свойством, имеем

[11, 10.1.3]

G
(
Lpvdν(�), Lqudµ(�)

)
= K

(
Lpvdν(�), Lqudµ(�)

)
.

Другой способ построения операторных идеалов связан с s-числами опера-

торов: последовательность s-чисел определяет (квази)норму оператора в опе-

раторном идеале.

Рассмотрим отображение s : S → {sn(S)}, сопоставляющее каждому опе-

ратору S ∈ L(X,Y ) однозначно определенную числовую последовательность
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{sn(S)}, называемую s-функцией и удовлетворяющую следующим условиям:

(a1) ‖S‖ = s1(S) ≥ s2(S) ≥ s3(S) ≥ · · · ≥ 0;

(a2) sn(S +R) ≤ sn(S) + ‖R‖ для S,R ∈ L(X,Y ), n ∈ N;

(a3) sn(BSA) ≤ ‖B‖sn(S)‖A‖, если A ∈ L(X0, X), S ∈ L(X,Y ), B ∈
L(Y, Y0), n ∈ N;

(a4) sn
(
Id : ln2 → ln2

)
= 1, n ∈ N;

(a5) sn(S) = 0, если rankS < n.
Будем называть sn(S) n-м s-числом оператора S. Примерами s-чисел слу-

жат:

аппроксимативные числа (a-числа), определяемые формулой

an(S) = inf{‖S − L‖X→Y : L : X → Y, rankL ≤ n− 1}, n ∈ N;

числа Гельфанда

cn(S) = inf
{∥∥SJXM

∥∥ : M ⊆ X, codim(M) < n
}
,

где JXM означает каноническую инъекцию из подпространства M на банахово

пространство X , т. е. M
JXM−→ X

S−→ Y ;

числа Колмогорова

dn(S) = inf
{∥∥QYNS

∥∥ : N ⊆ Y, dim(N) < n
}
,

где QYN — каноническая сюръекция из банахова пространства Y на фактор-

пространство Y/N, т. е. X
S−→ Y

QYN−→ Y/N ;

числа Гильберта

hn(S) = sup{an(FSE) : E ∈ L(l2, X), F ∈ L(Y, l2), ‖E‖ ≤ 1, ‖F‖ ≤ 1}.

Аксиоматическая теория s-чисел разработана Пичем в монографиях [11, 12] и

статье [14].

Обозначим через K (X,Y ) класс всех компактных операторов из L(X,Y ).
Пусть H является комплексным гильбертовым пространством и S ∈ K (H,H),
тогда S∗S имеет положительный самосопряженный квадратный корень, |S| =
(S∗S)1/2 ∈K (H,H) и для всех n ∈ N

sn(S) = λn(|S|),

где собственные числа λn(|S|) берутся в убывающем порядке и с учетом крат-

ности.

Соотношения между рассматриваемыми числами оператора S ∈ L(X,Y )

содержатся в следующей теореме.

Теорема 1.1 [11, п. 11.12.2, 12.3.2; 12, п. 2.10.1, 2.10.2]. Пусть S ∈ L(X,Y ).

Тогда

(i) hn(S) ≤ cn(S) ≤ an(S), hn(S) ≤ dn(S) ≤ an(S),

(ii) an(S) ≤ 2n1/2cn(S), an(S) ≤ 2n1/2dn(S).
Если S ∈K (H,H), то an(S) = dn(S) = cn(S) = hn(S).

Таким образом, получив оценки для аппроксимативных чисел и исполь-

зуя теорему 1.1, можно получить оценки для других характеристических чисел

оператора S ∈ L(X,Y ).
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Оператор S ∈ L(X,Y ) называется Aα-оператором, если последователь-

ность его a-чисел суммируема со степенью α. Обозначим

‖S‖Aα = ‖{an(S)}‖ℓα(N) =

(
∞∑

n=1

aαn(S)

)1/α

, 1 < α <∞. (1.2)

Класс операторов Aα с нормой (1.2) образует нормированный операторный иде-

ал [11, 14.2.4]. Идеал Aα компактных операторов с нормой (1.2), действующих

в гильбертовых пространствах, есть идеал Шаттена — фон Неймана [13].

Обозначим через sn(S) одну из последовательностей характеристических

чисел cn(S) или dn(S) оператора S. Соответствующий этой последовательности

операторный идеал, следуя [11, 14.2.1], обозначается через Sα c нормой

‖S‖Sα = ‖{sk(S)}‖ℓα(N) =

(
∞∑

n=1

sαn(S)

)1/α

, 1 < α <∞.

Данная статья организована следующим образом. В разд. 2 рассматри-

ваются ограничения на области �: это параметризация и условие монотонно-

сти. Интегрирование в � проводится по подмножествам �(t) произвольного

открытого множества � в хаусдорфовом топологическом пространстве X с σ-

аддитивными мерами µ, ν. Мы не накладываем требования на форму �(t) и

не требуем связности �(t) и их дополнений �\�(t). Также в разд. 2 приведены

основные результаты исследований [9], используемые в работе. В разд. 3 дока-

заны теоремы об ограниченности и компактности оператора (1.1) в терминах

последовательностей, зависящих от весовых функций и мер пространств, в ко-

торых действует оператор T . Для данного оператора типа Харди (1.1) найдены

необходимые и достаточные условия, при которых

K(X,Y ) = Aα(X,Y ), K(X,Y ) = Sα(X,Y ),

где X = Lpvdν(�), Y = Lqudµ(�) в области параметров пространств 1 < p ≤
q < ∞. При этом получены оценки нормы T в идеалах через интегральные

выражения, зависящие от исходных весовых функций пространств. Данное

исследование обобщает полученные ранее результаты [17–19].

2. Ограниченность и компактность оператора

Предположение 1. Пусть � — открытое подмножество хаусдорфова то-

пологического пространства E с σ-аддитивными мерами µ, ν. Меры заданы на

σ-алгебреM, содержащей борелевские множества. Весовые функции u, v пред-

полагаются положительными и конечными почти всюду на �.

Предположение 2. Обозначим через {�(t) : t ≥ 0} однопараметрическое

семейство открытых подмножеств �, удовлетворяющих свойству монотонности:

1. �(t1) является собственным подмножеством �(t2) при t1 < t2.
2. �(t) начиная с пустого множества покрывает почти все �:

�(0) =
⋂

t>0

�(t) = ∅, ν
(
�\
⋃

t>0

�(t)
)

= 0.

3. Определим ω(t) = �(t) ∩ (�\�(t)) — границу �(t) в относительной то-

пологии. Мы требуем, чтобы границы были непересекающимися и покрывали

почти всё �:

ω(t1) ∩ ω(t2) = ∅, t1 6= t2, ν
(
�\
⋃

t>0

ω(t)
)

= 0. (2.1)
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4. Переходя при необходимости к другой параметризации, считаем, что

ν
(
�\

⋃

t≤N

ω(t)
)
> 0 для любого N <∞. (2.2)

5. Границы являются тонкими в том смысле, что

ν(ω(t)) = 0 для всех t > 0. (2.3)

Из этого предположения вытекают следствия.

1. В силу (2.1) для ν-почти каждого y ∈ � существует единственное τ(y) >
0, которое при y ∈ ω(τ(y)) позволяет определить оператор (1.1) для любой

неотрицательнойM-измеримой функции f.
На множестве�0 ⊂ � тех y, у которых τ(y) не определено, полагаем τ(�0) =

∅.
2. Условие (2.2) и ω(t) 6= ∅ при t > 0 приводят к равенству τ(�) = (0,∞).
3. Согласно предположению (2.3)

∫

�(t)

f dν =

∫

�(t)

f dν,

и с точностью до множества ν-меры нуль

{x ∈ � : τ(x) > τ(y)} = �\�(τ(y)).

Для 0 ≤ a < b ≤ ∞ обозначим �([a, b]) = �(b) \ �(a).
Так как τ(y1) = τ(y2) для любых y1, y2 ∈ ω(t), значение Tf(y) одинаково

для всех y ∈ ω(t), и можно определить Sf(t) = Tf(y), если y ∈ ω(t).
Для неотрицательного f функция Sf не убывает, а ее скачки равны нулю

в силу (2.3). Таким образом, для каждого f ≥ 0

Sf непрерывна там, где она конечна, и lim
t→0

Sf(t) = 0. (2.4)

Теорема 2.1. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, p′ = p
p−1 . Оператор T : Lpvdν(�) →

Lqudµ(�), заданный формулой (1.1), ограничен тогда и только тогда, когда

A = sup
t>0

A(t) = sup
t>0

( ∫

�(t)

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�\�(t)

u dµ

)1/q

<∞.

Более того, A ≤ ‖T ‖ ≤ 4A.

Результаты теоремы об ограниченности рассматриваемого оператора T со-

храняются при сужении на конечный интервал.

Замечание 1. Оператор T[a,b] : Lpvdν(�([a, b])) → Lqudµ(�([a, b])), 1 < p ≤
q <∞, заданный формулой

T[a,b]f(y) =

∫

�(a<τ(y)<b)

f dν,

ограничен тогда и только тогда, когда

A[a,b] = sup
a<τ(x)<b

A[a,b](τ(x))

= sup
a<τ(x)<b

( ∫

�([a,τ(x)])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([τ(x),b])

u dµ

)1/q

<∞. (2.5)
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Более того, A[a,b] ≤ ‖T[a,b]‖ ≤ 4A[a,b].

Замечание 2. В статье [9] рассматривается также критерий ограниченно-

сти и компактности оператора Харди T ∗ : Lpvdν(D) → Lqudµ(D), 1 < p ≤ q < ∞,

вида

T ∗f(y) =

∫

D(τ(y))

f dν, y ∈ D, (2.6)

где на область D в отличие от � накладываются предположения:

1) {D(t) : t ≥ 0} — однопараметрическое семейство открытых подмножеств

D такое, что D(t2) — собственное подмножество D(t1) при t1 < t2;
2) D(0) = D, D(∞) =

⋂
t>0

D(t) = ∅, ν
(
D\

⋃
t>0

D(t)
)

= 0.

В классическом случае это оператор T ∗f(y) =
∞∫
y

f(t) dt и D(t) = (t,∞) ⊂

D(0,∞), границей является ω(t) = t и D(t) = {s ∈ D : ω(s) > ω(t)}.
Теорема 2.2. Оператор T ∗ : Lpvdν(D)→ Lqudµ(D), 1 < p ≤ q <∞, заданный

формулой (2.6), ограничен тогда и только тогда, когда

A∗ = sup
t>0

A∗(t) = sup
t>0

( ∫

D\D(t)

u dµ

)1/q( ∫

D(t)

v−p
′/p dν

)1/p′

<∞.

Более того, A∗ ≤ ‖T ∗‖ ≤ 4A∗.

Теорема 2.3. Оператор T : Lpvdν(�) → Lqudµ(�), 1 < p ≤ q < ∞, заданный

формулой (1.1), компактен тогда и только тогда, когда A <∞ и

lim
t→0

A(t) = lim
t→+∞

A(t) = 0.

Далее, на [a, b] ⊆ [0,∞) рассмотрим вопрос о том, насколько хорошо опера-

тор (1.1) аппроксимируется средним. Введем следующие обозначения:

µu(�([a, b])) =

∫

�([a,b])

u dµ, Ff =
1

µu(�([a, b]))

∫

�([a,b])

(Tf)u dµ,

T[a,b]f(x) = χ�([a,b])(x)(Tf(x) − Ff).

(2.7)

Теорема 2.4. Пусть оператор T[a,b] : Lpvdν(�([a, b])) → Lqudµ(�([a, b])), 1 <

p ≤ q <∞, определен формулой (2.7). Точка d выбрана так, что µu(�([a, d])) =

µu(�([d, b])) = 1
2µu(�([a, b])), и A[a,b] = max{A∗[a,d], A[d,b]}, где

A∗[a,d] = sup
a<τ(x)<d

( ∫

�([a,τ(x)])

u dµ

)1/q( ∫

�([τ(x), d])

v−p
′/p dν

)1/p′

,

A[d,b] = sup
d<τ(x)<b

( ∫

�([τ(x),b])

u dµ

)1/q( ∫

�([d,τ(x)])

v−p
′/p dν

)1/p′

.

Тогда

(1 − 2−1/q)A[a,b] ≤ ‖T[a,b]‖ ≤ 8A[a,b].
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Теорема 2.5. Пусть оператор T : Lpvdν(�) → Lqudµ(�), 1 < p ≤ q < ∞,

заданный формулой (1.1), компактен. Для 0 < ε < ‖T ‖ найдутся точки 0 =

t0 < t1 < · · · < tN < tN+1 = ∞ и промежутки �k = [tk, tk+1), k = 0, . . . , N ,

такие, что

sup
t∈�0

A�0 (t) = ε, max
k=1,...,N−2

A�k = ε, A�N−1 ≤ ε, sup
t∈�N

A�N (t) = ε. (2.8)

Тогда
1

2

(
1− 1

21/q

)
εN1/q−1/p ≤ aN (T ), aN+1(T ) ≤ 8ε. (2.9)

Обозначим через sn(T ) одну из последовательностей cn(T ) или dn(T ) опе-

ратора T . Используя соотношения между характеристическими числами (тео-

рему 1.1), получаем следующее утверждение.

Теорема 2.6. Пусть выполнены условия теоремы 2.5. Тогда

1

4

(
1− 1

21/q

)
εN1/q−1/p−1/2 ≤ sN (T ), sN+1(T ) ≤ 8ε.

Теоремы 2.1–2.6 доказаны в статье [9].

3. Оценки норм оператора типа

Харди в операторном идеале

Введем в рассмотрение последовательности {σn} и {δn}, секвенциальные

нормы которых позволяют получить альтернативные критерии ограниченно-

сти и компактности исходного оператора и оценить норму оператора (1.1) в

операторных идеалах Aα и Sα.

Пусть 0 <
∫
�

v−p
′/p dν =∞. Согласно выводам (2.4) Sf(t)→ 0 при t→ 0.

Определим разбиение {βn}, n ∈ Z, следующим образом: сначала выберем

точку β0 так, что ∫

�(β0)

v−p
′/p dν = 1,

остальные точки разбиения определим согласно формуле

βn =

{
sup{t > 0 : 2Sv−p

′/p(t) ≤ Sv−p′/p(βn+1)}, n < 0;

inf{t > 0 : Sv−p
′/p(t) ≥ 2Sv−p

′/p(βn−1)}, n > 0.
(3.1)

В случае n > 0 видим, что

β1 = inf{t > 0 : Sv−p
′/p(t) ≥ 2Sv−p

′/p(β0)},

в силу непрерывности Sv−p
′/p(t) получаем

Sv−p
′/p(β1) = 2Sv−p

′/p(β0), β0 < β1,

и ∫

�(β1)

v−p
′/pdν = 2

∫

�(β0)

v−p
′/pdν = 2 · 1 = 21.

При n = 2

β2 = inf{t > 0 : Sv−p
′/p(t) ≥ 2Sv−p

′/p(β1)},
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Sv−p
′/p(β2) = 2Sv−p

′/p(β1) и

∫

�(β2)

v−p
′/pdν = 2

∫

�(β1)

v−p
′/pdν = 22.

В результате
∫

�(βn)

v−p
′/pdν = 2

∫

�(βn−1)

v−p
′/pdν = 2n

∫

�(β0)

v−p
′/pdν = 2n,

когда β0 < β1 < β2 < . . . , при этом полагая �(∞) =∞.

Для n < 0 по формуле (3.1) получаем

β−1 = sup{t > 0 : 2Sv−p
′/p(t) ≤ Sv−p′/p(β0)},

в силу непрерывности Sv−p
′/p(t) следует равенство

2Sv−p
′/p(β−1) = Sv−p

′/p(β0), β0 > β−1,

и ∫

�(β−1)

v−p
′/pdν = 2−1

∫

�(β0)

v−p
′/pdν = 2−1 · 1 = 2−1.

Далее,

β−2 = sup{t > 0 : 2Sv−p
′/p(t) ≤ Sv−p′/p(β−1)},

2Sv−p
′/p(β−2) = Sv−p

′/p(β−1), β0 > β−1 > β−2,

и ∫

�(β−2)

v−p
′/pdν = 2−1

∫

�(β−1)

v−p
′/pdν = 2−1 · 2−1 = 2−2.

Таким образом, когда β0 > β−1 > β−2 > . . . , имеем

∫

�(β−n)

v−p
′/p dν = 2−1

∫

�(β−{n−1})

v−p
′/p dν = 2−n

∫

�(β0)

v−p
′/p dν = 2−n.

Определим слои sn = �(βn)\�(βn−1) и рассмотрим последовательность

σn =

(∫

sn

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

sn+1

u dµ

)1/q

. (3.2)

Из формул (3.1), (3.2) следует, что

σn = 2(n−1)/p′
( ∫

sn+1

u dµ

)1/q

и

∫

sn+1

u dµ =
2q/p

′

σqn
2nq/p

′ . (3.3)

Аналогично для другой весовой функции, если 0 <
∫
�

u dµ =∞, определим

разбиение {γn}, n ∈ Z, следующим образом: сначала выберем точку γ0 так,

чтобы ∫

�\�(γ0)

u dµ = 1,
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остальные точки разбиения согласно формуле

γn =





inf
{
t > 0 : 2

∫
�\�(t)

u dµ ≤
∫

�\�(γn−1)

u dµ
}
, n > 0;

sup
{
t > 0 : 2

∫
�\�(t)

u dµ ≥
∫

�\�(γn+1)

u dµ
}
, n < 0.

(3.4)

Введем в рассмотрение последовательность

δn =

(∫

s̃n

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

s̃n+1

u dµ

)1/q

, (3.5)

где s̃n = (�\�(γn−1))\(�\�(γn)) = �([γn−1, γn]).
Из (3.4), (3.5) следует, что

δn =
2−n/q

21/q

(∫

s̃n

v−p
′/p dν

)1/p′

и

∫

s̃n

v−p
′/p dν = 2p

′/q2np
′/qδp

′

n . (3.6)

Замечание 3. Если 0 <
∫
�

v−p
′/p dν < ∞ и 0 <

∫
�

u dµ < ∞, то {βn} и

{γn} будут иметь одностороннюю ограниченность, вычисления проводятся ана-

логично.

Пусть 0 ≤ a < b < ∞ и A[a,b] определено в (2.5). В теореме 2.5 построено

разбиение {�k}, k = 0, . . . , N , с помощью которого были получены двусторон-

ние оценки аппроксимативных чисел. В следующих двух технических леммах

оценим величину A�k из замечания 1 через σn и δn в зависимости от распо-

ложения интервалов �k и дизъюнктных промежутков Jn = (βn, βn+1), n ∈ Z,
разбиения (3.1) и соответственно промежутков Zn = (γn−1, γn) разбиения (3.4).

Лемма 3.1. 1. Пусть номера n1 < n2 такие, что �k = [tk, tk+1) ⊂
n2⋃

n=n1

Jn,

где tk ∈ Jn1 , tk+1 ∈ Jn2 . Тогда

A�k = sup
tk<τ(x)<tk+1

A�k(τ(x)) ≤
23/p′

(21/p′ − 1)
max

n1≤n≤n2

σn. (3.7)

2. Пусть номера n1 < n2 такие, что �k = [tk, tk+1) ⊂
n2⋃

n=n1

Zn, где tk ∈ Zn1 ,

tk+1 ∈ Zn2 . Тогда

A�k = sup
tk<τ(x)<tk+1

A�k(τ(x)) ≤
23/q

(21/q − 1)
max

n1≤n≤n2

δn. (3.8)

Доказательство. 1. Пусть τ(x) ∈ Jn = (βn, βn+1), где n1 ≤ n ≤ n2.

Согласно заданию последовательностей (3.1), (3.2), формуле (3.3) и неравенству

Йенсена видим, что

A�k(τ(x)) =

( ∫

�([tk,τ(x)])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([τ(x),tk+1])

u dµ

)1/q

≤
( ∫

�([βn1 ,βn+1])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([βn,βn2+1])

u dµ

)1/q
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≤ 21/p′2n/p
′

(∫

sn

u dµ+ · · ·+
∫

sn2

u dµ

)1/q

≤ 21/p′2n/p
′

(
2q/p

′

σqn
2nq/p

′ + · · ·+ 2q/p
′

σqn2

2n2q/p′

)1/q

≤ 22/p′ max
n1≤n≤n2

σn

(
1 + · · ·+ 1

2(n2−n)/p′

)
≤ 22/p′ max

n1≤n≤n2

σn

(
∞∑

l=0

1

2l/p
′

)
.

Следовательно,

A�k(τ(x)) ≤
23/p′

(
21/p′ − 1

) max
n1≤n≤n2

σn

и

A�k = sup
tk<τ(x)<tk+1

A�k(τ(x)) ≤
23/p′

(21/p′ − 1)
max

n1≤n≤n2

σn.

2. По условию tk ∈ (γn1−1, γn1) и tk+1 ∈ (γn2−1, γn2). Допустим, что τ(x) ∈
(γn−1, γn), где n1 ≤ n ≤ n2. Тогда, используя формулы (3.4)–(3.6) и неравенство

Йенсена, получаем

A�k(τ(x)) ≤
( ∫

�([γn1−1,γn])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([γn−1,γn2 ])

u dµ

)1/q

≤ 21/q2−n/q
(∫

s̃n1

v−p
′/p dν + · · ·+

∫

s̃n

v−p
′/p dν

)1/p′

≤ 22/q2−n/q(2n1p
′/qδp

′

n1
+ · · ·+ 2np

′/qδp
′

n )1/p
′

≤ 22/q max
n1≤n≤n2

δn

(
1 + · · ·+ 1

2(n−n1)/q

)
≤ 22/q max

n1≤n≤n2

δn

(
∞∑

l=0

1

2l/q

)
.

Следовательно,

A�k (τ(x)) ≤
23/q

(
21/q − 1

) max
n1≤n≤n2

δn,

что приводит к оценке

A�k = sup
tk<τ(x)<tk+1

A�k(τ(x)) ≤
23/q

(21/q − 1)
max

n1≤n≤n2

δn. �

Лемма 3.2. Пусть s = qp′

q+p′ , �k = [tk, tk+1), k = 1, . . . , l.

1. Если
l⋃

k=1

�k ⊂ Jn, то
l∑

k=1

As�k ≤ 2s/p
′

σsn.

2. Если
l⋃

k=1

�k ⊂ Zn, то
l∑

k=1

As�k ≤ 2s/qδsn.

Доказательство. 1. Применяя неравенство Гёльдера с показателями
p′+q
q , p

′+q
p′ и формулы (3.1), (3.3), видим, что

l∑

k=1

( ∫

�([tk,τ(x)])

v−p
′/p dν

)s/p′( ∫

�([τ(x),tk+1])

u dµ

)s/q
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≤
l∑

k=1

( ∫

�([tk,tk+1])

v−p
′/p dν

)s/p′( ∫

�([tk,tk+1])

u dµ

)s/q

≤
( l∑

k=1

∫

�([tk,tk+1])

v−p
′/p dν

)s/p′( l∑

k=1

∫

�([tk,tk+1])

u dµ

)s/q

≤
( ∫

sn+1

v−p
′/p dν

)s/p′( ∫

sn+1

u dµ

)s/q
= (2n)s/p

′

(
2q/p

′

σqn
2(nq)/p′

)s/q
= 2s/p

′

σsn.

Следовательно,

l∑

k=1

sup
τ(x)∈�k

( ∫

�([tk,τ(x)])

v−p
′/p dν

)s/p′( ∫

�([τ(x),tk+1])

u dµ

)s/q
≤ 2s/p

′

σsn.

Доказательство п. 2 проводится аналогичными рассуждениями с использовани-

ем формул (3.4)–(3.6). �

В терминах последовательностей {σn} и {δn} охарактеризуем ограничен-

ность и компактность оператора (1.1).

Теорема 3.1. Ограниченность оператора T : Lpvdν(�) → Lqudµ(�), 1 < p ≤
q <∞, вида (1.1) эквивалентна каждому из следующих условий:

1) последовательность {σn} принадлежит ℓ∞, при этом норма оператора

удовлетворяет неравенству

sup
n∈Z

σn ≤ ‖T ‖ ≤
23/p′+2

(21/p′ − 1)
sup
n∈Z

σn; (3.9)

2) {δn} ∈ ℓ∞ и норма оператора удовлетворяет неравенству

sup
n∈Z

δn ≤ ‖T ‖ ≤
23/q+2

(21/q − 1)
sup
n∈Z

δn. (3.10)

Доказательство. 1. Зададим ε > 0. При некотором фиксированном t
видим, что

lim
ε→0

( ∫

�([ε,t])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([t,1/ε])

u dµ

)1/q

=

( ∫

�(t)

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�\�(t)

u dµ

)1/q

.

Далее,

lim
ε→0

sup
ε<t< 1

ε

( ∫

�([ε,t])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([t,1/ε])

u dµ

)1/q

= sup
t>0

A(t).

Применяя неравенство (3.7) леммы 3.1, оцениваем

A

((
ε,

1

ε

))
= sup

ε<t< 1
ε

( ∫

�([ε,t])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([t,1/ε])

u dµ

)1/q

≤ 23/p′

(21/p′ − 1)
sup
n∈Z

σn.
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Следовательно,

A = sup
t>0

A(t) ≤ 23/p′

(21/p′ − 1)
sup
n∈Z

σn.

Согласно оценке нормы оператора в теореме 2.1 получаем неравенство

‖T ‖ ≤ 4A ≤ 23/p′+2

(21/p′ − 1)
sup
n∈Z

σn. (3.11)

С другой стороны, с помощью формулы (3.3) выводим

σn ≤ 2n/p
′

( ∫

�\�(βn)

u dµ

)1/q

= A(βn).

Переходя в неравенстве к супремуму справа, а затем слева, заключаем, что

sup
n∈Z

σn ≤ sup
n∈Z

A(βn) ≤ A. (3.12)

Из (3.11) и (3.12) согласно оценке нормы оператора в теореме 2.1 имеем эквива-

лентность ‖T ‖ ≈ ‖{σn}‖ℓ∞ и двустороннюю оценку (3.9). Доказательство (3.10)

следует аналогичными рассуждениями. �

Теорема 3.2. Оператор T : Lpvdν(�)→ Lqudµ(�), 1 < p ≤ q <∞, вида (1.1)

компактен тогда и только тогда, когда

‖{σn}‖ℓ∞ <∞ (или ‖{δn}‖ℓ∞ <∞) и lim
k→+∞

sup
k≤n

σn = lim
k→−∞

sup
n≤k

δn = 0.

Доказательство. Достаточность. Оценка нормы оператора в теоре-

ме 2.1 и неравенство (3.9) позволяют оценить:

A ≤ ‖T ‖ ≤ 23/p′+2

(
21/p′ − 1

) sup
n∈Z

σn,

что влечет A <∞.
Используя равенство (3.3), видим, что

A(βk) =

( ∫

�(βk)

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�\�(βk)

u dµ

)1/q

= 2k/p
′

( ∫

�\�(βk)

u dµ

)1/q

= 21/p′
(∫

sk

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�\�(βk)

u dµ

)1/q

.

Зафиксируем ε > 0. Применяя оценку (3.7) леммы 3.3 и выбирая k(ε) при

условии, что 1/ε ∈ Jkε , получаем

A(βk) = 21/p′ lim
ε→0

(∫

sk

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([βk,1/ε])

u dµ

)1/q

≤ 24/p′

(21/p′ − 1)
lim
ε→0

max
k≤n≤k(ε)

σn ≤
24/p′

(21/p′ − 1)
sup
k≤n

σn.

Таким образом, lim
k→+∞

A(βk) = 0 в том случае, если lim
k→+∞

sup
k≤n

σn = 0.
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Аналогичными рассуждениями для последовательности {γk}, k ∈ Z, выво-

дим

A(γk) =

( ∫

�(γk)

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�\�(γk)

u dµ

)1/q

= 2−k/q
( ∫

�(γk)

v−p
′/p dν

)1/p′

= 21/q

( ∫

�(γk)

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

s̃k+1

u dµ

)1/q

.

Зафиксируем ε > 0. Применяя неравенство (3.8) леммы 3.1 и выбирая k(ε) при

условии, что ε ∈ Zkε , заключаем

A(γk) = 21/q lim
ε→0

( ∫

�([ε,γk])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

s̃k+1

u dµ

)1/q

≤ 24/q

(21/q − 1)
lim
ε→0

max
k(ε)≤n≤k

δn ≤
24/q

(21/q − 1)
sup
n≤k

δn.

Следовательно, lim
k→−∞

A(γk) = 0, если lim
k→−∞

sup
n≤k

δn = 0.

Необходимость условия теоремы следует из неравенства (3.11). �

Положим на конечном интервале I = (a, b) ⊂ (0,∞)

A∗I = sup
a<τ(x)<b

( ∫

�([a,τ(x)])

u dµ

)1/q( ∫

�([τ(x),b])

v−p
′/p dν

)1/p′

,

AI = sup
a<τ(x)<b

( ∫

�([τ(x),b])

u dµ

)1/q( ∫

�([a,τ(x)])

v−p
′/p dν

)1/p′

.

Лемма 3.3. Пусть I = (a, b) ⊂ (0,∞), Jn = (βn, βn+1), Zn = (γn−1, γn), где

последовательности {βn}, {γn} заданы формулами (3.1), (3.4). Тогда

A∗
(Jn∪Jn+1)

> σn, A∗
(Zn∪Zn+1)

> δn, A(Jn∪Jn+1)
≥ σn, A(Zn∪Zn+1)

≥ δn.

Доказательство. Используя формулы (3.1)–(3.3), находим, что

A∗
(Jn∪Jn+1)

= sup
βn<τ(x)<βn+2

( ∫

�([βn,τ(x)])

u dµ

)1/q( ∫

�([τ(x),βn+2])

v−p
′/p dν

)1/p′

≥
( ∫

sn+1

u dµ

)1/q( ∫

sn+2

v−p
′/p dν

)1/p′

= 21/p′2n/p
′

( ∫

sn+1

u dµ

)1/q

= 41/p′σn > σn.

Аналогичным способом приходим к оценке

A(Jn∪Jn+1)
= sup

βn<τ(x)<βn+2

( ∫

�([τ(x),βn+2])

u dµ

)1/q( ∫

�([βn,τ(x)])

v−p
′/p dν

)1/p′

≥
( ∫

sn+1

u dµ

)1/q(∫

sn

v−p
′/p dν

)1/p′

= σn.
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Для последовательности {δn} неравенства можно получить подобными рассуж-

дениями, используя формулы (3.4)–(3.6). �

Для 0 < ε < ‖T ‖ зададим множество

MI(ε) = {n ∈ Z : Jn ⊂ I, σn > ε}. (3.13)

Лемма 3.4. Пусть 0 ≤ a < b <∞, I = [a, b] и 0 < ε < ‖T ‖, где оператор T
задан в (1.1). Тогда если card(MI(ε)) ≥ 4, то A[a,b] > ε.

Доказательство. Выберем точку s ∈ I согласно условиям теоремы 2.4.

Так как мы предположили, что card(MI(ε)) ≥ 4, то хотя бы один из проме-

жутков [a, s] или (s, b] содержит два элемента Jn. В первом случае, обозначая

n1 = min{n : n ∈ MI(ε)}, получаем, что Jn1 ∪ Jn1+1 ⊂ [a, s], и по лемме 3.3

оцениваем:

A∗[a,s] ≥ A∗(Jn1∪Jn1+1)
≥ 4

1
p′ σn1 > σn1 > ε.

Если же два элемента разбиения {Jn} попадают в (s, b], то полагаем n2 =

max{n : n ∈MI(ε)}. В этом случае Jn2−1 ∪ Jn2 ⊂ (s, b] и

A[s,b] ≥ A(Jn2−1∪Jn2) ≥ σn2 > ε.

Следовательно, A[a,b] = max{A∗[a,s], A[s,b]} > ε. �

Замечание 4. Лемма 3.4 показывает, что в предположении cardM�k(ε) ≥
4 мы приходим к неравенству A[a,b] > ε, что противоречит разбиению (2.8).

Следовательно, на �k возможно только card M�k(ε) < 4.

Лемма 3.5. Пусть 0 < ε < ‖T ‖, разбиение {�k}, k = 1, . . . , N = N(ε),
определено в соответствии с (2.8). Тогда

card{n ∈ Z : σn > ε} ≤ 6N(ε). (3.14)

Доказательство. Мы видим, что

card{n ∈ Z : tk ∈ Jn при 1 ≤ k ≤ N} ≤ 2N. (3.15)

Далее, по выбору A�k согласно (2.8) в силу условий леммы 3.4 и замечания 4

для номеров n ∈ Z, не содержащихся в (3.15), т. е. когда Jn ⊂ �k = [tk, tk+1),

1 ≤ k ≤ N , заключаем, что

card{n ∈ Z : Jn ⊂ �k, σn > ε} ≤ 3.

Следовательно,

card{n ∈ Z : σn > ε} =

N∑

i=0

card{n ∈ Z : Jn ⊂ �i, σn > ε}+ 2N

≤ 3(N + 1) + 2N ≤ 6N. �

Лемма 3.6. Для любого t > 0 справедливо неравенство

card{n ∈ Z : σn > t} ≤ 6 card{k ∈ N : ak(T )k
1
p−

1
q ≥ c1t},

где c1 = 21/q−1
21/q+1 .

Доказательство. Согласно формуле (2.9) для номеров k = 1, . . . , N с

подходящим ε(k) выполняется оценка c1ε(k) ≤ ak(T )k
1
p−

1
q с константой c1 =

1
2

(
1− 1

21/q

)
.

Выбирая ε = min ε(k), видим, что

card
{
k ∈ N : ak(T )k

1
p−

1
q ≥ c1ε

}
≥ N(ε).

Используя неравенство (3.14) леммы 3.5, получаем

card{n ∈ Z : σn > t} ≤ 6N(t) ≤ 6 card{k ∈ N : ak(T )k
1
p−

1
q ≥ c1t}. �
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Теорема 3.3. Пусть оператор T : Lpvdν(�)→ Lqudµ(�), 1 < p ≤ q <∞, вида

(1.1) компактен. Тогда для α ∈ (0,∞) справедливы неравенства

‖{σj}‖ℓα(Z) ≤ 61/α

(
21/q+1

21/q − 1

)
‖{an(T )n

1
p−

1
q }‖ℓα(N), (3.16)

‖{δj}‖ℓα(Z) ≤ 61/α

(
21/q+1

21/q − 1

)
‖{an(T )n

1
p−

1
q }‖ℓα(N). (3.17)

Доказательство. Используя определение нормы последовательности в

пространстве ℓα через ее функцию распределения (см. [20, предложение 1.1.4])

и применяя лемму 3.6, находим

‖{σj}‖αℓα(Z) = α

∞∫

0

tα−1 card{j ∈ Z : σj > t} dt

≤ 6α

∞∫

0

tα−1 card{n ∈ N : an(T )n
1
p−

1
q ≥ c1t} dt

(замена переменных τ = c1t)

= 6(c1)
−αα

∞∫

0

τα−1 card{n ∈ N : an(T )n
1
p−

1
q ≥ τ} dτ

= 6

(
21/q+1

21/q − 1

)α
‖{an(T )n

1
p−

1
q }‖αℓα(N).

Аналогичными рассуждениями доказывается оценка (3.17). �

Теорема 3.4. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, s = qp′

q+p′ , s < α < ∞ и оператор

T : Lpvdν(�)→ Lqudµ(�), определенный формулой (1.1), компактен. Тогда

‖{an(T )}‖ℓα(N) ≤ 21/p′+3

(
s

α− s

)1/α

‖{σk}‖ℓα(Z), (3.18)

‖{an(T )}‖ℓα(N) ≤ 21/q+3

(
s

α− s

)1/α

‖{δk}‖ℓα(Z). (3.19)

Доказательство. Пусть 0 < ε < ‖T ‖, число N = N(ε) определено в

(2.8) теоремы 2.5. Рассматривая взаимное расположение промежутков �k =

[tk, tk+1), k = 0, . . . , N , разбиения (2.8) и дизъюнктных интервалов Jj = (βj , βj+1),

j ∈ Z, разбиения (3.1), имеем следующие два возможных варианта.

1. Когда tk ∈ Jl, а tk+1 ∈ Jl+m для некоторых l,m ∈ Z, m ≥ 1, т. е. если

�k = [tk, tk+1) ⊂
l+m⋃
j=l

Jj . Используя замечание 1 и лемму 3.1, получаем, что

ε = A�k ≤ A�k ≤
23/p′

(21/p′ − 1)
max

l≤j≤l+m
σj =

23/p′

(21/p′ − 1)
σjk

для некоторого jk ∈ [jl, jl+m].
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2. Если
l+mj⋃
i=l

�i ⊂ Jj , l,mj ∈ N, mj ≥ 1, то, применяя результаты леммы 3.2,

заключаем, что

εsmj ≤
l+mj∑

i=l

As
�i ≤

l+mj∑

i=l

As�i ≤ 2s/p
′

σsj .

Следовательно,

N(ε) ≤ card

{
k : σjk ≥

ε

C1

}
+

∑

j:mj≥1

card

{
j : σj ≥

εm
1/s
j

C2

}

≤
∞∑

n=1

card

{
k : σk ≥

n1/sε

C3

}
, (3.20)

где C1 = 23/p′

(21/p′−1)
, C2 = 21/p′ , C3 = min{C1, C2} = 21/p′ .

Верхняя оценка (2.9) в теореме 2.5 показывает, что число номеров аппрок-

симативных чисел, для которых an(T ) > 8ε, не превосходит номера N = N(ε),
т. е.

card{n ∈ N : an(T )} > 8ε} ≤ N(ε).

Используя свойство нормы [20, предложение 1.1.4] и оценку (3.20), заключаем,

что

‖{an(T )}‖αℓα(N) = α

∞∫

0

τα−1 card{n ∈ N : an(T )} > τ} dτ

≤ 8αα

∞∫

0

tα−1N(t) dt ≤ 8αα

∞∫

0

∞∑

n=1

tα−1 card

{
k ∈ Z : σk ≥

n1/st

C3

}
dt

= 2α/p
′

8α

(
∞∑

n=1

1

nα/s

) ∞∫

0

αθα−1 card{k : σk ≥ θ} dθ

= 2α(1/p′+3)

(
s

α− s

)
‖{σk}‖αℓα(Z),

что доказывает оценку (3.18). Второе неравенство (3.19) получается аналогич-

ными рассуждениями. �

Из теорем 3.3, 3.4 вытекает

Следствие 3.1. 1. Пусть 1 < p <∞, 1 < α <∞,

‖{σk}‖ℓα(Z) =

(∑

k

(∫

sk

v−p
′/p dν

)α/p′( ∫

sk+1

u dµ

)α/p)1/α

<∞

и оператор T : Lpvdν(�)→ Lpudµ(�) вида (1.1) компактен. Тогда он принадлежит

операторному идеалу Aα и выполняется неравенство

21/p − 1

21/p+161/α
‖{σk}‖ℓα(Z) ≤ ‖T ‖Aα ≤ 21/p′+3

(
1

α− 1

)1/α

‖{σk}‖ℓα(Z). (3.21)
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2. Пусть 1 < p <∞, 1 < α <∞,

‖{δk}‖ℓα(Z) =

(∑

k

(∫

s̃n

v−p
′/p dν

)α/p′( ∫

s̃k+1

u dµ

)α/p)1/α

<∞

и оператор T : Lpvdν(�)→ Lpudµ(�) вида (1.1) компактен. Тогда он принадлежит

операторному идеалу Aα и выполняется неравенство

21/p − 1

21/p+161/α
‖{δk}‖ℓα(Z) ≤ ‖T ‖Aα ≤ 21/p+3

(
1

α− 1

)1/α

‖{δk}‖ℓα(Z). (3.22)

Введем следующие обозначения:

Iα =

(∫

�

( ∫

�\�(τ(t))

u dµ

)α/q( ∫

�(τ(t))

v−p
′/p dν

)α/p′−1

v−p
′/p(t) dν(t)

)1/α

,

Jα =

(∫

�

( ∫

�(τ(t))

v−p
′/p dν

)α/p′( ∫

�\�(τ(t))

u dµ

)α/q−1

u(t) dµ(t)

)1/α

.

Теорема 3.5. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, p′ = p
p−1 , s = qp′

q+p′ , s < α < ∞,

Iα < ∞, Jα < ∞. Для компактности оператора T : Lpvdν(�) → Lqudµ(�) вида

(1.1) необходимо и достаточно, чтобы он принадлежал операторному идеалу

Aα и чтобы выполнялась одна из оценок

‖T ‖Aα =

(
∞∑

n=1

aαn(T )

) 1
α

≤ C1Iα, где C1 =





2
1
p′

+3( s
α−s

) 1
α , p′ ≤ α,

2
1
α+3

(
s

α−s

) 1
α , s < α < p′,

(3.23)

или

‖T ‖Aα =

(
∞∑

n=1

aαn(T )

) 1
α

≤ C2Jα, где C2 =





2
1
q+3
(

s
α−s

) 1
α , q ≤ α,

2
1
α+3

(
s

α−s

) 1
α , s < α < q.

(3.24)

Доказательство. Необходимость. Пусть оператор компактен. Ис-

пользуя формулы (3.1)–(3.3), сначала докажем неравенство
(∑
k∈Z

σαk
)1/α ≤ Iα,

которое справедливо при α ≥ p′. Действительно,

Iαα =
∑

k

∫

sk

( ∫

�\�(τ(t))

u dµ

)α
q
( ∫

�(τ(t))

v−p
′/p dν

) α
p′
−1

v−p
′/p(t) dν(t)

≥
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q
∫

sk

( ∫

�(τ(t))

v−p
′/p dν

) α
p′
−1

v−p
′/p(t) dν(t)

≥
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q
( ∫

�(βk−1)

v−p
′/p dν

) α
p′
−1 ∫

sk

v−p
′/p(t) dν(t)

=
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q

2(k−1)α/p′ =
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q
(∫

sk

v−p
′/p dν

) α
p′

=
∑

k∈Z

σαk .
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Следовательно, ‖{σk}‖ℓα(Z) ≤ Iα. Согласно неравенству (3.18) теоремы 3.4

и в силу ограничения на α, которое по условиям теоремы больше s, видим, что

(
∞∑

n=1

aαn(T )

) 1
α

≤ 21/p′+3

(
s

α− s

) 1
α (∑

k∈Z

σαk

) 1
α ≤ 21/p′+3

(
s

α− s

) 1
α

Iα <∞.

Если же s < α < p′, то

Iαα ≥
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q
( ∫

�(βk)

v−p
′/p dν

) α
p′
−1 ∫

sk

v−p
′/p(t) dν(t)

=
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q

2kα/p
′−1 = 2α/p

′−1
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q
(∫

sk

v−p
′/p dν

) α
p′

= 2α/p
′−1
∑

k∈Z

σαk .

Тем самым ‖{σk}‖ℓα(Z) ≤ 2
1
α−

1
p′ Iα и

‖T ‖Aα =

(
∞∑

n=1

aαn(T )

) 1
α

≤ 21/p′+3

(
s

α− s

) 1
α(∑

k∈Z

σαk

) 1
α ≤ 2

1
α+3

(
s

α− s

) 1
α

Iα <∞.

Таким образом, интегральный оператор T вида (1.1) принадлежит идеалу

Aα(Lpvdν(�), Lqudµ(�)).

Аналогичными рассуждениями доказывается оценка (3.24).

Достаточность. Пусть выполняется оценка (3.23). Это означает, что

оператор T принадлежит Aα
(
Lpvdν , L

q
udµ

)
. Сходимость ряда

(
∞∑
n=1

aαn(T )

)1/α

вле-

чет lim
n→∞

an(T ) = 0, что согласно [11, предложение 10.1.3] выражает аппрокси-

мируемость оператора T . Так как оператор действует в пространствах, обла-

дающих аппроксимационным свойством, делаем вывод, что он компактен [11,

п. 10.1.3]. �

Обозначим через sn(T ) одну из последовательностей характеристических

чисел cn(T ) или dn(T ) оператора (1.1).

Предложение 3.1. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, p′ = p
p−1 , s = qp′

q+p′ , s < α < ∞,

Iα < ∞, Jα < ∞. Для компактности оператора T : Lpvdν(�) → Lqudµ(�) вида

(1.1) необходимо и достаточно, чтобы он принадлежал операторному идеалу

Sα и чтобы выполнялась одна из оценок

‖T ‖Sα ≤ C1Iα или ‖T ‖Sα ≤ C2Jα, (3.25)

где константы C1 и C2 определены формулами (3.23), (3.24).

Доказательство. Необходимость следует из теоремы 1.1(i) и теоре-

мы 3.5.

Достаточность. Пусть выполняется одна из оценок (3.25). Сходимость

ряда

(
∞∑
n=1

cαn(T )

) 1
α

влечет lim
n→∞

cn(T ) = 0, что согласно [16, предложение 2.3.1]
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и определению [16, (2.3.5)] дает компактность оператора T . Так же рассматрива-

ются числа Колмогорова. Сходимость ряда

(
∞∑
n=1

dαn(T )

)1/α

влечет lim
n→∞

dn(T )

= 0. В силу [16, предложение 2.5.5] имеем lim
n→∞

cn(T ′) = 0, что дает компакт-

ность оператора T ′ : Lq
′

udµ(�) → Lp
′

vdν(�), двойственного к T . Применяя теоре-

му Шаудера [16, теорема Шаудера, с. 82], заключаем, что оператор T компак-

тен. �
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СПЕЦИАЛЬНАЯ СТРУКТУРА РЕШЕНИЯ

ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ И ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ

В. Г. Романов

Аннотация. Для уравнения параболического типа, главная часть которого пред-
ставляет собой оператор теплопроводности, рассматривается задача Коши с точеч-
ным источником. Выписывается специальная структура решения этой задачи, в
основе которой лежит представление решения через произведение фундаменталь-
ного решения уравнения теплопроводности и полинома по степеням t с коэффици-
ентами, зависящими от пространственных переменных. Выводятся формулы для
вычисления этих коэффициентов, дается оценка остаточного члена. Далее ста-
вятся две обратные задачи для исходного уравнения, которые затем исследуются
на основе выписанной структуры решения задачи Коши. Формулируется теорема
единственности для рассматриваемых обратных задач.

DOI10.33048/smzh.2026.67.208

Ключевые слова: уравнение параболического типа, задача Коши, структура ре-
шения, томография, обратная задача, единственность.

К 70-летию Геннадия Владимировича Демиденко

1. Постановка прямой задачи, структура ее решения

Пусть x = (x1, . . . , xn), n ≥ 2, и u = u(x, t). Рассмотрим задачу Коши

Lu ≡ ut −�u = q(x)u, (x, t) ∈ Rn × (0, T ), u(x, 0) = δ(x− x0), (1)

в которой x0 ∈ Rn, n ≥ 2, T > 0 и q(x) — гладкая функция, относительно

которой предположим, что

q(x) ∈ C2m(Rn), ‖q‖C2m(Rn) ≤ q0. (2)

Здесь m ≥ 0 — некоторое целое число.

Если q(x) = 0, то решение задачи (1) дается формулой

u0(x, t) =
e−

|x−x
0|2

4t

(4πt)n/2
. (3)

Для решения задачи (1) имеет место следующая теорема о структуре ее реше-

ния.

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект FWNF-2026-
0029).

c© 2026 Романов В. Г.
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Теорема 1. Пусть условие (2) выполнено. Тогда существует единственное

непрерывное в области DT = {(x, t) ∈ Rn × (0, T )} решение задачи (1) и это

решение представимо в виде

u(x, t) = u0(x, t)
m∑

k=0

αk(x)
tk

k!
+ um(x, t), (4)

в котором um(x, t) — непрерывная в DT функция, и для нее выполняется оценка

|um(x, t)| ≤ Cu0(x, t)
tm+1

(m+ 1)!
, (x, t) ∈ DT , (5)

с постоянной C = C(q0, T ), α0(x) = 1, функции αk принадлежат C2(m+1−k)(Rn),

k = 1,m, и вычисляются по формулам

α1(x) =

1∫

0

q(x0 + s(x− x0)) ds, (6)

αk(x) =

1∫

0

sk−1[q(ξ)αk−1(ξ) + k�ξαk−1(ξ)]ξ=x0+s(x−x0) ds, k = 2,m. (7)

Замечание. Аналогичное (4) представление решения задачи Коши для

уравнения параболического типа было получено в работе [1] при n = 2 и n = 3

с использованием давно известной формулы связи между решениями задачи

Коши для гиперболических и параболических уравнений и асимптотического

разложения фундаментального решения гиперболического уравнения в окрест-

ности характеристического конуса, установленного в книге [2]. Ниже дается

доказательство теоремы 1, основанное на использовании только уравнения (1),

что избавляет от необходимости рассматривать задачу Коши для соответству-

ющего гиперболического уравнение на бесконечном по t интервале и от пред-

положения о поведении ее решения при t → ∞. В этом состоит, в основном,

новизна части статьи, связанной с представлением (4).

Доказательство. Будем искать решение задачи (1) в виде (4) с α0(x) = 1.

Так как имеют место равенства

ut(x, t) = (u0)t(x, t)
m∑

k=0

αk(x)
tk

k!
+ u0(x, t)

m∑

k=1

αk(x)
tk−1

(k − 1)!
+ (um)t(x, t),

�u(x, t) = �u0(x, t)
m∑

k=0

αk(x)
tk

k!

− u0(x, t)

[
m∑

k=1

∇αk(x) · (x− x0)
tk−1

k!
−

m∑

k=0

�αk(x)
tk

k!

]
+�um(x, t)

и Lu0(x, t) = 0 для t > 0, получаем, что

0 = Lu− q(x)u

= u0(x, t)
m∑

k=1

tk−1

k!
[∇αk(x) · (x− x0) + kαk(x)− k�αk−1(x) − q(x)αk−1(x)]

+ Lum(x, t)− q(x)um(x, t)− u0(x, t)
tm

m!
(�αm(x) + q(x)αm(x)), (x, t) ∈ DT . (8)
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Приравнивая к нулю выражение, заключенное в квадратные скобки, получаем

уравнения для отыскания функций αk(x):

∇αk(x) · (x− x0) + kαk(x)− k�αk−1(x)− q(x)αk−1(x) = 0, k = 1,m. (9)

Как результат, из (8) находим также, что функция um(x, t) должна быть реше-

нием задачи Коши

Lum(x, t) = q(x)um(x, t) + hm(x)u0(x, t)
tm

m!
, (x, t) ∈ DT ; um(x, 0) = 0, (10)

в которой

hm(x) = �αm(x) + q(x)αm(x).

Проинтегрируем уравнения (9). Рассмотрим луч x = x0 + sν, s > 0, где ν(x) =

(x − x0)/|x − x0| — единичный вектор, ν ∈ Sn−1. Умножая уравнение (9) на

sk−1, перепишем его в виде

d

ds
(skαk(x

0 + sν(x)))− sk−1[q(ξ)αk−1(ξ) + k�ξαk−1(ξ)]ξ=x0+sν(x) = 0, k = 1,m.

(11)

Интегрируя (11) по отрезку s ∈ [0, |x− x0|], находим, что

αk(x) =
1

|x− x0|k

|x−x
0|∫

0

sk−1[q(ξ)αk−1(ξ) + k�ξαk−1(ξ)]ξ=x0+sν(x) ds

=

1∫

0

sk−1
1 [q(ξ)αk−1(ξ) + k�ξαk−1(ξ)]ξ=x0+s1(x−x0) ds1, k = 1,m. (12)

Так как α0(x) = 1, из (12) вытекают формулы (6) и (7). Из этих формул следует,

что αk ∈ C2(m+1−k)(Rn), k = 1,m. Тогда становится очевидной также оценка

‖hm‖C(Rn) ≤ Amqηm0 , (13)

в которой Am — некоторое положительное число, а ηm = 1, если q0 ≤ 1, и

ηm = m + 1, если q0 > 1. Задача (10) сводится к решению интегрального

уравнения

um(x, t) =

t∫

0

∫

Rn

e−
|ξ−x|2

4(t−s)

(4π(t− s))n/2
[
q(ξ)um(ξ, s) + hm(ξ)u0(ξ, s)

sm

m!

]
dξds, (x, t) ∈ DT .

(14)

Обозначим

u0
m(x, t) =

t∫

0

∫

Rn

e−
|ξ−x|2

4(t−s)

(4π(t− s))n/2 hm(ξ)u0(ξ, s)
sm

m!
dξds

=

t∫

0

∫

Rn

e−[ |ξ−x|2

4(t−s)
+ |ξ−x

0|2

4s ]smhm(ξ)

(4π)n[s(t− s)]n/2m!
dξds. (15)

Тогда уравнение (14) принимает вид

um(x, t) = u0
m(x, t) +

t∫

0

∫

Rn

e−
|ξ−x|2

4(t−s)

(4π(t− s))n/2 q(ξ)um(ξ, s) dξds. (16)
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Воспользуемся для уравнения (16) методом последовательных приближений.

В силу линейности этого уравнения удобно представить его решение в виде

ряда

um(x, t) = u0
m(x, t) +

∞∑

k=1

ukm(x, t),

в котором функции ukm(x, t), k = 1, 2, . . . , определены формулой

ukm(x, t) =

t∫

0

∫

Rn

e−
|ξ−x|2

4(t−s)

(4π(t− s))n/2 q(ξ)u
k−1
m (ξ, s) dξds, k = 1, 2, . . . . (17)

Оценим ukm(x, t), k = 0, 1, . . . . Введем новую систему координат ξ′, ξ′n, причем

ξ′ = (ξ′1, . . . , ξ
′
n−1) и ξ′i, i = 1, 2, . . . , n, определены формулой

ξ = x0 +

n−1∑

i=1

ξ′iei + ξ′nen,

в которой векторы e1, . . . , en ортогональны друг другу и en = (x− x0)/|x−x0|.
Тогда

g(ξ,x, s, t) :=
|ξ − x|2
4(t− s) +

|ξ − x0|2
4s

=
|ξ′|2 + (ξ′n − |x− x0|)2

4(t− s) +
|ξ′|2 + |ξ′n|2

4s

=
t(|ξ′|2 + |ξ′n|2)− 2sξ′n|x− x0|+ s|x− x0|2

4s(t− s)

=
t(|ξ′|2 + (ξ′n − s|x− x0|/t)2)

4s(t− s) +
|x− x0|2

4t
. (18)

Введем также сферические координаты r, ϕ1, . . . , ϕn−2 вектора ξ′ формулой

ξ′ = rν′(ϕ), ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn−2),

в которой ν′(ϕ) — вектор единичной сферы Sn−2. Положим

r = 2
√
zs(t− s)/t, ξ′n = s|x− x0|/t+ 2(−1)j

√
ζs(t− s)/t,

где j = 1, если ξ′n < s|x− x0|/t, и j = 2, если ξ′n > s|x− x0|/t. Тогда

g(ξ,x, s, t) = z + ζ +
|x− x0|2

4t
,

dξ = dξ′dξ′n = rn−2 drdωdξ′n = 2n−2[s(t− s)/t]n/2z(n−3)/2ζ−1/2 dzdωdζ.

(19)

В этой формуле dω — элемент площади единичной сферы Sn−2.

Из условия (2) и формул (13), (15) и (19) находим, что

|u0
m(x, t)| ≤ Amq

ηm
0

2n+1πntn/2m!

× e−
|x−x

0|2

4t

t∫

0

∞∫

0

∞∫

0

∫

Sn−2

e−z−ζz(n−3)/2ζ−1/2 dωdzdζ sm ds

=
Amq

ηm
0 tm+1

2πn/2(m+ 1)!
u0(x, t)ωn−1� ((n− 1)/2)� (1/2),
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где ωn−1 = (n− 1)π(n−1)/2/� ((n− 1)/2) — площадь сферы Sn−2 ⊂ Rn−1 и � (·) —

гамма-функция. Так как � (1/2) = π1/2, получаем окончательную оценку в виде

∣∣u0
m(x, t)

∣∣ ≤ Amq
ηm
0 (n− 1)tm+1

2(m+ 1)!
u0(x, t). (20)

Используя формулы (17), (19) и (20), получаем оценку последующего прибли-

жения

∣∣u1
m(x, t)

∣∣ ≤ Amq
ηm+1
0 (n− 1)

22+nπntn/2(m+ 1)!

× e−
|x−x

0|2

4t

t∫

0

∞∫

0

∞∫

0

∫

Sn−2

e−z−ζz(n−3)/2ζ−1/2 dωdzdζ sm+1 ds

=
Amq

ηm+1
0 (n− 1)tm+2

4πn/2(m+ 2)!
u0(x, t)ωn−1� ((n− 1)/2)� (1/2)

= Am u0(x, t)
q1+ηm0 (n− 1)2t(m+2)

22(m+ 2)!
.

Методом математической индукции устанавливается общая оценка

∣∣ukm(x, t)
∣∣ ≤ Am u0(x, t)

qk+ηm0 (n− 1)k+1tm+k+1

2k+1(m+ k + 1)!
, k = 0, 1, . . . . (21)

Действительно, допустим, что эта оценка верна для всех k ≤ k0, k0 ≥ 1. Тогда

согласно (16) имеем

∣∣uk0+1
m (x, t)

∣∣ ≤ q0
t∫

0

∫

Rn

e−
|ξ−x|2

4(t−s)

(4π(t− s))n/2
∣∣uk0m (ξ, s)

∣∣ dξds

≤ q0
(4π)n

t∫

0

∫

Rn

e−g(ξ,x,s,t)Am
qk0+ηm
0 (n− 1)k0+1sm+k0+1

2k0+1(m+ k0 + 1)!
dξds

≤ Am
qk0+1+ηm
0 (n− 1)k0+1e−

|x−x
0|2

4t

πn2k0+n+2tn/2(m+ k0 + 1)!

×
t∫

0

∞∫

0

∞∫

0

∫

Sn−2

e−z−ζz(n−3)/2ζ−1/2 dωdzdζ sm+k0+1 ds

= Am
qk0+1+ηm
0 (n− 1)k0+2u0(x, t)t

m+k0+2

2k0+2(m+ k0 + 2)!
. (22)

Формула (22) совпадает с формулой (21) при k = k0 + 1. Тем самым формула

(21) установлена.

Из формулы (21) следует, что ряд

u0
m(x, t) +

∞∑

k=1

ukm(x, t)

сходится в области DT равномерно к функции um(x, t) и для этой функции

справедлива оценка

|um(x, t)| ≤ Amqηm0 u0(x, t)
tm+1

(m+ 1)!

∞∑

k=0

qk0 (n− 1)k+1tk(m+ 1)!

2k+1(m+ k + 1)!
.
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Отсюда выводится неравенство (5).

Таким образом, представление (4) обосновано. Заметим, что построенное

решение задачи (1) единственно. Это следует из хорошо известных теорем для

линейных параболических уравнений. �

2. Постановка обратных задач

В этом разделе будем предполагать, что точка x0 может меняться, т. е. она

является переменным параметром задачи (1). Поэтому решение этой задачи

в дальнейшем обозначим через u(x, t,x0), а фундаментальное решение уравне-

ния теплопроводности — через u0(x, t,x
0). Коэффициенты αk разложения (4)

обозначим через αk(x,x
0).

Пусть функция F (x0,x0) определена формулой

F (x,x0) = lim
t→+0

[
1

t

(
u(x, t,x0)

u0(x, t,x0)
− 1

)]
. (23)

Из теоремы 1 следует, что эта формула корректна, если функция q(x) удовле-

творяет условию (2) приm = 1. Более того, в этом случае имеет место равенство

F (x,x0) = α1(x,x
0) =

1∫

0

q(x0 + s(x− x0)) ds. (24)

Пусть r, ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn−1 — сферические координаты точки x ∈ Rn, определяе-

мые формулой

x = rν(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn−1),

в которой координаты единичного вектора ν = (ν1, . . . , νn) заданы равенствами

ν1 = cosϕ1 cosϕ2 · . . . · cosϕn−1,

ν2 = sinϕ1 cosϕ2 · . . . · cosϕn−1,

ν3 = sinϕ2 cosϕ3 · . . . · cosϕn−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

νn = sinϕn−1.

Пусть n ≥ 3 и en−1(ϕ1, . . . , ϕn−2) = ν(ϕ1, . . . , ϕn−2, 0) — единичный вектор.

Определим векторы

ek(ϕ1, . . . , ϕn−2) =
∂

∂ϕk
en−1(ϕ1, . . . , ϕn−2), k = 1, n− 2.

Все векторы ek(ϕ1, . . . , ϕn−2), k = 1, n− 1, ортогональны друг другу и лежат в

плоскости xn = 0. Пусть en = (0, 0, . . . , 0, 1) — единичный орт оси xn. Зададим

двумерную плоскость �(ϕ1, . . . , ϕn−2):

�(ϕ1, . . . , ϕn−2) = {x | x · ek(ϕ1, . . . , ϕn−2) = 0, k = 1, n− 2}.
При n = 2 примем, что �(ϕ1, . . . , ϕn−2) = R2. Рассмотрим окружность CR,

которая является пересечением плоскости �(ϕ1, . . . , ϕn−2) и сферы SR = {x |
|x| = R}. Если точка x принадлежит CR, то она может быть записана в виде

x = R[en−1(ϕ1, . . . , ϕn−2) cosψ + en sinψ] := χ(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ), ψ ∈ [0, 2π).

Аналогично любую точку x0 ∈ CR можно представить в виде

x0 = R(en−1(ϕ1, . . . , ϕn−2) cosψ0 + en sinψ0) = χ(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ0), ψ0 ∈ [0, 2π).

Ниже формулируются две обратные задачи о восстановлении коэффициента

q(x) в уравнении (1) по функции F (x,x0). Их формулировки отличаются только

множествами, на которых задана функция F (x,x0).
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Задача 1. Найти q(x) в области BR = {x | |x| < R} по функции

f1(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ, ψ0) = F (χ(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ), χ(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ0)) (25)

∀(ϕ1, . . . , ϕn−2), (ψ, ψ0) ∈ [0, 2π)× [0, 2π).

Пусть теперь q(x) = 0 для x ∈ (Rn\BR) и x0 = zen, где z ∈ (a, b), R < a < b,
а x ∈ CR(z), где CR(z) = {x ∈ CR | ψ ∈ ([0, 2π)\ (arccos(R/z), π−arccos(R/z)))}.
Заметим, что x ∈ CR(z) тогда и только тогда, когда отрезок прямой линии,

соединяющий точки x0 = zen и x ∈ CR, пересекает область BR.

Задача 2. Найти q(x) в области BR = {x | |x| < R} по функции

f2(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ, z) = F (χ(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ), zen) (26)

∀(ϕ1, . . . , ϕn−2), ψ ∈ ([0, 2π) \ (arccos(R/z), π − arccos(R/z))), z ∈ (a, b).

3. Анализ обратных задач

Используя формулы (24) и (25), приведем задачу 1 к решению уравнения

1∫

0

q(χ(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ0) + s[χ(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ)− χ(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ0)]) ds

= f1(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ, ψ0) ∀(ϕ1, . . . , ϕn−2), (ψ, ψ0) ∈ [0, 2π)× [0, 2π). (27)

Это уравнение означает, что при каждом фиксированном наборе переменных

ϕk, k = 1, n− 2, на двумерной плоскости �(ϕ1, . . . , ϕn−2) заданы интегралы

по всем отрезкам прямых линий, соединяющим точки x и x0 окружности CR,

лежащей на той же самой плоскости. Следовательно, задача о восстановле-

нии функции q(x) в сечении BR ∩ �(ϕ1, . . . , ϕn−2) сводится к обычной задаче

томографии. О ее применении в медицине смотрите лекцию нобелевского лау-

реата А. М. Кормака [3]. Методы ее решения хорошо разработаны (см. [4–10])

и существует множество ее численных реализаций. Таким образом, в каждом

сечении BR ∩ �(ϕ1, . . . , ϕn−2) функция q(x) однозначно восстанавливается по

данным обратной задачи. Объединение всех таких сечений образует область

BR. Следовательно, задание интегралов (27) позволяет однозначно найти иско-

мый коэффициент q(x) во всей области BR.

Перейдем к анализу задачи 2. Используя формулы (24) и (26), приходим к

уравнению

1∫

0

q(zen + s[χ(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ)− zen]) ds = f2(ϕ1, . . . , ϕn−2, ψ, z) (28)

∀(ϕ1, . . . , ϕn−2), ψ ∈ ([0, 2π) \ (arccos(R/z), π − arccos(R/z))), z ∈ (a, b).

Рассмотрим опять двумерное сечение BR ∩ �(ϕ1, . . . , ϕn−2). Уравнение (28)

означает, что в этом сечении заданы интегралы от q(x) по отрезкам прямых

линий, соединяющим точки x0 = zen, z ∈ (a, b), и x ∈ CR, причем на части этих

отрезков, лежащей вне области BR, функция q(x) равна нулю. В результате

приходим в этом сечении к так называемой задаче томографии с неполными

данными. Эта задача отличается от предыдущей меньшей устойчивостью к

данным задачи, но сохраняется единственность ее решения (см. [10]).

Резюмируя выполненный анализ обратных задач, приходим к следующему

утверждению.
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Теорема 2. Обратные задачи 1 и 2 имеют не более одного решения. За-

дача 1 сводится к решению задачи рентгеновской томографии (27), задача 2 —

к задаче томографии (28) с неполными данными.
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РАДИАЛЬНЫЕ И ШАРОВЫЕ МЕРЫ

СТАБИЛЬНОСТНЫХ И ОСЦИЛЛЯЦИОННЫХ

СВОЙСТВ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

И. Н. Сергеев

Аннотация. Рассматриваются стабильностные и осцилляционные свойства про-
извольной нелинейной дифференциальной системы с нулевым решением: устойчи-
вость, асимптотическая устойчивость, полная неустойчивость (разных типов: ля-
пуновского, перроновского, верхнепредельного) и полные блуждаемость, колебле-
мость, вращаемость (а также полные противоположные им свойства: неблуждае-
мость, неколеблемость, невращаемость). Для такой системы определяются шаро-
вые и радиальные меры этих свойств — понятия таких мер вероятностного харак-
тера были введены в рассмотрение совсем недавно. Изучаются взаимосвязи между
значениями различных мер перечисленных свойств друг с другом.

DOI10.33048/smzh.2026.67.209

Ключевые слова: дифференциальная система, ляпуновская устойчивость, пер-
роновская устойчивость, верхнепредельная устойчивость, блуждаемость, колебле-
мость, вращаемость, мера устойчивости, мера колеблемости, радиальная мера.

Геннадию Владимировичу Демиденко

в связи с его 70-летием

1. Основные понятия

При n ∈ N для заданной фазовой областиG ⊂ Rn, содержащей нуль и наде-

ленной лебеговской мерой mes, на временном луче R+ ≡ [0,+∞) рассматриваем

дифференциальную систему

ẋ = f(t, x), f(t, 0) ≡ 0, t ∈ R+, x ∈ G, f, f ′x ∈ C(R+ ×G), (1)

с правой частью f, обеспечивающей существование и единственность решений

задач Коши. Введем обозначения

Sδ ≡ {x ∈ Rn : |x| = δ}, Bδ ≡ {x ∈ Rn : 0 < |x| < δ},

а xf (·, x0) — непродолжаемое решение системы (1) с начальным значением

xf (0, x0) = x0 ∈ G.
Прежде всего напомним определения мер разнообразных стабильностных

свойств дифференциальной системы, восходящих к работам [1–5] и введенных

в работах [6–9].

Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования РФ (проект № 075-03-2026-395).

c© 2026 Сергеев И. Н.
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Определение 1. Для системы (1) определим следующие меры стабиль-

ностных свойств устойчивости, асимптотической устойчивости и неустой-

чивости, каждая из которых может быть одного из трех типов: ляпуновского,

перроновского, верхнепредельного при ассоциированном значении κ = λ, π, σ.

Эти меры определются соответственно формулой

µκ(f) ≡ lim
ε→+0

lim
δ→+0

mes Mκ(f, ε, δ)

mesBδ
, κ = λ, π, σ, λ0, π0, σ0, λ, π, σ,

где Mκ(f, ε, δ),Mκ0(f, ε, δ) и Mκ(f, ε, δ) — множества всех начальных значений

x0 ∈ Bδ, удовлетворяющих соответствующему требованию

�κ(xf (·, x0)) ≤ ε (для Mκ),

�κ0(xf (·, x0)) ≤ ε (для Mκ0),

�κ(xf (·, x0)) > ε (для Mκ),

(2)

в котором функционалы при κ = λ, π, σ зададим для непрерывно дифференци-

руемой функции x : R+ → Rn∗ (≡ Rn \ {0}) формулами

�λ(x) ≡ sup
t∈R+

|x(t)|, �π(x) ≡ lim
t→+∞

|x(t)|, �σ(x) ≡ lim
t→+∞

|x(t)|

(при этом если функция x определена не на всем луче R+, то считаем �κ(x) =

+∞),

�κ0 ≡ Sgn�κ ≡
{

+∞, �κ > 0,

0, �κ = 0,
κ = π, σ, �λ0 ≡ �λ + �σ0 .

Напомним определения мер разнообразных осцилляционных свойств диф-

ференциальной системы из работ [10–15].

Определение 2. При n > 1 для системы (1) определим следующие ме-

ры осцилляционных свойств блуждаемости, неблуждаемости и колеблемости,

неколеблемости, а также вращаемости, невращаемости. Последние два свой-

ства, в отличие от четырех предыдущих, будем считать нестандартными. Эти

меры определяются формулой

µκ(f) = lim
ε→+0

lim
t→+∞

lim
δ→+0

mes Mκ(f, ε, t, δ)

mesBδ
, κ = ρ, ρ, ν, ν, θ, θ,

где Mκ(f, ε, t, δ) и Mκ(f, ε, t, δ) — множества всех начальных значений x0 ∈ Bδ,
удовлетворяющих соответствующему требованию

inf
L∈AutRn

�κ(Lxf ( · , x0), t) ≥ ε (для Mκ),

inf
L∈Aut Rn

�κ(Lxf ( · , x0), t) < ε (для Mκ),

в котором при ассоциированном значении κ = ρ, ν, θ функционалы блуждаемо-

сти, колеблемости, вращаемости для непрерывно дифференцируемой функ-

ции x : R+ → Rn∗ определяются так:

(а) �ρ(t, x) ≡ inf
L∈AutRn

1
t

t∫
0

d
dτ

∣∣ Lx(τ)
|Lx(τ)|

∣∣ dτ — минимизированная (по L) средняя

вариация следа функции Lx на единичной сфере за время t;
(б) �ν(t, x) — минимизированное (по L ∈ AutRn) нормализованное (мно-

жителем π/t) число нулей (неопределенное в случае, если хотя бы один этих
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нулей кратен) функции P1Lx на промежутке (0, t], где P1 — проектор на фик-

сированную прямую в Rn;
(в) �θ(t, x) ≡ inf

L∈AutRn
|ϕ(t, P2Lx)|/t — минимизированная (по L) средняя

угловая скорость вектора P2Lx(τ) за время t, где ϕ(t, P2Lx) — непрерывный

ориентированный угол между вектором P2Lx(t) и начальным вектором P2Lx(0)

(в случае P2Lx(τ) = 0 хотя бы для одного τ ∈ [0, t] считаем этот угол неопреде-

ленным), а P2 — проектор на фиксированную двумерную плоскость в Rn.
Основываясь на определениях 1 и 2, которые фактически описывают шаро-

вые меры различных свойств, определим далее их радиальные аналоги, связан-

ные с соответствующими радиальными свойствами дифференциальной системы

[16–18].

Определение 3. Для системы (1) радиальными мерами µκ,u(f) данных

свойств при ассоциированных значениях κ в направлении вектора u ∈ S1 назо-

вем соответствующие меры, описанные в определениях 1 и 2, с заменой в них

обозначений µκ(f), Mκ(f, ε, δ), Mκ(f, ε, t, δ), Bδ,mes обозначениями µκ,u(f),

Mκ,u(f, ε, δ), Mκ,u(f, ε, t, δ), Bδ,u, mesu, а условия x0 ∈ Bδ — условием x0 ∈
Bδ,u ≡ Bδ ∩ lu, где lu ≡ {x = cu : c > 0} и mesu — лебеговская мера на лу-

че lu. Кроме того, для множеств направлений u ∈ S1 зададим на единичной

сфере S1 также лебеговскую сферическую меру mes′, причем нормированную,

т. е. удовлетворяющую условию mes′ S1 = 1.

2. Формулировки результатов

Исследование взаимосвязей между характеристиками и понятиями, введен-

ными в определениях 1–3 выше, оформлено в виде сформулированных ниже

теорем 1–7 (доказанных в следующем разделе), которые отчасти развивают те-

матически связанные с ними результаты работ [18–40].

Естественные взаимосвязи между значениями различных радиальных и

шаровых мер, а также их особенности в одномерном случае раскрывают следу-

ющие две теоремы (см. также работы [8, 15]).

Теорема 1. При n > 1 меры стабильностных и осцилляционных свойств

любой системы (1) для каждого u ∈ S1 удовлетворяют соотношениям

0 ≤ µκ,u(f) ≤ 1− µκ,u(f) ≤ 1, κ = λ, π, σ, ρ, ν, θ,

0 ≤ µκ0,u(f) ≤ µκ,u(f), κ = λ, π, σ,

µλ,u(f) ≤ µσ,u(f) ≤ µπ,u(f), µλ0,u(f) ≤ µσ0,u(f) ≤ µπ0,u(f),

µλ,u(f) ≥ µσ,u(f) ≥ µπ,u(f),

µθ,u(f) ≤ µν,u(f) = µρ,u(f), µθ,u(f) ≥ µν,u(f) = µρ,u(f).

Теорема 2. При n = 1 меры стабильностных свойств любой системы (1)

для каждого u ∈ S1 удовлетворяют соотношениям

µκ,u(f), µκ0,u(f), µκ,u(f) ∈ {0; 1}, κ = λ, π, σ,

µκ0,u(f) ≤ µκ,u(f) = 1− µκ,u(f), κ = λ, π, σ,

µκ(f) =
µκ,u(f) + µκ,−u(f)

2
∈
{

0;
1

2
; 1

}
, κ = λ, π, σ, λ0, π0, σ0, λ, π, σ,

µλ,u(f) = µσ,u(f), µλ0,u(f) = µσ0,u(f), µλ,u(f) = µσ,u(f).

Следующие четыре теоремы демонстрируют реализуемость естественных

содержательных соотношений и взаимосвязей между радиальными и шаровыми

мерами стабильностных или стандартных осцилляционных свойств (см. также

работы [18–20]).
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Теорема 3. При n = 2 для любого µ ∈ [0, 1] существует система (1), у ко-

торой меры устойчивости и асимптотической устойчивости всех типов, а также

сферические меры множеств направлений с единичными радиальными мера-

ми этих свойств равны µ, тогда как меры неустойчивости всех типов, а также

сферические меры множеств направлений с единичными радиальными мерами

этих свойств равны 1− µ.
Теорема 4. При n = 2 для любого µ ∈ [0, 1] существует система (1), у кото-

рой меры блуждаемости и колеблемости, а также сферические меры множеств

направлений с единичными радиальными мерами этих свойств равны µ, тогда

как меры неблуждаемости и неколеблемости, а также сферические меры мно-

жеств направлений с единичными радиальными мерами этих свойств равны

1− µ.
Теорема 5. При n = 2 для любого стабильностного или стандартного ос-

цилляционного свойства существует система (1) (автономная или соответствен-

но периодическая) с единичной мерой этого свойства, но с его же нулевой ра-

диальной мерой в некотором направлении.

Теорема 6. При n = 2 для любого стабильностного или стандартного ос-

цилляционного свойства существует система (1) (автономная или соответствен-

но периодическая) с нулевой мерой этого свойства, но с его же единичной ра-

диальной мерой в некотором направлении.

Как показывает следующая теорема, если шаровая мера какого-либо ста-

бильностного свойства равна нулю, то множество направлений с его же нуле-

выми радиальными мерами имеет полную сферическую меру. Заметим, что

вопрос о справедливости аналогичного утверждения для осцилляционных мер

пока открыт.

Теорема 7. Если мера данного стабильностного свойства системы (1) рав-

на нулю, то сферическая мера множества направлений с положительными ра-

диальными мерами этого свойства тоже равна нулю.

3. Доказательства утверждений

Приводимые ниже рассуждения частично пересекаются с некоторыми рас-

суждениями из работ [6–20] или используют их идеи.

Доказательство теорем 1 и 2, по существу, содержится в работах [8, 15], по-

скольку в основном опирается на идеи этих работ. Однако особенность любой

радиальной стабильностной меры состоит в том, что в одномерном случае она

может принимать лишь крайнее значение 0 или 1, а шаровая мера равна сред-

нему арифметическому радиальных мер для двух противоположных направле-

ний. Это связано с тем, что на конкретном луче для заданного κ обязательно

выполнено ровно одно из следующих двух утверждений:

— либо для каждого ε > 0 хотя бы одно решение удовлетворяет первому

(или даже второму) условию (2), а значит, ему удовлетворяют и все решения,

начинающиеся ближе к нулю, поэтому мера радиальной устойчивости (или со-

ответственно асимптотической) равна 1;

— либо для некоторого ε > 0 сразу все решения удовлетворяют третьему

условию (2), а значит, мера радиальной неустойчивости равна 1.

Доказательство теорем 3–6. Пусть n = 2. В первом пункте (ниже)

докажем все утверждения, относящиеся к стабильностным свойствам, а во вто-

ром — к осцилляционным.
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1. Для заданного µ ∈ [0; 1] рассмотрим автономную систему (1) вида

ẋ = ζ(x) ·
(
x1

2x2

)
, ζ(x) ≡ (αx1)

2 − ((1− α)x2)
2, α1 ∈ [0; 1],

у которой все фазовые кривые лежат на лучах вида lu, u ∈ S1. Параметр

α ∈ [0; 1] для скалярной функции ζ подберем так, чтобы множество направле-

ний u ∈ S1, удовлетворяющих неравенству ζ(x) < 0, имело сферическую меру,

равную µ (к примеру, в случаях µ = 0 или µ = 1 положим α = 1 или α = 0

соответственно). Тогда множество всех направлений, удовлетворяющих про-

тивоположному неравенству ζ(x) > 0, будет иметь сферическую меру, равную

1− µ, а значит, будут выполнены все требования теоремы 3.

Далее, рассмотрим автономную систему (1) вида

ẋ = ζ(x) ·
(
x1

2x2

)
, ζ(x) ≡ x4

1 − x2
2,

у которой все фазовые кривые лежат на ветвях парабол вида x2 = cx2
1 или

на осях координат. При этом во всей области x4
1 < x2

2 движение идет к нулю,

причем доля той части этой области, которая лежит в круге с нулевым цен-

тром, сходится к 1 при убывании к 0 его радиуса. Более того, в этой области

оказывается и достаточно близкая к нулю часть произвольного луча, отличного

от двух особых лучей l±u, u = (1; 0), которые целиком лежат в области x4
1 > x2

2,
где движение идет от нуля. Поэтому мера асимптотической устойчивости этой

системы равняется 1, равно как и ее же радиальные меры во всех направлениях,

кроме двух особых. Таким образом, стабильностные свойства этой системы удо-

влетворяют всем требованиям теоремы 5, а если поменять знак ее правой части

на противоположный, то они, наоборот, будут удовлетворять всем требованиям

теоремы 6.

2. Рассмотрим исходную периодическую систему (1) вида

ẋ =
π

2
sin t ·

(
−x2

x1

)
, x =

(
x1

x2

)
,

у которой все решения 2π-периодичны и получаются поворотами каждого на-

чального вектора x0 за каждую половину периода ровно на половину целого

оборота то в одну, то в другую сторону:

xf (2mπ, x0) = x0, xf (π + 2πm, x0) = −x0, m ∈ N ∪ {0}.

Для заданного µ ∈ [0; 1] подберем значение α ∈ [0; 1] из соображений, описан-

ных в п. 1 выше, и возмутим исходную систему 2π-периодически так, чтобы все

решения, начинающиеся в области x2
2 > x2

1 tg(µπ/2), за каждую половину пе-

риода делали чуть меньше пол-оборота, оставаясь при этом 2π-периодичными,

а все остальные решения не менялись. Тогда для блуждаемости, колеблемости

и неблуждаемости, неколеблемости полученной системы будут выполнены все

требования теоремы 4.

Наконец, если возмутить исходную систему 2π-периодически так, чтобы

опять же все решения, начинающиеся в области x4
1 > x2

2, за каждую половину

периода делали чуть меньше пол-оборота, оставаясь при этом 2π-периодичны-

ми, а все остальные решения не менялись, то с помощью рассуждений, анало-

гичных приведенным в п. 1 выше, получаем, что для стандартных осцилляци-

онных свойств блуждаемости и колеблемости этой системы будут выполнены
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все требования теоремы 5, а если указанное возмущение применить, наоборот,

к тем решениям, которые начинаются в области x4
1 < x2

2, то будут выполнены

все требования теоремы 6.

Доказательство теоремы 7. Проведем рассуждение от противного.

Пусть для системы (1) мера данного свойства определенного типа при ассо-

циированном значении κ равна 0, однако сферическая мера множества Uκ ⊂ S1
всех направлений, имеющих положительные радиальные меры этого свойства,

положительна. Рассмотрим два случая.

1. Если данное свойство есть устойчивость или асимптотическая устойчи-

вость при ассоциированном κ ∈ {λ, π, σ, λ0, π0, σ0}, то:

(а) найдутся такие α, γ > 0, что множество Uκ(γ) ⊂ Uκ направлений u ∈ S1,
для каждого из которых при любом ε > 0 для некоторого � ≡ �(ε, u) > 0

выполнено неравенство

inf
0<δ<�

mes Mκ,u(f, ε, δ)

mesBδ,u
> γ, (3)

имеет меру, превышающую α: действительно, в противном случае ни при каком

γ > 0 мера множества Uκ(γ), расширяющегося (нестрого) при убывании γ, не

превосходила бы никакого α > 0, поэтому

mes′ Uκ = mes′
(⋃

γ>0

Uκ(γ)
)

= sup
γ>0

mes′ Uκ(γ) ≤ α,

откуда в силу произвольности α > 0 получилось бы противоречие: 0 < mes′ Uκ
= 0;

(б) для найденного значения γ > 0 найдется такое β > 0, что при любом

ε > 0 для некоторого � = �(ε) > 0 подмножество Uκ(ε,�) ⊂ Uκ направлений

u ∈ S1, удовлетворяющих неравенству (3), имеет меру, превышающую β: дей-

ствительно, в противном случае при каждом β > 0 нашлось бы такое ε > 0, что

ни для какого� > 0 последнее требование не выполнялось, т. е. мера множества

Uκ(ε,�), расширяющегося (нестрого) как при убывании � (поскольку точная

нижняя грань по множеству заведомо не больше, чем по его подмножеству),

так и при возрастании ε, не превосходила бы β, поэтому

mes′ Uκ(γ) = mes′
(⋂

ε>0

⋃

�>0

Uκ(ε,�)
)

= inf
ε>0

sup
�>0

mes′ Uκ(ε,�) ≤ β,

откуда в силу произвольности β > 0 получилось бы противоречие:

α < mes′ Uκ(γ) = 0;

(в) при найденном γ > 0, каждом ε > 0 и всех δ ∈ (0, �(ε)) имеем

mes Mκ(f, ε, δ)

mesBδ
≥ mes′ Uκ(γ) · mesBγδ

mesBδ
> β · γn, (4)

а в итоге для меры данного свойства получаем противоречие:

0 = µκ(f) ≡ lim
ε→+0

lim
δ→+0

mes Mκ(f, ε, δ)

mesBδ
≥ β · γn > 0. (5)

2. Если данное свойство есть неустойчивость при ассоциированном κ ∈
{λ, π, σ}, то:
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(г) найдутся такие α, γ > 0, что множество Uκ(γ) ⊂ Uκ направлений u ∈ S1,
для каждого из которых при некоторых ε > 0 и � ≡ �(u) > 0 выполнено

неравенство (3), имеет меру, превышающую α — в противном случае получается

противоречие, аналогичное приведенному в рассуждении из п. (а) выше;

(д) для найденного значения γ > 0 найдется такое β > 0, что при некото-

рых ε,� > 0 подмножество Uκ(ε,�) ⊂ Uκ направлений u ∈ S1, удовлетворяю-

щих неравенству (3), имеет меру, превышающую β: действительно, в противном

случае при каждом β > 0 ни для каких ε,� > 0 последнее требование не вы-

полнялось бы, т. е. мера множества Uκ(ε,�), расширяющегося при убывании

как �, так и ε, не превосходила бы β, поэтому

mes′ Uκ(γ) = mes′
(⋃

ε>0

⋃

�>0

Uκ(ε,�)
)

= sup
ε>0

sup
�>0

mes′ Uκ(ε,�) ≤ β,

откуда в силу произвольности β > 0 получилось бы противоречие:

α < mes′ Uκ(γ) = 0;

(е) при найденном γ > 0 для всех ε > 0, не превосходящих значения, по-

лученного в п. (д), и всех δ ∈ (0, �) выполнены оценки (4), а в итоге опять же

получается противоречие (5).

Теоремы 1–7 доказаны.
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Введение

В 1931 г. Кармайкл [1] пришел к выводу, что конечные точно 2-тран-

зитивные группы перестановок являются группами аффинных преобразова-

ний конечного почти-поля. По теореме Цассенхауза все конечные почти-поля

[2], за вычетом семи исключительных, исчерпываются почти-полями Диксона.

В 1937 г. Виланд [3], расширяя понятие почти-поля, определил почти-кольцо.

Конструкция почти-кольца интересна сама по себе как алгебраический объ-

ект, представляющий собой частный случай группы с операторами, благодаря

чему вошла в классические учебники (например, [4]). Кроме того, почти-кольца

имеют много приложений. Имеются связи с геометрией [5, 6], группами [7–9],

обобщениями векторных пространств [10, 11], теорией кодирования [12], комби-

наторикой [13], теорией категорий [14] и узлов [15]. Такой интерес стимулирует

поиск новых почти-колец, в частности, при помощи расширений почти-колец

(например, [16]).

Определение 1. Правым почти-кольцом называется алгебра R = 〈R;

◦,+,−, 0〉 с двумя бинарными операциями такими, что 〈R; +,−, 0〉 является

группой, а 〈R; ◦〉 — полугруппой, для которых выполнена правая дистрибу-

тивность:

(x+ y) ◦ z = x ◦ z + y ◦ z.
Для уменьшения скобок по традиции будем считать, что полугрупповая опера-

ция имеет больший приоритет по сравнению с аддитивной. Операция (−) : R→
R является унарной операцией взятия обратного элемента в группе R. Также

введем упрощение для уменьшения скобок, считая x+ (−y) = x− y.
Почти-кольцо является почти-полем, если полугруппа 〈R \ {0}; ◦〉 является

группой. В общем случае можно рассмотреть и неассоциативные почти-кольца,

когда операция умножения задает не обязательно ассоциативный группоид. Та-

кие почти-кольца еще называют пред-почти-кольцами [17].

c© 2026 Симонов А. А.
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Пример 1. Неассоциативное почти-кольцо можно построить над произ-

вольным кольцом 〈R; ·,+,−, 0〉, видоизменив операцию умножения при помощи

произвольной функции f : R→ R так, что x ◦ y = x · f(y).

Если для функции f справедливы тождества f(xy) = f(x)f(y) и f2(x) =

f(x) для произвольных x, y ∈ R, то соответствующее почти-кольцо, построенное

над ассоциативным кольцом, будет ассоциативным. Например [18], f(x) = |x|
для x ∈ C, тогда операция x ◦ y = x · |y| задает умножение в почти-кольце

〈C; ◦,+〉.
В [17, 19] можно найти много других примеров почти-колец как ассоциа-

тивных, так и неассоциативных, как правило, рассматриваемых над конечными

множествами.

Сначала дадим определение ограниченно точно 2-транзитивной группы.

Определение 2. Группа T2(B) преобразования множества B называется

�-ограниченно точно 2-транзитивной, если для любых пар (x1, x2), (y1, y2) ∈
� ⊂ B2 существует единственный элемент g ∈ T2, для которого справедливо

равенство g(xi) = yi для каждого i ∈ {1, 2}.
Если � = B2 \ {(x, x) | x ∈ B}, то такая �-ограниченно точно 2-транзитив-

ная группа является точно 2-транзитивной.

Cформулируем теорему о построении ограниченно точно 2-транзитивной

группы над почти-кольцом.

В работе [9] установлен следующий результат.

Теорема 1. Пусть R = 〈R; ◦,+,−, 0〉 — почти-кольцо и R∗ ⊂ R — такое

подмножество, что 〈R∗; ◦,−1, 1〉 — группа. Тогда над почти-кольцом R можно

построить R̂2-ограниченно точно 2-транзитивную группу преобразования мно-

жества R, где

R̂2 = {(x, y) ∈ R2 | x− y ∈ R∗}.

Нас в большей степени будет интересовать построение именно таких почти-

колец с мультипликативной подполугруппой, которая является группой.

Основные результаты работы:

• представлены конструкции расширения почти-колец с использованием

биодулей и бимодулей, доказаны теоремы о построении ассоциативных и неас-

социативных почти-колец

• исследованы 2-псевдополя и их связь с почти-кольцами, включая условия,

при которых почти-кольцо определяет 2-псевдополе;

• рассмотрены примеры расширенных почти-колец, а также процедура их

удвоения.

Статья имеет следующую структуру: в первом разделе представлены мето-

ды расширения почти-колец с использованием биодулей и бимодулей, доказаны

теоремы о построении ассоциативных и неассоциативных почти-колец. Второй

раздел посвящен 2-псевдополям и их связи с почти-кольцами, включая усло-

вия, при которых почти-кольцо определяет 2-псевдополе. Рассмотрены приме-

ры расширенных почти-колец, а также процедура их удвоения. В заключении

сформулированы открытые вопросы, связанные с классификацией и дальней-

шими обобщениями полученных конструкций.
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1. Расширение почти-колец

Широко известна конструкция бимодуля.

Определение 3. Пусть L и R — два кольца, тогда M является (L,R)-

бимодулем, если M — левый L-модуль и правый R-модуль. Кроме того, для

любых ℓ ∈ L, r ∈ R, m ∈M справедливо равенство (ℓm)r = ℓ(mr).
В нашем построении можно воспользоваться более слабой конструкцией

над лупой, введенной Л. В. Сабининым [20].

Определение 4. Левой лупой называется алгебра 〈G; ·, \, e〉 с двумя би-

нарными операциями и правым нейтральным элементом, для которых выпол-

нены тождества x · (x \ y) = x \ (x · y) = y и x · e = x для произвольных x, y ∈ G.

Определение 5. Левая лупа G называется левым K-одулем над ассоциа-

тивным кольцом K, если для произвольных g ∈ G, λ ∈ K определено умноже-

ние λg ∈ G и справедливы равенства

(1) (λ+ µ)g = (λg) · (µg);
(2) (λµ)g = λ(µg) для произвольных g ∈ G, λ, µ ∈ K.

Аналогичным образом определяется правая лупа и правый одуль. Если

лупа является одновременно левой и правой, то она является лупой с един-

ственным нейтральным элементом.

Определение 6. Пусть L и R — два кольца, тогда G является (L,R)-

биодулем, если G — левый L-одуль и правый R-одуль. Кроме того, для любых

ℓ ∈ L, r ∈ R, g ∈ G справедливо равенство (ℓg)r = ℓ(gr).
При помощи почти-кольца Q и (L,R)-биодуля G построим новое почти-

кольцо K. Для удобства запишем лупу G в аддитивном виде 〈G;⊕,⊖, 0〉.
Теорема 2. Мультипликативная операция

(x1, x2) ◦ (y1, y2) = (x1y1, ψ(x1)y2 ⊕ x2φ(y1)), (1)

построенная при помощи отображений ψ : Q → L и φ : Q → R, и аддитивная

операция

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 ⊕ y2), (2)

справедливые для произвольных (x1, x2), (y1, y2) ∈ Q×G, задают неассоциатив-

ное почти-кольцо K = 〈Q×G; ◦,+,−, (0, 0)〉, если:

(а) ψ(x) + ψ(y) = ψ(x+ y), для произвольных x, y ∈ Q;

(б) в лупе G выполнено тождество медиальности, т. е. для произвольных

x, y, z, t ∈ G справедливо равенство

(x⊕ y)⊕ (z ⊕ t) = (x⊕ z)⊕ (y ⊕ t).

Доказательство. Проверим выполнение правой дистрибутивности. С од-

ной стороны,

((x1, x2) + (y1, y2)) ◦ (z1, z2) = (x1 + y1, x2 ⊕ y2) ◦ (z1, z2)

= ((x1 + y1)z1, ψ(x1 + y1)z2 ⊕ (x2 ⊕ y2)φ(z1)),

а с другой стороны,

(x1, x2) ◦ (z1, z2) + (y1, y2) ◦ (z1, z2)

= (x1z1 + y1z1, (ψ(x1)z2 ⊕ x2φ(z1))⊕ (ψ(y1)z2 ⊕ y2φ(z1)))

= (x1z1 + y1z1, (ψ(x1) + ψ(y1))z2 ⊕ (x2 ⊕ y2)φ(z1)),
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где воспользовались медиальностью и первым тождеством для левого L-одуля

и правого R-одуля. Учитывая условие (а) для ψ, получаем правую дистрибу-

тивность. �

При помощи почти-кольца Q и (L,R)-бимодуля M построим ассоциативное

почти-кольцо K.

Теорема 3. Мультипликативная операция (1), построенная при помощи

гомоморфизма ψ : Q→ L почти-кольца Q в кольцо L и отображения φ : Q→ R,

для которого выполнено тождество φ(y)φ(z) = φ(yz) для произвольных y, z ∈
Q, совместно с аддитивной операцией (2) задают ассоциативное почти-кольцо

K = 〈Q×M ; ◦,+,−, (0, 0)〉.
Доказательство. Правая дистрибутивность, доказанная в теореме 2 для

биодуля, справедлива и для бимодуля. Проверим выполнение ассоциативности.

Действительно, с одной стороны,

((x1, x2) ◦ (y1, y2)) ◦ (z1, z2) = (x1y1, ψ(x1)y2 ⊕ x2φ(y1)) ◦ (z1, z2)

= (x1y1z1, ψ(x1y1)z2 ⊕ (ψ(x1)y2 ⊕ x2φ(y1))φ(z1)),

а с другой стороны,

(x1, x2) ◦ ((y1, y2) ◦ (z1, z2)) = (x1, x2) ◦ (y1z1, ψ(y1)z2 ⊕ y2φ(z1))

= (x1y1z1, ψ(x1)(ψ(y1)z2 ⊕ y2φ(z1))⊕ x2φ(y1z1)).

Равенство правых частей выполнено с учетом того, что φ(y1)φ(z1) = φ(y1z1) и

ψ(x1)ψ(y1) = ψ(x1y1). �

Пример 2. Построим почти-кольцо [21] для K,L,R,M = R при помощи

ψ(x) = x, ϕ(x) = |x|c для x ∈ K, где c ∈ R0 (здесь R0 = R \ {0}):
(
x1

x2

)
◦
(
y1
y2

)
=

(
x1y1

x1y2 + x2|y1|c
)
.

Пример 3. Для построения трехмерного почти-кольца рассмотрим K = R
и L,R,M = C, отображения ψ(x) = x ∈ C для x ∈ R и

φ(x) = (|x|a cos(b ln |x|), |x|a sin(b ln |x|)) ∈ C, x ∈ R,

где a ∈ R+, b ∈ R.

В этом случае мультипликативная операция почти-кольца


x1

x2

x3


 ◦



y1
y2
y3


 =




x1y1
x1y2 + x2|y1|a cos(b ln |y1|)− x3|y1|a sin(b ln |y1|)
x1y3 + x2|y1|a sin(b ln |y1|) + x3|y1|a cos(b ln |y1|)


 .

2-Псевдополе

Ограниченно точно 2–транзитивную группу можно построить не только

над почти-кольцом, но и над 2–псевдополем, более того, категории ограниченно

точно 2–транзитивных групп и 2–псевдополей категорно эквивалентны [9].

Рассмотрим группу преобразований B1(A) (обозначим B1 = B1(A)), дей-

ствующую на множестве A справа так, что × : A×B1 → A, причем A∩B1 = ∅.

На множестве B = B1 ∪A введем частичную операцию · : B ×B1 → B,

x · y =

{
xy, умножение в группе B1 для x, y ∈ B1,

x× y, для x ∈ A, y ∈ B1,
(3)
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здесь x× y обозначает действие элемента y на x. Пусть на B действует отобра-

жение ϕ : B → B такое, что ϕ2 = id, которое естественным образом разбивает

множество на подмножества:

A2 = {x ∈ A | ϕ(x) ∈ B1}, Bϕ1 = {x ∈ B1 | ϕ(x) ∈ A2},
A2 = A \A2, B0 = B1 \Bϕ1 , B2 = B1 ∪A2.

Определение 7. Алгебраическую систему 〈B; ·,−1 , ϕ, 1〉 с частичной опе-

рацией (3) будем называть 2-псевдополем, если отображение ϕ удовлетворяет

тождеству

ϕ(ϕ(x)ϕ(y)) = ϕ(xϕ(y−1))y, x ∈ B, y ∈ B0. (4)

В работе [21] показано, что при помощи инволютивного элемента группы

b ∈ B1 можно ввести аддитивную операцию и ей обратную:

x⊕ y = ϕ(x(by)−1)y и x⊖ y = ϕ(xy−1)(by), x ∈ B, y ∈ B1. (5)

В общем случае они задают частичную правую лупу, так как для них справед-

ливы тождества

(x ⊕ y)⊖ y = x, (x⊖ y)⊕ y = x, x ∈ B, y ∈ B1.

Определение 8 [22]. Если в алгебре A определены частичные операции

f
(τ)
i , действующие не на всем множестве, то такие алгебры называются частич-

ными. Здесь τ — арность операции f
(τ)
i .

Для определенных выше операций (4) справедлива правосторонняя дистри-

бутивность

(x⊕ y)z = xz ⊕ yz, (x⊖ y)z = xz ⊖ yz, x ∈ B, y, z ∈ B1.

Лемма 1. Для того чтобы почти-кольцо 〈K; ·,+〉, в котором мультиплика-

тивная операция на подмножестве K1 ⊂ K, являющаяся групповой из группы

〈K1; ·,−1 , 1〉, определяло 2-псевдополе
〈
K; ·,−1 , ϕK , 1

〉
с функцией

ϕK(x) = x · (−1) + 1, (6)

необходимо и достаточно, чтобы |K0| > 0.

Доказательство. В почти-кольце 〈K; ·,+〉 для функции (6) проверим вы-

полнение тождества (4). Рассмотрим подмножество K0 такое, что y, ϕK(y) ∈
K0. Запишем левую часть тождества (4):

ϕK(ϕK(x)ϕK(y)) = ((x(−1) + 1)(y − 1) + 1) = x(−1)(y − 1) + y.

Правая часть:

ϕK(xϕK(y−1))y = (x(y−1(−1) + 1)(−1) + 1)y = x(1− y) + y.

Следовательно, для выполнения тождества (4) должно выполняться равенство

x(−1)(y − 1) = x(1 − y),
справедливое в силу ассоциативности умножения и того, что в аддитивной груп-

пе почти-кольца K для произвольного y ∈ K будет −y = (−1)y. �

О таких 2-псевдополях
〈
K; ·,−1 , ϕK , 1

〉
будем говорить, как об ассоцииро-

ванных с почти-кольцами 〈K; ·,+,−, 0〉. В общем случае можно говорить об ал-

гебраических системах K = 〈K; ·,⊕,⊖, 0〉 и ассоциированных с ними

2-псевдополях, если по алгебраической системе K можно построить соответ-

ствующее 2-псевдополе. Тождества для аддитивной и мультипликативной опе-

раций в алгебраической системе K естественным образом переносятся на тож-

дества для функции ϕ соответствующего 2-псевдополя.
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Лемма 2. Для 2-псевдополя 〈K; ·,−1 , ϕ, 1〉, ассоциированного с алгебраи-

ческой системой 〈K; ·,+,−, 0〉 для функции ϕ и b ∈ K, если:

(1) аддитивная операция (5) ассоциативна, то справедливо тождество

ϕE(x)bxbEϕ(x) = b, x ∈ K0, (7)

где E(x) = x−1;

(2) аддитивная операция (5) коммутативна, то

ϕE(bx)x = ϕ(xb−1), x ∈ K1,

(3) 〈K; ·,+,−, 0〉 — кольцо, то справедливо также тождество:

xϕ(y)x−1 = ϕ(xybx−1b−1), x, y ∈ K0.

Доказательство сводится к записи ассоциативности и коммутативности

аддитивной операции, а также левой дистрибутивности при помощи функции

ϕ с учетом определения аддитивной операции (5). Запишем ассоциативность

для тройки x, y, z ∈ K1 при условии, что y(bz)−1 ∈ K0:

ϕ(ϕ(x(by)−1)y(bz)−1)z = ϕ(x(bϕ(y(bz)−1)z)−1)ϕ(y(bz)−1)z.

Умножая тождество справа на z−1 и производя замену y(bz)−1 = t, придем к

выражению

ϕ(ϕ(x(by)−1)t) = ϕ(x(bϕ(t)z)−1)ϕ(t).

Подействуем на обе части равенства функцией ϕ, а правую часть дополнительно

распишем при помощи тождества (4):

ϕ(x(by)−1)t = ϕ(ϕ(x(bϕ(t)z)−1)ϕ(t)) = ϕ(x(bϕ(t)z)−1ϕ(t−1))t.

Сокращая справа на t и действуя на обе части равенства функцией ϕ, придем

к тождеству

x(by)−1 = x(bϕ(t)z)−1ϕ(t−1),

откуда элементарными преобразованиями получим (7). Аналогично проверя-

ются и два оставшиеся тождества. �

Расширение при помощи ассоциированного 2-псевдополя. Рас-

смотрим два почти-кольца 〈R; ·,+,−, 0〉, 〈K; ·,+,−, 0〉 и соответствующие им

ассоциированные 2-псевдополя 〈R; ·,−1 , ϕR, 1〉 в 〈K; ·,−1 , ϕK , 1〉 такие, для ко-

торых существует гомоморфизм

θ : 〈R; ·,−1 , ϕR, 1〉 → 〈K; ·,−1 , ϕK , 1〉.

Для упрощения записи будем использовать обозначения −1 = b, x−1 = E(x),
EϕKE(y) = ϕEK(y) для x ∈ K1, y ∈ K0.

Теорема 4. Пусть заданы два почти-кольца R и K с ассоциированными

2-псевдополями и гомоморфизм θ между ними. Тогда при помощи операции

(x1, x2)⊙ (y1, y2) =
(
x1y1, θ(x1y1)

(
θ
(
x−1

1

)
x2 + θ

(
y−1
1

)
y2
))

(8)

и функции

�(x1, x2) =
(
ϕR(x1), ϕKθ(x1)ϕ

E
Kθ(x1)Eθ(x1)x2

)
(9)

можно построить почти-кольцо 〈R×K;⊙,⊕, 0×0〉, если выполнены следующие

условия.
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1. Справедливо равенство

ϕEK(ϕK(x)ϕK (y))ϕK
(
ϕEK(x)zϕK(y−1)b

)
ϕEK(y)

= ϕK
(
ϕEK(xϕK(y−1))ϕK(zbϕK(y)b)EϕK(y)

)
(10)

для таких x, y ∈ K0, z ∈ K1, для которых определены обе части равенства.

2. Для � выполняется тождество (7).

3. Действие мультипликативной операции (8) и аддитивной операции «⊕»

почти-кольца, построенной при помощи � по выражению (5), можно доопреде-

лить на всем множестве R×K.

Доказательство. Для того чтобы при помощи операций (8) и (9) по вы-

ражению (5) можно было построить почти-кольцо, необходимо выполнение тож-

деств (4) и (6).

Запишем тождество (4). Для удобства такой записи от операций (8) и (9)

при помощи биекции ψ : R1 ×K → R1 ×K вида

ψ(x1, x2) = (x1, x1x2), ψ−1(x1, x2) = (x1, x
−1
1 x2)

перейдем к операциям в изоморфной алгебраической системе:

(x1, x2)⊙′ (y1, y2) = (x1y1, x2 + y2), �′(x1, x2) =
(
ϕR(x1), ϕ

E
R(θ(x1))x2

)
,

для которых запишем тождество (4). В силу того, что данное тождество спра-

ведливо для 2-псевдополя, ассоциированного с почти-кольцомR, по первой ком-

поненте равенство будет выполнено. Запись тождества (4) по второй компонен-

те приведет к равенству

ϕEK(ϕKθ(x1)ϕKθ(y1))
(
ϕEKθ(x1)x2 + ϕEKθ(y1)y2

)

= ϕEK
(
θ(x1)ϕKθ(y

−1
1 )
)
(x2 + EϕKθ(y1)by2) + y2.

Записывая аддитивную операцию при помощи выражения (5) и производя за-

мены θ(x1) = x, θ(y1) = y, x2y
−1
2 = z, придем к (10). Таким образом, п. 1

теоремы доказан.

Выполнение п. 2 (ассоциативности) и п. 3 (определения операции на всем

множестве) теоремы необходимо для построения почти-кольца и зависит от кон-

кретных R и K. �

Пример 4. В качестве примера рассмотрим два одинаковых почти-кольца,

построенных над R2, с умножением

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2),

сложением

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2)

и функцией ϕK(x1, x2) = (1− x1, x2), для которой выполняется тождество (10).

Соответствующий гомоморфизм θ — тождественный. Воспользовавшись про-

цедурой, описанной в теореме 4, получим умножение в новом почти-кольце:

(x1, x2, x3, x4)·(y1, y2, y3, y4) = (x1y1, x1y2+x2, x1y3+x3y1, (x4−x2)y1+y4x1+x2),

с функцией ϕ (x1, x2, x3, x4) = (−x1 + 1, x2,−x3,−x4 + x2) и полученной неком-

мутативной аддитивной операцией (5), имеющей вид

(x1, x2, x3, x4) + (y1, y2, y3, y4) = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3, x4 + y4 + x1y2 − x2y1).
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Пример 5. Воспользуемся почти-кольцом из примера 4 и аналогичным

образом построим новое почти-кольцо с умножением:

(x1, . . . , x8) · (y1, . . . , y8) = (x1y1, x1y2 + x2, x1y3 + x3y1, (x4 − x2)y1 + y4x1 + x2,

x1y5 + x5y1, (x6 − x2)y1 + y6x1 + x2, x1y7 + x7y1 + x3y5 + x5y3,

(y6 − 2y2 + y4)x5 + (x8 − x2)y1 + (x4 − x6)y5 + x1y8 + x2)

и сложением:

(x1, . . . , x8) + (y1, . . . , y8) = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3, x1y2 − x2y1 + x4 + y4,

x5 + y5, x1y2 − x2y1 + x6 + y6, x7 + y7, x1y2 − x2y1 + x8 + y8).

Заключение

Процедуру из теоремы 4, рассмотренную в примерах 4 и 5, условно можно

назвать удвоением почти-кольца. Удвоение почти-кольца из примера 5 уже

не приводит к получению не только нового почти-кольца, но и к получению

2-псевдополя, так как не выполняется тождество (4).

Кроме того, несмотря на то, что примеры получены над вещественным

полем, их можно рассмотреть над некоторыми кольцами и конечными полями.

В [15] для построения квандлов Q рассматривались почти-кольца R с до-

полнительным условием.

Определение 9. Квандлом называют алгебраическую систему 〈Q; ◦, /〉 с

операциями умножения «◦» и правого деления «/», в которой для произвольных

x, y, z ∈ Q выполняются условия

1) (x ◦ y)/y = x, (x/y) ◦ y = x,
2) идемпотентности x ◦ x = x,
3) дистрибутивности (x ◦ y) ◦ z = (x ◦ z) ◦ (y ◦ z).
Было показано, что операции

x ◦ y = a(x− y) + y и x/y = a−1(x− y) + y (11)

для a ∈ R∗ задают квандл 〈R; ◦, /〉 тогда и только тогда, когда выполнено тож-

дество

a(a(u− t) + t) = a(au− at) + at (12)

для произвольных u, t ∈ R.

Пример 6. Почти-кольцо из примера 4 удовлетворяет тождеству (12) для

a = (a1, 0, a3, a4), где a1 ∈ R0, a3, a4 ∈ R. Почти-кольцо из примера 5 удовлетво-

ряет тождеству (12) для

a = (1, 0, a3, a4, a5, a6, a7, a8), a = (a1, 0, a3, a4, 0, a6, a7, a8),

где a1 ∈ R0, a3, . . . , a8 ∈ R. Следовательно, над данными кольцами при помощи

(11) можно построить операции, определяющие соответствующие квандлы.

Конструкции новых квандлов, подобные приведенным в примерах, могут

быть использованы для построения представлений групп виртуальных кос и

инвариантов виртуальных узлов (см., например, [23–25]).

Для дальнейших исследований есть несколько вопросов.

Вопрос 1. Имеются ли другие почти-кольца, допускающую процедуру

удвоения?

Вопрос 2. Можно ли изменить функцию (9), используемую в теореме 4,

для получения новых почти-колец?

Вопрос 3. Как связаны полученные в примерах почти-кольца, если их

рассмотреть над конечными множествами с почти-кольцами Диксона и Галуа?
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О РАДИАЛЬНО СИММЕТРИЧНЫХ РЕШЕНИЯХ

ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ С p(|x|)–ЛАПЛАСИАНОМ

Ар. С. Терсенов, Р. Ч. Сафаров

Аннотация. Рассматривается задача Дирихле для эллиптического уравнения с
p(|x|)-лапласианом и младшими членами, не удовлетворяющими условию Берн-
штейна — Нагумо. При условии, что p(|x|) является непрерывно дифференциру-
емой невозрастающей функцией, доказано существование слабого радиально сим-
метричного решения с непрерывной по Гёльдеру производной.

DOI10.33048/smzh.2026.67.211

Ключевые слова: уравнение с p(|x|)-лапласианом, условие Бернштейна — Нагу-
мо, радиально симметричные решения, априорные оценки.

Посвящается юбилею

Геннадия Владимировича Демиденко

§ 1. Введение и основные результаты

Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения

−div(|∇u|p(|x|)−2∇u) = F (x, u,∇u) в � ⊂ Rn, (1.1)

u = 0 на ∂�, (1.2)

где � — некоторая ограниченная область, ∂� — граница �, p(|x|) > 2. Один из

подходов для исследования краевых задач для (1.1) базируется на методах ва-

риационного исчисления, что связано с вариационностью главной части указан-

ных уравнений. Наличие в уравнении градиентных членов существенно ослож-

няет применение этих методов. В этом случае для доказательства разрешимо-

сти краевых задач широко используются топологические и аппроксимационные

методы.

Исследованию краевых задач для уравнения (1.1) посвящена обширная ли-

тература. Нас интересуют радиально симметричные решения краевых задач

для (1.1) при наличии в уравнении градиентных членов. В связи с этим мы

ограничимся ссылками на те работы, в которых такие исследования проводи-

лись. Если говорить о работах, в которых присутствуют градиентные члены, то

можно отметить [1, 2], где с помощью аппроксимационных методов доказывает-

ся существование слабых решений краевых задач для (1.1) при постоянном p.
Также при постоянном p в работах [3–7] с помощью различных топологических

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект FWNF-2026-
0028).

c© 2026 Терсенов Ар. С., Сафаров Р. Ч.
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методов, основанных на теоремах лиувиллевского типа, на методе суб- /супер-

решений с последующим применением теоремы Красносельского доказаны ана-

логичные результаты. Что касается работ, в которых исследовались радиально

симметричные решения при p = p(|x|), отметим работы [8, 9], в которых с помо-

щью методов вариационного исчисления было доказано существование слабых

соболевских радиально симметричных решений. В [10] рассматривалась задача

с p = p(|x|) и градиентными членами, в которой было доказано существование

разрушающихся на границе радиально симметричных решений.

Во всех вышеперечисленных работах функция F (x, u, q) удовлетворяет усло-

вию Бернштейна — Нагумо

|F (x, u, q)| ≤ c(1 + |q|p(x)) для (x, u, q) ∈ �× [−M,M ]× Rn, (1.3)

с некоторой постоянной c, при условии, что решение удовлетворяет условию

max |u| ≤ M с некоторой постоянной M . Нас интересует разрешимость крае-

вых для задач для (1.1) в случае, когда функция F (x, u, q) имеет произвольный

рост по переменной q. В связи с этим отметим результаты статьи [11], где с

помощью метода суб-/суперрешений были получены результаты о существова-

нии решения при нарушении условия (1.3) при определенных условиях малости

на коэффициенты уравнения. Нелинейность по градиенту предполагается не

более чем полиномиальная.

В [12, 13] было доказано существование радиально симметричных решений

задачи Дирихле для (1.1) без каких-либо условий малости, когда показатель p
постоянен и условие (1.3) не имеет места. Новизна результатов данной работы

заключается в получении аналогичных результатов в случае, когда показатель

p зависит от |x|.
Итак, нас интересует существование ограниченных радиально симметрич-

ных решений задачи (1.1), (1.2), где � = BR — шар радиуса R. Будем предпо-

лагать, что функция F (x, u,∇u) может быть представлена в виде F (r, u, ur) при

замене переменных r = |x|. Примерами таких функций являются, например,

функции вида

F (|x|, u, |∇u|), F (|x|, u, x · ∇u),

где x · ∇u =
n∑
i=1

xiuxi . В дальнейшем производную функции u по переменной r

будем обозначать через u′. Как известно, ограниченное радиально симметрич-

ное решение (1.1), (1.2) удовлетворяет уравнению

−(|u′|p(r)−2u′)′ − n− 1

r
|u′|p(r)−2u′ = F (r, u, u′), r ∈ (0, R), (1.4)

и краевым условиям

u′(0) = 0, u(R) = 0. (1.5)

Дадим определение решения задачи (1.4), (1.5).

Определение 1.1. Будем говорить, что функция u(r) является решением

задачи (1.4), (1.5), если u′(r) непрерывна по Гёльдеру на [0, R], удовлетворяет

(1.5) и имеет место интегральное тождество

R∫

0

|u′(r)|p(r)−2u′(r)φ′(r) dr =

R∫

0

n− 1

r
|u′(r)|p(r)−2u′(r)φ(r) dr

+

R∫

0

F (r, u(r), u′(r))φ(r) dr ∀φ(r) ∈ C∞0 (0, R).
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В силу указанной в определении гладкости искомого решения краевые условия

(1.5) понимаются в обычном смысле.

Представим F в виде

F (r, u, u′) = g0(r, u) + g(r, u, u′) + f(r),

причем F (r, 0, 0) не обращается тождественно в нуль и

lim
|u|→∞

|g0(r, u) + g(r, u, 0)| =∞, (1.6)

u(g0(r, u) + g(r, u, 0)) < 0, u 6= 0. (1.7)

Например, g0(r, u) + g(r, u, q) = −u|u|s − uer|q|µ , s > 0, удовлетворяет условиям

(1.6), (1.7).

Положим

max
r∈[0,R],|u|≤M

(g0(r, u) + g(r, u, 0) + f(r)) = M∗, max
r∈[0,R]

|f | = f∗.

Предположим, что g(r, u, u′) удовлетворяет условиям

g(r, u,−q) ≤ 0, u > 0, g(r, u, q) ≥ 0, u < 0, (1.8)

где q ∈ [q0, q1], 1 ≤ q0 < q1, r ∈ [0, R], |u| ≤M
|g(r, u, q)− g(s, u, q)| ≤ K(r, s, u, q)(r − s) (1.9)

для r, s ∈ (0, R), 0 < r − s, |u| ≤M , |q| ∈ [q0, q1], где K ≥ 0,

g(r, u2, q)− g(r, u1, q) ≥ γ(r, u1, u2, q)(u1 − u2) (1.10)

для r ∈ (0, R), |u1|, |u2| ≤M , u1 > u2, |q| ∈ [q0, q1], где γ(r, u1, u2, q) ≥ 0.

Предположим, что неравенства

K(r, s, u1,±q)− γ(r, u1, u2,±q)q̃ ≤ 0. (1.11)

выполнены для любых r, s, u1, u2, q̃ и q, удовлетворяющих условиям

(r, s) ∈ (0, R), s < r; |u1|, |u2| ≤M,u1 − u2 ≥ q̃(r − s); q̃, q ∈ [q0, q1], q < q̃.

Теорема 1.2. Пусть F (r, u, u′) ∈ C([0, R]× R× R), p(r) ∈ C1[0, R], p′ ≤ 0 и

выполнены условия (1.6)–(1.11). Тогда существует слабое решение задачи (1.4),

(1.5) такое, что функция |u′(r)|p(r)−2u′(r) непрерывна по Липшицу на [0, R] и

u(r) удовлетворяет следующим оценкам:

|u(r)| ≤M, |u′(r)| ≤ q1,
где M зависит от f∗, g0 и g, а q1 зависит от M и max

r∈[0,R]
|p′(r)|.

Ниже мы приводим примеры функций, удовлетворяющих условиям (1.6)–

(1.11) [14]:

g = rq2k+1 − u|q|ν , 2k > ν; g = −uer|q|µ, µ < 1; g = rq2k+1 − ue|q|.
Для того чтобы доказать теорему 1.2 регуляризуем уравнение (1.4) и докажем

классическую разрешимость регуляризованной задачи, основываясь на техни-

ке, разработанной в [12, 13], и используя принцип неподвижной точки. Далее

используем процедуру предельного перехода для получения слабого решения

задачи (1.4), (1.5).

Статья организована следующим образом. В § 2 мы получаем априорную

оценку классического решения регуляризованной задачи. Параграф 3 посвя-

щен получению априорной оценки производной классического решения регуля-

ризованной задачи. В § 4 доказывается теорема существования классического

решения регуляризованной задачи (см. теорему 4.2), а также приведено дока-

зательство существования слабого в смысле определения 1.1 решения задачи

(1.4), (1.5) (см. теорему 1.2).
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§ 2. Априорная оценка решения

регуляризованной задачи

Рассмотрим следующую регуляризацию уравнения (1.4):

−((u′α + ε)
p(r)−2
α u′)′ − n− 1

r
(u′α + ε)

p(r)−2
α u′ = F (r, u, u′), (2.1)

где постоянная α ∈ (0, 1) такова, что (u′α)
p(r)−2
α = |u′|p(r)−2, ε > 0. В качестве

α можно взять α = m
k , где m — четное число, k — целое положительное число.

Перепишем уравнение (2.1) в недивергентном виде

−aε(r, u′)u′′ −
n− 1

r
(u′α + ε)

p(r)−2
α u′ − bε(r, u′) = F (r, u, u′), (2.2)

где

aε(r, z) = (zα+ε)
p(r)−2
α −1((p(r)−1)zα+ε), bε(r, z) =

1

α
p′(r)z(zα+ε)

p(r)−2
α ln(zα+ε).

Нетрудно видеть, что aε(r, z) является четной функцией по z. Будем исследо-

вать существование классического решения задачи (2.2), (1.5). Для этого дадим

определение этого понятия.

Определение 2.1. Функцию u(r) ∈ C2(0, R) ∩ C1[0, R], удовлетворяющую

уравнению (2.2) в каждой точке интервала (0, R), а также краевым условиям

(1.5), понимаемым в обычном смысле, будем называть классическим решением

задачи (2.2), (1.5).

Наша цель в этом параграфе получить априорную оценку решения задачи

(2.2), (1.5), не зависящую от параметра регуляризации.

Лемма 2.1. Пусть F ∈ C([0, R]×R×R) и выполнены условия (1.6), (1.7).

Тогда для любого классического решения задачи (2.2), (1.5) имеет место следу-

ющая оценка:

|u(r)| ≤M
с некоторой постоянной M , зависящей от f∗, g0(r, u), g(r, u, 0).

Доказательство. Пусть в точке r = r0 ∈ (0, R) функция u(r) достигает

положительного максимума и f(r0) > 0, тогда u′(r0) = 0 и u′′(r0) ≤ 0. Из (2.2),

учитывая, что bε(r, 0) = 0, получим

g0(r0, u(r0)) + g(r0, u(r0), 0) + f(r0) ≥ 0.

Принимая во внимание (1.7), получаем

|g0(r0, u(r0)) + g(r0, u(r0), 0)| ≤ f(r0) ≤ f∗,

откуда в силу (1.6) немедленно вытекает существование постоянной M1 > 0,

зависящей от f∗ и g0(r, u), g(r, u, 0), такой, что

u(r0) ≤M1.

Если же f(r0) ≤ 0, то r0 не может быть точкой положительного максимума

функции u.

Переходим к исследованию поведения u на границе. Если r = 0 является

точкой положительного максимума функции u, то существует δ-окрестность
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точки r = 0 такая, что для любого r ∈ (0, δ) имеем u(r) > 0, u′(r) ≤ 0 и

u′′(r) ≤ 0. Тогда из (2.2) для указанных значений r получим

bε(r, u
′) + F (r, u, u′) ≥ 0.

Устремляя r → 0, учитывая (1.5), bε(r, 0) = 0, предполагая, что f(0) > 0, в

пределе получаем

|g0(0, u(0)) + g(0, u(0), 0)| ≤ f(0) ≤ f∗

и как следствие

u(0) ≤M1.

Если f(0) ≤ 0, то достижение функцией u положительного максимума в нуле

невозможно. Так как u(R) = 0, то в итоге имеем

u(r) ≤M1, r ∈ [0, R]. (2.3)

Предполагая, что в точке r = r1 ∈ (0, R) функция u достигает отрицательного

минимума, и действуя аналогично предыдущим рассуждениям, легко показать,

что существует постоянная M2 > 0, зависящая от f∗ и g0(r, u), g(r, u, 0), такая,

что

u(r) ≥ −M2. (2.4)

Таким образом, из (2.3), (2.4) вытекает, что решения задачи (2.2), (1.5) удовле-

творяют

|u(r)| ≤M ∀r ∈ (0, R), M = max{M1,M2}. �
Введем неубывающую неотрицательную функцию ψ(ρ) ∈ C1(0,+∞) такую,

что существуют постоянные q0, q1, которые удовлетворяют 1 ≤ q0 < q1 < +∞,

и выполнено
q1∫

q0

ρdρ

ψ(ρ)
= 2M. (2.5)

Положим

τ(κ) =

q1∫

κ

dρ

ψ(ρ)
,

где параметр κ меняется в пределах [q0, q1], а функция ψ определена в (2.5).

Пусть

τ0 ≡ τ(q0) =

q1∫

q0

dρ

ψ(ρ)
.

Введем функцию h(τ) как решение следующей задачи:

h′′ + ψ(|h′|) = 0, h(0) = 0, h(τ0) = 2M. (2.6)

Легко видеть, что

h(τ(κ)) =

q1∫

κ

ρdρ

ψ(ρ)
.

Более того, h(τ0) = 2M (в силу (2.5) ). Заметим, что h′(τ) ≥ 1 для τ ∈ [0, τ0].
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Лемма 2.2. Пусть выполнены условия леммы 2.1, а также условия (1.8),

(2.5). Тогда для любого классического решения задачи (2.2), (1.5) имеет место

следующая оценка:

|u(r)| ≤ h(R− r), r ∈ [R− τ0, R] ∩ [0, R].

Доказательство. Введем следующий оператор:

L ≡ −aε(r, u′(r))
d2

dr2
.

Тогда

Lu =
n− 1

r
(u′α + ε)

p(r)−2
α u′ + bε(r, u

′) + F (r, u, u′)

и для ζ = R− r, используя (2.6),

Lh(ζ) = −aε(r, u′(r))h′′(ζ) = aε(r, u
′(r))ψ(|h′(ζ)|).

Таким образом, для функции v(r) ≡ u(r)− h(ζ) получаем

Lv = Lu−Lh =
n− 1

r
(u′α+ε)

p(r)−2
α u′+bε(r, u

′)+F (r, u, u′)−aε(r, u′(r))ψ(|h′(ζ)|).
(2.7)

С другой стороны,

Lv = Lu− Lh = −aε(r, u′(r))v′′. (2.8)

Следовательно, из (2.7), (2.8) получаем

−aε(r, u′)v′′ =
n− 1

r
(u′α + ε)

p(r)−2
α u′+ bε(r, u

′) +F (r, u, u′)− aε(r, u′(r))ψ(|h′(ζ)|).
(2.9)

Предположим, что в некоторой точке r0 ∈ (R − τ0, R) функция v(r) достигает

положительного максимума. Тогда u(r0) > 0, v′(r0) = 0, откуда следует, что

u′(r0) = −h′(R − r0) и Lv|r=r0 ≥ 0. Так как p(r) ∈ C1[0, R], h′ ≥ 1 и выполнено

(1.8), то

[bε(r,−h′) + F (r, u,−h′)] |r=r0 ≤ [bε(r,−h′) + g0(r, u) + f(r)] |r=r0

≤ 1

α
|p′(r)| h′((−h′)α + ε)

p(r)−2
α ln((−h′)α + ε)|r=r0 +M∗

≤ 1

α
|p′(r)| h′((−h′)α + ε)

p(r)−2
α +1|r=r0 +M∗. (2.10)

Можно заметить, что для любого µ > 0 функция ψ(h′(ζ)) = µh′2(ζ) +M∗ удо-

влетворяет (2.5) с определенными q0 ≥ 1, q1 за счет выбора q1. Дифференцируя

aε(r, z), легко показать, что эта функция является возрастающей по параметру

ε, откуда следует оценка

aε(r, z) = ((−h′)α + ε)
p(r)−2
α −1((p(r) − 1)(−h′)α + ε)

≥ (p(r) − 1)(h′)p(r)−2 ≥ qp(r)−2
0 (p(r) − 1) ≥ 1. (2.11)

Учитывая (2.10), (2.11), взяв указанное ψ, легко получить, что для выполнения

неравенства

[bε(r,−h′) + F (r, u, u′)] |r=r0 < aε(r,−h′)ψ(h′(ζ))|r=r0 (2.12)
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достаточно, чтобы имело место неравенство (напомним, что (−h′)α = (h′)α)

1

α
|p′(r)|((h′)α + ε)|r=r0 < µh′|r=r0 .

Это, очевидно, имеет место при 1
α max
r∈[0,R]

|p′(r)|(1 + ε) < µ. Таким образом, из

(2.5), (2.10) и (2.12) вытекает

−aε(r, u′(r))v′′ ≤
n− 1

r
(u′α+ε)

p(r)−2
α u′+bε(r, u

′)+F (r, u, u′)−aε(r, u′(r))ψ(h′(ζ)) < 0,

(2.13)

противоречие с тем, что v достигает положительного максимума внутри (R −
τ0, R).

Рассмотрим v на границе. Если τ0 ≥ R, то на сегменте [0, R] получаем

1) v′(0) = u′(0)+h′(R) = h′(R) > 0 при r = 0, следовательно, на этом конце

функция v не может достигать максимума;

2) v(R) = u(R)− h(0) = 0 при r = R.

Если τ0 < R, то на сегменте [R − τ0, R] получаем

3) v(R − τ0) = u(R− τ0)− h(τ0) < 0 при r = R− τ0 из леммы 2.1 и (2.5);

4) v(R) = u(R)− h(0) = 0 при r = R.

В итоге v(r) ≤ 0,

u(r) ≤ h(R − r). (2.14)

Перейдем к получению оценки снизу. Введем функцию w(r) ≡ u(r) + h(ζ).
Аналогично (2.9) получаем

− aε(r, u′(r))w′′ ≤
n− 1

r
(u′α + ε)

p(r)−2
α u′ + bε(r, u

′)

+ F (r, u, u′)− aε(r, u′(r))ψ(h′(ζ)) < 0. (2.15)

Предположим, что в некоторой точке r1 ∈ (R − τ0, R) функция w(r) достигает

отрицательного минимума. Тогда u(r1) < 0, wr(r1) = 0, откуда следует ur(r1) =

h′(R− r1) и Lw|r=r1 ≤ 0. С другой стороны, используя второе условие в (1.8), а

также (2.10), (2.12), которые также имеют место при замене −h′ на h′, из (2.15)

(аналогично (2.13)) получаем

−aε(r, ur)wrr |r=r1 > 0.

Это противоречит предположению о том, w(r) достигает отрицательного мини-

мума r = r1. Рассмотрим w на границе. Если τ0 ≥ R, то на сегменте [0, R]

получаем:

1) w′(0) = u′(0) − h′(R) = −h′(R) < 0 при r = 0, следовательно, на этом

конце функция w не может достигать минимума;

2) w(R) = u(R) + h(0) = 0 при r = R.

Если τ0 < R, то на сегменте [R − τ0, R] получаем

3) w(R − τ0) = u(R− τ0) + h(τ0) > 0 при r = R− τ0 из леммы 2.1 и (2.5);

4) w(R) = u(R) + h(0) = 0 при r = R.

Значит, w(r) ≥ 0,

u(r) ≥ −h(R− r). (2.16)

Из (2.14), (2.16) заключаем, что

|u(r)| ≤ h(R − r), r ∈ [R− τ0, R]. �
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§ 3. Априорная оценка производной

решения регуляризованной задачи

Перейдем к оценке производной классического решения регуляризованной

задачи.

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия лемм 2.1, 2.2, а также условия

(1.9)–(1.11). Предположим, что p′(r) ≤ 0. Тогда для любого классического

решения задачи (2.2), (1.5) выполнена следующая оценка:

|u′(r)| ≤ h′(0), r ∈ [0, R].

Доказательство. Запишем уравнение (2.2) в двух различных точках r =

x и r = y

− aε(x, u′(x))u′′(x) =
n− 1

x

(
u′α(x) + ε

) p(x)−2
α u′(x)

+ bε(x, u
′(x)) + F (x, u(x), u′(x)), (3.1)

− aε(y, u′(y))u′′(y) =
n− 1

y

(
u′α(y) + ε

) p(y)−2
α u′(y)

+ bε(y, u
′(y)) + F (y, u(y), u′(y)), (3.2)

где x, y ∈ (0, R). Вычитая (3.2) из (3.1), получаем

− aε(x, u′(x))u′′(x) + aε(y, u
′(y))u′′(y)

= bε(x, u
′(x)) − bε(y, u′(y)) +

n− 1

x

(
u′α(x) + ε

)p(x)−2
α u′(x)

− n− 1

y
(u′α(y) + ε)

p(y)−2
α u′(y) + F (x, u(x), u′(x)) − F (y, u(y), u′(y)). (3.3)

Положим V (x, y) = u(x)− u(y). Принимая во внимание равенства Vxx = u′′(x),
Vyy = −u′′(y), запишем (3.3) в следующем виде:

− aε(x, u′(x))Vxx − aε(y, u′(y))Vyy

= bε(x, u
′(x))− bε(y, u′(y)) +

n− 1

x
(u′α(x) + ε)

p(x)−2
α u′(x)

− n− 1

y
(u′α(y) + ε)

p(y)−2
α u′(y) + F (x, u(x), u′(x))− F (y, u(y), u′(y)).

Определим линейный оператор

L̃ ≡ −aε(x, u′(x))
∂2

∂x2
− aε(y, u′(y))

∂2

∂y2
.

Функция h(x− y) удовлетворяет равенству

L̃h = −aε(x, u′(x))hxx − aε(y, u′(y))hyy = −(aε(x, u
′(x)) + aε(y, u

′(y)))h′′(x− y).

Для функции W (x, y) = V (x, y) − h(x− y) имеем

L̃W = −aε(x, u′(x))Wxx − aε(y, u′(y))Wyy = L̃V − L̃h

=
n− 1

x

(
u′α(x)+ε

) p(x)−2
α u′(x)−n− 1

y

(
u′α(y)+ε

)p(y)−2
α u′(y)+bε(x, u

′(x))−bε(y, u′(y))

+ F (x, u(x), u′(x)) − F (y, u(y), u′(y)) + (aε(x, u
′(x)) + aε(y, u

′(y)))h′′. (3.4)
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Рассмотрим (3.4) в области P = {(x, y) : x ∈ (0, R), y ∈ (0, R), 0 < x− y < τ0}.
Пусть τ0 < R. Предположим, что в некоторой точке Q0 = (x0, y0) ∈ P

функция W (x, y) достигает положительного максимума. Тогда Wxx(x0, y0) ≤ 0,

Wyy(x0, y0) ≤ 0 и как следствие

L̃W |Q0 ≥ 0. (3.5)

В то же время имеют место следующие соотношения

Wx(x0, y0) = Wy(x0, y0) = 0, u′(x0) = u′(y0) = h′(x0 − y0), u(x0) > u(y0). (3.6)

Используя тот факт, что p′ ≤ 0, x0 > y0, получаем
[
n− 1

x
(u′α(x) + ε)

p(x)−2
α u′(x) − n− 1

y
(u′α(y) + ε)

p(y)−2
α u′(y)

]
|Q0 < 0. (3.7)

Из (2.12), (3.4), (3.6), (3.7) и четности функции aε следует, что

L̃W |Q0 < bε(x0, u
′(x0))−bε(y0, u′(y0))+F (x0, u(x0), u

′(x0))−F (y0, u(y0), u
′(y0))

− (aε(x0, u
′(x0)) + aε(y0, u

′(y0)))ψ(h′(x0 − y0))
≤ g(x0, u(x0), h

′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h
′(x0 − y0))

Чтобы получить противоречие с неравенством (3.5), необходимо показать, что

g(x0, u(x0), h
′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h

′(x0 − y0)) ≤ 0. (3.8)

Представим (3.8) в следующем виде:

g(x0, u(x0), h
′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h

′(x0 − y0))
= [g(x0, u(x0), h

′(x0 − y0))− g(y0, u(x0), h
′(x0 − y0))]

+ [g(y0, u(x0), h
′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h

′(x0 − y0))]. (3.9)

Используя условия (1.9), (1.10), из (3.9) получим

g(x0, u(x0), h
′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h

′(x0 − y0))
≤ [K(x0, y0, u(x0), h

′(x0 − y0))(x0 − y0)
− γ(x0, u(x0), u(y0), h

′(x0 − y0))(u(x0)− u(y0))]. (3.10)

В точке максимума

u(x0)− u(y0) > h(x0 − y0) = h(x0 − y0)− h(0) = h′(ξ)(x0 − y0), 0 < ξ < x0 − y0.
(3.11)

Положим для упрощения записи

K(x0, y0, u(x0), h
′(x0 − y0)) = K(·, h′(x0 − y0)),

γ(x0, u(x0), u(y0), h
′(x0 − y0)) = γ(·, h′(x0 − y0)).

Используя (1.11), (3.11), неравенство (3.10) можно переписать в виде

g(x0, u(x0), h
′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h

′(x0 − y0))
≤ [K(·, h′(x0 − y0))− γ(·, h′(x0 − y0))h′(ξ)](x0 − y0) ≤ 0. (3.12)

Таким образом, L̃W |Q0 < 0 и, как следствие, W не может достигать положи-

тельного максимума внутри P .
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Рассмотрим W на границе ∂P . Из леммы 2.2 следует, что

1) при x = R, y ∈ [R− τ0, R] имеем

W (x, y)
∣∣∣
x=R

= u(R)− u(y)− h(R − y) ≤ 0;

2) при x = y имеем

W (x, y)|x=y = u(x)− u(y)− h(x− y)|x=y = −h(0) = 0;

3) при x− y = τ0, x ∈ [τ0, R]

W (x, y)|y=x−τ0 = u(x)− u(y)− h(τ0) ≤ 0,

используя (2.5) и параметрическое представление функции h;

4) при y = 0, x ∈ [0, τ0]

Wy(x, y)|y=0 = −uy(0) + h′(x) = h′(x) > 0.

Это означает, что W не может достигать положительного максимума на этой

части границы. Итак, W (x, y) ≤ 0, откуда

u(x)− u(y) ≤ h(x− y), (x, y) ∈ P . (3.13)

Аналогичный результат легко получить подобным же образом и в случае τ0 ≥ R.

В этом случае P = {(x, y) : x ∈ (0, R), y ∈ (0, R), x > y}.
Оценим разность u(x) − u(y) снизу. Пусть τ0 < R, рассмотрим функцию

W̃ = Ṽ (x, y)− h(x− y) = u(y)− u(x)− h(x− y). Вычитая (3.1) из (3.2), c учетом

соотношений Ṽxx = −u′′(x), Ṽyy = u′′(y), получаем

− aε(y, u′(y))Ṽyy − aε(x, u′(x))Ṽxx

= −n− 1

x
(u′α(x) + ε)

p(x)−2
α u′(x) +

n− 1

y
(u′α(y) + ε)

p(y)−2
α u′(y)

− bε(x, u′(x)) + bε(y, u
′(y))− F (x, u(x), u′(x)) + F (y, u(y), u′(y)),

откуда

L̃Ṽ − L̃h = L̃W̃

= −n− 1

x
(u′α(x) + ε)

p(x)−2
α u′(x) +

n− 1

y
(u′α(y) + ε)

p(y)−2
α u′(y)

− bε(x, u′(x)) + bε(y, u
′(y))− F (x, u(x), u′(x)) + F (y, u(y), u′(y))

− (aε(x, u
′(x)) + aε(y, u

′(y)))ψ(h′(x− y)). (3.14)

Предположим, что в некоторой точке Q1 = (x1, y1) ∈ P функция W̃ (x, y) дости-

гает своего положительного максимума. Тогда

W̃x(x1, y1) = W̃y(x1, y1) = 0, W̃xx(x1, y1) ≤ 0, W̃yy(x1, y1) ≤ 0,

u′(x1) = u′(y1) = −h′(x1 − y1), L̃W̃ |Q1 ≥ 0.
(3.15)

С другой стороны, из (2.12), (3.7), (3.14), (3.15), p′ ≤ 0 и четности функций aε
следует, что

L̃W̃ |Q1 < −g(x1, u(x1),−h′(x1 − y1)) + g(y1, u(y1),−h′(x1 − y1))
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Действуя так же, как в (3.8)–(3.12), учитывая, что здесь u(y1) > u(x1), получаем

L̃W̃ |Q1 < 0.

Это противоречит предположению о том, что W̃ достигает своего положитель-

ного максимума внутри P .

Рассмотрим W̃ на ∂P . Из леммы 2.2 следует, что

1) при x = R, y ∈ [R− τ0, R] имеем

W̃ (x, y)
∣∣∣
x=R

= u(y)− u(R)− h(R − y) ≤ 0;

2) при x = y имеем

W̃ (x, y)|x=y = u(y)− u(x)− h(x− y)|x=y = −h(0) = 0;

3) при x− y = τ0, x ∈ [τ0, R]

W̃ (x, y)|y=x−τ0 = u(y)− u(x)− h(τ0) ≤ 0,

используя (2.5) и параметрическое представление функции h;

4) при y = 0, x ∈ [0, τ0]

W̃y(x, y)|y=0 = uy(0) + h′(x) = h′(x) > 0.

Это означает, что W̃ не может достигать положительного максимума на этой

части границы. Таким образом, W̃ (x, y) ≤ 0, откуда

u(y)− u(x) ≤ h(x− y), (x, y) ∈ P . (3.16)

Аналогичный результат легко получить подобным же образом и в случае τ0 ≥ R.

В этом случае P = {(x, y) : x ∈ (0, R), y ∈ (0, R), x > y}.
Из (3.13) и (3.16) следует, что

|u(x)− u(y)| ≤ h(x− y), (x, y) ∈ P .
В силу симметрии переменных x, y можно аналогичным образом рассматривать

случай x < y, чтобы получить оценку |u(x)− u(y)| ≤ h(y − x). Следовательно,

|u(x)− u(y)| ≤ h(|x− y|), x, y ∈ P.
Замечая, что h(0) = 0, можно переписать последнее неравенство в виде

|u(x)− u(y)|
|x− y| ≤ h(|x− y|)− h(0)

|x− y| ,

откуда сразу следует требуемая оценка градиента

|u′(x)| ≤ h′(0), x ∈ [0, R].

§ 4. Доказательство теорем существования

Рассмотрим решение uε регуляризованного уравнения (2.1)

−((u′ε)
α + ε)

p(r)−2
α u′ε)

′ − n− 1

r
((u′ε)

α + ε)
p(r)−2
α u′ε = F (r, uε, u

′
ε) (4.1)

вместе с краевым условием (1.5), которые запишем для uε:

u′ε(0) = 0, uε(R) = 0. (4.2)

Для того чтобы доказать существование классического решения задачи (4.1),

(4.2), необходимо показать, что выражение n−1
r ((u′ε)

α + ε)
p(r)−2
α u′ε ограничено

при r→ 0. Обозначим Z(r) = ((u′ε)
α + ε)

p(r)−2
α u′ε. Имеет место следующая
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Лемма 4.1. Если uε является классическим решением задачи (4.1), (4.2),

то Z(r) ∈ C1[0, R) и

Z ′(0) = −F (0, uε(0), 0)

n
.

Доказательство этой леммы без предварительной регуляризации в слу-

чае F ≡ 0 приведено в [15]. Для уравнения вида (4.1) с постоянным показателем

p доказательство можно посмотреть в [14]. Но это же самое доказательство без

каких-либо изменений может быть использовано и в случае p = p(r), так как

используется представление регуляризованного уравнения в дивергентном виде

и член bε(r, u
′
ε) не возникает.

Перейдем к доказательству существования классического решения задачи

(4.1), (4.2).

Теорема 4.2. Пусть F (r, uε, u
′
ε) ∈ C([0, R]×R×R), p(r) ∈ C1[0, R], p′(r) ≤

0 и выполнены условия (1.6)–(1.11). Тогда существует классическое решение

задачи (4.1), (4.2) такое, что функция |u′ε(r)|p(r)−2u′ε(r) непрерывна по Липшицу

на [0, R] и uε(r) удовлетворяет следующим оценкам:

|uε| ≤M, |u′ε| ≤ q1,

где M зависит от f∗ и g0, g, а q1 = h′(0).

Доказательство. Из леммы 4.1 вытекает равномерная по ε ограничен-

ность функции Z ′ в [0, R] и, как следствие, непрерывность по Липшицу функции

|u′ε(r)|p(r)−2u′ε(r) с постоянной Липшица, не зависящей от ε. Положим

G(r, uε, u
′
ε) = F (r, uε, u

′
ε) + bε(r, u

′
ε)

и перепишем (4.1) в виде

−aε(r, u′ε)u′′ε −
n− 1

r
((u′ε)

α + ε)
p−2
α u′ε = G(r, uε, u

′
ε).

Для любой z ∈ C1[0, R] функции G(r, z, z′) и aε(r, z
′) принадлежат C[0, R]. По-

ложим

g(z)(r) =
((z′)α + ε)

p(r)−2
α

aε(r, z′)
=

(z′)α + ε

(p(r) − 1)(z′)α + ε
, G(z)(r) = −G(r, z, z′)

aε(r, z′)
.

Заметим, что функции g(z)(r), G(z)(r) непрерывны на [0, R].

Рассмотрим линейное уравнение

u′′ε +
n− 1

r
g(z)(r)u

′
ε = G(z)(r)

вместе с краевыми условиями (4.2). Эта задача эквивалентна следующей:

u′ε(r) = V (r), V ′ +
n− 1

r
g(z)(r)V = G(z)(r). (4.3)

Легко видеть, что функция

uε =

r∫

R

s∫

0

e−
∫
s

t
n−1
λ g(z)(λ)dλG(z)(t) dtds (4.4)
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дает единственное решение задачи (4.3), (4.2) и принадлежит C2(0, R)∩C1[0, R].

Результаты лемм 2.1, 2.2, 3.1 и упомянутое выше следствие из леммы 4.1 поз-

воляют применить принцип неподвижной точки [16] для доказательства суще-

ствования решения задачи (4.1), (4.2). Применение теоремы Лерэ — Шаудера

требует наличия априорных оценок в семействе уравнений с параметром, где

параметр входит в уравнение как множитель при младших членах, т. е. семей-

ство имеет вид

−aε(r, u′ε)u′′ε = σ

(
n− 1

r
(u′αε + ε)

p(r)−2
α u′ε +G(r, uε, u

′
ε)

)
,

где σ ∈ [0, 1] [16, гл. 11, теорема 11.3 ]. Учитывая специфику вхождения па-

раметра σ и его пределы изменения, выполнение всех оценок и условий легко

можно проверить. Теорема доказана. �

Доказательство теоремы 1.2. Рассмотрим уравнение (4.1). Домножая

(4.1) на φ ∈ C∞0 (0, R) и интегрируя по частям, получим

R∫

0

((u′ε)
α + ε)

p(r)−2
α u′εφ

′ dr −
R∫

0

n− 1

r
((u′ε)

α + ε)
p(r)−2
α u′εφdr

=

R∫

0

F (r, uε, u
′
ε)φ(r) dr. (4.5)

Из равномерной по ε ограниченности Z ′ в [0, R] заключаем о существовании

подпоследовательности εn → 0 такой, что

uεn(r)→ u(r), u′εn(r)→ u′(r) в C[0, R], (4.6)

откуда в силу непрерывности функции G по совокупности своих переменных

сразу следует, что

F (r, uεn , u
′
εn)→ F (r, u, u′) в C[0, R].

Также из (4.6) получаем

(u′εn)α + εn → (u′)α в C[0, R],

((u′εn)α + εn)
p(r)−2
α u′εn → |u′|p(r)−2u′ в C[0, R]. (4.7)

Из (4.7) и того факта, что функция
φ(r)
r непрерывна на [0, R], вытекает, что

R∫

0

n− 1

r
((u′εn)α + εn)

p(r)−2
α u′εnφdr →

R∫

0

n− 1

r
|u′|p(r)−2u′φdr.

Переходя к пределу в (4.5) при ε → 0, получаем, что u = lim
ε→0

uε является

искомым слабым радиально-симметричным решением задачи (1.4), (1.5). �
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О ФРЕДГОЛЬМОВОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОГО

КЛАССА ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

А. Г. Туманян

Аннотация. Исследуется фредгольмовость регулярных гипоэллиптических опера-
торов со специальными переменными коэффициентами. Для данного класса опе-
раторов получены априорные оценки и установлен критерий фредгольмовости в
мультианизотропных весовых соболевских пространствах на всем Rn.

DOI10.33048/smzh.2026.67.212

Ключевые слова: фредгольмов оператор, регулярный гипоэллиптический опера-
тор, априорная оценка, мультианизотропные весовые пространства.

Посвящается юбилею

Геннадия Владимировича Демиденко

1. Введение и основные определения

Данная работа посвящена исследованию регулярных гипоэллиптических

операторов, которые являются специальным подклассом гипоэллиптических

операторов по Хёрмандеру (см. [1]). Характеристические многочлены этих

операторов являются мультиквазиэллиптическими, в силу чего данный класс

операторов естественным образом обобщает эллиптические, параболические, 2b-

параболические и квазиэллиптические операторы. Регулярные гипоэллиптиче-

ские операторы были введены в 1960–1970-х гг. и активно исследовались в ра-

ботах С. М. Никольского [2], В. П. Михайлова [3], Фриберга [4], Л. Р. Волевича и

С. Г. Гиндикина [5], Г. Г. Казаряна [6] и других авторов. Анализ регулярных ги-

поэллиптических операторов связан с определенными трудностями, поскольку

соответствующие характеристические многочлены, в отличие от эллиптическо-

го и квазиэллиптического случаев, не являются однородными или обобщенно

однородными. Условия разрешимости, априорные оценки, а также фредголь-

мовы и спектральные свойства регулярных гипоэллиптических операторов изу-

чены лишь для отдельных классов операторов в специальных функциональных

пространствах, при этом большинство известных результатов относится к эл-

липтическим и квазиэллиптическим операторам.

Фредгольмовы свойства эллиптических операторов в различных функцио-

нальных пространствах исследованы в работах Л. А. Багирова [7], Локкарта и

Работа выполнена при финансовой поддержке Комитета по высшему образованию и
науке МОНКС РА №25RG-1A205.

c© 2026 Туманян А. Г.
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Маккоуна [8, 9], Шроэ [10] и других авторов. Априорные оценки и фредгольмо-

ва разрешимость квазиэллиптических операторов изучены в работах Л. А. Ба-

гирова [11], Г. А. Карапетяна и А. А. Дарбиняна [12], А. А. Дарбиняна и А. Г. Ту-

манян [13] и др.

Вопросы корректной разрешимости и изоморфизма квазиэллиптических

операторов в специальной шкале весовых соболевских пространств изучены в

работах Г. В. Демиденко (см. [14–16]).

В работах Родино, Боггиатто, Бузано (см. [17]) исследованы фредгольмовы

и спектральные свойства специальных классов регулярных гипоэллиптических

псевдодифференциальных операторов в мультианизотропных пространствах с

полиномиальными весами. Спектральные свойства гипоэллиптических псевдо-

дифференциальных операторов типа Шредингера, а также операторов, являю-

щихся относительно ограниченными возмущениями операторов с постоянными

коэффициентами, изучены в работах Бузано и Зигиотто (см. [18, 19]). Условия

фредгольмовости для регулярных гипоэллиптических операторов на соболев-

ских шкалах Hk,R,p
q (Rn) со специальными весовыми функциями установлены

в [20, 21].

В настоящей работе исследованы нормальная разрешимость, фредголь-

мовость и спектральные свойства одного класса регулярных гипоэллиптиче-

ских операторов с переменными коэффициентами на всем Rn. При некото-

рых условиях на коэффициенты получены априорные оценки для дифференци-

альных операторов, действующих в мультианизотропных весовых соболевских

пространствах. Установлен критерий фредгольмовости для рассматриваемого

класса операторов в мультианизотропных пространствахHR,p
q (Rn) с ограничен-

ной весовой функцией q из специального класса. В работе также приводится

описание существенного спектра таких операторов в случае q ≡ 1. Спектраль-

ные свойства рассматриваемых операторов отличаются от свойств операторов

на весовых шкалах, изученных в предыдущих работах (см. [20–22]).

Определение 1.1. Линейный ограниченный оператор A, определенный

на всем банаховом пространстве X и действующий в банахово пространство Y ,

назовем n-нормальным оператором, если выполняются следующие условия:

1) образ оператора A замкнут (Im(A) = Im(A));

2) ядро оператора A конечномерно (dim Ker(A) <∞).

Оператор A назовем фредгольмовым, если выполняются условия 1, 2 и

3) коядро оператора A конечномерно (dim coker(A) = dim(Y/ Im(A)) <∞).

Определение 1.2. Пусть A — замкнутый оператор с плотной областью

определения в банаховом пространстве X . Существенным спектром σess(A)

назовем множество комплексных чисел λ, для которых A−λI не является фред-

гольмовым.

Разность между размерностями ядра и коядра оператора A называется ин-

дексом оператора:

ind(A) = dim Ker(A)− dim coker(A).

Определение 1.3. Для линейного ограниченного оператора A, действу-

ющего из банахова пространства X в банахово пространство Y (A : X → Y ),

линейные ограниченные операторы R1 : Y → X и R2 : Y → X назовем соот-

ветственно левым и правым регуляризаторами, если выполняются следующие
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условия: R1A = IX + T1, AR2 = IY + T2, где IX , IY — единичные операторы, а

T1 : X → X и T2 : Y → Y — компактные операторы. Линейный ограниченный

оператор R : Y → X назовем регуляризатором для оператора A : X → Y , если

он одновременно является и левым, и правым регуляризатором.

Пусть n ∈ N и Rn — n-мерное евклидово пространство, Zn+, Nn соответ-

ственно множества n-мерных мультииндексов и n-мерных мультииндексов с на-

туральными компонентами. Пусть N ⊂ Zn+ — некоторое конечное множество

мультииндексов, R = R(N ) — минимальный выпуклый многогранник, содер-

жащий элементы из N .

Определение 1.4. Многогранник R назовем вполне правильным, если вы-

полняются следующие условия:

а) R является полным многогранником: R имеет вершины в начале коор-

динат и на каждой оси координат Rn, отличные от начала координат;

б) все компоненты внешних нормалей (n− 1)-мерных некоординатных гра-

ней R положительные.

Пусть R — вполне правильный многогранник. Обозначим через R
n−1
j ,

j = 1, . . . , In−1, (n − 1)-мерные некоординатные грани R с соответствующими

внешними нормалями µj такими, что для всех мультииндексов α ∈ R
n−1
j вы-

полняется (α : µj) = α1

µj1
+ · · · + αn

µjn
= 1, ∂R =

In−1⋃
j=1

R
n−1
j . Для k > 0 обозначим

kR := {kα = (kα1, kα2, . . . , kαn) : α ∈ R}.
Рассмотрим дифференциальный оператор

P (x,D) =
∑

α∈R

aα(x)Dα, (1.1)

где

Dα = Dα1

1 . . .Dαn
n , Dj = i−1 ∂

∂xj
, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, aα(x) ∈ C∞(Rn).

Обозначим

P (x, ξ) =
∑

α∈R

aα(x)ξα.

Для ξ ∈ Rn обозначим

|ξ|R =
∑

α∈R

|ξα|, |ξ|∂R =
∑

α∈∂R

|ξα|.

Определение 1.5. Дифференциальный оператор P (x,D) назовем регу-

лярным в точке x0 ∈ Rn, если существует постоянная δ > 0 такая, что

1 + |P (x0, ξ)| ≥ δ|ξ|R ∀ξ ∈ Rn.

Оператор P (x,D) назовем регулярным в Rn, если P (x,D) является регулярным

в каждой точке x ∈ Rn, и равномерно регулярным в Rn, если существует посто-

янная δ > 0 такая, что

1 + |P (x, ξ)| ≥ δ|ξ|R ∀ξ ∈ Rn, ∀x ∈ Rn.

Рассмотрим примеры таких операторов.
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1. Пусть m ∈ N и R — многогранник Ньютона для точек (0, 0, . . . , 0),

(m, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . ,m). В этом случае определения (определение 1.5) со-

ответствуют определениям эллиптичности с |ξ|∂R = |ξ|m =
n∑
i=1

∣∣ξmi
∣∣.

2. Пусть ν ∈ Nn и R — многогранник Ньютона для точек (0, 0, . . . , 0),

(ν1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , νn). В этом случае определения (определение 1.5) со-

ответствуют определениям квазиэллиптичности с

|ξ|∂R = |ξ|ν =

n∑

i=1

∣∣ξνii
∣∣.

3. Пусть n = 2 и R — многогранник Ньютона для точек (0, 0), (8, 0), (0, 8)

и (6, 4). Тогда

P (x,D) = a1D
8
1 + a2D

6
1D

4
2 + a3D

8
2 + q(x),

где a1, a2, a3 > 0 и q ∈ C(R2), является регулярным в R2.

4. Пусть n = 3 и R — многогранник Ньютона для точек (0, 0, 0), (8, 0, 0),

(0, 8, 0), (6, 4, 0), (6, 0, 6), (0, 6, 6) и (0, 0, 12). Тогда

P (x,D) = D8
1 +D6

1D
4
2 +D8

2 +D6
1D

6
3 +D6

2D
6
3 +D12

3 + q(x),

где q ∈ C(R3), является регулярным в R3.

5. Пусть R — вполне правильный многогранник с вершинами, имеющими

четные координаты. Тогда

P (x,D) =
∑

α∈∂R

Dα + q(x),

где q ∈ C(Rn), является регулярным в Rn.

Пусть последовательность {ai}∞i=0 ⊂ R+ такая, что lim
i→∞

ai =∞ и выполня-

ется неравенство ai+1 < γai, где γ > 0 и i = 0, 1, . . . . Аналогично определениям

из работ [7, 20], используя последовательность {ai}∞i=0, определим специальное

покрытие {Wm}∞m=1 пространства Rn с помощью конечного открытого покры-

тия {Uj}lj=1 единичной сферы, где l не зависит от m, а также системы функций

{ϕm}∞m=1 и {ψm}∞m=1. Системы функций {ϕm}∞m=1 и {ψm}∞m=1 обладают следу-

ющими свойствами:

1) suppϕm ⊂ suppψm ⊂Wm;

2) ψm(x)ϕm(x) = ϕm(x) для всех x ∈ Rn;
3) для произвольного α ∈ Zn+ существует постоянная Cα > 0 такая, что

|Dαψm(x)| ≤ Cα(a[m−1
l ])

−|α|, |Dαϕm(x)| ≤ Cα(a[m−1
l ])

−|α| ∀x ∈ Rn,m = 1, 2, . . . ;

4)
∞∑
m=1

ϕm(x) ≡ 1.

Обозначим Q := {g ∈ C(Rn) : g(x) > 0 ∀x ∈ Rn}.
Для вполне правильного многогранника R обозначим через QR множество

функций g ∈ Q, удовлетворяющих следующим условиям:

1) 1
g(x) → 0 при |x| → ∞;

2) Dβg(x) ∈ C(Rn) для β ∈ Rβ 6= 0 и существует Cβ > 0 такая, что
|Dβg(x)|

g(x)1+(β:µj )
≤ Cβ для всех x ∈ Rn, j = 1, . . . , In−1;
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3) для произвольного ε > 0 существуют δ = δ(ε) > 0 и m0 = m0(ε) > 0

такие, что для всех m > m0 при max
j=1,...,l

diamUj < δ выполняется

max
x,y∈Wm

|g(x)− g(y)|
g(y)

< ε, max
x,y∈Wm

1

g(x)
1

µmax a[m−1
l ]

< ε,

где µmax = max
1≤i≤In−1

max
1≤j≤n

{µij}.

Примеры весовых функций из множества QR включают как полиномиаль-

ные, так и экспоненциальные весовые функции, например, |x|l
R

, exp (|x|r
R

) при

l, r > 0.

Для вполне правильного многогранника R обозначим через Q̃R множество

функций g ∈ Q, удовлетворяющих следующим условиям:

1) существует постоянная C > 0 такая, что 0 < g(x) ≤ C;

2) Dβg(x) ∈ C(Rn) для β ∈ R, β 6= 0, и существует Cβ > 0 такая, что
|Dβg(x)|

g(x)1+(β:µj )
≤ Cβ для всех x ∈ Rn, j = 1, . . . , In−1;

3) для произвольного ε > 0 существуют δ = δ(ε) > 0 и m0 = m0(ε) > 0

такие, что для всех m > m0 при max
j=1,...,l

diamUj < δ выполняется

max
x,y∈Wm

|g(x)− g(y)|
g(y)

< ε, max
x,y∈Wm

1

g(x)
1

µmin a[m−1
l ]

< ε,

где µmin = min
1≤i≤In−1

min
1≤j≤n

{µij}.

Например, в класс весовых функций Q̃R входит |x|l
R

, где − µmin

µmax
< l ≤ 0.

Для k ∈ R, вполне правильного многогранника R и 1 < p <∞ обозначим

Hk,R,p(Rn) := {u ∈ S
′ : ‖u‖k,R,p := ‖F−1(1 + |ξ|∂R)kFu‖Lp(Rn) <∞},

где S ′ — пространство обобщенных функций медленного роста.

Для � ⊂ Rn обозначим через Ḣk,R,p(�) пополнение C∞0 (�) по норме

‖ · ‖k,R,p.
Для k ∈ Z+, q ∈ Q, вполне правильного многогранника R и 1 < p < ∞

обозначим

Hk,R,p
q (Rn) :=

{
u : ‖u‖Hk,R,pq (Rn) := ‖u‖k,R,p,q

:=
∑

α∈kR

‖Dαu · qk−max
i

(α:µi)‖Lp(Rn) <∞
}
.

В случае k ∈ Z+ и q ≡ 1 введенные пространства совпадают.

Для k = 1 обозначим HR,p
q (Rn) := H1,R,p

q (Rn), HR,p(Rn) := H1,R,p(Rn).

Для � ⊂ Rn и x0 ∈ Rn обозначим

Hk,R,p
q (�) :=

{
u : ‖u‖Hk,R,pq (�) :=

∑

α∈kR

‖Dαu · qk−max
i

(α:µi)‖Lp(�) <∞
}
,

Hk,R,p
q(x0)

(Rn) :=
{
u : ‖u‖Hk,R,p

q(x0)
(Rn) := ‖u‖k,R,p,q(x0)

:=
∑

α∈kR

‖Dαu · q(x0)
k−max

i
(α:µi)‖Lp(Rn) <∞

}
.

Введенные пространства являются обобщением мультианизотропных собо-

левских пространств (см. [6]).
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2. Априорные оценки и нормальная разрешимость

Рассмотрим дифференциальный оператор P (x,D) (см. (1.1)), представи-

мый в следующем виде:

P (x,D) =
∑

α∈R

aα(x)Dα =
∑

α∈R

(
a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
+ a1

α(x)
)
Dα, (2.1)

где q ∈ Q, a0
α(x), a1

α(x) — ограниченные непрерывные функции на Rn, a1
α(x) =

o(q(x)
1−max

i
(α:µi)

) при |x| → ∞ для всех α ∈ R.

Легко проверить, что P (x,D) порождает линейный ограниченный оператор,

действующий из HR,p
q (Rn) в Lp(R

n).

Для N > 0 и x0 ∈ Rn обозначим

KN(x0) := {x ∈ Rn : |x− x0| ≤ N}, KN := KN (0).

В дальнейшем будем использовать следующую теорему, которая является

следствием теоремы 7.1 из работы [23].

Теорема 2.1. Пусть q ∈ Q и P (x,D) — дифференциальный оператор (2.1).

Тогда P (x,D) : HR,p
q (Rn) → Lp(R

n) является n-нормальным тогда и только

тогда, когда существуют постоянные κ > 0 и N > 0 такие, что имеет место

оценка

‖u‖R,p,q ≤ κ(‖Pu‖Lp(Rn) + ‖u‖Lp(KN )) ∀u ∈ HR,p
q (Rn).

Теорема 2.2. Пусть q ∈ Q̃R и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0

для всех α ∈ R. Пусть существуют постоянные κ > 0 и N > 0 такие, что

‖u‖R,p,q ≤ κ(‖Pu‖Lp(Rn) + ‖u‖Lp(KN )) ∀u ∈ HR,p
q (Rn). (2.2)

Тогда P (x,D) является регулярным в Rn и существуют постоянные δ > 0 и

M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. (2.3)

Доказательство. Из теоремы 3.1 работы [22] следует, что P (x,D) явля-

ется регулярным в Rn. Докажем оценку (2.3).

Пусть m ∈ N, xm ∈Wm, ξ ∈ Rn и ũm(x) := exp(i(ξ, x))ψm(x).

В силу того, что q ∈ Q̃R, для любого ε > 0 существуют δ(ε) > 0 и m0(ε) > 0

такие, что для всех m > m0 при max
j=1,...,l

diamUj < δ

|q(x)− q(y)| ≤ εq(y) ∀x, y ∈Wm.

Тогда для любого r > 0 имеет место неравенство

|q(x)r − q(xm)r| ≤ τr(ε)q(xm)r ∀x ∈ Wm, (2.4)

где τr(ε)→ 0 при ε→ 0.
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Из неравенства (2.4) и того факта, что supp ũm ⊂ Wm, следует, что суще-

ствует функция τ(ε) такая, что τ(ε)→ 0 при ε→ 0 и имеют место неравенства

‖ũm‖R,p,q ≥ (1− τ(ε))‖ũm‖R,p,q(xm).

Для достаточно большого m0 и при достаточно малом значении max
j=1,...,l

diamUj

для m > m0 имеет место неравенство

‖ũm‖R,p,q ≥
1

2
‖ũm‖R,p,q(xm). (2.5)

Учитывая свойства {ψm}∞m=1 и то, что (γ : µi) − |γ|
µmin

≤ 0 для γ ∈ R

и i = 1, . . . , In−1, получим, что для произвольного ε > 0 и γ ∈ R, γ 6= 0,

существуют δ(ε) > 0 и m0(ε) > 0 такие, что для m > m0 и max
j=1,...,l

diamUj < δ

выполняется неравенство

|Dγψm(x)|
q(x)(γ:µi)

=
|Dγψm(x)|a|γ|

[m−1
l ]

q(x)
(γ:µi)−

|γ|
µmin q(x)

|γ|
µmin a

|γ|

[m−1
l ]

≤ ωγ(ε), (2.6)

где µmin = min
1≤i≤In−1

min
1≤j≤n

{µij} и ωγ(ε)→ 0 при ε→ 0.

Для β ∈ R с некоторой постоянной C1 > 0 имеет место неравенство

‖Dβũm‖Lp(Rn)q(xm)
1−max

i
(β:µi) ≥ |ξβ |‖ψm‖Lp(Rn)q(xm)

1−max
i

(β:µi)

− C1

∑

0≤γ<β

|ξγ |‖Dβ−γψm‖Lp(Rn)q(xm)
1−max

i
(β:µi)

.

Пусть j = arg max
i

(β : µi). Используя оценку (2.6), свойства {ψm}∞m=1 и

q ∈ Q̃R, нетрудно проверить, что

|ξγ |‖Dβ−γψm‖Lp(Rn)q(xm)1−(β:µj)

≤ |ξγ |ωβ−γ(ε)q(xm)(β−γ:µj)µ(Wm)q(xm)1−(β:µj)

≤ ω̃β−γ(ε)|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm), (2.7)

где µ(Wm) — мера множества Wm, ωβ−γ(ε), ω̃β−γ(ε)→ 0 при ε→ 0.

Используя оценку (2.7), получим

‖Dβũm‖Lp(Rn)q(xm)
1−max

i
(β:µi) ≥ |ξβ |q(xm)

1−max
i

(β:µi)
µ(Wm)

− ω1(ε)
∑

0≤γ<β

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm),

где µ(Wm) — мера множества Wm, ω1(ε) → 0 при ε → 0. Тогда нетрудно

проверить, что выполняется оценка

‖ũm‖R,p,q(xm) ≥
∑

β∈R

|ξβ |q(xm)
1−max

i
(β:µi)

µ(Wm)

− ω2(ε)
∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm), (2.8)
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где ω2(ε)→ 0 при ε→ 0.

Имеем

‖P (x,D)ũm‖Lp(Rn) ≤
∥∥∥
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
Dαũm

∥∥∥
Lp(Rn)

+
∥∥∥
∑

α∈R

a1
α(x)Dαũm

∥∥∥
Lp(Rn)

. (2.9)

Учитывая, что a1
α(x) = o(q(x)

1−max
i

(α:µi)
) при |x| → ∞ для всех α ∈ R и

(2.6), (2.7), нетрудно проверить, что для достаточно большого m0 и m > m0

выполняется оценка

∥∥∥
∑

α∈R

a1
α(x)Dαũm

∥∥∥
Lp(Rn)

≤ ω3(ε)
∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm), (2.10)

где ω3(ε)→ 0 при ε→ 0.

Используя (2.6), (2.7), (2.4) и условие lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0 для

всех α ∈ R, по аналогии с доказательством теоремы 3.4 из работы [22] получим,

что для достаточно большого m0 и m > m0 выполняется оценка

∥∥∥
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
Dαũm

∥∥∥
Lp(Rn)

≤
∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣‖ψm‖Lp(Rn)

+ C2

∑

α∈R

∑

0≤γ<α

|ξγ |‖Dα−γψm‖Lp(Rn)q(xm)
1−max

i
(α:µi)

+ ω4(ε)
∑

α∈R

∑

0≤γ1+γ2≤α

|ξγ1 |‖Dγ2ψm‖Lp(Rn)q(xm)
1−max

i
(α:µi)

≤
∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣µ(Wm)

+ ω̃4(ε)
∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm), (2.11)

где ω4(ε)→ 0, ω̃4(ε)→ 0 при ε→ 0.

Из оценок (2.10), (2.11) для достаточно большого m0 и всех m > m0 полу-

чим

‖P ũm‖R,p,q(xm) ≤
∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣µ(Wm)

+ ω5(ε)
∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm), (2.12)
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где ω5(ε)→ 0 при ε→ 0. Тогда из (2.2), применяя (2.8) и (2.12), получим

∑

β∈R

|ξβ |q(xm)
1−max

i
(β:µi) − ω2(ε)

∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

≤ κ
(∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣

+ ω5(ε)
∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

)
.

Из полученной оценки, выбирая ε достаточно малым, получим, что для до-

статочно большого m0 при m > m0 c некоторой постоянной C3 > 0 выполняется

неравенство

C3

∑

β∈R

|ξβ |q(xm)
1−max

i
(β:µi) ≤

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣.

Из последнего неравенства, учитывая, что R вполне правильный много-

гранник, получим, что существует постоянная δ > 0 такая, что для достаточно

большого m0 при m > m0 имеет место неравенство

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(xm) + |ξ|∂R).

Так как последнее неравенство выполняется для всех xm при m > m0,

заключаем, что существуют постоянные δ > 0 и M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. �

Далее установим, что полученные условия на символ оператора также явля-

ются достаточными для выполнения априорной оценки (2.2) в рассматриваемых

пространствах.

Теорема 2.3. Пусть q ∈ Q̃R и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими

lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x)− a0

α(y)
∣∣ = 0

для всех α ∈ R. Пусть P (x,D) является регулярным в Rn и существуют посто-

янные δ > 0 и M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. (2.13)

Тогда существуют постоянные κ > 0 и N > 0 такие, что

‖u‖R,p,q ≤ κ(‖Pu‖Lp(Rn) + ‖u‖Lp(KN )) ∀u ∈ HR,p
q (Rn). (2.14)

Доказательство. Обозначим

P0(x,D) =
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
Dα,
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Pm(x,D) :=
∑

α∈R

[
ψm(x)

(
a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi) − a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi))

+ a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)]
Dα, m = 1, 2, . . . .

Учитывая свойства системы функций {ϕm}∞m=1, получим, что для γ ∈ R,

γ 6= 0, и произвольного ε > 0 существуют δ(ε) > 0 и m0(ε) > 0 такие, что для

всех m > m0 и max
j=1,...,l

diamUj < δ получим неравенство

|Dγϕm(x)|
q(x)(γ:µi)

=
|Dγϕm(x)|a|γ|

[m−1
l ]

q(x)
(γ:µi)− |γ|

µmin q(x)
|γ|
µmin a

|γ|

[m−1
l ]

≤ ωγ(ε), (2.15)

где ωγ(ε)→ 0 при ε→ 0.

Аналогичные неравенства выполняются для функций {ψm}∞m=1.

Используя эти оценки, лемму 3.1 из работы [24] и условия на коэффициен-

ты lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0, аналогично доказательству теоремы 2.2 из

работы [12] можно проверить, что при достаточно большомm0 для всехm > m0

операторы Pm(x,D) : HR,p
q (Rn) → Lp(R

n) имеют ограниченные обратные опе-

раторы, причем нормы этих обратных операторов равномерно ограничены бла-

годаря условию (2.13).

Так как Pm(ϕmu) = P0(ϕmu) для всех u ∈ HR,p
q (Rn) и m > m0, с некоторой

постоянной C1 > 0 выполняется оценка

‖ϕmu‖R,p,q ≤ C1‖Pm(ϕmu)‖Lp(Rn) ≤ C1‖P0(ϕmu)‖Lp(Rn) ∀u ∈ HR,p
q (Rn).

Используя свойства функций {ϕm}∞m=1 и оценку (2.15), можно показать,

что при достаточно большомm0 и достаточно малом max
j=1,...,l

diamUj для m > m0

существуют такие константы C2, C3 > 0, что имеет место оценка

‖ϕmP0u− P0(ϕmu)‖pLp(Rn)

≤ C2

∥∥∥
∑

α∈R

∑

β+γ=α,|γ|>0

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
DβuDγϕm

∥∥∥
p

Lp(Rn)

≤ C3

∥∥∥
∑

α∈R

∑

β+γ=α,|γ|>0

a0
α(x)DβuDγϕm

1

q(x)
max
i

(γ:µi)
q(x)

1−max
i

(β:µi)
∥∥∥
p

Lp(Rn)

≤ ω(ε)‖u‖p
HR,p
q (Wm)

.

где ω(ε)→ 0 при ε→ 0.

Суммируя по всем m > m0 и учитывая свойства {ϕm}∞m=1, {Wm}∞m=1, за-

ключаем, что с некоторой постоянной C4 > 0 выполняется оценка

∞∑

m=m0+1

‖ϕmu‖pR,p,q ≤ C4

(
‖P0u‖pLp(Rn) + ω(ε)‖u‖p

R,p,q

)
∀u ∈ HR,p

q (Rn). (2.16)

Продолжение доказывается аналогично схеме из теоремы 2.3 в работе [20]. �

Из теорем 2.1–2.3 непосредственно вытекает
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Следствие 2.1. Пусть q ∈ Q̃R и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x)−a0

α(y)
∣∣ = 0 для

всех α ∈ R.

Тогда оператор P (x,D) : HR,p
q (Rn)→ Lp(R

n) является n-нормальным тогда

и только тогда, когда P (x,D) является регулярным в Rn и существуют посто-

янные δ > 0 и M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. (2.17)

Замечание 2.1. Для функции q ∈ Q̃R такой, что q(x) → 0 при |x| → ∞,

из следствия 2.1 имеем, что рассматриваемый оператор P (x,D) не является n-

нормальным как оператор из HR,p(Rn) в Lp(R
n), но является n-нормальным

как оператор из HR,p
q (Rn) в Lp(R

n). Для оператора только с главной частью

P (x,D) =
∑

α∈∂R

aα(x)Dα : HR,p
q (Rn)→ Lp(R

n)

из теоремы 2.2 следует, что априорная оценка (2.2) не может выполняться. То-

гда по теореме 2.1 оператор не является n-нормально разрешимым. Теорема 2.2

показывает, что для выполнения априорной оценки вида (2.2) наряду с регу-

лярностью P (x,D) необходимым также является условие (2.3). В работе [20]

априорные оценки установлены в случае весовых пространств HR,p
q (Rn) при

q ∈ QR.

3. Критерий фредгольмовости

Теорема 3.1. Пусть q ∈ Q̃R и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими

lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x)− a0

α(y)
∣∣ = 0

для всех α ∈ R. Оператор P (x,D) : HR,p
q (Rn)→ Lp(R

n) является фредгольмо-

вым тогда и только тогда, когда P (x,D) является регулярным в Rn и существу-

ют постоянные δ > 0 и M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ (q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. (3.1)

Доказательство. Поскольку из фредгольмовости оператора сразу имеем

его n-нормальность, необходимость утверждения следует из теорем 2.1 и 2.2.

Докажем достаточность. Приведем построение левого и правого регуляри-

заторов.

Пусть xm ∈Wm, m = 1, 2, . . . . Обозначим

Pm(x,D) :=
∑

α∈R

(ψm(x)(aα(x) − aα(xm)) + aα(xm))Dα,

Pm,0(x,D) :=
∑

α∈∂R

(ψm(x)(aα(x) − aα(xm)) + aα(xm))Dα,
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Rm,0 := F−1 |ξ|∂R

(1 + |ξ|∂R)Pm,0(xm, ξ)
F.

Пусть m0 ∈ N. Так как P (x,D) регулярен в Rn, то при достаточно малых

диаметрах {Wm}m0

m=1 из леммы 3.1 работы [22] следует, что для m ≤ m0 имеет

место представление

Rm,0Pm(x,D) = I + Tm1 + Tm2 , (3.2)

где Tm1 : HR,p(Rn)→ H1+σ,R,p(Rn), σ = σ(R) > 0, а оператор Tm2 : HR,p(Rn)→
HR,p(Rn) удовлетворяет условию ‖Tm2 ‖ < 1.

Обозначим

Rm := (I + Tm2 )−1Rm,0.

Аналогично доказательству теоремы 2.3 можно взять m0 достаточно боль-

шим, так что для m > m0 операторы Pm : HR,p
q (Rn) → Lp(R

n) имеют равно-

мерно ограниченные обратные операторы Rm : Lp(R
n)→ HR,p

q (Rn).

Рассмотрим

Rf :=

∞∑

l=0

ψlR
l(ϕlf), f ∈ Lp(Rn). (3.3)

Аналогично доказательству теоремы 3.6 из работы [22] нетрудно проверить,

что имеет место равенство

RP (x,D)u = u+ φT1u+ T2u,

где φ ∈ C∞0 (Rn), T1 : HR,p(Rn) → H1+σ,R,p(Rn), σ = σ(R) > 0, а оператор

T2 : HR,p
q (Rn)→ HR,p

q (Rn) удовлетворяет условию ‖T2‖ < 1.

Так как φ ∈ C∞0 (Rn), suppφ ⊂ KN1 для некоторой постоянной N1 > 0 и

T1 : HR,p(Rn) → H1+σ,R,p(Rn) с σ = σ(R) > 0, то существуют постоянные

C1, C2, C3, C4, C5 > 0 такие, что

‖φT1u‖R,p,q ≤ C1‖φT1u‖ḢR,p(KN1) ≤ C2‖φT1u‖Ḣ1+σ,R,p(KN1)

≤ C3‖u‖ḢR,p(KN1) ≤ C4‖u‖HR,p
q (KN1) ≤ C5‖u‖R,p,q ∀u ∈ HR,p

q (Rn).

Из последней оценки в силу компактности вложений Ḣ1+σ,R,p(KN1) в

ḢR,p(KN1) получим, что φT1 : HR,p
q (Rn)→ HR,p

q (Rn) компактен.

Так как оператор T2 : HR,p
q (Rn)→ HR,p

q (Rn) удовлетворяет условию ‖T2‖ <
1, существует (I + T2)

−1. Применяя этот оператор к обеим частям, получим

R̃P (x,D)u = u+ T̃ u,

где R̃ := (I + T2)
−1R, а T̃ := (I + T2)

−1φT1 : HR,p
q (Rn) → HR,p

q (Rn) является

компактным оператором, так как φT1 компактен.

Аналогичным образом строится правый регуляризатор. Из существования

левого и правого регуляризаторов, используя теорему 3.14 из [25], заключаем,

что P (x,D) : HR,p
q (Rn)→ Lp(R

n) является фредгольмовым оператором. �

Следствие 3.1. Пусть q ≡ 1 и P (x,D) — регулярный в Rn дифференци-

альный оператор вида (2.1), коэффициенты которого удовлетворяют следую-

щим условиям: lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0 для всех α ∈ R и выполняется

(3.1).
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Тогда ядро, коядро и индекс оператора не зависят от p.

Доказательство. В силу теоремы 3.1 и построения регуляризатора су-

ществует оператор R : Lp(R
n) → HR,p(Rn) такой, что RP (x,D)u = u + φTu,

где φ ∈ C∞0 (KN ) для некоторого N > 0, не зависящего от p, T : HR,p(Rn) →
H1+σ,R,p(Rn) с некоторой σ = σ(R) > 0.

Используя последнее представление и следствие 3.2 из работы [24], нетруд-

но проверить, что ядро оператора P (x,D) : HR,p(Rn) → Lp(R
n) содержится

в C∞(KN ), следовательно, не зависит от p. Аналогично можно доказать, что

коядро не зависит от p. Тем самым получили, что индекс оператора P (x,D) :

HR,p(Rn)→ Lp(R
n) не зависит от p. �

Замечание 3.1. В общем случае для других шкал весовых соболевских

пространств ядро, коядро и индекс оператора могут зависеть от p, как это уста-

новлено, в частности, в работах Локкарта, Маккоуна [9] и Г. В. Демиденко [16].

Из теорем 2.2, 2.3 и 3.1 непосредственно следует

Теорема 3.2. Пусть q ∈ Q̃R и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0

для всех α ∈ R. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) оператор P (x,D) : HR,p
q (Rn)→ Lp(R

n) фредгольмов;

(2) существуют постоянные κ > 0 и N > 0 такие, что

‖u‖R,p,q ≤ κ(‖Pu‖Lp(Rn) + ‖u‖Lp(KN )) ∀u ∈ HR,p
q (Rn);

(3) P (x,D) является регулярным в Rn и существуют δ > 0 и M > 0 такие,

что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M.

В работе [21] получен аналогичный критерий фредгольмовости для регу-

лярных гипоэллиптических операторов на шкале весовых пространств HR,p
q с

неограниченной весовой функцией q ∈ QR, а также исследованы их спектраль-

ные характеристики.

Теорема 3.3. Пусть q ∈ QR и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0

для всех α ∈ R.

Тогда оператор P (x,D) : HR,p
q (Rn) → Lp(R

n) фредгольмов тогда и только

тогда, когда P (x,D) является регулярным в Rn и существуют постоянные δ > 0

и M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. (3.4)

При этом если P (x,D) регулярный в Rn и выполняется (3.4), то для про-

извольного λ ∈ C оператор P − λI фредгольмов и спектр σ(P ) имеет одну из

следующих форм:

(1) σ(P ) = C;
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(2) σ(P ) — дискретное множество, при этом ind
(
P ;HR,p

q

)
= 0.

Спектральные свойства операторов из теоремы 3.3 отличаются от случая

q ∈ Q̃R: существенный спектр для таких операторов является пустым множе-

ством. В случае q ≡ 1 из весового класса Q̃R на основе теоремы 3.1 нетрудно

получить описание существенного спектра.

Предложение 3.1. Пусть q ≡ 1 и P (x,D) — регулярный в Rn дифферен-

циальный оператор (2.1) и существуют постоянные ãα такие, что aα(x) → ãα
при |x| → ∞, α ∈ R. Тогда

σess(P ) =
{∑

α∈R

ãαξ
α : ξ ∈ Rn

}
.

При этом для λ /∈ σess(P ) имеет место ind(P − λI) = 0.

Предложение 3.2. Пусть q ≡ 1 и P (x,D) — регулярный в Rn диффе-

ренциальный оператор (2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими условиям

lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x)− a0

α(y)
∣∣ = 0 для всех α ∈ R.

Тогда

σess(P ) =
⋃

(ãα)∈A

{∑

α∈R

ãαξ
α : ξ ∈ Rn

}
,

где A — множество всех семейств (ãα)α∈R, для которых существует такая по-

следовательность {xk}∞k=1, что |xk| → ∞ и a0
α(xk) → ãα при k → ∞ для всех

α ∈ R.
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ПРИНЦИП СУБОРДИНАЦИИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ

С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ХИЛФЕРА

В. Е. Федоров, А. С. Скорынин

Аннотация. Принцип субординации для дифференциальных уравнений в бана-
ховых пространствах означает, что порождение линейным оператором A сильно
непрерывного разрешающего семейства операторов уравнения порядка влечет по-
рождение им разрешающего семейства операторов уравнения меньшего порядка.
Ранее такой принцип был доказан для уравнений с производной Герасимова — Ка-
путо, в том числе распределенной, дискретно распределенной, для уравнений с про-
изводной Римана — Лиувилля. В данной работе доказан принцип субординации по
порядку производной для уравнений с дробными производными Хилфера вне зави-
симости от типов этих производных. Получены достаточные условия выполнения
обратного принципа субординации. Кроме того, доказан принцип субординации по
типу производных Хилфера в уравнениях, порядки которых равны. Абстрактные
результаты использованы при изучении начальных задач в пространстве равномер-
но непрерывных и ограниченных на прямой функций для уравнений с дифферен-
циальным или разностным по пространственным переменным оператором A для
доказательства существования и единственности их решения и получения вида ре-
шения.

DOI10.33048/smzh.2026.67.213

Ключевые слова: дифференциальное уравнение дробного порядка, дробная про-
изводная Хилфера, разрешающее семейство операторов, принцип субординации,
преобразование Лапласа, функция Райта, уравнение в частных производных.

Посвящается 70-летию

Геннадия Владимировича Демиденко

§ 1. Введение

Дробное интегро-дифференциальное исчисление в последние годы активно

используется в задачах математического моделирования [1–3] и поэтому вызы-

вает большой интерес у исследователей [4–6]. Его активно развивающимся на-

правлением является теория разрешающих семейств операторов для уравнений

с дробными производными в банаховых пространствах. Результаты этой теории

позволяют с помощью операторов таких семейств получать представления ре-

шений начальных задач для линейных однородных и неоднородных уравнений,

исследовать вопросы однозначной разрешимости начальных задач для квазили-

нейных уравнений методом сжимающих отображений, изучать различные ас-

пекты качественного поведения решений. Абстрактные результаты для уравне-

ний в банаховых или более общих локально выпуклых пространствах находят

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-11-20002,
https://rscf.ru/project/24-11-20002/ и Правительства Челябинской области.
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свои многочисленные приложения при исследовании начально-краевых задач

для уравнений и систем уравнений в частных производных [7–9]. Теория разре-

шающих семейств операторов является обобщением теории полугрупп операто-

ров и теории операторных косинус-функций для уравнений первого и второго

порядков соответственно на случай интегральных, интегро-дифференциальных

уравнений и уравнений с дробными производными [10–13].

Разрешающее семейство дифференциального (интегро-дифференциально-

го) уравнения в банаховом пространстве состоит из операторов S(t), зависящих

от параметра t, которые отображают начальные данные задачи в решение соот-

ветствующей начальной задачи в момент времени t. Ключевыми результатами

о разрешающих семействах операторов уравнения в банаховом пространстве Z

Dαz(t) = Az(t), t ∈ R+, (1)

гдеDα — некоторая дробная производная порядка α, являются теоремы об усло-

виях на оператор A в терминах расположения его резольвентного множества и

оценок на резольвенту, необходимых и достаточных для существования, к при-

меру, сильно непрерывного или аналитического в секторе, содержащем положи-

тельную полуось, разрешающего семейства {S(t) : t ∈ R+}. Такие результаты

для сильно непрерывных и аналитических разрешающих семейств операторов

уравнения с дробной производной Герасимова — Капуто получены в работах

[12, 14] (см. также [15]), для уравнений с производной Римана — Лиувилля — в

работах [16] (аналитический случай), [17, 18] (сильно непрерывный случай), для

уравнений с производной Хилфера — в [19] (аналитический случай), в работе

[20] (сильно непрерывный случай).

Принцип субординации для уравнений вида (1) означает, что существова-

ние сильно непрерывного разрешающего семейства операторов уравнения (1)

при α = α1 влечет существование разрешающего семейства уравнения (1) с тем

же операторомA при α = α2 < α1. Для таких уравнений с дробной производной

Герасимова — Капуто принцип субординации доказан в работах [12, 14, 21], для

уравнений с производной Римана — Лиувилля — в [22], для различных урав-

нений с распределенной, в том числе дискретно, производной Герасимова —

Капуто — в работах [23–25], для интегральных уравнений Вольтерры — в мо-

нографии [11]. Принцип субординации по двум параметрам α и γ в уравнениях

вида Dαz(t) + (−A)γz(t) = 0 изучен в работах [26, 27].

В данной работе исследуется принцип субординации для уравнений

Dα,βz(t) = Az(t), t ∈ R+, (2)

где Dα,β — производная Хилфера [28, с. 113] порядка α ∈ (m − 1,m], m ∈ N, и

типа β ∈ [0, 1], которая для достаточно гладкой функции z имеет вид Dα,βz(t) =

Jβ(m−α)DmJ (1−β)(m−α)z(t), где Jδ — оператор дробного интегрирования Рима-

на — Лиувилля порядка δ > 0, Dm — оператор дифференцирования целого

порядка m.

В § 2 введено определение регуляризованной производной Хилфера, при-

ведены вспомогательные результаты, доказана новая теорема 3 о существова-

нии сильно непрерывного разрешающего семейства операторов уравнения (2),

используемая в дальнейших рассуждениях. В § 3 приведены формулировка и

доказательство основного результата данной работы — теоремы о принципе суб-

ординации по параметру α вне зависимости от типов β1 и β2 производных Хил-

фера в двух рассматриваемых уравнениях. В § 4 найдены достаточные условия
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выполнения обратной теоремы о принципе субординации. В § 5 доказан прин-

цип субординации по параметру β при равных значениях порядка α1 = α2

дробных производных Хилфера. Это обобщение полученного ранее в работе

[22] результата о том, что всякий оператор A, порождающий сильно непрерыв-

ное разрешающее семейство уравнения (1) с производной Римана — Лиувилля,

порождает и сильно непрерывное разрешающее семейство уравнения (1) с про-

изводной Герасимова — Капуто. В последнем параграфе полученные результа-

ты используются для рассмотрения некоторых начальных задач для уравнений

вида (2) c α < 1 и дифференциальным по пространственной переменной или

разностным оператором A в пространстве Z равномерно непрерывных и огра-

ниченных на прямой функций, порождающим сильно непрерывную разреша-

ющую полугруппу уравнения (1) при α = 1. С помощью теоремы о принципе

субординации доказана однозначная разрешимость рассмотренных задач и по-

лучены представления их решений.

§ 2. Сильно непрерывные и аналитические

разрешающие семейства операторов

Пусть Z — банахово пространство, h ∈ L1,loc(R+; Z ). Дробным интегра-

лом Римана — Лиувилля порядка β > 0 для функции h называется

Jβh(t) :=
1

� (β)

t∫

0

(t− s)β−1h(s) ds, t > 0.

Дробная производная Римана — Лиувилля порядка α имеет вид Dαh(t) :=

DmJm−αh(t), где m− 1 < α ≤ m ∈ N, Dm — оператор дифференцирования це-

лого порядка m. При α > 0 будем использовать обозначение Jαh(t) = D−αh(t).
Обозначим Dγh(0) := lim

t→0+
Dγh(t), γ ∈ R. Производную Хилфера порядка

α ∈ (m− 1,m], m ∈ Z, и типа β ∈ [0, 1] определим как

Dα,βh(t) = Dm−β(m−α)

(
J (1−β)(m−α)h(t)−

m−1∑

k=0

Dk−(1−β)(m−α)h(0)
tk

k!

)

= Dm

(
Jm−αh(t)−

m−1∑

k=0

Dk−(1−β)(m−α)h(0)tk+β(m−α)

� (k + β(m− α) + 1)

)
. (3)

Для достаточно гладкого h равенство (3) влечет стандартную форму производ-

ной Хилфера Dα,βh(t) = Jβ(m−α)DmJ (1−β)(m−α)h(t) [28, с. 113].

Замечание 1. Понятно, что при β = 0 дробная производная Хилфера

совпадает с дробной производной Римана — Лиувилля, а при β = 1 — с дробной

производной Герасимова — Капуто.

Замечание 2. При α = m имеем Dα,β = Dm,β = Dm при любом β ∈ [0, 1].

Преобразование Лапласа для функции h : R+ → Z обозначим через ĥ или

L[h]. Далее всюду будем использовать обозначение R+ := R+ ∪ {0} и главную

ветвь степенной функции комплексного переменного.

Лемма 1 [19]. Пусть m − 1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1], h : R+ → Z имеет

преобразование Лапласа, J (1−β)(m−α)h ∈ Cm−1(R+; Z ). Тогда

L[Dα,βh](λ) = λαL[h](λ)−
m−1∑

k=0

Dk−(1−β)(m−α)h(0)λm−1−k−β(m−α).
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Символом L (Z ) будем обозначать банахово пространство всех линейных

ограниченных операторов на пространстве Z , а через C l(Z ) — множество всех

линейных замкнутых операторов, плотно определенных в пространстве Z и

действующих в это пространство. Снабдим область определения DA оператора

A ∈ C l(Z ) нормой его графика ‖ · ‖DA := ‖ · ‖Z + ‖A · ‖Z и получим тем самым

банахово пространство DA.

Через ACm(R+; Z ) обозначим множество всех функций h ∈ Cm−1(R+; Z ),

имеющих абсолютно непрерывную на каждом отрезке [t0, T ] ⊂ R+ производную

порядка m− 1.

Рассмотрим задачу типа Коши

Dk−(1−β)(m−α)z(0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (4)

для линейного уравнения

Dα,βz(t) = Az(t), t ∈ R+, (5)

где m − 1 < α ≤ m ∈ N, A ∈ C l(Z ). Решением задачи (4), (5) будем на-

зывать такую функцию z ∈ C(R+;DA) ∩ L1,loc(R+; Z ), что J (1−β)(m−α)z ∈
Cm−1(R+; Z ) ∩ ACm(R+; Z ), Dα,βz ∈ C(R+; Z ), выполняются условия (4) и

равенство (5) при t ∈ R+.

Пусть m− 1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1]. Семейство операторов {S(t) ∈ L (Z ) :

t ∈ R+} называется разрешающим семейством типа ω ≥ 0 для уравнения (5),

если выполняются следующие условия:

(i) существует такое K > 0, что ‖S(t)‖L (Z ) ≤ Kt−(1−β)(m−α)eωt для всех

t ∈ R+;

(ii) S(t)z0 ∈ C(R+; Z ), s- lim
t→0+

J (1−β)(m−α)S(t) = I при любом z0 ∈ Z ;

(iii) S(t)[DA] ⊂ DA, S(t)Az0 = AS(t)z0 при всех z0 ∈ DA, t ∈ R+;

(iv) для любого z0 ∈ DA функция S(t)z0 является решением задачи типа

Коши D−(1−β)(m−α)z(0) = z0, D
k−(1−β)(m−α)z(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,m − 1, для

уравнения (5).

Нетрудно показать, что
m−1∑
k=0

JkS(t)zk при любых z0, z1, . . . , zm−1 ∈ DA яв-

ляется решением задачи (4), (5).

Замечание 3. Для A ∈ L (Z ) разрешающее семейство операторов урав-

нения (5) имеет вид (см., например, [29])

S(t) =

∞∑

l=0

tαl+(1−β)(α−m)Al

� (αl + (1− β)(α −m) + 1)
= t(1−β)(α−m)Eα,(1−β)(α−m)+1(t

αA),

t ∈ R+, где Eα,β(z) :=
∞∑
n=0

zn

� (αn+β) — функция Миттаг-Леффлера.

При m − 1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1] оператор A ∈ C l(Z ) будем называть

оператором класса Cα,β(K,ω) при K > 0, ω ≥ 0, если выполняются следующие

два условия:

(i) если Reλ > ω, то λα ∈ ρ(A) := {µ ∈ C : (µ−A)−1 ∈ L (Z )};
(ii) при всех Reλ > ω и n ∈ N0 := N ∪ {0}∥∥∥∥

dn

dλn
(λm−1−β(m−α)(λα −A)−1)

∥∥∥∥
L (Z )

≤ K� ((1− β)(α −m) + n+ 1)

(Reλ− ω)(1−β)(α−m)+n+1
.

Введем обозначения

Cα,β(ω) :=
⋃

K>0

Cα,β(K,ω), Cα,β :=
⋃

ω≥0

Cα,β(ω).
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Теорема 1 [20]. Пусть β ∈ [0, 1], α > 2. Тогда Cα,β ⊂ L (Z ).

Пусть A ∈ Cα,β(ω), Hβ(λ) := λm−1−β(m−α)(λα − A)−1 для Reλ > ω, при

n ∈ N, t ∈ R+ определим операторы

Sn(t) := e−nt
∞∑

k=0

(−1)k(n(n+ ω)t)k+1

k!(k + 1)!
H

(k)
β (n+ ω).

Теорема 2 [20]. Пусть m − 1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1]. Тогда существует

разрешающее семейство операторов уравнения (5) типа ω ≥ 0 в том и только

в том случае, когда A ∈ Cα,β(ω). При этом S(t) = s- lim
n→∞

Sn(t) для всех t ∈
R+ и существует преобразование Лапласа Ŝ(λ) = λm−1−β(m−α)(λα − A)−1 при

Reλ > ω.

Теорема 3. Пустьm−1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1]. Существует разрешающее

семейство операторов {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} типа ω ≥ 0 для уравнения (5),

если и только если {µ ∈ C : Reµ > ω} ⊂ ρ(A) и имеется некоторое сильно

непрерывное семейство операторов {S0(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} такое, что

∃K > 0 ∀t ∈ R+ ‖S0(t)‖L (Z ) ≤ Kt−(1−β)(m−α)eωt

и

λm−1−β(m−α)(λα −A)−1z0 =

∞∫

0

e−λtS0(t)z0 dt

для всех z0 ∈ Z , Reλ > ω. В таком случае S(t) = S0(t) при всех t ∈ R+.

Доказательство. Пусть существует семейство {S0(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+}
операторов с соответствующими свойствами. Tогда

dn

dλn
(λm−1−β(m−α)(λα −A)−1z0) =

∞∫

0

(−t)ne−λtS0(t)z0 dt, n ∈ N0,

∥∥∥∥
dn

dλn
(λm−1−β(m−α)(λα −A)−1)

∥∥∥∥
L (Z )

≤ K
∞∫

0

e(ω−Reλ)ttn−(1−β)(m−α) dt

=
K� ((1− β)(α −m) + n+ 1)

(Reλ− ω)(1−β)(α−m)+n+1
, Reλ > ω, n ∈ N0.

Следовательно, A ∈ Cα,β(ω) и по теореме 2 существует разрешающее семейство

операторов {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} типа ω ≥ 0, а его преобразование Ла-

пласа имеет вид λm−1−β(m−α)(λα − A)−1. Тогда равенство S ≡ S0 следует из

единственности обратного преобразования Лапласа.

Обратно, если существует разрешающее семейство {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+}
операторов, то можно взять S0 ≡ S. �

Обозначим Sθ,ω := {µ ∈ C : | arg(µ− ω)| < θ, µ 6= ω} при θ ∈ [π/2, π], ω ≥ 0,

�ψ := {t ∈ C : | arg t| < ψ, t 6= 0} при ψ ∈ (0, π].

Разрешающее семейство операторов называется аналитическим, если оно

аналитически продолжимо в сектор �ψ0 при некотором ψ0 ∈
(
0, π2

]
. Анали-

тическое в �ψ0 разрешающее семейство {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} имеет тип
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(ψ0, ω0) при ψ0 ∈ (0, π2 ], ω0 ≥ 0, если для любых ψ ∈ (0, ψ0), ω > ω0 су-

ществует такое C(ψ, ω) > 0, что при всех t ∈ �ψ справедливо неравенство

‖S(t)‖L (Z ) ≤ C(ψ, ω)eωRe t.

Следуя [12], рассмотрим класс Aα(θ0, ω0) при некоторых θ0 ∈
(
π
2 , π

]
, ω0 ≥ 0

как множество всех операторов A ∈ C l(Z ), для которых выполняются следую-

щие условия:

(i) при любом λ ∈ Sθ0,ω0 выполняется λα ∈ ρ(A);

(ii) при любом θ ∈
(
π
2 , θ0

)
, ω > ω0 существует такое K(θ, ω) > 0, что при

всех λ ∈ Sθ,ω
‖(λα −A)−1‖L (Z ) ≤

K(θ, ω)

|λ|α .

Теорема 4 [19]. Пусть m− 1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1]. Тогда уравнение (5)

имеет аналитическое разрешающее семейство операторов {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈
R+} типа

(
θ0 − π

2 , ω0

)
, если и только если A ∈ Aα(θ0, ω0). При этом

S(t) =
1

2πi

∫

�

µm−1−β(m−α)(µαI −A)−1eµt dµ, t ∈ R+,

где � = {δeiϕ : ϕ ∈ (−θ, θ)} ∪ {reiθ : r ∈ [δ,∞)} ∪ {re−iθ : r ∈ [δ,∞)} при

некоторых δ > 0, θ ∈
(
π
2 , θ0

)
.

Замечание 4. Из определения класса Aα(θ0, ω0) и теоремы 4 следует, что

существование аналитического разрешающего семейства уравнения (5) не зави-

сит от типа β ∈ [0, 1] производной Хилфера. Обозначим

Aα :=
⋃

θ0∈(π2 ,π],
ω0≥0

Aα(θ0, ω0).

§ 3. Принцип субординации

по порядку производной Хилфера

Пусть α1 > α2 > 0, β1, β2 ∈ [0, 1]. Рассмотрим два уравнения с одним и тем

же оператором A
Dα1,β1z(t) = Az(t), t ∈ R+, (6)

Dα2,β2z(t) = Az(t), t ∈ R+. (7)

Найдем условия, при которых существование разрешающего семейства уравне-

ния (6) влечет существование разрешающего семейства операторов для уравне-

ния младшего порядка (7).

Разрешающее семейство для уравнения (6) и для уравнения (7) будем обо-

значать через {S1(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} и {S2(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} соответствен-

но.

Если α1 > 2, A ∈ Cα1,β1 , то в силу теоремы 1 оператор A ограничен. А

значит, с учетом замечания 3 A ∈ Cα2,β2 . Поэтому будем рассматривать только

случай α1 ∈ (0, 2].

Возьмем γ := α2

α1
∈ (0, 1), функция Райта имеет вид [30]

�γ,δ(λ) :=

∞∑

n=0

(−λ)n

n!� (δ − γn)
=

1

2πi

∫

�R,ε

ν−δeν−λν
γ

dν, γ ∈ (0, 1), δ ∈ R,
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где �R,ε =
{
Reiϕ : ϕ ∈

[
− π

2 − ε, π2 + ε
]}
∪ {rei(π2 +ε) : r ∈ (R,+∞)} ∪ {re−i( π2 +ε) :

r ∈ (R,+∞)} — контур Ганкеля, R > 0, ε ∈ (0, π2 ). Функция �γ,δ(λ) целая.

Преобразование Меллина для функции h : R+ → Z имеет вид

M[h](ρ) :=

∞∫

0

tρ−1h(t) dt,

обратное преобразование Меллина есть

h(t) =
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

M[h](ρ)t−ρ dρ, d > 0.

Введем обозначения для символов Похгаммера (a)0 = 1, (a)1 = a, . . . ,

(a)n = a(a+ 1) . . . (a+ n− 1) и для обобщенной функции Миттаг-Леффлера

Eρα,β(z) =

∞∑

n=0

(ρ)n
� (αn+ β)

zn

n!
, α, β, ρ ∈ R, z ∈ C.

Теорема 5. Пусть m1 − 1 < α1 ≤ m1 ∈ {1, 2}, m2 − 1 < α2 ≤ m2 ∈ {1, 2},
α1 > α2, γ = α2

α1
∈ (0, 1), β1, β2 ∈ [0, 1] и A ∈ Cα1,β1 . Тогда A ∈ Aα2 , при этом

порождаемое оператором A аналитическое разрешающее семейство операторов

имеет вид

S2(t)z0 = tγς1−ς2−1

∞∫

0

�γ,γς1−ς2(st
−γ)S1(s)z0 ds

=
tγς1−ς2−1+γ

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)t−γσM[S1(t)z0](σ) dσ

� (γ(1− σ) + γς1 − ς2)
, z0 ∈ Z ,

где ςi := mi − 1− βi(mi − αi), i = 1, 2, d ∈ (0, 1). Кроме того, если выполняется

один из наборов соотношений : m1 = m2 = 1, −γβ1(1 − α1) + β2(1 − α2) ≥ 0;

m1 = 2, m2 = 1; m1 = m2 = 2, γ − 1 − γβ1(2 − α1) + β2(2 − α2) ≥ 0, то для всех

t > 0

‖S2(t)‖L (Z ) ≤ K� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)t(1−β2)(α2−m2)

×
∣∣E(1−β1)(α1−m1)+1

γ,(1−β2)(α2−m2)+1(ωt
γ)
∣∣. (8)

Доказательство. Известно асимптотическое представление функции

Райта (см. [31, c. 238]), где �γ,δ(λ) = W−γ,δ(−λ))

�γ,δ(λ) ∼ Cλ
1
2
−δ

1−γ e−
1−γ
γ (γλ)

1
1−γ

, |λ| → ∞, | argλ| < ψ, (9)

при ψ ∈
(
0, π2

)
. Так как 1

1−γ > 1, при t ∈ �ψ1 , где ψ1 := min
{
ψ, ψ(1−γ)

γ

}
∈
(
0, π2

)
,

имеем
∥∥∥∥∥∥

∞∫

0

sβ�γ,δ(st
−γ)S1(s) ds

∥∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ K
∞∫

0

sβ+(1−β1)(α1−m1)|�γ,δ(st−γ)|eωs ds
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= K|t|γ(β+(1−β1)(α1−m1)+1)

∞∫

0

rβ+(1−β1)(α1−m1)|�γ,δ(re−iγ arg t)|eωr|t|γ dr

≤ C1|t|γ(β+(1−β1)(α1−m1)+1)

∞∫

0

rβ+(1−β1)(α1−m1)r
1
2
−δ

1−γ e−
1−γ
γ (γr)

1
1−γ cosψ1eωr|t|

γ

dr

= C2|t|γ(β+(1−β1)(α1−m1)+1)

∞∫

0

uβ+(1−β1)(α1−m1)+
1
2
−δ

1−γ e−u
1

1−γ
e

ωu|t|γ

(1−γ)1−γγγ cos1−γ ψ1 du

≤ C3|t|β+(1−β1)(α1−m1)+γ−δ exp

(
C4(γ)ω1/γ |t|
cos

1−γ
γ ψ1

)
, (10)

так как при q > 1 (см. [32, c. 141])

∞∫

0

speys−s
q

ds ∼ Cy
2p−q+2
2q−2 ea(q)y

q
q−1

, y → +∞.

Возьмем µ = λγ , тогда

λς2−γς1Ŝ1(λ
γ) = µ

ς2
γ −ς1 Ŝ1(µ) = µ

ς2
γ (µα1 −A)−1 = λς2(λα2 −A)−1 = Ŝ2(λ).

Для достаточно большого R > 0 и 0 < ε < min
{
π
2γ − π

2 ,
π
4

}
получим Reλγ > 0

при любом λ ∈ �R,ε. Поэтому для всех t ∈ �
min{ψ,

ψ(1−γ)
γ }

, z0 ∈ Z

S2(t)z0 =
1

2πi

∫

ω1/γ+�R,ε

λς2−γς1Ŝ1(λ
γ)eλtz0 dλ

=
tγς1−ς2−1

2πi

∫

t·(ω1/γ+�R,ε)

νς2−γς1eν
∞∫

0

S1(s)z0e
−νγst−γ dsdν

= tγς1−ς2−1

∞∫

0

�γ,γς1−ς2(st
−γ)S1(s)z0 ds.

Таким образом, обозначим для z0 ∈ Z

S2(t)z0 := tγς1−ς2−1

∞∫

0

�γ,γς1−ς2(st
−γ)S1(s)z0 ds.

Имеем

lim
t→0+

J (1−β2)(m2−α2)S2(t)z0

= lim
t→0+

J (1−β2)(m2−α2)


tγς1−ς2−1+γ

∞∫

0

�γ,γς1−ς2(r)S1(rt
γ)z0 dr




= lim
t→0+

∞∫

0

J (1−β2)(m2−α2)�γ,γς1−ς2(r)
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×
[
tγς1−ς2−1+γ

(
r(1−β1)(α1−m1)tγ(1−β1)(α1−m1)

� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)
+ o(tγ(1−β1)(α1−m1))

)]
z0 dr

= lim
t→0+

� (γα1 −m2 + β2(m2 − α2) + 1)

� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)

∞∫

0

(r(1−β1)(α1−m1) + o(1))�γ,γς1−ς2(r)z0 dr

=
� ((1− β2)(α2 −m2) + 1)

� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)

1

2πi

∞∫

0

∫

�R,ε

νς2−γς1eν−rν
γ

dνr(1−β1)(α1−m1)z0 dr

=
� ((1− β2)(α2 −m2) + 1)

� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)

1

2πi

∫

�R,ε

∞∫

0

r(1−β1)(α1−m1)e−rν
γ

drνς2−γς1eνz0 dν

=
� ((1− β2)(α2 −m2) + 1)

2πi

∫

�R,ε

νς2−γς1eνz0 dν

νγ((1−β1)(α1−m1)+1)
= z0

в силу формулы Ганкеля.

Далее,

tγς1−ς2−1�γ,γς1−ς2(st
−γ) =

1

2πi

∫

t−1·�R,ε

λς2−γς1etλ−sλ
γ

dλ,

поэтому для s > 0, Reµ > 0, ε ∈
(
0,min

{
π
2γ − π

2 ,
π
4

})
и R ∈ (0, |µ|)

L[tγς1−ς2−1�γ,γς1−ς2(st
−γ)](µ) =

1

2πi

∫

t−1·�R,ε

λς2−γς1e−sλ
γ

∞∫

0

etλ−µt dtdλ

=
1

2πi

∫

t−1·�R,ε

λς2−γς1
e−sλ

γ

µ− λ dλ = µς2−γς1e−sµ
γ

,

где L — преобразование Лапласа по переменной t. При этом мы учитываем, что

контур t−1 · �R,ε обходит точку µ в отрицательном направлении и −sRe λγ =

−s|λ|γ cos(γ argλ) < 0 для всех λ ∈ t−1 · �R,ε в силу выбора параметра ε. По

теореме Фубини при любом z0 ∈ Z

L[S2(t)z0](µ) =

∞∫

0

L[tγς1−ς2−1�γ,γς1−ς2(st
−γ)](µ)S1(s)z0 ds

= µς2−γς1
∞∫

0

e−sµ
γ

S1(s)z0 ds = µς2−γς1L[S1(t)z0](µ
γ)

= µς2−γς1µγς1(µα2 −A)−1z0 = µς2(µα2 −A)−1z0.

В силу теоремы 3 получаем первое из требуемых равенств.

Для функции Райта известны равенства Dn�γ,δ(λ) = (−1)n�γ,δ−γn(λ), n ∈
N. Поэтому при s > 0, t ∈ �

min{ψ,ψ(1−γ)
γ }

D1(tβ�γ,δ(st
−γ)) = βtβ−1�γ,δ(st

−γ) + sγtβ−1−γ�γ,δ−γ(st
−γ).

Параметр δ(β1, β2) := γς1 − ς2 является линейной функцией по переменным

(β1, β2) ∈ [0, 1]× [0, 1], поэтому экстремальные значения может принимать толь-

ко в углах квадрата [0, 1] × [0, 1], т. е. в точках (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Имеем
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δ(0, 0) = γ(m1 − 1)−m2 + 1. Возможны три случая различных значений пары

m1,m2. Если m1 = m2 = 1, то δ(0, 0) = 0; если m1 = 2, m2 = 1, то δ(0, 0) =

γ ∈ (0, 1); если m1 = m2 = 2, то δ(0, 0) = γ − 1 ∈ (−1, 0). Далее рассматриваем

значение δ(0, 1) = γ(m1−1)−m2+1+m2−α2 = γ(m1−1)+1−α2. Если m1 = 1,

то δ(0, 1) = 1−α2 ∈ (0, 1); если m1 = 2, то δ(0, 1) = γ+1−α2 = α2(α
−1
1 −1)+1 ∈

(0, 1), поскольку при этом α2 ∈ (0, 2), α1 ∈ (1, 2], α−1
1 −1 ∈ [− 1

2 , 0), α2(α
−1
1 −1) ∈

(−1, 0). Для δ(1, 0) = γ(α1 − 1) − m2 + 1 имеем: δ(1, 0) = γ(α1 − 1) ∈ (−1, 1)

при m2 = 1, δ(1, 0) = γ(α1 − 1)− 1 ∈ (−1, 0) при m2 = 2, так как в этом случае

α1 ∈ (1, 2]. Наконец, δ(1, 1) = γ(α1− 1)−α2 + 1 = 1− γ ∈ (0, 1). Таким образом,

при всех значениях (β1, β2) ∈ [0, 1]× [0, 1] имеем |δ(β1, β2)| < 1. Следовательно,

при t ∈ �
min{ψ,ψ(1−γ)

γ }

D1S2(t)z0 = (γς1 − ς2 − 1)tγς1−ς2−2

∞∫

0

�γ,γς1−ς2(st
−γ)S1(s)z0 ds

+ γtγς1−ς2−γ−2

∞∫

0

s�γ,γς1−ς2−γ(st
−γ)S1(s)z0 ds.

При этом принимается во внимание, что полученный интеграл сходится рав-

номерно по t на компактных подмножествах сектора �
min{ψ,ψ(1−γ)

γ }
. Таким об-

разом, семейство операторов S2(t) аналитично в секторе �ψ1 . При малых по

модулю t ∈ �
min{ψ,ψ(1−γ)

γ } имеем

‖S2(t)‖L (Z ) ≤ |t|γς1−ς2−1+γ

∞∫

0

|�γ,γς1−ς2(r)|‖S1(rt
γ)‖L (Z ) dr

≤ C1|t|γς1−ς2−1+γ+γ(1−β1)(α1−m1)

∞∫

0

r(1−β1)(α1−m1)|�γ,γς1−ς2(r)| dr

= C2|t|(1−β2)(α2−m2)

в силу соотношения (9), аналитичности � в C и включения (1− β1)(α1 −m1) ∈
(−1, 0]. С учетом (10) отсюда получаем, что при всех t ∈ �

min{ψ,ψ(1−γ)
γ }

‖S2(t)‖L (Z ) ≤ C3|t|(1−β2)(α2−m2) exp

(
C4(γ)ω1/γ |t|
cos

1−γ
γ ψ1

)

≤ C3|t|(1−β2)(α2−m2)eC5(γ,ψ1)Re t.

Поэтому {S2(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} — аналитическое в секторе �ψ1 разреша-

ющее семейство операторов типа (ψ1, C5(γ, ψ1)). По теореме 4 A ∈ Aα2(ψ1 +
π
2 , C5(γ, ψ1)).

Преобразование Меллина функции Райта, как известно, имеет вид

M[�γ,δ](ρ) =
� (ρ)

� (γρ+ δ)
, Re ρ > 0,

поэтому при d ∈ (0, 1) по формуле обратного преобразования Меллина

�γ,δ(t) =
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (ρ)

� (γρ+ δ)
t−ρ dρ.
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А значит, для любого z0 ∈ Z

S2(t)z0 = tγς1−ς2−1

∞∫

0

1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (ρ)s−ρtγρdρ

� (γρ+ γς1 − ς2)
S1(s)z0 ds

= tγς1−ς2−1 1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (ρ)tγρ

� (γρ+ γς1 − ς2)

∞∫

0

s−ρS1(s)z0 dsdρ

= tγς1−ς2−1+γ 1

2πi

1−d+i∞∫

1−d−i∞

� (1− σ)t−γσ

� (γ(1− σ) + γς1 − ς2)

∞∫

0

sσ−1S1(s)z0 dsdσ.

Отсюда сразу следует второе представление S2(t) из формулировки теоремы.

В [30, формула (2.2.77)] показано, что

�γ,δ(λ) =
1

π(1− γ)

π∫

0

r(ϕ)1−δ
(
γ sin((1 − γ − δ)ϕ)

sin(γϕ)
+

sin(δϕ)

sinϕ

)
e−λr(ϕ)γk(ϕ) dϕ

при некоторых неотрицательных функциях r(ϕ) и k(ϕ). Пусть выполняется

один из наборов соотношений: m1 = m2 = 1, δ := γς1 − ς2 = −γβ1(1 − α1) +

β2(1−α2) ≥ 0; m1 = 2,m2 = 1, тогда δ := γς1−ς2 = γ−γβ1(2−α1)+β2(1−α2) ≥ 0;

m1 = m2 = 2, δ := γς1 − ς2 = γ − 1 − γβ1(2 − α1) + β2(2 − α2) ≥ 0. В силу [30,

лемма 2.2.4] �γ,δ(λ) > 0 при λ > 0 и для t > 0

‖S2(t)‖L (Z ) ≤ Ktγς1−ς2−1

∞∫

0

|�γ,γς1−ς2(st−γ)|s(1−β1)(α1−m1)eωs ds

= Ktγς1−ς2−1

∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∞∫

0

∫

�R,ε

ν−γς1+ς2eν−st
−γνγdνs(1−β1)(α1−m1)eωs ds

∣∣∣∣∣∣

= Ktγς1−ς2−1 1

2πi

∣∣∣∣∣∣

∫

�R,ε

∞∫

0

s(1−β1)(α1−m1)es(ω−t
−γνγ)dsν−γς1+ς2eν dν

∣∣∣∣∣∣

= Ktγς1−ς2−1

∣∣∣∣
� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)

2πi

∫

�R,ε

ν−γς1+ς2eν dν

(t−γνγ − ω)(1−β1)(α1−m1)+1

∣∣∣∣

= K

∣∣∣∣
� ((1 − β1)(α1 −m1) + 1)t(1−β2)(α2−m2)

2πi

∫

�R,ε

ν−(1−β2)(α2−m2)−1eν dν

(1− tγν−γω)(1−β1)(α1−m1)+1

∣∣∣∣

= K� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)t(1−β2)(α2−m2)

×
∣∣∣∣

1

2πi

∞∑

n=0

ωntγn

n!
((1− β1)(α1 −m1) + 1)n

∫

�R,ε

ν−(1−β2)(α2−m2)−1−γneν dν

∣∣∣∣

= K� ((1−β1)(α1−m1)+1)t(1−β2)(α2−m2)

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

((1 − β1)(α1 −m1) + 1)nω
ntγn

n!� ((1− β2)(α2 −m2) + 1 + γn)

∣∣∣∣∣ .

Теорема доказана.
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Замечание 5. Утверждение теоремы 5 при β1 = β2 = 1, т. е. для уравне-

ний с производными Герасимова — Капуто разных порядков, ранее доказано в

работе [12].

Замечание 6. Утверждение теоремы 5 при β1 = β2 = 0, т. е. для уравне-

ний с производными Римана — Лиувилля разных порядков, ранее доказано в

работе [22].

§ 4. Обращение принципа

субординации по порядку производной

ПустьA ∈ Cα,β(0), 0 ∈ ρ(A). Тогда при Re σ ∈ (m−β(m−α)−α,m−β(m−α))

можно определить дробные степени оператора −A:

(−A)−σ :=
sinπσ

π

∞∫

0

sm−1−β(m−α)−σ(sαI −A)−1 ds.

Теорема 6. Пусть α ∈ (0, 2], β ∈ [0, 1], A ∈ Cα,β(0), {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈
R+} — сильно непрерывное разрешающее семейство операторов для уравнения

Dα,βz(t) = Az(t), 0 ∈ ρ(A),

∃K > 0 ∃δ > m− β(m− α)− α ∀t ≥ 0 ‖S(t)‖L (Z ) ≤
K

1 + tδ
. (11)

Тогда при Reσ ∈ (m− β(m− α)− α,min{1, δ,m− β(m− α)})

(−A)−σ =
M[S](σ)

� (σ)
.

Доказательство. В силу условий теоремы
∥∥∥∥∥∥

∞∫

0

tσ−1S(t)dt

∥∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ K
∞∫

0

tReσ−1 dt

1 + tδ
<∞,

так как m− β(m−α)−α = (1− β)(m−α) ∈ [0, 1), Reσ ∈ (m− β(m−α)−α, δ).
Согласно теореме 2 и в силу включения Re σ ∈ (m − β(m − α) − α,min{1,m −
β(m− α)}) имеем

(−A)−σ =
1

� (σ)� (1 − σ)

∞∫

0

s−σ
∞∫

0

e−stS(t) dtds

=
1

� (σ)

∞∫

0

S(t)

∞∫

0

e−sts−σ

� (1− σ)
dsdt =

1

� (σ)

∞∫

0

tσ−1S(t) dt.

Лемма 2. Пусть α ∈ (0, 2], β ∈ [0, 1], A ∈ Aα(θ0, 0) при некотором θ0 ∈
(π/2, π], 0 ∈ ρ(A), {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} — аналитическое разрешающее се-

мейство операторов для уравнения Dα,βz(t) = Az(t), удовлетворяющее условию

(11). Тогда при Reσ ∈ (m− β(m− α)− α,min{1, δ,m− β(m− α)})
∀θ ∈ (π/2, θ0)∀ω > 0∃C(θ, ω) > 0

‖(−A)−σ‖L (Z ) ≤ C(θ, ω)e(π−θ)| Imσ|

∞∫

0

y−Reσ dy

1 + y(1−β)(α−m)+1
.
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Доказательство. Из теорем 4 и 6 следует, что при Re σ ∈ (m − β(m −
α)− α,min{1, δ,m− β(m− α)})

(−A)−σ =
1

� (σ)

∞∫

0

tσ−1 1

2πi

∫

�

µm−1−β(m−α)(µαI −A)−1eµt dµdt

=
1

2πi

∫

�

µm−1−β(m−α)

(−µ)σ
(µαI −A)−1 dµ,

поэтому при θ ∈ (π2 , θ0), ω > 0

‖(−A)−σ‖L (Z ) ≤
K(θ, ω)

2π

∫

�

|dµ|
|Reµ− ω|(1−β)(α−m)+1|(−µ)σ|

≤ C(θ, ω)e(π−θ)| Imσ|

∞∫

0

y−Reσ dy

1 + y(1−β)(α−m)+1
<∞,

так как 0 ≤ (1− β)(m− α) < Reσ < 1. �

Как и прежде, будем использовать обозначения ςi := mi − 1 − βi(mi − αi),
i = 1, 2.

Теорема 7. Пусть m1 − 1 < α1 ≤ m1 ∈ {1, 2}, m2 − 1 < α2 ≤ m2 ∈ {1, 2},
α1 > α2, γ = α2

α1
∈ (0, 1), β1, β2 ∈ [0, 1], A ∈ Aα2(θ0, 0) при некотором θ0 ∈

( π2γ , π), 0 ∈ ρ(A), {S2(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} удовлетворяет условию (11) при

δ > m2 − β2(m2 − α2)− α2,

max{m2 − β2(m2 − α2)− α2, γς1 − ς2 + 1} < min{1, δ,m2 − β2(m2 − α2)}.
Тогда A ∈ Cα1,β1(0) и при z0 ∈ Z и

d ∈ (max{m2 − β2(m2 − α2)− α2, γς1 − ς2 + 1},min{1, δ,m2 − β2(m2 − α2)})
будет

S1(t)z0 =
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (σ)� (1 − σ)t
1
γ (ς2−σ+1)−ς1−1

�
(

1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1

) (−A)−σz0 dσ

=
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)t
1
γ
(ς2−σ+1)−ς1−1

�
(

1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1

) M[S2(t)z0](σ) dσ, t > 0.

Доказательство. Для σ = d+ iη, η ∈ R согласно (3.25) в [12] при |η| → ∞
имеем

� (σ) =
√

2π|η|d−1/2e−
π
2 |η|(1 +O(1/η)), (12)

� (σ)� (1 − σ)

� ( 1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1)

=
√

2π|η|− 1
γ (ς2−d+1)+ς1+

1
2 e−(1− 1

2γ )π|η|(1 +O(1/η)).

Согласно лемме 2 при Re σ = d ∈ (m2 − β2(m2 −α2)−α2,min{1, δ,m2− β2(m2 −
α2)}), θ ∈ ( π2γ , θ0), ω > 0

‖(−A)−σ‖L (Z ) ≤ C(θ, ω)e(π−θ)|η|
∞∫

0

y−Reσ dy

1 + y(1−β2)(α2−m2)+1
,
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∥∥∥∥∥∥

d+i∞∫

d−i∞

� (σ)� (1 − σ)t
1
γ (ς2−σ+1)−ς1−1

�
(

1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1

) (−A)−σ dσ

∥∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ C1t
1
γ (ς2−d+1)−ς1−1

∞∫

−∞

(1+|η|)− 1
γ (ς2−d+1)+ς1+

1
2 e(

π
2γ−θ)|η| dη

∞∫

0

y−d dy

1 + y(1−β2)(α2−m2)+1

= C2t
1
γ (ς2−d+1)−ς1−1

∞∫

−∞

(1 + |η|)− 1
γ (ς2−d+1)+ς1+

1
2 e(

π
2γ−θ)|η| dη.

Последний интеграл сходится при всех t > 0. С учетом теоремы 6 оператор-

функция

S(t)z0 :=
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)t
1
γ (ς2−σ+1)−ς1−1

� ( 1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1)

M[S2(t)z0](σ) dσ

определена при t > 0. Заметим, что условие данной теоремы d > γς1 − ς2 + 1

влечет неравенство 1
γ (ς2 + Reσ − 1)− ς1 > 0.

ПосколькуM[e−t](ρ) = � (ρ), то при d ∈ (0, 1), t > 0

e−t =
1

2πi

1−d+i∞∫

1−d−i∞

� (ρ)t−ρ dρ =
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)tσ−1 dσ. (13)

В силу (12) последний интеграл сходится и бесконечно дифференцируем по

параметру при всех t ∈ �π, поэтому по теореме о единственности аналитической

функции равенство (13) выполняется на �π. Следовательно, при Reλ > 0
∞∫

0

e−λtS(t)z0 dt

=

∞∫

0

e−λt
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)t
1
γ (ς2−σ+1)−ς1−1

�
(

1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1

)
∞∫

0

sσ−1S2(s)z0 dsdσdt

= λς1−
1
γ ς2

∞∫

0

1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)(λ
1
γ s)σ−1 dσS2(s)z0 ds

= λς1−
1
γ ς2

∞∫

0

e−sλ
1
γ
S2(s)z0 ds = λς1−

1
γ ς2λ

1
γ ς2(λ

α2
γ I −A)−1 = λς1(λα1I −A)−1.

Поэтому по теореме 3 S(t) ≡ S1(t).

§ 5. Принцип субординации

по типу производной Хилфера

В [17] было напрямую доказано, что Cα,0(ω) ⊂ Cα,1(ω) при α ∈ (0, 1), в [18,

лемма 2.1] этот результат был распространен на случай любого α > 0.

Используя подход, аналогичный доказательству теоремы 5, покажем, что

Cα,β1(ω) ⊂ Cα,β2(ω) при 0 ≤ β1 < β2 ≤ 1.

Будем, как и в предыдущем параграфе, обозначать разрешающее семейство

операторов уравнения Dα,βiz(t) = Az(t) через {Si(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+}, i = 1, 2.
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Теорема 8. Пусть m − 1 < α ≤ m ∈ {1, 2}, 0 ≤ β1 < β2 ≤ 1, ω ≥ 0,

A ∈ Cα,β1(ω). Тогда A ∈ Cα,β2(ω) и S2(t) = J (β2−β1)(m−α)S1(t).

Доказательство. При Reλ > ω имеем

λ(β1−β2)(m−α)Ŝ1(λ) = λm−1−β2(m−α)(λα −A)−1,

поэтому для c > ω и всех t > 0, z0 ∈ Z определим

S2(t)z0 :=
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

λ(β1−β2)(m−α)Ŝ1(λ)eλtz0 dλ

=
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

λ(β1−β2)(m−α)eλt
∞∫

0

S1(s)z0e
−λs dsdλ

=
1

2πi

∞∫

0

S1(s)z0

c+i∞∫

c−i∞

λ(β1−β2)(m−α)eλ(t−s) dλds

=

t∫

0

(t− s)(β2−β1)(m−α)−1

� ((β2 − β1)(m− α))
S1(s)z0 ds = J (β2−β1)(m−α)S1(t).

Тогда при t > 0 имеем

‖S2(t)‖L (Z ) ≤
t∫

0

(t− s)(β2−β1)(m−α)−1

� ((β2 − β1)(m− α))
‖S1(s)‖L (Z ) ds

≤ Keωt
t∫

0

(t− s)(β2−β1)(m−α)−1

� ((β2 − β1)(m− α))
s−(1−β1)(m−α) ds

= Kt−(1−β2)(m−α)eωt
B((β2 − β1)(m− α), 1 − (1− β1)(m− α))

� ((β2 − β1)(m− α))

=
K� (1− (1− β1)(m− α))t−(1−β2)(m−α)eωt

� (1− (1− β2)(m− α))
.

По теореме 3 отсюда следует, что A ∈ Cα,β2(ω) и {S2(t) ∈ L (Z ) : t ≥ 0} —

разрешающее семейство операторов уравнения Dα,β2z(t) = Az(t).

Замечание 7. Утверждение теоремы 8 при β1 = 0, β2 = 1, т. е. для

уравнений с производной Римана — Лиувилля и Герасимова — Капуто соответ-

ственно, ранее доказано в работе [22].

Замечание 8. Обратное вложение Cα,β2(ω) ⊂ Cα,β1(ω) при 0 ≤ β1 < β2 ≤
1, вообще говоря, не выполняется. В частности, в [18] показано, что при α ∈
(0, 1) оператор A{zn} = {neiπα/2zn} с областью определения DA = {{zn} ∈ l1 :

{nzn} ∈ l1} в пространстве последовательностей l1 принадлежит классу Cα,1(0),

но не лежит в Cα,0(0).

Однако в случае аналитического разрешающего семейства {S2(t) ∈ L (Z ) :

t > 0} оператор A лежит в классе Aα(θ0, ω), который не зависит от параметра

β2. Поэтому A порождает и аналитическое разрешающее семейство {S1(t) ∈
L (Z ) : t ≥ 0}, операторы которого в силу аналитичности по t и теоремы 8

имеют вид S1(t) = D(β2−β1)(m−α)S2(t) при t > 0.
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§ 6. Примеры

При α ∈ (0, 1), β ∈ [0, 1] рассмотрим задачу типа Коши

Dα,β
t v(ξ, t) =

∂v

∂ξ
(ξ, t), (ξ, t) ∈ R× R+, (14)

J
(1−β)(1−α)
t v(ξ, 0) = v0(ξ), ξ ∈ R, (15)

где нижний индекс t обозначает переменную, по которой вычисляется дробная

производная или дробный интеграл. Выберем пространство Z = C(R) ограни-

ченных и равномерно непрерывных функций на R. В таком пространстве опе-

ратор A1 = D1
ξ = ∂

∂ξ с областью определения DA1 =
{
w ∈ C(R) : D1

ξw ∈ C(R)
}

является генератором сжимающей полугруппы операторов сдвига S1(t)v0(ξ) =

v0(ξ + t) класса (C0) [7, с. 325], т. е. A1 ∈ C1,δ(0) при любом δ ∈ [0, 1]. По

теореме 5 для α < 1 будет A1 ∈ Aα, а значит, при любом v0 ∈ DA1 существует

единственное решение задачи (14), (15), при этом оно имеет вид

v(ξ, t) = S2(t)v0(ξ) = tβ(1−α)−1

∞∫

0

�α,β(1−α)(st
−α)v0(ξ + s) ds, (16)

так как в данном случае ς1 = 0, ς2 = −β(1− α), γ = α.

Для уравнения

Dα,β
t v(ξ, t) =

1

2

∂2v

∂ξ2
(ξ, t), (ξ, t) ∈ R× R+, (17)

возьмем то же пространство Z = C(R) и оператор A2 = 1
2D

2
ξ = 1

2
∂2

∂ξ2 с обла-

стью определения DA2 =
{
w ∈ C(R) : D2

ξw ∈ C(R)
}
. Поскольку оператор A2

порождает сжимающую (C0)-непрерывную полугруппу операторов [7, с. 335]

S1(t)v0(ξ) =
1√
2πt

∞∫

−∞

e−
(ξ−r)2

2t v0(r) dr, t > 0,

по теореме 5 A2 ∈ Aα. Следовательно, при любом v0 ∈ DA2 существует един-

ственное решение задачи (15), (17), при этом оно имеет вид

v(ξ, t) =
tβ(1−α)−1

√
2π

∞∫

0

s−
1
2�α,β(1−α)(st

−α)

∞∫

−∞

e−
(ξ−r)2

2s v0(r) drds. (18)

При λ, µ > 0 рассмотрим дифференциально-разностное уравнение

Dα,β
t v(ξ, t) = λ(v(ξ − µ, t)− v(ξ, t)), (ξ, t) ∈ R× R+. (19)

В пространстве Z = C(R) зададим оператор A3w(ξ) = λ(w(ξ − µ)− w(ξ)) с об-

ластью определения DA3 = {w ∈ C(R) : w(ξ−µ)−w(ξ) ∈ C(R)}, порождающий

[7, с. 337] сжимающую (C0)-непрерывную полугруппу операторов

S1(t)v0(ξ) = e−λt
∞∑

k=0

λktk

k!
v0(ξ − kµ), t > 0.

Следовательно, A3 ∈ Aα и при любом v0 ∈ DA3 существует единственное реше-

ние задачи (15), (19), при этом оно имеет вид

v(ξ, t) = tβ(1−α)−1

∞∫

0

�α,β(1−α)(st
−α)e−λs

∞∑

k=0

λksk

k!
v0(ξ − kµ) ds. (20)

Замечание 9. Из полученных результатов следует, что решения (16), (18),

(20) аналитичны по t в секторе �θ0−π2 при некотором θ0 ∈
(
π
2 , π

)
.
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Аннотация. Метод предельных дифференциальных уравнений в сочетании с пря-
мым методом функций Ляпунова со знакопостоянными производными является эф-
фективным средством изучения асимптотического поведения решений неавтоном-
ных систем. В данной статье этот метод представлен в форме обобщений принци-
па инвариантности Ла-Салля для функционально-дифференциальных включений
с запаздыванием с использованием набора дополнительных функционалов Ляпуно-
ва. Метод демонстрируется на механической системе с кулоновым трением в форме
уравнений Лагранжа 2-го рода.
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Введение

Метод функций Ляпунова является одним из основных в изучении каче-

ственных свойств решений различных классов дифференциальных уравнений.

Это многочисленные вопросы устойчивости, притяжения, ограниченности, ста-

билизации и многие другие направления в различных областях теории диф-

ференциальных уравнений. Обзор и классификацию качественных понятий и

свойств, связанных с устойчивостью, можно найти в [1]. Одно из таких направ-

лений относится к функциям Ляпунова со знакопостоянными производными.

Оно восходит к известным теоремам Барбашина —- Красовского [2] для авто-

номных систем

ẋ = f(x), (1)

где f : �→ Rn, � ⊂ Rn — некоторая область.

При этом дополнительное требование к множеству E = {x : V̇ (x) = 0}
нулей производной функции Ляпунова V (x) об отсутствии в нем целых тра-

екторий уравнения (1), кроме начала координат, обеспечивало асимптотиче-

скую устойчивость нулевого решения. Впоследствии выводы, которые вытека-

ют лишь из знакопостоянства производной функции Ляпунова, были сделаны в

Работа выполнена в рамках госзадания Минобрнауки России (проект № 1210401300060-4).
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теореме Ла-Салля [1], известной как принцип инвариантности, так как главную

роль в ней играет свойство инвариантности ω-предельных множеств траекторий

автономных уравнений (1).

Принцип инвариантности в том или ином виде распространен и на дру-

гие классы автономных систем, таких как функционально-дифференциальные

уравнения [3, 4].

При рассмотрении неавтономных дифференциальных уравнений на этом

пути возникают трудности, связанные с описанием множества нулей произ-

водной функции Ляпунова и с отсутствием свойств типа инвариантности у ω-

предельных множеств решений неавтономных систем. Попытки преодолеть эти

трудности привели к теории, известной в настоящее время как метод предель-

ных уравнений (см. [5]), начало которому положили работы Селла [6] и Арт-

штейна [7–9] по топологической динамике неавтономных дифференциальных

уравнений. Для неавтономных функционально-дифференциальных уравнений

этот метод развит в [10].

При рассмотрении неавтономных дифференциальных включений возника-

ют еще дополнительные проблемы, связанные с построением предельных диф-

ференциальных соотношений, так как нет подходящих теорем математическо-

го (в том числе многозначного) анализа о сходимости возникающих функцио-

нальных последовательностей многозначных отображений. Эта проблема была

рассмотрена в [11], где впервые появилось понятие предельного дифференци-

ального включения.

Следует отметить, что принцип инвариантности и его обобщения методом

предельных дифференциальных уравнений не позволяют в полной мере решать

задачу об асимптотическом поведении решений, так как дают весьма общую

оценку ω-предельных множеств. Вопрос о точном описании аттрактора систе-

мы был бы решен, если бы удалось точно описать наибольшее инвариантное

множество в множестве нулей производной функции Ляпунова. Он остается

открытым и всякий раз требует дополнительного исследования. Для этого

могут использоваться какие-либо предположения и любые подходящие сред-

ства и факты, такие как свойства ω-предельных множеств, свойства используе-

мых функций Ляпунова, структура исходных и предельных дифференциальных

уравнений и включений и т. п. В общем виде такие исследования не всегда воз-

можны и вряд ли целесообразны. Но использование наборов вспомогательных

функций Ляпунова для таких исследований может быть представлено в доста-

точно общем виде. Основная идея здесь состоит в том, что может оказаться

проще уметь определять те точки из множества нулей производной функции

Ляпунова, которые инвариантным множествам исследуемой системы заведомо

не принадлежат.

Вспомогательные функции Ляпунова являются эффективным средством

исследований в теории устойчивости и рассматривались в работах многих ав-

торов. Теорема об асимптотической устойчивости нулевого решения неавто-

номной системы дифференциальных уравнений с использованием двух функ-

ций Ляпунова впервые дана В. М. Матросовым [12]. Для функционально-

дифференциальных уравнений такие исследования имеются в [4]. Вопросы при-

тяжения для механических систем с трением в форме уравнений Лагранжа вто-

рого рода с использованием принципа инвариантности и набора вспомогатель-

ных функций Ляпунова в автономном случае рассмотрены в [13]. Принцип ин-

вариантности для автономных функционально-дифференциальных включений
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с наборами вспомогательных функционалов Ляпунова изучался в [14]. К неав-

тономным дифференциальным включениям (в том числе и уравнениям) метод

предельных уравнений с несколькими функциями Ляпунова применен в [15].

Целью данной статьи является развитие метода предельных дифференци-

альных уравнений и обобщение принципа инвариантности с набором вспомога-

тельных функционалов Ляпунова на неавтономные функционально-дифферен-

циальные дифференциальные включения.

1. Предельные

функционально-дифференциальные включения

Здесь приводится аналог принципа инвариантности для неавтономных

функционально-дифференциальных включений, который является одним из ос-

новных методов локализации ω-предельных множеств и будет использоваться

в дальнейшем.

Пусть Rn — n-мерное векторное пространство с нормой ‖ · ‖, convRn —

совокупность всех непустых выпуклых компактных подмножеств из Rn. Для

любых непустых ограниченных подмножеств A и B из Rn положим ρ(B,A) =

sup
b∈B

d(b, A), где d(b, A) = inf
a∈A
‖b − a‖. Через Aε = {x : d(x,A) < ε} обозначается

ε-окрестность множества A и через A — замыкание множества A. Очевидно,

что ρ(B,A) < ε ⇔ B ⊂ Aε и значение ρ(B,A) не изменится, если множество A
или B заменить его замыканием.

Через Cτ обозначается пространство всех непрерывных функций ϕ(·), опре-

деленных на отрезке [−τ, 0], τ > 0, со значениями в Rn, снабженное sup-нормой

‖ϕ(·)‖C = sup
−τ≤θ≤0

‖ϕ(θ)‖.

Для любой непрерывной функции x : R1 → Rn определим функцию xt(·) ∈ Cτ
равенством xt(θ) = x(t+ θ), −τ ≤ θ ≤ 0.

Будем рассматривать функционально-дифференциальное включение

ẋ ∈ F (t, xt(·)), xt0(·) = ϕ0(·), (2)

где F : R1 × Cτ → Rn — многозначное отображение, ϕ0(·) ∈ Cτ — начальная

функция в момент времени t = t0.
Под решением задачи (2) понимается непрерывная функция x : [t0−τ, ω)→

Rn, абсолютно непрерывная на любом отрезке [t0, t1], t1 < ω, такая, что выпол-

няется начальное условие xt0(·) = ϕ0(·) и ее производная ẋ(t) удовлетворяет

включению (2) для почти всех t ∈ [t0, ω).

Отображение F : R1 × Cτ → convRn называется полунепрерывным свер-

ху, если для любых (t, ϕ(·)) ∈ R1 × Cτ и для любого ε > 0 существует δ =

δ(ε, t, ϕ(·)) > 0 такое, что для всех (t′, ϕ′(·)), удовлетворяющих неравенствам

|t′ − t| < δ, ‖ϕ′(·) − ϕ(·)‖C < δ, выполняется F (t′, ϕ′(·)) ⊂ F ε(t, ϕ(·)). (Здесь и

далее F ε(t, ϕ(·)) обозначает ε-окрестность множества F (t, ϕ(·)).)
Отметим, что полунепрерывность сверху означает, что

lim
t′→t,ϕ′(·)→ϕ(·)

ρ(F (t′, ϕ′(·)), F (t, ϕ(·))) = 0

и для ограниченных многозначных отображений необходимым и достаточным

условием полунепрерывности сверху является замкнутость графика (см. [16,

c. 35–40].
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Сформулируем условия, которые используются при исследовании включе-

ния (2).

А1. Значениями многозначного отображения F (t, ϕ(·)) являются непустые,

выпуклые и компактные множества.

A2. Многозначное отображение (t, ϕ(·)) → F (t, ϕ(·)) полунепрерывно свер-

ху.

A3. Для любого ограниченного множества Q ⊂ Cτ существует константа L
такая, что для любых (t, ϕ(·)) ∈ R1×Q и z ∈ F (t, ϕ(·)) выполняется неравенство

‖z‖ ≤ L.

Теорема 1 (см. [17]). Если выполняются условия A1–A3, то задача (2)

для любой начальной функции имеет локальное решение, любое решение мо-

жет быть продолжено на правый максимальный промежуток существования

[t0− τ, ω) и любое ограниченное непродолжимое решение определено на проме-

жутке [t0 − τ,+∞).

Введем в рассмотрение два вида многозначных отображений, которые бу-

дем называть предельными для многозначного отображения F :

F ∗(t, ϕ(·)) =
⋂

b≥0

co
⋃

a≥b

F (t+ a, ϕ(·)), F ′(t, ϕ(·)) =
⋂

n≥1

co
⋃

k≥n

F (t+ tk, ϕ(·)),

где a > 0, tk → +∞ — произвольная последовательность, определяющая отоб-

ражение F ′ (одна и та же для любых (t, ϕ(·))), и co — знак выпуклой замкнутой

оболочки множества.

Следующая теорема описывает некоторые общие свойства предельных мно-

гозначных отображений из статьи [18], которые могут быть полезны для их

построения и применения.

Теорема 2. Пусть F : R1 × Cτ → convRn — ограниченное при каждом

фиксированном ϕ(·) многозначное отображение. Тогда справедливы следующие

утверждения.

1. Для любых фиксированных (t, ϕ(·)) множества F ∗(t, ϕ(·)) и F ′(t, ϕ(·))
непустые, выпуклые и компактные.

2. Для любой функции ϕ(·) множество F ∗(t, ϕ(·)) не зависит от t.
3. Для предельного относительно последовательности tn → +∞ отображе-

ния выполняется F ′(t, ϕ(·)) ⊂ F ∗(ϕ(·)) для любых (t, ϕ(·)).
4. Если отображение F = f(t, ϕ(·)) однозначно, то его предельные отобра-

жения в общем случае многозначны. При этом значение f∗(ϕ(·)) (соответствен-

но f ′(t, ϕ(·))) будет однозначно тогда и только тогда, когда существует предел

lim
t→+∞

f(t, ϕ(·)) (соответственно тогда и только тогда, когда существует предел

lim
tn→+∞

f(t+ tn, ϕ(·))).
5. При любой фиксированной функции ϕ(·) множество F ∗(t, , ϕ(·)) пред-

ставляет собой выпуклую замкнутую оболочку всех предельных значений функ-

ций h(t) ∈ F (t, ϕ(·)) при условии, что t→ +∞.

6. При любых фиксированных (t, ϕ(·)) множество F ′(t, ϕ(·)) представляет

собой выпуклую замкнутую оболочку всех предельных точек последователь-

ностей векторов zk ∈ F (t + tk, ϕ(·)), где {tk} — последовательность, которая

определяет отображение F ′(t, ϕ(·)).
Здесь и далее зависимость в обозначениях отображения F ∗ от переменной

t не указывается и полагается, например, что F ∗(t, ϕ(·)) = F ∗(0, ϕ(·)).



362 И. А. Финогенко

Функционально-дифференциальное включение

ẋ ∈ F ∗(ϕ(·)) (3)

называется предельным для включения (2) и функционально-дифференциаль-

ное включение

ẋ ∈ F ′(t, ϕ(·)) (4)

называется предельным относительно последовательности {tk} для включе-

ния (2).

Предельные функционально-дифференциальные включения (3) и (4) будут

изучаться при дополнительном условии

A4. Для любых ϕ(·) и ε > 0 существуют числа δ = δ(ε, ϕ(·)) > 0 и γ =

γ(ε, ϕ(·)) такие, что

F (t′, ϕ′(·)) ⊂ F ε(t, ϕ(·)) (5)

для всех t > γ, t′ и ϕ′(·) таких, что |t′ − t| < δ и ‖ϕ′(·)− ϕ(·)‖C < δ.

Отметим, что условие (5) является некоторым усилением свойства полуне-

прерывности сверху многозначного отображения (t, ϕ(·)) → F (t, ϕ(·)) и всегда

выполняется, если это отображение полунепрерывно сверху в каждой точке

(t, ϕ(·)) равномерно относительно переменной t.

Теорема 3. Если для многозначного отображения F выполняются условия

A1–А4, то для предельных многозначных отображений F ∗ и F ′ выполняются

условия А1–А3.

Доказательство. Условия А1 и А3 для отображений F ′ и F ∗ вытекают

непосредственно из условий А1 и А3 и определений. Так как многозначное отоб-

ражение F ∗ не зависит от переменной t, его полунепрерывность по переменной

ϕ(·) следует из [18, лемма 2].

Докажем А2 для предельного многозначного отображения F ′(t, ϕ(·)), опре-

деленного последовательностью {tk}. Для этого достаточно показать, что для

любых фиксированных (t, ϕ(·)) и произвольного ε > 0 существует δ = δ(t, ϕ(·), ε)
> 0 такое, что при условиях |t′ − t| < δ и ‖ϕ′(·)− ϕ(·)‖C < δ выполняется нера-

венство

ρ(F ′(t′, ϕ′(·)), F ′(t, ϕ(·))) < ε. (6)

Из условия А4 получаем, что для любой функции ϕ(·) и произвольного

ε > 0 существуют число δ = δ(ϕ(·), ε) > 0 и номер m = m(ϕ(·), ε) такие, что

co
⋃

k≥n

F (t′ + tk, ϕ
′(·)) ⊂ co

⋃

k≥n

(F (t+ tk, ϕ(·)))ε (7)

для всех n ≥ m, |t′ − t| < δ и ‖ϕ′(·)− ϕ(·)‖C < δ. Здесь учтено, что для любого

ограниченного множества A ⊂ Rn выполняется (см. [19, c. 50])

coA = coA, (coA)ε = co(Aε).

Из (7) получаем, что F ′(t′, ϕ′(·)) ⊂ (F ′(t, ϕ(·)))ε для всех |t′ − t| < δ и

‖ϕ′(·)− ϕ(·)‖C < δ, откуда вытекает (6) и теорема доказана.
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2. Принцип инвариантности

Всюду в дальнейшем полагаем, что все ограниченные решения включе-

ний (2)–(4) определены на правых максимальных промежутках существования

[t0 − τ,+∞).

Будем говорить, что множество D ⊂ Cτ полуинвариантно, если для любой

функции ψ(·) ∈ D существует решение y(t) включения (3) такое, что y0(·) = ψ(·)
и yt(·) ∈ D для всех t ≥ 0.

Множество D ⊂ Cτ квазиинвариантно, если для любой функции ψ(·) ∈ D
существует решение y(t) включения (4) с некоторым предельным многозначным

отображением F ′(t, ϕ(·)) в правой части такое, что y0(·) = ψ(·) и yt(·) ∈ D для

всех t ≥ 0.

Функцию ψ(·) назовем ω-предельной для решения x(t) включения (2), опре-

деленного на промежутке [t0 − τ,+∞), если существует последовательность

tn → +∞ такая, что xtn(·) → ψ(·). Множество всех ω-предельных функций

обозначим через �+(x).

Теорема 4. Пусть выполняются условия A1–A4. Тогда для любого огра-

ниченного решения x(t) включения (2) множество �+(x) непусто, компактно,

связно, квазиинвариантно и dC(xt(·), �+(x))→ 0 при t → +∞, где dC означает

расстояние от точки до множества в пространстве Cτ .

В рамках сделанных предположений утверждение теоремы 4 вытекает из

[18, теорема 3].

Замечание 1. Поскольку F (t, ϕ(·)) ⊂ F ∗(ϕ(·)) при любых (t, ϕ(·)), то свой-

ство квазинвариантности влечет свойство полуинвариантности для множества

�+(x). Существование и продолжимость решений включений (3) и (4) в рамках

предположений теоремы 3 необходимы при рассмотрении произвольного квази-

ваинвариантного множества D
Для конструктивного описания множеств точек нулей производной (и са-

мой производной) функционала Ляпунова в силу функционально-дифферен-

циального включения будем использовать специальный класс инвариантно диф-

ференцируемых функционалов, который был введен в [20] для решения задач

теории устойчивости в рамках прямого метода Ляпунова.

Для произвольных функции ϕ(·) ∈ Cτ и числа � > 0 через E�(ϕ(·)) обозна-

чим множество всех непрерывных продолжений �(·) функции ϕ(·) на отрезок

[−τ,�]. Для каждых функции �(·) ∈ E�(ϕ(·)) и числа ξ ∈ [0, �) через �ξ(θ)
обозначим �ξ(θ) = �(ξ + θ), где −τ ≤ θ ≤ 0.

Определение 1. Функционал W : Cτ → R1 имеет инвариантную про-

изводную ∂ϕW в точке ϕ(·) ∈ Cτ , если для любой �(·) ∈ E�(ϕ(·)) функция

Y�(ξ) = W (�ξ(·)) имеет в нуле конечную правую производную ∂Y�/∂ξ|ξ=+0,

инвариантную относительно функций �(·). Последнее означает, что значение

правой производной в нуле одно для всех �(·) ∈ E�(ϕ(·)).
Определение 2. Функционал W : R1×Rn×Cτ → R инвариантно диффе-

ренцируем в точке p = (t, x, ϕ(·)) ∈ R1×Rn×Cτ , если в этой точке существуют

конечные ∂W/∂t,∇xW,∂ϕW и для любой �(·) ∈ E�(ϕ(·)) выполняется равен-

ство

W (t+ ζ, x+ z, �ξ(·))−W (t, x, ϕ(·))

=
∂W [p]

∂t
· ζ + 〈∇xW [p], z〉+ ∂ϕW [p] · ξ + o(

√
‖z‖2 + ζ2 + ξ2)
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при каждых z ∈ Rn, ξ ∈ [0, �], ζ ≥ 0, причем o(·) зависит от выбора �(·) ∈
E�(ψ(·)). (Здесь ∇xW — градиент функционала W по переменной x, 〈·, ·〉 —

знак скалярного произведения.)

Замечание 2. Для того чтобы функционал W был инвариантно диффе-

ренцируем в точке p = (t, x, ϕ(·)), необходимо, чтобы он имел в этой точке

частные производные ∇xW , ∂ψW , и достаточно, чтобы они были инвариантно

непрерывны в точке p. Эти и другие факты относительно инвариантно диффе-

ренцируемых функционалов, а также примеры имеются в [20].

Будем рассматривать инвариантно-дифференцируемый функционал Ляпу-

нова V (t, x, ϕ(·)). Его верхнюю V̇ +(t, ϕ(·)) и нижнюю V̇ −(t, ϕ(·)) производные

в силу функционально-дифференциального включения (2) определим следую-

щими равенствами:

V̇ + = sup
y∈F (t,ϕ(·))

(〈∇xV, y〉+ ∂ϕV + ∂tV )| x=ϕ(0),

V̇ − = inf
y∈F (t,ϕ(·))

(〈∇xV, y〉+ ∂ϕV + ∂tV )| x=ϕ(0).

Замечание 3. Инвариантная производная функционала V не зависит от

продолжения функции ϕ(·) вправо и, следовательно, не зависит от решения

функционально-дифференциального включения (2). Функционал V рассмат-

ривается как функция трех переменных (t, x, ϕ(·)), и это позволяет конструк-

тивно вычислять полные производные функционала V в силу функционально-

дифференциального включения (2), не зная решения. Иными словами, в про-

изводных V̇ + и V̇ − выделена бесконечномерная составляющая (инвариантная

производная), не зависящая от правой части включения (2), и конечномерная

(градиент), которая эту зависимость обеспечивает. Связь между производными

вдоль решения и производными в силу исследуемых систем для функционально-

дифференциальных уравнений установлена в [20]. Для функционально-диффе-

ренциальных включений эту связь обеспечивает следующая

Лемма 1 (см. [21, лемма 1]). Пусть выполняются условия А1–А3, x(t) —

решение дифференциального включения (2), определенное на некотором про-

межутке [t0 − τ, t1), и V (t, x, ϕ(·)) — инвариантно-дифференцируемый функци-

онал.

Тогда справедливы неравенства

V̇ −(t, xt(·)) ≤ D−v(t) ≤ D+v(t) ≤ V̇ +(t, xt(·)) (8)

для всех t ∈ [t0, t1), где D−v(t) и D+v(t) — правое нижнее и соответственно

правое верхнее производные числа Дини функции v(t) = V (t, x(t), xt(·)).
Неравенства (8) позволяют установить связь между производной функци-

оналов V (p), p = (t, x, ϕ(·)), вдоль решения и производной в силу включения

(2).

Через w(t, ϕ(·)) ≥ 0 будем обозначать измеримую по t, непрерывную по

ϕ(·) и ограниченную на каждом множестве R1 × K функцию, где K ⊂ Cτ —

компактное множество, для которой выполняется условие

lim
t→+∞,ϕ(·)′→ϕ(·)

|w(t, ϕ(·)′)− w(t, ϕ(·))| = 0. (9)

Условие (9) означает, что для w выполняется условие А4. Для этого достаточно

также, чтобы функция w была непрерывна по ϕ(·) равномерно относительно t.
Сформулируем две теоремы из [18], которые являются аналогами принципа

инвариантности для функционально-дифференциальных включений, и будут

использоваться в дальнейшем.
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Теорема 5. Пусть выполняются условия А1–А3 и для включения (2) су-

ществует инвариантно-дифференцируемый функционал V (t, x, ϕ(·)), ограничен-

ный снизу на каждом множестве вида R1×K[0]×K, где K ⊂ Cτ — компактное

множество, K[0] = {ϕ(0) : ϕ(·) ∈ K}, такой, что выполняется условие

V̇ +(t, ϕ(·)) ≤ −w(t, ϕ(·)). (10)

Тогда для любого ограниченного решения x(t) включения (2) множество

�+(x) принадлежит наибольшему квазиинвариантному подмножеству множе-

ства

Ew = {ϕ(·) ∈ Cτ : α(ϕ(·)) = 0}, (11)

где α(ϕ(·)) — нижний предел функции t→ w(t, ϕ(·)) при t→ +∞.

Отметим, что для каждого фиксированного ϕ(·) значение функции α(ϕ(·))
реализуется на некоторой последовательности w(tk, ϕ(·)) при tk → +∞. Поэто-

му формуле (11) можно придать вид

Ew = {ϕ(·) ∈ Cτ : ∃tk → +∞, lim
k→+∞

w(tk, ϕ(·)) = 0}.

Теорема 6. Пусть в условиях теоремы 5 инвариантно-дифференцируемый

функционал V (x, ϕ(·)) не зависит от переменной t. Введем обозначения:

V̇ ∗+(ϕ(·)) = sup
y∈F∗(ϕ(·))

(〈∇xV (x, ϕ(·)), y〉 + ∂ϕV (x, ϕ(·)))| x=ϕ(0),

V̇ ′+(t, ϕ(·)) = sup
y∈F ′(t,ϕ(·))

(〈∇xV (x, ϕ(·)), y〉 + ∂ϕV (x, ϕ(·)))| x=ϕ(0).

Тогда для любого ограниченного решения включения (2) с ω-предельным

множеством �+(x) справедливы следующие утверждения.

1. Для любой начальной функции ϕ0(·) ∈ �+(x) существуют предельное

относительно некоторой последовательности {tk} отображение F ′(t, ϕ(·)) и ре-

шение y(t) включения (4) с начальным условием y0 = ϕ0(·) такие, что выпол-

няется равенство

V̇ ′+(t, yt(·)) = 0

для п. в. t ≥ 0.

2. Множество �+(x) принадлежит наибольшему полуинвариантному под-

множеству множества

E∗ = {ϕ(·) ∈ Cτ : V̇ ∗+(ϕ(·)) = 0}. (12)

Множества (11) и (12) являются аналогами множества нулей производной

функции Ляпунова в принципе инвариантности Ла-Салля для автономных диф-

ференциальных уравнений.

3. Принцип инвариантности с набором

вспомогательных функционалов Ляпунова

Пусть Vj(x, ϕ(·)) — инвариантно-дифференцируемые функционалы, j ∈
{1, . . . ,m}. Введем обозначения:

V̇ ′+j (t, ϕ(·)) = sup
y∈F ′(t,ϕ(·))

(〈∇xVj(x, ϕ(·)), y〉 + ∂ϕVj(x, ϕ(·)))|x=ϕ(0),

V̇ ∗+j (ϕ(·)) = sup
y∈F∗(ϕ(·))

(〈∇xVj(x, ϕ(·)), y〉 + ∂ϕVj(x, ϕ(·)))|x=ϕ(0)

и

V̇ ′−j (t, ϕ(·)) = inf
y∈F ′(t,ϕ(·))

(〈∇xVj(x, ϕ(·)), y〉 + ∂ϕVj(x, ϕ(·)))|x=ϕ(0),

V̇ ∗−j (ϕ(·)) = inf
y∈F∗(ϕ(·))

(〈∇xVj(x, ϕ(·)), y〉 + ∂ϕVj(x, ϕ(·)))|x=ϕ(0).
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Теорема 7. Пусть выполняются все предположения теоремы 5, условие

А4, M ⊂ Ew — замкнутое множество и существуют инвариантно-дифференци-

руемые функционалы Vj(x, ϕ(·)), j = 1, . . . ,m, такие, что для любой функции

ϕ(·) ∈ Ew\M найдется индекс j ∈ {1, . . . ,m} такой, что

Vj(ϕ(0), ϕ(·)) = 0 (13)

и выполняется одно из условий:

V̇ ′j
+(0, ϕ(·)) < 0, V̇ ′j

−(0, ϕ(·)) > 0 (14)

для любого предельного отображения F ′(t, ϕ(·)) и для каждой функции ϕ(·) ∈
Ew\M .

Тогда для любого ограниченного решения x(t) включения (2) выполняется

�+(x) ⊂M. (15)

Доказательство. Предположим, что условие (15) не выполняется. Тогда

существует функция ϕ0(·) ∈ �+(x)\M . В соответствии с теоремой 4 множество

�+(x) квазиинвариантно. Тогда существует решение y1(t) включения (4) c на-

чальным условием y1
0(·) = ϕ0(·), удовлетворяющее y1

t (·) ∈ �+(x) для всех t ≥ 0.

Поскольку множество M замкнуто, то y1
t (·) 6∈ M для всех t ∈ [0, h0) для неко-

торого достаточно малого h0 > 0, а в соответствии с теоремой 5 выполняется

y1
t (·) ∈ Ew для всех t ≥ 0. Тогда в соответствии с неравенствами (14) и леммой 1,

примененной к включению (4), найдутся функционал Vj1 и число 0 < h1 < h0

такие, что

Vj1(y
1(0), y1

0(·)) = 0, Vj1 (y
1(h1), y

1
h1

(·)) 6= 0, y1
h1

(·) ∈ �+(x)\M.

Аналогично вышесказанному существуют решение y2(t) включения (4) c на-

чальным условием y2
0(·) = y1

h1
(·), удовлетворяющее y2

t (·) ∈ �+(x) для всех t ≥ 0,

число h2 > 0 и функционал Vj2 , j1 6= j2, такие, что

Vj2
(
y2(0), y2

0(·)
)

= 0, Vj2
(
y2(h2), y

2
h2

(·)
)
6= 0, y2

h2
(·) ∈ �+(x)\M.

Так как Vj1(y
1(h1), y

1
h1

(·)) 6= 0, то число h2 можно взять настолько малым, что

будет выполняться Vj1
(
y2(h2), y

2
h2

(·)
)
6= 0. Продолжая этот процесс, получим

точку hm такую, что ymhm(·) ∈ Ew\M и Vj(y
m(hm), ymhm(·)) 6= 0 для всех j =

1, . . . ,m. Последнее противоречит условию (13), и теорема доказана.

Теорема 8. Пусть выполняются все условия теоремы 5, множество E∗

определено равенством (12), M ⊂ E∗ — замкнутое множество. Предположим,

что существуют инвариантно-дифференцируемые функционалы Vj(ϕ(·)), j =

1, . . . ,m, такие, что для любого ϕ(·) ∈ E∗\M найдется индекс j ∈ {1, . . . ,m}
такой, что выполняются (13) и одно из условий

V̇ ∗+j (ϕ(·)) < 0, V̇ ∗−j (ϕ(·)) > 0. (16)

Тогда для любого ограниченного решения x(t) включения (2) выполняется

(15).

Доказательство повторяет доказательство теоремы 7 с заменой произ-

водных V̇ ′+(t, ϕ(·)) и V̇ ′−(t, ϕ(·)) на V̇ ∗+(ϕ(·)) и V̇ ∗−(ϕ(·)), множества Ew на

множество E∗ соответственно и использовании неравенств (16) вместо нера-

венств (14).
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Следствие 1. В рамках предположений теоремы 7 или теоремы 8 для лю-

бого ограниченного решения дифференциального включения (2) выполняется

d(xt(·),M)→ 0 при t→ +∞.

Доказательство вытекает из теорем 7, 8 и теоремы 4.

Замечание 4. Полученные результаты могут применяться к обыкновен-

ным дифференциальным уравнениям и включениям без запаздывания. Отме-

тим, что важным условием при этом является ограниченность решений. Основы

теории ограниченности решений систем дифференциальных уравнений на ос-

нове метода функций Ляпунова заложены в работе Иосидзавы [22]. Различные

типы ограниченности решений и их сравнительный анализ имеются в [1]. В [23]

к теории ограниченности решений применяются методы вектор-функций Ля-

пунова. Достаточные условия существования ограниченных и периодических

решений дифференциальных включений представлены в [19].

Для функционально-дифференциальных включений здесь приведем лишь

одно простое утверждение.

Функционал V (t, x, ϕ(·)) будем называть бесконечно большим, если для лю-

бого числа A > 0 существует число B > 0 такое, что |V (t, ϕ(0), ϕ(·))| > A для

всех t ≤ B и ‖ϕ(·)‖C > B.

Следствие 2. В рамках предположений теорем 7 или 8 с бесконечно боль-

шим и ограниченным снизу функционалом V (t, x, ϕ(·)) утверждения этих тео-

рем и следствия 1 справедливы для любого решения x(t) включения (2).

Доказательство. Из неравенства (10) и леммы 1 вытекает, что для лю-

бого решения x(t) включения (2) функция t 7→ V (t, x(t), xt(·)) не возраста-

ет. Кроме того, она ограничена снизу и поэтому для неограниченного реше-

ния x(t) эта функция ограничена, что противоречит условию быть бесконечно

большим для функционала V . Следовательно, любое решение функционально-

дифференциального включения (2) ограничено и утверждения теорем 7, 8 и

следствия 1 справедливы для всех решений включения (2).

Замечание 5. В теоремах 7, 8 множества Ew и E∗ могут быть заменены

любым содержащим их множеством E и при этом останутся справедливыми

утверждения следствий 1 и 2.

4. Притяжение для механических систем с трением

Принцип инвариантности не позволяют в полной мере решать задачу при-

тяжения для включения (2), так как множество M заранее неизвестно и может

формироваться, по сути дела, лишь в ходе анализа множеств нулей верхних

производных функционала V . В результате этого и появляются вспомогатель-

ные функционалы Vj , определяющие те области из множеств Ew и E∗, которым

притягивающее множество заведомо не принадлежит. Продемонстрируем это

для механической системы в форме уравнений Лагранжа 2-го рода с k степеня-

ми свободы
d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= QAi +QTi , i = 1, . . . , k, (17)

под действием потенциальных и диссипативных активных сил QAi и сил трения

скольжения QTi . Для таких систем функция Ляпунова в форме энергии имеет

знакопостоянную производную. Детальное описание и исследование вопросов

притяжения для (17) в автономном случае имеется в [23].
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Используются следующие обозначения: q = (q1, . . . , qk)
′, q = (q̇1, . . . , q̇k)′,

q = (q̈1, . . . , q̈k)′, QA = (QA1 , . . . , Q
A
k )′ — векторы обобщенных координат, скоро-

стей, ускорений и активных сил. (Здесь ′ — знак транспонирования.)

Исследование системы (17) проводится с целью показать детали предла-

гаемого метода, связанные со вспомогательными функционалами Ляпунова.

Поэтому мы ограничиваемся случаем, когда кинетическая энергия T системы

представляет собой положительно определенную квадратичную форму

T =
1

2

k∑

i=1

k∑

j=1

aij(q)q̇
iq̇j

обобщенных скоростей с симметричной положительно определенной матрицей

A(q) = [aij(q)]
k
1 , а от переменной t зависят лишь коэффициенты трения.

Активные силы QA представляют собой сумму потенциальных сил K =

(K1(q), . . . ,Kk(q))
′, Ki(q) = −∂�(q)/∂qi, где �(q) — потенциальная энергия

системы, и диссипативных сил

D = (D1(q, q̇), . . . , Dk(q, q̇))
′, D(q, 0) = 0,

k∑

i=1

Di(q, q̇)q̇
i ≤ 0,

которые могут представлять силы вязкого трения или силы сопротивления сре-

ды. Здесь предполагаем также, что на систему действуют активные силы, за-

висящие от предшествующего состояния системы. Это могут быть возмущения

или разрывные позиционные управляющие силы любой физической природы с

запаздыванием. Они выделяются в отдельный класс внешних сил G(q̇(t− τ)).
Обобщенные силы трения скольжения при условии q̇i 6= 0 имеют вид

QTi (q, q̇) = −fi(t, q, q̇)|Ni(q, q̇)| sgn q̇i, (18)

где |Ni(q, q̇)| — модули нормальных реакций в точках соприкосновения трущих-

ся тел, fi(t, q, q̇) > 0 — коэффициенты трения, 1 ≤ s ≤ k.
Отметим, что если активные силы, действующие на систему, известны, то

реакции связей с трением Ni(q, q̇) неизвестны и подлежат определению (см.

[23, 24]. В данной статье эти вопросы не затрагиваются.

Применим к силам трения в точках разрыва простейшее выпуклое доопре-

деление в смысле А. Ф. Филиппова [19] и тогда вместе с (18) получим общее

выражение сил трения в виде

QTi (t, q, q̇) =

{ −fi|Ni| sgn q̇, если q̇i 6= 0,

[−fi|Ni|, fi|Ni|], если q̇i = 0,

для каждого i = 1, . . . , k.
Введем в рассмотрение функцию g = (g1, . . . , gk)

′, определенную равен-

ствами

gi(q, q̇) =
1

2

k∑

ν=1

k∑

j=1

∂aνj
∂qi

q̇ν q̇j −
k∑

j=1

k∑

ν=1

∂aij
∂qν

q̇ν q̇j .

Тогда (17) в развернутом виде запишется так:

A(q)q̈ ∈ g(q, q̇) +D(q, q̇) +K(q) +G(q̇(t− τ)) +QT (t, q, q̇). (19)

Полагая x1 = q, x2 = q̇, x = (x1, x2) и xt(θ) = x(t + θ), −τ ≤ θ ≤ 0,

стандартными преобразованиями включение (18) можно привести к виду

ẋ ∈ F (t, xt(·)). (20)
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Применительно к включению (20) могут использоваться результаты преды-

дущих разделов данной статьи. Далее рассматриваем систему (17) в удобной

для нас форме (19).

Положим

ai(x) = lim
t→+∞

fi(t, x), bi(x) = lim
t→+∞

fi(t, x), i = 1, . . . , k,

и определим многозначную функцию со значениями Q∗(x) = Q∗1(x)× . . .×Q∗k(x)
равенствами

Q∗i (x) =





[ai|Ni|, bi|Ni|], если q̇i < 0,

[−bi|Ni|,−ai|Ni|], если q̇i > 0,

[−bi|Ni|, bi|Ni|], если q̇i = 0.

Предельное функционально-дифференциальное включение, построенное с

использованием теоремы 2, имеет вид

A(q)q̈ ∈ g(q, q̇) +D(q, q̇) +K(q) +G(q̇(t− τ)) +Q∗(q, q̇). (21)

Функционал Ляпунова возьмем в виде

V (x, ϕ(·)) = c(T (x) +�(x)) +

0∫

−τ

G2(ϕ2(θ)) dθ, (22)

где ϕ(·) = (ϕ1(·), ϕ2(·)), c > 0 и

G2(ϕ2(θ)) =

k∑

i=1

G2
i (ϕ2(θ))

для всех θ ∈ [−τ, 0]. Функционал (22) инвариантно дифференцируем, и его ин-

вариантная производная по переменной ϕ(·) при условии x = ϕ(0) определяется

равенством [20]

∂ϕV = G2(ϕ2(0))−G2(ϕ2(−τ)).
Используя леммы 3 и 4 из [25], заключаем, что

V̇ +(t, ϕ(·)) = c

(
k∑

i=1

Di(x)ϕ2i(0)−
k∑

i=1

fi(t, x)|Ni(x)||ϕ2i(0)|

+

k∑

i=1

Gi(ϕ2(−τ))ϕ2i(0)

)∣∣∣∣∣
x=ϕ(0)

+ ∂ϕV,

V̇ ∗+(ϕ(·)) = c

(
k∑

i=1

Di(x)ϕ2i(0)−
k∑

i=1

ai(x)|Ni(x)||ϕ2i(0)|

+

k∑

i=1

Gi(ϕ2(−τ))ϕ2i(0)

)∣∣∣∣∣
x=ϕ(0)

+ ∂ϕV.

Если V̇ +(t, ϕ(·)) ≤ 0, то в соответствии с теоремой 8 множество �+(x) лю-

бого ограниченного решения x(t) = (q(t), q̇(t)) включения (21) принадлежит
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наибольшему полуинвариантному подмножеству множества

E∗ =

{
ϕ(·) : c

(
k∑

i=1

Di(x)ϕ2i(0)−
k∑

i=1

ai(x)|Ni(x)||ϕ2i(0)|

+

k∑

i=1

Gi(ϕ2(−τ))ϕ2i(0)

)∣∣∣∣∣
x=ϕ(0)

+ ∂Vϕ = 0

}
. (23)

Таким образом, принцип инвариантности для системы (17) в форме вклю-

чения (21) сводится к условиям знакопостоянства производной V̇ +(t, ϕ(·)), а

вспомогательные функционалы должны определяться в результате анализа мно-

жества (23).

Предположим, что диссипация является полной относительно всех обоб-

щенных скоростей q1, . . . , qk, т. е.

k∑

i=1

Di(q, q̇
i)q̇i ≤ −γ

k∑

i=1

q̇i2, (24)

и рассмотрим множество

E∗0 =

{
ϕ(·) : −c

(
γ

k∑

i=1

ϕ2
2i(0) +

k∑

i=1

ai(ϕ(0))|Ni(ϕ(0))||ϕ2i(0)|

−
k∑

i=1

Gi(ϕ2(−τ))ϕ2i(0)

)
+ ∂Vϕ = 0

}
.

Из условия (24) вытекает, что E∗ ⊂ E∗0 , и, как отмечено в замечании 5, в

теореме 8 может быть использовано вместо множества E∗ множество E∗0 .

Выберем c = 2 и γ > 1/2. Тогда

E∗0 =

{
ϕ(·) : −

k∑

i=1

(
ϕ2i(0)−Gi(ϕ2(−τ))

)2 − 2

k∑

i=1

ai(ϕ(0)) |Ni(ϕ(0))| |ϕ2i(0)|

−
k∑

i=1

(
α2ϕ2

2i(0)−G2
i (ϕ2(0))

)
= 0

}
, (25)

где α2 = 2γ − 1.

Пусть для любого z ∈ Rk выполняется ‖G(z)‖ ≤ α‖z‖ и

ai(x)|Ni(x)| 6= 0 (26)

для всех i = 1, . . . , k, и x ∈ R2k. Тогда множество (25), очевидно, определяется

условием

ϕ(·) ∈ E∗0 ⇔ ϕ2(0) = 0 и G(ϕ2(−τ)) = 0. (27)

Далее предположим, что A = E — единичная матрица. Некоторые вопро-

сы общей теории для такого случая исследовались в [26]. Здесь рассмотрим

асимптотическое поведение решений с использованием теоремы 8. Определим

множество

M = {ϕ(·) : ϕ2i(0) = 0, G(ϕ2(−τ)) = 0,

|Ki(ϕ1(0))| ≤ bi(ϕ(0))|Ni(ϕ(0))|, i = 1, . . . , k} (28)
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и возьмем в качестве вспомогательных функционалов Vi(x, ϕ(·)) = ẋ2i, i =

1, . . . , k. Тогда M ⊂ E∗0 . Если ϕ(·) ∈ E∗0\M , то для некоторого индекса i вы-

полняется |Ki(ϕ1(0)| > bi(ϕ(·))|Ni(ϕ(·))| и непосредственно из определений вы-

текает, что Vi(ϕ(0), ϕ(·)) = 0 и выполняется одно из условий: V̇ ∗+ = bi −Ki < 0

или V̇ ∗− = −bi −Ki > 0. Поэтому в соответствии с теоремой 8 заключаем, что

�+(x) ⊂ M для любого ограниченного решения включения (19). В силу след-

ствия 1 d(xt(·),M)→ 0 и поэтому �+(x) ⊂ {ϕ(·) : ϕ2(θ) ≡ 0}. Следовательно,

�+(x(·)) ⊂ {ϕ(·) : ϕ2(·) = 0, |Ki(ϕ1(0)| ≤ bi(ϕ(·))|Ni(ϕ(·))|, i = 1, . . . , k},

Функционал V является бесконечно большим и ограниченным снизу. В си-

лу следствия 2 в терминах исходной системы (19) заключаем, что любое ее

решение x(t) = (q(t), q̇(t))) стремится к множеству

M∗ = {(q, q̇) : q̇i = 0, |Ki(q)| ≤ bi(q, q̇)|Ni(q, q̇)|, i = 1, . . . , k}. (29)

В заключение отметим, что множество (28) оказалось возможным описать

достаточно конструктивно, используя неравенства (24) и (26), так как они обес-

печивали структуру множества E∗ и выбор вспомогательных функционалов Vi.
Множество (29) представляет собой множество неизолированных положений

равновесия предельного включения (21) с нулевой функцией G. Если все коэф-

фициенты трения fi(t, q, q̇) являются невозрастающими по переменной t функ-

циями, то, как нетрудно видеть, стационарные множества исходной и предель-

ной систем совпадают. Тогда из следствия 2 вытекает, что при всех сделанных

выше предположениях система (19) дихотомична, т. е. любое ее ограниченное

решение стремится к стационарному множеству M∗. Вопрос о том, стремится

ли это решение к какому-либо конкретному положению равновесия, остается

открытым.
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