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УДК 510.5

О ТЕОРИИ ВЫЧИСЛИМО

ПЕРЕЧИСЛИМЫХ ЛИНЕЙНЫХ

ПРЕДПОРЯДКОВ С КОНКАТЕНАЦИЕЙ

Д. Б. Алиш, Н. А. Баженов,

Б. С. Калмурзаев

Аннотация. Предпорядок R называют линейным, если соответствующий фактор-
порядок является линейно упорядоченным. Данная работа посвящена изучению
вычислимой сводимости на бинарных отношениях. В работе исследуется степенная
структура Celps вычислимо перечислимых линейных предпорядков относительно
вычислимой сводимости.

Операция конкатенации дает упорядоченную сумму двух данных линейных
предпорядков. Доказано, что элементарная теория структуры Celps с операцией
конкатенации рекурсивно изоморфна арифметике первого порядка. Также пока-
зано, что теория всех счетных линейных предпорядков (относительно вычислимой
сводимости) с операцией конкатенации рекурсивно изоморфна арифметике второго
порядка.

DOI10.33048/smzh.2025.66.201

Ключевые слова: вычислимая сводимость, позитивный линейный предпорядок,
вычислимо перечислимый предпорядок, арифметика первого порядка, счетный ли-
нейный предпорядок.

1. Введение

В работе изучается вычислимая сводимость для предпорядков, заданных

на множестве натуральных чисел ω. Пусть R и S — бинарные отношения на ω.

Отношение R вычислимо сводится к S (обозначается через R ≤c S), если су-

ществует всюду определенная вычислимая функция f(x) такая, что для любых

x, y ∈ ω выполнено

(xR y) ⇔ (f(x)S f(y)).

Систематические исследования вычислимой сводимости для позитивных

(вычислимо перечислимых) отношений эквивалентности были инициированы

Ю. Л. Ершовым [1, 2]. В частности, он построил один из первых примеров

универсальной позитивной эквивалентности (т. е. позитивной эквивалентно-

сти E такой, что любая позитивная эквивалентность F вычислимо сводится к

E). Вначале исследования в области вычислимой сводимости были в основном

сосредоточены на естественных подклассах универсальных позитивных эквива-

лентностей (см., например, статьи [3, 4] и недавний обзор [5]).

Исследование поддержано Комитетом науки Министерства образования и науки Респуб-
лики Казахстан (грант № AP19576325). Работа Н. А. Баженова выполнена в рамках государ-
ственного задания ИМ СО РАН (проект № FWNF-2022-0011).

c© 2025 Алиш Д. Б., Баженов Н. А., Калмурзаев Б. С.
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В последние годы исследования сфокусированы на структурных свойствах

частично упорядоченного множества (Ceers,≤c). Множество Ceers содержит

все ≤c-степени позитивных эквивалентностей. Отметим, что аббревиатура ceer

(которая расшифровывается как “computably enumerable equivalence relation”)

была введена в [6]. В настоящее время эта аббревиатура стала стандартным

синонимом термина «позитивная эквивалентность» (positive equivalence).

В данной работе изучается сложность элементарных теорий для некоторых

естественных степенных структур, связанных с вычислимой сводимостью.

В теории вычислимости для многих естественных степенных структур D

их элементарные теории Th(D) имеют максимальную возможную m-степень.

Приведем лишь несколько примеров таких структур.

• Симпсон [7] доказал, что для верхней полурешетки DT всех тьюринговых

степеней ее теория Th(DT ) рекурсивно изоморфна арифметике второго поряд-

ка.

•Шор [8] доказал, что для полурешетки DT (≤0′)�0
2 тьюринговых степеней

теория Th(DT (≤ 0′)) рекурсивно изоморфна арифметике первого порядка.

• Нероуд и Шор [9] доказали, что для полурешетки Dm всех m-степеней

теория Th(Dm) рекурсивно изоморфна арифметике второго порядка.

•Нис [10] доказал, что для полурешетки Rm в.п. m-степеней теория Th(Rm)

рекурсивно изоморфна арифметике первого порядка.

Оказывается, что для вычислимой сводимости соответствующие теории

Th(D) также обычно имеют максимально возможную сложность.

В фундаментальной работе [11] Эндрюс и Сорби разработали сложные ме-

тоды работы с ≤c-степенями позитивных отношений эквивалентности. На осно-

ве этих методов в [12] была доказана следующая теорема: теория Th(Ceers,≤c)
рекурсивно изоморфна арифметике первого порядка. После этого были полу-

чены следующие результаты в этом направлении.

(a) Для множества Ceprs, содержащего≤c-степени всех в.п. предпорядков,

теория Th(Ceprs,≤c) рекурсивно изоморфна арифметике первого порядка [13].

(b) Для множества ER, содержащего ≤c-степени всех отношений эквива-

лентности на ω, теория Th(ER,≤c) рекурсивно изоморфна арифметике второго

порядка [14].

(c) В [15] результаты работы [12] перенесены на случай обобщенной теории

вычислимости на несчетных множествах.

В данной работе продолжаются исследования [12–14]. В [13] выделена важ-

ная подструктура структуры Ceprs (т. е. структуры в.п. предпорядков), ко-

торая интересна и сама по себе: эта подструктура Celps содержит ≤c-степени

всех в.п. линейных предпорядков.

Напомним, что предпорядок — это рефлексивное и транзитивное отношение.

Говорят, что предпорядок R линейный, если все x, y ∈ dom(R) удовлетворяют

следующему свойству: (xR y) ∨ (y Rx).

В статье [13] структура (Celps,≤c) использовалась для того, чтобы устано-

вить элементарную определимость (Ceers,≤c) в структуре предпорядков

(Ceprs, ≤c). На основе этого результата об элементарной определимости в [13]

получен результат (a), упомянутый выше. Отметим, что вопрос о точной слож-

ности теории Th(Celps,≤c) остается открытым.

В данной работе рассматривается дополнительная операция ⊕ на линейных
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предпорядках. Пусть L и R — линейные предпорядки на ω. Их конкатенация

(или упорядоченная сумма) L ⊕ R задается следующим образом. Для x, y ∈ ω
соотношение (x, y) ∈ L⊕R верно тогда и только тогда, когда выполняется одно

из следующих условий:

• x = 2k, y = 2m и (k,m) ∈ L;

• x = 2k + 1, y = 2m+ 1 и (k,m) ∈ R;

• x = 2k и y = 2m+ 1.

Говоря неформально, операция конкатенации ⊕ соответствует (обычной)

сумме порядковых типов (см., например, определение 1.29 в [16]). Нетрудно

проверить следующее: если линейные предпорядки L и R вычислимо перечис-

лимы, то предпорядок L ⊕ R также вычислимо перечислим. Следовательно,

операция ⊕ корректно определена на множестве Celps.

Работа построена следующим образом. Разд. 2 содержит необходимые пред-

варительные сведения. В разд. 3 доказывается, что теория в.п. линейных пред-

порядков с конкатенацией (т. е. теория Th(Celps,≤c,⊕)) рекурсивно изоморф-

на арифметике первого порядка (теорема 3.1 и следствие 3.2).

В разд. 4 разработанные методы применяются к классу LP, содержаще-

му ≤c-степени всех счетных линейных предпорядков на ω. Доказывается, что

Th(LP,≤c,⊕) рекурсивно изоморфна арифметике второго порядка (теорема 4.1).

2. Предварительные сведения

Если не оговорено обратное, предполагаем, что каждое рассматриваемое

бинарное отношение задано на ω. Бинарное отношение R является предпо-

рядком если R рефлексивно и транзитивно. Для предпорядка R определяется

соответствующее отношение эквивалентности supp(R) следующим образом:

supp(R) = {(x, y) : (xR y)& (y Rx)}.

Для элемента a ∈ ω и отношения эквивалентности E через [a]E обозначается

класс E-эквивалентности элемента a.

Для предпорядка R его ≤c-степень задается стандартным образом:

degc(R) = {S : S ≡c R}.

Через ≤N обозначается стандартный линейный порядок на натуральных чис-

лах. Более подробные сведения о счетных линейных порядках можно найти в

монографии [16].

Напомним, что предпорядокR является линейным, если все x, y ∈ ω удовле-

творяют следующему условию: (xR y) ∨ (y Rx). Линейный предпорядок R ин-

дуцирует естественный линейный порядок на классах supp(R)-эквивалентности:

[a]supp(R) ≤R [b]supp(R) тогда и только тогда, когда (aR b).

Через Celps обозначаем множество всех ≤c-степеней в.п. линейных предпоряд-

ков.

Как обычно, иногда будем отождествлять линейный предпорядок R и его

степень degc(R). В случаях, когда это ясно из контекста, также будем отож-

дествлять предпорядок R и соответствующий фактор-порядок (ω/ supp(R),≤R).
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Для натурального числа n ≥ 1 зададим вычислимый линейный предпоря-

док Linn следующим образом:

(x, y) ∈ Linn ⇔ rest(x, n) ≤N rest(y, n),

где rest(x, n) — это остаток от деления x на n. Для Linn его ≤c-степень обозна-

чается через ln.

Замечание 2.1. Отметим следующие простые свойства степеней ln:

(a) ln <c ln+1 <c degc(R) для любого (не обязательно в.п.) линейного пред-

порядка R такого, что соответствующее отношение эквивалентности supp(R)

имеет бесконечно много классов;

(b) ln ⊕ lk = ln+k для всех n, k ≥ 1.

Известно, что частично упорядоченное множество (Celps,≤c) имеет наи-

больший элемент U (см., например, теорему 3.1 в [17]). Как обычно, такой пред-

порядок U называем универсальным в.п. линейным предпорядком. Обзор дру-

гих известных результатов о частично упорядоченном множестве (Celps,≤c)
можно найти в [18].

Через 〈·, ·〉 обозначаем стандартную нумерацию упорядоченных пар, осу-

ществляемую функцией

〈x, y〉 =
(x + y)(x+ y + 1)

2
+ x.

Через ζ обозначается порядковый тип целых чисел.

Вычислимые линейные порядки рассматриваются на основе стандартного

подхода теории вычислимых структур: вычислимый линейный порядок L за-

дается вычислимым бинарным отношением, которое является рефлексивным,

транзитивным, линейным и антисимметричным. Заметим, что каждый вы-

числимый линейный порядок L (с областью определения ω) является позитив-

ным линейным предпорядком.

Для предпорядка R его обращение R∗ определяется стандартным образом:

x ≤R∗ y верно тогда и только тогда, когда y ≤R x.
Если L1 и L2 — (вычислимые) линейные порядки на ω, то полагаем, что их

произведение L1 ·L2 имеет область определения ω и задается следующим обра-

зом. Имеет место 〈a, b〉 ≤L1·L2 〈c, d〉 тогда и только тогда, когда либо b <L2 d,

либо (b = d и a ≤L1 c).
Если L — линейный порядок и a, b — элементы L, то говорят, что a и b

принадлежат одному и тому же блоку внутри L, если множество {x : (a ≤L
x ≤L b) ∨ (b ≤L x ≤L a)} конечно.

Прежде чем переходить к основным результатам, установим следующий

факт.

Лемма 2.2. Операция конкатенации ⊕ не является формульно определи-
мой в частично упорядоченном множестве (Celps,≤c).

Доказательство. Заметим, что отображение обращения R 7→ R∗ инду-

цирует автоморфизм � частично упорядоченного множества (Celps,≤c). Вы-

берем теперь пару вычислимых линейных порядков следующим образом: L

изоморфен ω и R изоморфен ω∗. Тогда ясно, что

�(L⊕R) ∼= ω + ω∗, �(L)⊕ �(R) ∼= ω∗ + ω ∼= ζ.

Следовательно, �(L ⊕ R) 6≡c �(L) ⊕ �(R), а отображение ⊕ не может быть

определимым в (Celps,≤c).
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3. Интерпретация арифметики

первого порядка в Celps

Основным результатом этого раздела является следующая

Теорема 3.1. Теория Th(ω \ {0},+,×) m-сводится к Th(Celps,≤c,⊕).

Основная идея доказательства теоремы 3.1 следует идеям теоремы 2.6 из [19].

Заметим, что структура ({ln : n ≥ 1},⊕) изоморфна структуре (ω \ {0},+). Та-

ким образом, говоря неформально, наша основная цель заключается в том,

чтобы получить формульную определимость для умножения × в структуре

(Celps,≤c,⊕). Эта цель достигается путем «кодирования» графика умножения

× через соответствующий параметр pL (который является вычислимым линей-

ным порядком): будет получена формула ψ(x, y, z; pL) сигнатуры {≤c,⊕}, при

этом эта формула определяет умножение (lx, ly) 7→ lx×y. После этого необходи-

мо «элиминировать» параметр pL из формулы ψ.

Доказательство теоремы 3.1 состоит из двух частей. Первая часть (п. 3.1)

является подготовительной: приводится список некоторых полезных множеств,

формульно определимых в структуре (Celps,≤c,⊕). Во второй части (п. 3.2)

описывается нужный вычислимый линейный порядок pL (который кодирует

умножение) и приводятся формулы, дающие элементарную определимость для

(ω \ {0},+,×) в (Celps,≤c,⊕).

Прежде чем привести доказательство теоремы 3.1, сформулируем основное

следствие этой теоремы.

Следствие 3.2. Теория Th(Celps,≤c,⊕) рекурсивно изоморфна арифме-
тике первого порядка.

Доказательство. Напомним, что множество A ⊆ ω является цилиндром,

если A × ω ≤1 A. Если A — цилиндр и B ≤m A, то B ≤1 A (см., например,

разд. 7.6 в [20]).

Известно, что теории Th(ω,+,×) и Th(ω \ {0},+,×) 1-эквивалентны. По-

скольку каждая элементарная теория является цилиндром, из теоремы 3.1 вы-

текает, что Th(ω,+,×) ≤1 Th(Celps,≤c,⊕). С другой стороны, заметим, что

структура (Celps,≤c,⊕) имеет 0(3)-вычислимую изоморфную копию, и из этого

следует, что Th(Celps,≤c,⊕) ≤1 Th(ω,+,×). Заключаем, что теории Th(Celps,
≤c,⊕) и Th(ω,+,×) рекурсивно изоморфны.

3.1. Вспомогательные определимые множества. В силу того, что

рассматриваются≤c-степени для вычислимых линейных порядков, следует быть

внимательными, когда речь идет о конкретных линейных порядках. В самом

деле, нетрудно заметить, что два изоморфных вычислимых линейных порядка

L1 и L2 могут обладать разными ≤c-степенями (см., например, работу [21], в

которой подробно рассмотрен случай, когда Li изоморфны наименьшему пре-

дельному ординалу ω). Поэтому выделим некоторые конкретные «стандарт-

ные» вычислимые линейные порядки:

• ωst — стандартный линейный порядок на натуральных числах;

• ω∗st — это обращение для ωst (т. е. x ≤ω∗st y тогда и только тогда, когда

y ≤ωst
x);

• ζst = ω∗st ⊕ ωst;
• ζ2

st — это «стандартный» квадрат ζst, т. е. (〈i1, j1〉, 〈i2, j2〉) ∈ ζ2
st тогда и

только тогда, когда либо j1 <ζst j2, либо (j1 = j2 и i1 ≤ζst i2).
Вначале установим следующий вспомогательный результат:
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Предложение 3.3. Следующие подмножества являются формульно опре-
делимыми в структуре (Celps,≤c,⊕):

(1) {ln} для каждого n ≥ 1;
(2) Fin = {ln : n ≥ 1};
(3) {ωst}, {ω∗st}, {ζst};
(4) {ζ2

st}.
Доказательство. Для каждого из подмножеств приведем формулу ло-

гики первого порядка, показывающую определимость этого подмножества.

(1) Степень l1 является наименьшей в частично упорядоченном множестве

(Celps,≤c), следовательно, формула

ψ1(x) := ∀y[x ≤ y]

определяет множество {l1}. Ясно, что формула

ψn(x) := (x = l1 ⊕ l1 ⊕ · · · ⊕ l1︸ ︷︷ ︸
n раз

)

определяет множество {ln} при n ≥ 2.

(2) Сначала напомним следующую лемму.

Лемма 3.4 [13, лемма 2.1]. Пусть R — неуниверсальный в.п. линейный
предпорядок со следующим свойством: supp(R) имеет бесконечно много классов
эквивалентности. Тогда существует в.п. линейный предпорядок S такой, что S
и R несравнимы относительно ≤c.

Получаем, что формула

ψfin(x) = ∀t[x ≤ t ∨ t ≤ x] & ∀y∀z[(y ≤ x& z ≤ x)→ (y ≤ z ∨ z ≤ y)]

определяет множество Fin в (Celps,≤c). Действительно, первая часть конъ-

юнкции говорит о том, что x должен быть сравним с любой степенью (по лем-

ме 3.4, этому условию удовлетворяют только все ln и универсальная степень).

Вторая часть конъюнкции говорит о том, что нижний конус для x линейно упо-

рядочен (по лемме 3.4 универсальная степень не удовлетворяет этому условию).

(3.a) Покажем, что формула

ψω(x) = [l1 ⊕ x = x] & ∀z((l1 ⊕ z = z)→ x ≤ z)

определяет множество {ωst}. Формула ψω(x) говорит о том, что x является

наименьшей степенью среди тех, которые удовлетворяют l1 ⊕ x = x. Следова-

тельно, если существует степень x со свойством ψω(x), то такой x должен быть

единственным. Заметим, что l1 ⊕ ωst ≡c ωst. Поэтому достаточно установить

следующий факт.

Лемма 3.5. Если T — (необязательно в.п.) линейный предпорядок, удо-
влетворяющий Lin1⊕T ≤c T , то ωst ≤c T .

Доказательство. Пусть f : Lin1⊕T ≤c T . Построим сводящую функцию

g : ωst ≤c T следующим образом:

g(0) = f(0), g(x+ 1) = f(2g(x) + 1).

Поскольку f является сводящей функцией, заметим следующее:

[f(2y + 1)]supp(T ) >T [f(0)]supp(T )
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верно для всех y ∈ ω. Кроме того, если [v]supp(T ) >T [z]supp(T ), то

[f(2v + 1)]supp(T ) >T [f(2z + 1)]supp(T ).

Следовательно, условие [g(z+1)]supp(T ) >T [g(z)]supp(T ) истинно для всех z ∈ ω и,

таким образом, g является вычислимой функцией, сводящей ωst к T . Лемма 3.5

доказана.

(3.b) Несложно получить результат, аналогичный лемме 3.5, для порядка

ω∗st, т. е. если T ⊕ Lin1 ≤c T , то ω∗st ≤c T . Отсюда получаем, что формула

ψω∗(x) = [x⊕ l1 = x] & ∀z((z ⊕ l1 = z)→ x ≤ z)

определяет множество {ω∗st}.
(3.c) Порядок ζst определяется следующим образом:

ψζ(x) := (x = ω∗st ⊕ ωst).

(4) Заметим, что ζ2
st ≡c ζst · ω∗st ⊕ ζst · ωst. Следовательно, достаточно

привести формулы, задающие ≤c-степени для порядков ζst · ω∗st и ζst · ωst.
Покажем, что формулы

ψζst·ωst
(x) = [ζst ⊕ x = x] & ∀z(ζst ⊕ z = z → x ≤ z),

ψζst·ω∗st(x) = [x⊕ ζst = x] & ∀z(z ⊕ ζst = z → x ≤ z)
определяют множества {ζst ·ωst} и {ζst ·ω∗st} соответственно. Аналогично п. (3.a)

для ζst · ωst достаточно установить следующее свойство.

Лемма 3.6. Если T — (необязательно в.п.) линейный предпорядок, удо-
влетворяющий ζst ⊕ T ≤c T , то ζst · ωst ≤c T .

Доказательство. Пусть f : ζst ⊕ T ≤c T . Для удобства рассуждений

полагаем, что элементы из ζst отождествляются с целыми числами. Также

полагаем, что каждый элемент из ζst ·ωst отождествляется с парой (x, y), где x ∈
Z и y ∈ N. Определим вычислимую функцию g : Z × N → dom(T ) следующим

образом. Для x ∈ Z и y ∈ N положим

g(x, 0) = f(2x), g(x, y + 1) = f(2g(x, y) + 1).

Заметим следующее: [f(2z + 1)]supp(T ) >T [f(2x)]supp(T ) верно для всех z ∈
dom(T ) и x ∈ Z. Более того, если [v]supp(T ) >T [z]supp(T ), то

[f(2v + 1)]supp(T ) >T [f(2z + 1)]supp(T ).

Следовательно, применяя индукцию по y, можно показать, что

[g(x, y + 1)]supp(T ) >T [g(x′, y)]supp(T )

для всех y ∈ N и x, x′ ∈ Z.
Кроме того, нетрудно установить, что [g(x + 1, y)]supp(T ) >T [g(x, y)]supp(T )

для всех x ∈ Z и y ∈ N (при y = 0 это непосредственно следует из того, что

функция f сводит ζst ⊕ T к T ). Из этого утверждения и полученного выше

факта выводим, что g задает сводимость из ζst · ωst в T . Лемма 3.6 доказана.

Доказательство для порядка ζst · ω∗st строится аналогично лемме 3.6 (с со-

ответствующими изменениями).
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Заключаем, что все подмножества из пп. (1)–(4) являются формульно опре-

делимыми в (Celps,≤c,⊕). Предложение 3.3 доказано.

Определимые подмножества из предложения 3.3 будут использованы в ко-

дировании стандартной модели арифметики в структуре (Celps,≤c,⊕).

Будем кодировать ненулевое натуральное число n посредством степени ln.

Отметим, что сложение определяется следующим образом: m + n = k тогда

и только тогда, когда lm ⊕ ln = lk. Более формально, зададим следующую

формулу:

ψ+(x, y, z) := (x, y, z ∈ Fin)& (x⊕ y = z). (1)

Дадим определения, необходимые для кодирования (графика) умножения.

Определение 1. Пусть (n1, n2, n3) ∈ (ω \ {0})3 — упорядоченная тройка.

Через t(n1, n2, n3) обозначается следующий вычислимый линейный порядок:

t(n1, n2, n3) = ζst ⊕ ln1 ⊕ ζst ⊕ ln2 ⊕ ζst ⊕ ln3 ⊕ ζst.

Определение 2. Пусть x, y ∈ Celps. Будем писать x ⊑ y, если

∃u, v(u⊕x⊕v = y & ∀z1, z2[(x = z1⊕z2 & x 6= z1⊕l1⊕z2)→ u⊕(z1⊕l1⊕z2)⊕v 6= y]).
(2)

Говоря неформально, определение 2 описывает «точное» вложение линей-

ного предпорядка X в линейный предпорядок Y . Основные полезные свойства

отношения ⊑ заключаются в следующем.

• Порядок Y можно «разбить» на три части U,X, V так, что Y ≤c U⊕X⊕V
и U ⊕X ⊕ V ≤c Y .

Подчеркнем, что порядковые типы структур Y и U⊕X⊕V не обязательно
совпадают (это составляет ключевое отличие от доказательств в [19]). Действи-

тельно, заметим, что ζ2
st ≡c ζst · ω∗st ⊕ l1 ⊕ ζst · ωst.

• Для любого «разбиения» X ≡c Z1⊕Z2 такого, что ≤c-степень Z1⊕ l1⊕Z2

отлична от ≤c-степени X (в этом случае ясно, что Z1⊕Z2 строго ниже Z1⊕ l1⊕
Z2), порядок U ⊕ (Z1 ⊕ l1 ⊕ Z2)⊕ V не ≤c-сводится к Y . Неформально говоря,

порядок U ⊕ (Z1 ⊕ l1 ⊕ Z2)⊕ V становится «слишком большим» для вложения

в Y .

По предложению 3.3 каждый порядок t(n1, n2, n3) и отношение ⊑ являются

формульно определимыми в структуре (Celps,≤c,⊕). Кроме того, из предло-

жения 3.3 также вытекает

Следствие 3.7. Существует формула ψC(x1, x2, x3; y) со следующим свой-
ством. Для данной степени p из Celps множество

C(p) = {(lm, ln, lk) : t(m,n, k) ⊑ p} (3)

определимо в (Celps,≤c,⊕) посредством формулы ψC(x1, x2, x3;p).

Определение 3. Для данной степени p будем говорить, что C(p) — это

тернарный предикат, закодированный посредством p.

3.2. Кодирование умножения с помощью вычислимого линейного

порядка. Вначале дадим ключевое определение, которое позволит закодиро-

вать бесконечное множество A ⊆ (ω \ {0})3 с помощью параметра tL(A). Здесь

L — данный счетный линейный порядок, а параметр tL(A) будет degT (L ⊕ A)-

вычислимым линейным порядком. Для удобства чтения можно думать об A
как о графике умножения для положительных целых чисел.
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Определение 4. Пусть A = {xi = (ni,1, ni,2, ni,3)}i∈ω ⊆ (ω \ {0})3 — беско-

нечное множество, а L — счетный линейный порядок (с областью определения

ω). Тогда L-кодом для A называем порядок tL(A), заданный следующим обра-

зом:

tL(A) = ζ2
st ⊕

(∑

i∈L
t(xi)

)
⊕ ζ2

st. (4)

Здесь сумма S =
∑
i∈L

Mi определяется стандартным образом: для любых i, j, k, l

∈ ω
〈k, i〉 ≤S 〈l, j〉 ⇔ (i <L j) ∨ (i = j & k ≤Mi

l).

Порядки t(xi) = t(ni,1, ni,2, ni,3) были ранее введены в определении 1.

Определение 5. Для порядка tL(A) из уравнения (4) и i ∈ ω будем назы-

вать интервал t(xi) i-м фрагментом порядка tL(A).

Заметим следующее: если A — бесконечное вычислимое множество и L —

вычислимый линейный порядок, то структура Celps содержит L-код для мно-

жества A.

Напомним следующий вспомогательный результат.

Лемма 3.8. (1) Для �0
2 тьюринговой степени D существует вычислимый

линейный порядок LD, имеющий порядковый тип ω + ω∗ такой, что степень
начального ω-сегмента для LD равна D (предложение 3.1 в [22]).

(2) Если D ≤ 0′ является не в.п. тьюринговой степенью, то порядки ωst и
ω∗st не ≤c-сводимы к LD .

Доказательство. (2) Пусть D ≤ 0′ и D — это не в.п. степень. Допустим,

что f : ωst ≤c LD. Заметим, что все элементы f(x), x ∈ ω, принадлежат началь-

ному ω-сегменту в LD. Обозначим этот начальный сегмент через �(LD). Тогда

множество�(LD) является в.п. Действительно, y ∈ �(LD) тогда и только тогда,

когда ∃x(f(x) >LD
y). Это противоречит выбору степени D = degT (�(LD)). За-

ключаем, что ωst �c LD. Аналогичным образом показывается, что ω∗st �c LD.

Лемма 3.8 доказана.

Приведем ключевое свойство L-кодов из определения 4.

Лемма 3.9. Пусть множество A ⊆ (ω \ {0})3 бесконечно, и пусть тьюрин-
гова степень D ≤ 0′ не в.п. Выберем порядок L = LD из леммы 3.8. Тогда

t(n1, n2, n3) ⊑ tL(A) ⇔ (n1, n2, n3) ∈ A.

Другими словами, можно отождествить A с множеством C(tL(A)) из уравне-
ния (3).

Доказательство. (⇐) Пусть A = {xi : i ∈ ω} и xe = (n1, n2, n3) ∈ A.

Будем обозначать t(xe) через X . Наша цель — показать, что X ⊑ tL(A). Во-

первых, определим линейные порядки

U := ζ2
st ⊕

∑

i<Le

t(xi), V :=
∑

i>Le

t(xi)⊕ ζ2
st.

Нетрудно заметить, что U ⊕X ⊕ V ≡c tL(A).

Теперь нужно установить вторую часть конъюнкции из уравнения (2). Пусть

X ≡c Z1 ⊕ Z2 и X 6≡c Z1 ⊕ l1 ⊕ Z2 для некоторых Z1 и Z2. Заметим, что

Z1⊕Z2 ≤c Z1 ⊕ l1⊕Z2 выполнено всегда, следовательно, имеет место Z1⊕ l1 ⊕
Z2 �c Z1 ⊕ Z2 ≡c X .
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От противного, допустим, что

U ⊕ (Z1 ⊕ l1 ⊕ Z2)⊕ V ≡c tL(A) ≡c U ⊕X ⊕ V.

Зафиксируем вычислимую сводимость f : U⊕(Z1⊕l1⊕Z2)⊕V ≤c U⊕X⊕V .

Поскольку Z1 ⊕ l1⊕Z2 �c X , существует элемент p, принадлежащий (Z1 ⊕ l1⊕
Z2)-части, такой, что f(p) не лежит в e-м фрагменте t(xe) = X . Заметим,

что f(p) не принадлежит ζ2
st-части порядка V , поскольку в противном случае

отображение f давало бы изоморфное вложение 1 ⊕ ζ2
st в ζ2

st. Аналогично f(p)
не принадлежит ζ2

st-части порядка U .

Для удобства будем считать, что в обоих порядках U ⊕ (Z1 ⊕ l1 ⊕ Z2) ⊕ V
и U ⊕X ⊕ V элементы i-го фрагмента имеют вид 〈y, i〉 для y ∈ ω.

Поскольку f(p) не принадлежит ζ2
st-частям в U ⊕X ⊕V , элемент f(p) при-

надлежит i0-му фрагменту для некоторого i0 6= e.

Случай 1. Предположим, что i0 >L e. Поскольку f(p) принадлежит i0-му

фрагменту и l1⊕t(xi0) �c t(xi0 ), существует элемент 〈y0, i0〉 такой, что f(〈y0, i0〉)
строго больше (в порядке U ⊕X⊕V ), чем каждый элемент из i0-го фрагмента.

Находим ≤N-наименьший y0 с таким свойством. Ясно, что f(〈y0, i0〉) = 〈z, i1〉
для некоторого i1 >L i0. После того как индекс i1 найден, аналогичная проце-

дура вычисляет y1 такой, что f(〈y1, i1〉) = 〈z′, i2〉 для некоторого i2 >L i1.
Действуя аналогичным образом, можно построить вычислимую последова-

тельность (ik)k∈ω такую, что ik+1 >L ik для всех k. Следовательно, функция

h : k 7→ ik дает вычислимую сводимость ωst к L. Это противоречит выбору

L = LD, см. лемму 3.8(2).

Случай 2. В противном случае имеем i0 <L e. Тогда рассуждение, ана-

логичное рассуждению для случая 1 показывает, что ω∗st ≤c L, и это вновь

противоречит выбору L.

В обоих случаях, рассмотренных выше, приходим к противоречию. Поэто-

му заключаем, что вторая часть конъюнкции из уравнения (2) истинна.

(⇒) Пусть X = t(n1, n2, n3) для некоторых ненулевых n1, n2, n3, и пусть

X ⊑ tL(A).

Фиксируем порядки U и V такие, что U⊕X⊕V ≡c tL(A). Также фиксируем

сводящую функцию

f : U ⊕X ⊕ V ≤c tL(A).

Главная техническая цель здесь заключается в следующем: дать анализ воз-

можных f -образов для блоков ln1 , ln2 , ln3 из порядка t(n1, n2, n3).

Заметим следующее: если X ≡c Z1⊕Z2 и X 6≡c Z1⊕ l1⊕Z2, то Z1⊕ l1⊕Z2

является ≡c-эквивалентным одному из следующих порядков:

t(n1 + 1, n2, n3), t(n1, n2 + 1, n3), t(n1, n2, n3 + 1). (5)

Действительно, это легко следует из того факта, что ζst ≡c ω∗st ⊕ l1 ⊕ ωst.
В дальнейшем сосредоточимся на f -образе для ln1-блока. Для удобства ра-

боты с этим случаем предполагаем, что Z1⊕l1⊕Z2 ≡c t(n1+1, n2, n3). Заметим,

что всегда выполнено tL(A) ≡c U ⊕ X ⊕ V ≤c U ⊕ (Z1 ⊕ l1 ⊕ Z2) ⊕ V . В силу

того, что U ⊕ (Z1 ⊕ l1 ⊕ Z2)⊕ V 6≡c tL(A), выводим, что

U ⊕ t(n1 + 1, n2, n3)⊕ V �c tL(A). (6)

Если для некоторого элемента p из ln1 его образ f(p) принадлежит ζ-блоку

B в порядке tL(A), то ясно, что все точки a из блоков C 6= ln1 (внутри U⊕X⊕V )
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удовлетворяют f(a) 6∈ B. Следовательно, множество B ∩ range(f) имеет мощ-

ность не более чем n1, и поэтому легко получить вычислимую сводящую функ-

цию f1 : U ⊕ t(n1 + 1, n2, n3)⊕ V ≤c tL(A) такую, что f ⊂ f1. Это противоречит

уравнению (6). Получаем, что точки из ln1-блока не могут отображаться функ-

цией f в ζ-блок.

Аналогичные рассуждения показывают следующее.

• Для элемента p из ln1 его образ f(p) не может принадлежать lm-блоку

tL(A) при m > n1.

• Если p и q — элементы из ln1 , то f(p) и f(q) должны принадлежать одному

и тому же конечному блоку в tL(A).

Работая с другими случаями из уравнения (5), можно получить аналогич-

ные свойства для блоков ln2 и ln3 . Таким образом, выводим, что для каждого

i ∈ {1, 2, 3} lni
-блок в X (сюръективно) отображается посредством f на неко-

торый lni
-блок в tL(A).

Предположим, что (например) ln1-блок и ln2-блок в X отображаются по-

средством f в различные фрагменты t(m1,m2,m3) и t(m′1,m
′
2,m

′
3) в tL(A).

Рассмотрим блоки B1 = f(ln1) и B2 = f(ln2). Тогда внутри tL(A) существу-

ют как минимум два ζst-блока, лежащие строго между B1 и B2. Так как

(ln1 ⊕ l1) ⊕ ζst ⊕ ln2 ≤c ln1 ⊕ ζst ⊕ ζst ⊕ ln2 , можно получить сводящую функ-

цию f1 : U ⊕ t(n1 + 1, n2, n3) ⊕ V ≤c tL(A) такую, что f ⊂ f1, а f1(ln1 ⊕ l1) —

подмножество фрагмента t(m1,m2,m3). Это противоречит уравнению (6).

Аналогичные рассуждения показывают, что для всех i ∈ {1, 2, 3} образы

f(lni
) должны принадлежать одному и тому же фрагменту в tL(A). Это озна-

чает, что этот конкретный фрагмент в tL(A) равен t(n1, n2, n3), а следовательно,

тройка (n1, n2, n3) принадлежит множеству A. Лемма 3.9 доказана.

Из леммы 3.9 выводим

Следствие 3.10. Существует степень p0 в Celps такая, что p0 кодиру-
ет график умножения × (в смысле определения 3). Следовательно, структура
(ω \ {0},+,×) формульно определима (с параметром p0) внутри (Celps,≤c,⊕)

посредством формул ψDom(x) = (x ∈ Fin), ψ+(x, y, z) из уравнения (1) и
ψC(x, y, z;p0) из следствия 3.7.

Последний необходимый этап в доказательстве теоремы 3.1 — элиминация

параметра p0 из следствия 3.10. Для этого заметим следующий факт.

Данная ≤c-степень p кодирует график умножения тогда и только тогда,

когда p удовлетворяет следующим двум условиям.

(a) Тернарный предикат � , закодированный посредством p, является гра-

фиком функции gp. Более формально,

∀k1∀k2∃!k3(t(k1, k2, k3) ⊑ p).

(b) Функция gp удовлетворяет стандартному примитивно рекурсивному

определению умножения на ω \ {0}:
gp(k, 1) = k, gp(k,m+ 1) = gp(k,m) + k.

Следовательно, используя формулы ψ+ и ψC , можно формульно опреде-

лить множество P× всех параметров p ∈ Celps, кодирующих график умноже-

ния. Затем, заменяя в следствии 3.10 формулу ψC(x, y, z;p0) формулой

ψ̂×(x, y, z) = ∀p(p ∈ P× → ψC(x, y, z; p)), (7)

получаем формульное определение (ω \ {0},+,×) внутри (Celps,≤c,⊕) без па-

раметров. Теорема 3.1 доказана.
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4. Интерпретация арифметики второго

порядка в счетных линейных предпорядках

В этом разделе рассмотрим множество LP, содержащее ≤c-степени всех
счетных линейных предпорядков с областью определения ω. Докажем следую-

щий результат.

Теорема 4.1. Теория Th(LP,≤c,⊕) рекурсивно изоморфна арифметике
второго порядка.

Доказательство. Рассмотрим двусортную структуру

N2 = (ω,P(ω); +,×,∈).
Заметим, что в N2 условие 〈x, y〉 ∈ X эквивалентно формуле

∃w∃z[2w = (x+ y)(x+ y + 1)& z = w + x& z ∈ X ].

Следовательно, можно использовать функцию нумерации пар 〈·, ·〉 при опреде-

лении формул в сигнатуре структуры N2.

Вначале установим элементарную определимость (LP,≤c,⊕) в структуре

N2. Введем следующие вспомогательные формулы.

• Формула ξDom(X) говорит, что для всех x, y, z выполнено:

— 〈x, x〉 ∈ X ,

— (〈x, y〉 ∈ X & 〈y, z〉 ∈ X)→ 〈x, z〉 ∈ X ,

— (〈x, y〉 ∈ X ∨ 〈y, x〉 ∈ X).

Неформально говоря, формула ξDom(X) выделяет X ∈P(ω) такие, что X
кодирует некоторый линейный порядок RX с областью определения ω.

• Можно задать формулу ξϕ(e,m, n), выражающую (в N2), такую, что

ϕe(m)↓= n (подробности см., например, в разд. 15.1 в [20]).

• Формула ξ≤c
(X,Y ) выражает, что линейный предпорядок RX вычислимо

сводится к RY . Более формально, ξ≤c
(X,Y ) утверждает о том, что

∃e[∀m∃nξϕ(e,m, n) & ∀m∀m′∀n∀n′[(ξϕ(e,m, n)& ξϕ(e,m′, n′))

→ (〈m,m′〉 ∈ X ↔ 〈n, n′〉 ∈ Y )]].

• ξ≡c
(X,Y ) = ξ≤c

(X,Y )& ξ≤c
(Y,X).

• Формула ξ⊕(X,Y, Z) выражает, что RZ эквивалентно (относительно ≤c)
предпорядку RX ⊕ RY . Более формально, ξ⊕(X,Y, Z) говорит, что существует

V такой, что ξ≡c
(V, Z) и для всех x, y условие 〈x, y〉 ∈ V истинно тогда и только

тогда, когда выполняется одно из следующих условий:

— ∃k∃m(x = 2k& y = 2m+ 1),

— ∃k∃m(x = 2k& y = 2m& 〈k,m〉 ∈ X),

— ∃k∃m(x = 2k + 1 & y = 2m+ 1 & 〈k,m〉 ∈ Y ).

Рассмотрим структуру L в сигнатуре {≤,⊕}, которая задана следующим

образом:

• область определения L равна фактор-множеству ξDom[N2]/ξ≡c
[N2];

• отношение ≤L и график для ⊕L определяются формулами ξ≤c
и ξ⊕,

соответственно.

Ясно, что структура L является изоморфной копией для (LP,≤c,⊕). Та-

ким образом, получаем элементарную определимость (LP,≤c,⊕) внутри N2.

Следовательно, стандартное рассуждение показывает, что Th(LP,≤c,⊕) ≤1

Th(N2).

Известно, что для структур N2 = (ω,P(ω); +,×,∈) и N̂2 = (ω \ {0},P(ω \
{0}); +,×,∈) их элементарные теории рекурсивно изоморфны. Поэтому для

завершения доказательства теоремы достаточно установить следующий факт.
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Предложение 4.2. Th(N̂2) ≤1 Th(LP,≤c,⊕).

Доказательство. Во-первых, отметим, что все множества из предложе-

ния 3.3 являются формульно определимыми в структуре (LP,≤c,⊕). Действи-

тельно, анализ доказательства предложения 3.3 показывает, что все аргументы

доказательства работают и для LP, за исключением одной ключевой части: для

LP необходимо ввести новую формулу ψ̂fin(x), определяющую множество

Fin = {ln : n ≥ 1}.

Формула ψ̂fin(x) утверждает следующее:

(a) для каждого y ≤c-степени x и y имеют инфимум;

(b) нижний конус для x линейно упорядочен;

(c) ∀y[y ≤ x→ (y = l1 ∨ ∃z(y = z ⊕ l1))].

Лемма 4.3. Формула ψ̂fin(x) определяет множество Fin внутри
(LP,≤c,⊕).

Доказательство. Пусть X = Linn для некоторого n ≥ 1. Ясно, что

свойства (b) и (c) из определения формулы ψ̂fin выполнены для степени ln =

degc(Linn).

Пусть Y — произвольный счетный линейный предпорядок. Если Y имеет

не менее чем n классов supp(Y )-эквивалентности, то Linn ≤c Y и inf(Linn, Y ) =

Linn. Если Y имеет k < n supp(Y )-классов, то inf(Linn, Y ) = Link. Действитель-

но, это вытекает из того факта, что нижний конус для Linn равен {Linm : m ≤ n}
(кроме того, заметим, что Linm ≤c Y тогда и только тогда, когда m ≤ k). Сле-

довательно, Linn удовлетворяет формуле ψ̂fin(x).
Предположим теперь, что X 6∈ Fin. Тогда линейный предпорядок X удо-

влетворяет одному из следующих трех случаев.

Случай 1. Пусть ωst ≤c X и ω∗st ≤c X . Тогда нижний конус X не является

линейно упорядоченным.

Случай 2. Пусть (ωst �c X или ω∗st �c X) и при этом X имеет бесконечно

много классов supp(X)-эквивалентности.

Без ограничения общности можно считать, что ωst �c X . Тогда множе-

ство нижних граней для пары (X,ωst) в точности равно Fin, а следовательно,

(X,ωst) не имеет инфимума.

Случай 3. В противном случае X имеет лишь конечное число supp(X)-

классов и при этом X имеет не менее двух невычислимых supp(X)-классов.

Поэтому без ограничения общности можно считать, что X = Link ⊕Y , где все

supp(Y )-классы невычислимы. Тогда выполнено ∀Z(Y 6≡c Z ⊕ Lin1) и, следова-

тельно, X не удовлетворяет свойству (c) из определения для ψ̂fin.
Получаем, что каждый линейный предпорядок X 6∈ Fin не удовлетворяет

ψ̂fin(x). Лемма 4.3 доказана.

Применяя лемму 4.3 и следуя доказательству предложения 3.3, заключа-

ем, что все множества из предложения 3.3 формульно определимы в структуре

(LP,≤c,⊕).

Дальнейший анализ доказательства теоремы 3.1 показывает, что после

предложения 3.3 все последующие рассуждения не использовали специальные

свойства в.п. линейных предпорядков, следовательно, эти рассуждения рабо-

тают и для счетных линейных предпорядков. В частности, имеем
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Следствие 4.4. Структура (ω \ {0},+,×) формульно определима внутри
(LP,≤c,⊕) посредством следующих формул:
• ψ̂Dom(x) = ψ̂fin(x),

• ψ̂+(x, y, z) = (x ⊕ y = z),
• формула ψ̂×(x, y, z) из уравнения (7).

Последняя компонента доказательства теоремы 4.1 описывает, как «коди-

руются» подмножестваB ⊆ ω\{0} внутри (LP,≤c,⊕). Это кодирование похоже

на то, что было описано в определении 4.

Для ненулевого числа b ∈ ω определяем

t1(b) = ζst ⊕ lb ⊕ ζst.
Определение 6. Пусть B ⊆ ω \ {0}, и пусть тьюрингова степень D ≤ 0′

не в.п. Выберем порядок L = LD из леммы 3.8. Код для B определяется как

следующий счетный линейный порядок T (B).

• Если B = ∅, то положим T (∅) = ζst.
• Если B = {b0 <N b1 <N · · · <N bk}, то

T (B) = ζ2
st ⊕

(∑

i≤k
t1(bi)

)
⊕ ζ2

st.

• Пусть B = {bi : i ∈ ω}, где bi <N bi+1 для всех i. Тогда положим

T (B) = ζ2
st ⊕

(∑

i∈L
t1(bi)

)
⊕ ζ2

st.

Аналогично лемме 3.9 можно установить следующий вспомогательный ре-

зультат.

Лемма 4.5. Пусть B ⊆ ω \ {0}. Тогда каждое b ∈ ω \ {0} удовлетворяет
следующему свойству:

t1(b) ⊑ T (B) ⇔ b ∈ B.
Говоря неформально, лемма 4.5 показывает, что определение 6 позволяет

закодировать каждое множество B формульно определимым образом.

Наконец, для формулы ψ(x1, . . . , xn;X1, . . . , Xm) в сигнатуре структуры N̂2

определим новую формулу ψ∗(ux1 , . . . , uxn
;VX1 , . . . , VXm

) в сигнатуре {≤c,⊕}.
Как обычно, без ограничения общности можем считать, что в ψ каждая подфор-

мула вида t(x̄) = q(x̄) содержит не более одного вхождения функциональных

символов.

1. Если ψ равно x = y, то положим ψ∗ = (ux = uy).
2. Если ψ = (X = Y ), то положим ψ∗ = ∀b(t1(b) ⊑ VX ↔ t1(b) ⊑ VY ).

3. Если ψ = (x+ y = z), то ψ∗ = ψ̂+(ux, uy, uz).

4. Если ψ = (x× y = z), то ψ∗ = ψ̂×(ux, uy, uz).
5. Если ψ = (x ∈ X), то ψ∗ = (t1(ux) ⊑ VX).

6. Если ψ = ψ1#ψ2 для # ∈ {&,∨,→}, то ψ∗ = ψ∗1#ψ∗2 .

7. Если ψ = ¬ψ1, то ψ∗ = ¬ψ∗1 .

8. Если ψ = ∃xψ1, то ψ∗ = ∃ux(ψ̂fin(ux)&ψ∗1).

9. Если ψ = ∀xψ1, то ψ∗ = ∀ux(ψ̂fin(ux)→ ψ∗1).

10. Если ψ = ∃Xψ1, то ψ∗ = ∃VXψ∗1 .

11. Если ψ = ∀Xψ1, то ψ∗ = ∀VXψ∗1 .

Заметим, что описанное преобразование ψ 7→ ψ∗ эффективно.

Стандартное индуктивное рассуждение устанавливает следующий факт.
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Лемма 4.6. Пусть a1, . . . , an ∈ ω \ {0} и B1, . . . , Bm ∈P(ω \ {0}). Тогда

N̂2 |= ψ(a1, . . . , an;B1, . . . , Bm)

⇔ (LP,≤c,⊕) |= ψ∗(la1 , . . . , lan ;T (B1), . . . , T (Bm)).

Из леммы 4.6 вытекает, что предложение ψ принадлежит Th(N̂2) в том

и только том случае, когда ψ∗ ∈ Th(LP,≤c,⊕). Следовательно, имеет место

Th(N̂2) ≤1 Th(LP,≤c,⊕). Доказательство предложения 4.2 завершено.

Теорема 4.1 доказана.
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Аннотация. Изучается несколько нормированных пространств измеримых отоб-
ражений со значениями в пространствах ограниченных мер. Такие пространства
отображений естественно возникают в связи с дезинтегрированиями мер и явля-
ются более широкими, чем классическое пространство интегрируемых по Бохнеру
отображений. Они определяются посредством интегрируемости значений на мно-
жествах или посредством норм типа Канторовича — Рубинштейна.
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Посвящается 85-летию Александра Александровича Толстоногова

§ 1. Введение

Пусть (X,B, µ) — измеримое пространство с конечной мерой µ ≥ 0 и (Y,A )

— измеримое пространство. Символ MA обозначает пространство счетно-адди-

тивных мер на A , наделенное вариационной нормой (под мерой подразумевает-

ся вещественная счетно-аддитивная мера). Напомним, что всякая мера ν ∈MA

обладает разложением Хана — Жордана ν = ν+ − ν−, где ν+ и ν− — взаим-

но сингулярные неотрицательные меры, называемые соответственно положи-
тельной и отрицательной частями меры ν. Мера |ν| = ν+ + ν− называется

полной вариацией ν, а величина ‖ν‖ = |ν|(Y ) называется вариацией ν. Далее µ-
измеримой функцией называется функция, которая определена µ-почти всюду

и измерима относительно пополнения меры µ (см. [1]).

Во многих задачах полезно использовать различные пространства инте-

грируемых отображений на X со значениями в пространстве MA . Наиболее

классическая конструкция основана на интеграле Бохнера (см., например, [2]),

что приводит к пространству L1(µ,E) интегрируемых по Бохнеру отображе-

ний со значениями в нормированном пространстве E. Пространство L1(µ,E)

состоит из классов эквивалентности отображений f : X → E таких, что име-

ется последовательность простых отображений fn : X → E, т. е. отображений

с конечным числом значений, принимаемых на разбиении пространства X на

Работа поддержана грантом MPNTR No. 174017 (Сербия) и проектом 23-Ш05-16 в рам-
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конечное число множеств из B, с тем свойством, что fn(x)→ f(x) для µ-почти

всех x ∈ X и ∫

X

‖fn(x)− f(x)‖E µ(dx)→ 0.

Тогда векторные интегралы отображений fn образуют фундаментальную по-

следовательность, причем если E полно, то они сходятся к вектору из E, назы-

ваемому интегралом Бохнера от f . Норма на L1(µ,E) задается равенством

‖f‖1 =

∫

X

‖f(x)‖E µ(dx),

где используются представители классов эквивалентности. Если E полно, то

L1(µ,E) тоже полно. В частности, в нашем случае получаем банахово простран-

ство L1(µ,MA ) мерозначных отображений. Однако это пространство оказыва-

ется довольно узким, поскольку всякое интегрируемое по Бохнеру отображение

почти наверное принимает значения в сепарабельном подпространстве в E, что

не выполнено во многих интересных случаях. Например, если f(x) = δx — ме-

ра Дирака в точке x для всякого x из [0, 1] с мерой Лебега, то f не является

интегрируемым по Бохнеру.

В этой работе рассматривается несколько более широких классов мерознач-

ных интегрируемых отображений. Первое пространство L1
w(µ,MA ), рассмат-

риваемое в § 2, состоит из мерозначных отображений � = (λx)x∈X , для которых

функции x 7→ λx(A) являются µ-интегрируемыми и также функция x 7→ ‖λx‖
интегрируема. Для счетно-порожденной σ-алгебры A это пространство бана-

хово и в типичных случаях шире, чем пространство интегрируемых по Бохне-

ру отображений, которое является замкнутым подпространством в L1
w(µ,MA ).

В § 3 изучается пространство L(µ,MA ) мерозначных отображений, которые

также имеют интегрируемые значения на множествах, но не обязательно об-

ладают интегрируемыми вариациями. Это пространство обычно неполно, но

при некоторых дополнительных предположениях об Y его подмножество, со-

стоящее из отображений со значениями в неотрицательных мерах, полно отно-

сительно метрики из L(µ,MA ). Наконец, в §4 введено пространство мерознач-

ных отображений с интегрируемыми нормами Канторовича — Рубинштейна.

Это пространство обычно также неполно, но его подмножество из отображений

со значениями в неотрицательных мерах полно относительно соответствующей

метрики. В нашей готовящейся к печати работе изучаются некоторые допол-

нительные свойства таких пространств.

§ 2. Пространство отображений

с интегрируемой вариацией

Естественное пространство L1
w(µ,MA ), содержащее отображения типа рас-

смотренных в простом примере выше, состоит из классов эквивалентности из-

меримых мерозначных отображений (как обычно, эквивалентность означает

равенство почти всюду), для которых вариация µ-интегрируема, где, однако,

измеримость определяется в более слабом смысле: требуется, чтобы функция

x 7→ f(x)(A) была µ-измеримой для каждого множества A ∈ A .

В лемме ниже показано, что если σ-алгебра A является счетно-порожден-

ной, то пространство L1
w(µ,MA ) линейно и может быть наделено нормой

‖f‖1 =

∫

X

‖f(x)‖µ(dx),
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где используются представители классов эквивалентности, более того, эта нор-

ма полна. Чтобы подчеркнуть, что мы имеем дело с мерозначными отображе-

ниями, будем использовать также символ � = (λx)x∈X для таких отображений.

Для счетно-порожденной σ-алгебры A равенство f(x) = g(x) выполнено

для µ-почти всех x ∈ X в точности тогда, когда для каждого A ∈ A име-

ем f(x)(A) = g(x)(A) для µ-почти всех x ∈ X . Достаточно также иметь это

равенство для всех множеств из счетной алгебры, порождающей A .

Условие µ-интегрируемости функции x 7→ ‖f(x)‖ включает µ-измеримость,

но в общем случае B-измеримость функций x 7→ ‖f(x)‖ и x 7→ ‖g(x)‖ не влечет

B-измеримость функции x 7→ ‖f(x) + g(x)‖. Эта проблема не возникает для

счетно-порожденных σ-алгебр, так как следующая лемма показывает, что в

таком случае B-измеримость x 7→ ‖f(x)‖ вытекает из B-измеримости функций

x 7→ f(x)(A), A ∈ A . Более того, достаточно иметь измеримость таких функций

для множеств A из счетной алгебры, порождающей A .

Лемма 2.1. Предположим, что найдется счетная алгебра A0, порожда-
ющая A , причем функции x 7→ f(x)(A) являются B-измеримыми для всех
множеств A ∈ A0. Тогда функции

x 7→ f(x)+(Y ), x 7→ f(x)−(Y ), x 7→ |f(x)|(Y ) = ‖f(x)‖

также B-измеримы.

Доказательство. Справедливы равенства

f(x)+(Y ) = sup
A∈A

f(x)(A) = sup
E∈A0

f(x)(E).

Итак, функция f(x)+(Y ) есть супремум счетного набора B-измеримых функ-

ций и также B-измерима. Тогда то же самое верно для f(x)−(Y ), значит, также

и для ‖f(x)‖. �
Следующий простой пример показывает, что для общей σ-алгебры A пре-

дыдущая лемма может быть неверной.

Пример 2.2. Пусть X = [0, 1] с борелевской σ-алгеброй B и мерой Лебега

µ и Y = [0, 1] с σ-алгеброй A , порожденной всеми одноточечными множествами.

Возьмем неизмеримую по Лебегу функцию ϕ : [0, 1]→ (0, 1] и положим

f(x) = (ϕ(x) + 1)δx − ϕ(x)δx/2.

Тогда f(x)([0, 1]) = 1 для всех x ∈ [0, 1]. Для всякого a ∈ [0, 1] функция

x 7→ f(x)({a}) является B-измеримой, ибо она равна нулю вне точек a и 2a. Сле-

довательно, функция x 7→ f(x)(A) оказывается B-измеримой для всех A ∈ A ,

поскольку A состоит из всех не более чем счетных множеств и их дополнений.

Однако функция

x 7→ |f(x)|([0, 1]) = ((ϕ(x) + 1)δx + ϕ(x)δx/2)([0, 1]) = 1 + 2ϕ(x)

неизмерима по Лебегу.

Предложение 2.3. Пусть σ-алгебра A является счетно-порожденной.
Тогда пространство L1

w(µ,MA ) банахово.

Доказательство. Для всякого f ∈ L1
w(µ,MA ) имеется представитель,

для которого функция x 7→ ‖f(x)‖ является B-измеримой по лемме 2.1. Значит,

если f, g ∈ L1
w(µ,MA ), то αf+βg ∈ L1

w(µ,MA ) для всех скаляров α, β. Поэтому
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L1
w(µ,MA ) — линейное пространство. Ясно, что f 7→ ‖f‖1 — норма на этом

пространстве.

Пусть {fn} — последовательность Коши в L1
w(µ,MA ). Можно считать, что

f1 = 0, и иметь дело с представителями классов эквивалентности. Переходя к

подпоследовательности, можно предполагать, что

‖fn+1 − fn‖1 ≤ 2−n.

Тогда ряд из интегралов от ‖fn+1(x)−fn(x)‖ сходится, значит, для µ-почти всех

x сходится ряд из ‖fn+1(x) − fn(x)‖. Поскольку MA полно, это означает, что

для таких x ряд из fn+1(x) − fn(x) сходится в MA . Это влечет сходимость из

fn+1(x) по вариационной норме. Предел f(x) ∈ MA определен почти всюду,

более того, функция x 7→ f(x)(A) является µ-измеримой для всякого A ∈ A ,

ибо f(x)(A) = lim
n→∞

fn(x)(A) почти всюду. Наконец, заметим, что fn → f в

пространстве L1
w(µ,MA ). Действительно, для заданного ε > 0 найдется такое

число N , что 2−N < ε/2. Тогда при n, k ≥ N имеем ‖fn − fk‖1 ≤ ε, т. е.

∫

X

‖fn(x) − fk(x)‖µ(dx) ≤ ε.

Полагая k →∞, по теореме Фату получаем, что ‖fn − f‖1 ≤ ε. �
Пространство L1

w(µ,MA ) не обязано быть линейным для произвольной σ-

алгебры A . Предположение, что A является счетно-порожденной, важно в

предыдущем предложении, как видно из следующего примера, аналогичного

предыдущему.

Пример 2.4. Пусть опять X — отрезок [0, 1] с борелевской σ-алгеброй B и

мерой Лебега µ и Y есть [0, 1] с σ-алгеброй A , порожденной всеми одноточечны-

ми множествами. Возьмем неизмеримую по Лебегу функцию g : [0, 1]→ {−1, 1}
и положим f1(x) = 2δx, f2(x) = −g(x)δx/2 + g(x)δx. Отображение f1 оче-

видным образом измеримо вместе с x 7→ ‖f1(x)‖. Отображение f2 также из-

меримо, поскольку f2(x)([0, 1]) = 0 и для каждой точки a ∈ [0, 1] значение

f2(x)({a}) может отличаться от нуля лишь при x = a и x = 2a. Следовательно,

функция x 7→ f2(x)(A) является B-измеримой для всех A ∈ A . Кроме того,

‖f2(x)‖ = 2|g(x)| = 2 при x ∈ (0, 1]. С другой стороны, для x ∈ (0, 1] имеем

равенство |f1(x) + f2(x)| = |2 + g(x)|δx + |g(x)|δx/2, поэтому функция

x 7→ ‖f1(x) + f2(x)‖ = |2 + g(x)|+ |g(x)| = 3 + g(x)

неизмерима по Лебегу.

Пространство L1
w(µ,MA ) содержит типичные отображения, возникающие

при дезинтегрировании мер. Например, типична следующая ситуация. Пред-

положим, что F : X → Y — некоторое измеримое отображение и σ — образ

меры µ при F , определенный формулой

σ(A) = µ ◦ F−1(A) := µ(F−1(A)), A ∈ A .

Известно (см. [1, гл. 10]), что при широких предположениях (например, когда

X и Y — суслинские пространства с их борелевскими σ-алгебрами и F — бо-

релевское отображение) существуют борелевские вероятностные меры µy на X ,

y ∈ Y , называемые условными мерами, такие, что для σ-почти всякого y верно
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равенство µy(F−1(y)) = 1, функции y 7→ µy(B) борелевски измеримы для всех

B ∈ B, причем

µ(B) =

∫

Y

µy(B)σ(dy).

В типичных случаях отображение y 7→ µy не является интегрируемым по Бох-

неру, так как меры µy взаимно сингулярны, но очевидным образом оно входит

в L1
w(µ,MA ).

§ 3. Пространство отображений

с интегрируемыми значениями на множествах

Теперь рассмотрим два других пространства, которые могут представлять

интерес.

Обозначим через B1(X) и B1(Y ) классы функций, ограниченных по моду-

лю 1 и измеримых относительно B и A соответственно.

Рассмотрим пространство L(µ,MA ) классов µ-эквивалентности таких отоб-

ражений � : x 7→ λx со значениями в пространстве MA , что функции x 7→ λx(A)

являются µ-интегрируемыми для каждого A ∈ A . Эти функции имеют B-

измеримых представителей.

Теорема 3.1. Для всякого элемента � = (λx)x∈X ∈ L(µ,MA ) функция
множества ν� : A → R, определенная формулой

ν�(A) =

∫

X

λx(A)µ(dx), A ∈ A , (3.1)

является счетно-аддитивной вещественной мерой и

‖�‖L := sup
A∈A

∫

X

|λx(A)|µ(dx) <∞.

Кроме того, для всякой функции g ∈ B1(Y ) функция

x 7→
∫

Y

g(y)λx(dy)

µ-интегрируема.

Доказательство. Сначала проверим счетную аддитивность ν�. Пред-

положим, что множества An ∈ A попарно дизъюнктны. Пусть A0 — под-σ-

алгебра, порожденная этими множествами. Тогда имеется счетная алгебра A1,

порождающая A0. Можно выбрать версию � так, что функции x 7→ λx(A)

будут B-измеримы для всех A ∈ A1.

Пусть p(x) — вариация меры λx, рассматриваемой на A0. По лемме 2.1

функция p является B-измеримой. Множества

XN = {x ∈ X : p(x) ≤ N}

B-измеримы. Функции множества ν�,N : A0 → R, заданные формулой

ν�,N (A) =

∫

XN

λx(A)µ(dx), A ∈ A0,
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являются счетно-аддитивными мерами на A0 по теореме Лебега о мажорируе-

мой сходимости. Кроме того,

ν�(A) = lim
N→∞

ν�,N (A) для всех A ∈ A0.

По теореме Никодима последовательность мер {ν�,N} ограничена по вариации,

а по теореме Витали — Лебега — Хана — Сакса мера ν� также счетно-аддитивна

на A0 (см. [1, теорема 4.6.3]). В частности,

ν�

( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑

n=1

ν�(An).

Следовательно, для всякой функции f ∈ B1(X) мера νf� : A → R, задан-

ная формулой

νf�(A) =

∫

X

f(x)λx(A)µ(dx),

счетно-аддитивна на A . Семейство мер (νf�)f∈B1(X) равномерно ограничено

на каждом множестве A ∈ A интегралом от |λx(A)|. Значит, по теореме Ни-

кодима эти меры равномерно ограничены по вариации некоторым числом M .

Следовательно, ∫

X

|λx(A)|µ(dx) ≤M для всех A ∈ A ,

ибо можно использовать функции f(x) = signλx(A) из B1(X). Итак,

‖νf�‖ ≤ 2 sup
A∈A

|νf�(A)| ≤ 2‖f�‖L ≤ 2‖�‖L для всех f ∈ B1(X).

Зафиксируем g ∈ B1(Y ) и обозначим через A0 под-σ-алгебру, порожден-

ную g; она счетно-порожденная (будучи порожденной всеми множествами вида

g−1((−∞, r)), где r ∈ Q). Пусть

f(x) = signG(x), G(x) =

∫

Y

g(y)λx(dy).

Чтобы доказать µ-интегрируемость G, достаточно показать, что интегралы от

|G| по множествам XN , определенным выше для A0, равномерно ограничены.

Заметим, что

∫

XN

|G(x)|µ(dx) =

∫

X

(
IXN

(x)f(x)

∫

Y

g(y)λx(dy)

)
µ(dx) =

∫

Y

g(y) νfIXN
�(dy).

Последнее равенство выполнено, так как оно верно для функций g, являющихся

индикаторами множеств из A0, значит, оно верно для A0-измеримых функций с

конечным числом значений, а тогда и для их равномерных пределов. Последний

интеграл оценивается числом ‖νfIXN
�‖ ≤ 2‖�‖L. �

Замечание 3.2. Предыдущая теорема справедлива также для мер µ со

значениями в [0,∞]. В самом деле, случай σ-конечной меры µ сводится к рас-

смотренному, поскольку можно взять конечную меру µ0, эквивалентную µ, так

что µ задается плотностью Радона — Никодима ̺ относительно µ0. Тогда вместо

мер λx и µ можно иметь дело с ̺(x)λx и µ0. В общем случае, имея счетный набор
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множеств An, для которых функции x 7→ λx(An) являются µ-интегрируемыми,

получаем такое множество X0 ∈ B, что эти функции равны нулю вне X0 и мера

µ является σ-конечной на X0.

Чтобы наделить пространство L(µ,MA ) конечной нормой

‖�‖L = sup
A∈A

∫

X

|λx(A)|µ(dx),

где используются представители классов эквивалентности, удобнее использо-

вать более слабое отношение эквивалентности: �1 = (λx1 ) ∼ �2 = (λx2), если для

каждого A ∈ A имеем λx1(A) = λx2(A) для µ-почти всех x ∈ X .

Если A является счетно-порожденной, то это сводится к равенству λx1 = λx2
для µ-почти всех x ∈ X , но в общем случае может случиться, что ‖�‖L = 0,

хотя λx 6= 0 для µ-почти всех x ∈ X . Достаточно взять λx = δx − δx/2 для всех

x ∈ [0, 1] в примере 2.4.

Эта норма эквивалентна норме

‖�‖L,1 = sup
f∈B1(X), g∈B1(Y )

∫

X

∫

Y

f(x)g(y)λx(dy)µ(dx). (3.2)

В самом деле, очевидно, что ‖�‖L ≤ ‖�‖L,1. С другой стороны, для всякой

фиксированной функции f ∈ B1(X) в доказательстве теоремы 3.1 мы задали

меру νf� на A равенством

νf�(A) =

∫

X

f(x)λx(A)µ(dx)

и показали, что ‖νf�‖ ≤ 2‖�‖L. Следовательно, для всех g ∈ B1(Y ) имеем

∫

Y

g(y) νf�(dy) ≤ 2‖�‖L,

что дает оценку ‖�‖L,1 ≤ 2‖�‖L.
Согласно теореме 3.1 для всяких � ∈ L(µ,MA ) и B ∈ B можно задать

меру

∫

B

λx µ(dx) на A посредством

(∫

B

λx µ(dx)

)
(A) =

∫

B

λx(A)µ(dx) для всех A ∈ A .

В обозначениях доказательства теоремы 3.1 это мера νIB ·�. Конечно, это же

можно сделать и в случае отображений со значениями в пространстве комплекс-

ных мер на A . Для иллюстрации этого определения заметим, что
∫

[0,1]

δx µ(dx) = µ,

где µ — мера Лебега.

Замечание 3.3. Для некоторых пространств удобнее использовать мень-

шие подмножества в B1(X) и B1(Y ), задающие ту же самую норму ‖ · ‖L,1.
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Предположим, что � ⊂ B1(X) и � ⊂ B1(Y ) — подмножества с тем свойством,

что для каждой вещественной меры m на B и каждой функции f ∈ B1(X)

имеет место неравенство
∫

X

f dm ≤ sup
ϕ∈�

∫

X

ϕdm

и аналогично для каждой меры η на A и каждой функции g ∈ B1(Y ) имеет

место неравенство ∫

Y

g dη ≤ sup
ψ∈�

∫

Y

ψ dη.

Тогда

‖�‖L,1 = sup
ϕ∈�,ψ∈�

∫

X

∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λx(dy)µ(dx). (3.3)

В самом деле, если функция f ∈ B1(X) фиксирована, можно заменить мно-

жество B1(Y ) в (3.2) множеством � при взятии супремума интегралов по мере

νf�. Далее, когда функция ψ ∈ � фиксирована, супремум
∫

X

∫

Y

f(x)ψ(y)λx(dy)µ(dx)

по f ∈ B1(X) может быть заменен супремумом по ϕ ∈ �, так как этот интеграл

можно записать как интеграл от f относительно меры m, заданной плотностью

Радона — Никодима

̺(x) =

∫

Y

ψ(y)λx(dy)

относительно µ. Та же самая самая норма может быть определена равенством

‖�‖L,1 = sup
ϕ∈�,ψ∈�

∫

X

∣∣∣∣
∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λx(dy)

∣∣∣∣µ(dx). (3.4)

В самом деле, правая часть (3.3) мажорируется правой частью (3.4). С другой

стороны, если ϕ ∈ �,ψ ∈ � фиксированы и ε > 0, можно взять функцию ̺ и

определенную выше меру m и найти такую функцию ϕ1 ∈ �, что
∫

X

|ϕ(x)|m(dx) ≤
∫

X

ϕ1(x)m(dx) + ε.

Значит, правая часть (3.4) оценивается правой частью (3.3) плюс ε. Полагая

ε→ 0, получаем наше утверждение.

Например, если X и Y — полные сепарабельные метрические пространства,

то в качестве � и � можно взять подходящие счетные наборы непрерывных

функций с модулями не больше 1 или подходящие счетные наборы функций с

конечными множествами значений. Последнее всегда возможно, если A и B

являются счетно-порожденными, что выполнено, например, в случае, когда X
и Y — суслинские пространства (см. [1, следствие 6.7.5]). Если лишь A явля-

ется счетно-порожденной, можно использовать � = B1(X) и взять в качестве �
счетное множество в B1(Y ), состоящее из функций с конечным числом значе-

ний, принимаемых на множествах из счетной алгебры, порождающей A . Если
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Y — компактное метрическое пространство, можно взять в качестве � счет-

ное множество, плотное в единичном шаре пространства Cb(Y ) ограниченных

непрерывных функций на Y с его sup-нормой.

Замечание 3.4. Если �1 = (λx1), �2 = (λx2) ∈ L(µ,MA ), то

‖ν�1 − ν�2‖ ≤ 2‖�1 − �2‖L,

так как для всякого A ∈ A имеем

|ν�1(A)− ν�2(A)| ≤
∫

X

|λx1(A)− λx2(A)|µ(dx) ≤ ‖�1 − �2‖L.

В типичных случаях пространство L(µ,MA ) несепарабельно, поскольку

оно содержит подпространство, изоморфное пространству MA с вариационной

нормой. В самом деле, всякая мера σ ∈ MA задает элемент � с λx ≡ σ, для

которого верны оценки

µ(X)‖σ‖/2 ≤ ‖�‖L,1 = sup
A∈A

|σ(A)|µ(X) ≤ µ(X)‖σ‖.

Пространство L(µ,MA ) шире пространства L1
w(µ,MA ) измеримых меро-

значных отображений с µ-интегрируемой вариацией. Рассмотрим пример отоб-

ражения из L(µ,MA ), для которого функция x 7→ ‖λx‖ не является µ-интегри-

руемой.

Пример 3.5. Пусть X = Y = [0, 1] с борелевской σ-алгеброй и µ — мера

Лебега. Для каждого фиксированного n ∈ N и каждого x ∈ Jn = ((n+1)−1, n−1]

пусть λx — мера с плотностью n sin(2πny) на [0, 1]. Для всяких борелевского

множества A ⊂ [0, 1] и x ∈ Jn имеем

λx(A) = n

∫

A

sin(2πny) dy = n(IA, ϕn)L2 , ϕn(y) = sin(2πny).

Следовательно,
1∫

0

λx(A) dx =

∞∑

n=1

1

n+ 1
(IA, ϕn)L2 ,

где ряд сходится, так как
∑
n
|(IA, ϕn)L2 |2 <∞. Однако интеграл от ‖λx‖ беско-

нечен, поскольку

‖λx‖ = n

1∫

0

| sin(2πny)| dy ≥ n
1∫

0

| sin(2πny)|2 dy =
n

2

при x ∈ Jn и длина Jn равна n−1(n+ 1)−1.

Вместо sin(2πny) можно использовать функции Радемахера (см. [3]). В этом

примере построенное отображение не входит в L1
w(µ,MA ), но приближается

элементами из L1
w(µ,MA ) относительно нормы L(µ,MA ). Неясно, всегда ли

L1
w(µ,MA ) плотно в L(µ,MA ).

Теперь построим пример, показывающий, что L(µ,MA ) неполно в типич-

ных случаях.
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Пусть µ — мера Лебега на [0, 1] с борелевской σ-алгеброй B. Возьмем

винеровский процесс {wt(ω)}t∈[0,1] на вероятностном пространстве ([0, 1],B, µ)

(см. [4] или [5]) и соответствующий броуновский мост

bt(ω) = wt(ω)− tw1(ω).

Ниже используется стохастический интеграл Винера

1∫

0

h(s) dws

для неслучайных функций h ∈ L2[0, 1], представляющий собой гауссовскую слу-

чайную величину ξ с нулевым средним и дисперсией (средним ξ2), равной ‖h‖2L2

(см. [4] или [5]). Это задает также стохастический интеграл относительно dbs.
Такой интеграл не является интегралом типа Стилтьеса, но если функция h
непрерывно дифференцируема, то верна следующая формула интегрирования

по частям (см. [5, §2.2]):

1∫

0

h(s) dws = h(1)w1 −
1∫

0

h′(s)ws ds,

которая дает и аналогичную формулу с bs:

1∫

0

h(s) dbs = −
1∫

0

h′(s) bs ds.

Положим

cn = (1 + ln |n|)−1, n 6= 0, c0 = 0,

ξt(ω) =
∑

n∈Z
cn

1∫

0

bs(ω) exp(−i2πns) ds exp(i2πnt),

ξN,t(ω) =
∑

n∈Z, |n|≤N
cn

1∫

0

bs(ω) exp(−i2πns) ds exp(i2πnt).

Эти процессы вещественны, мы используем комплексный базис в L2 лишь для

упрощения обозначений. Рассмотрим отображение �N такое, что λωN есть мера

с плотностью ∂tξN,t(ω) относительно меры Лебега на [0, 1], т. е. ξN,t(ω) есть

функция распределения меры λωN .

Теорема 3.6. Последовательность {�N} фундаментальна в L(µ,MA ), но
не имеет предела в этом пространстве.

Доказательство. Сначала покажем, что {�N}— последовательность Ко-

ши. Пусть f ∈ B1(X), g ∈ B1(Y ) и M > N . Оценим

DN,M :=
∑

n:N<|n|≤M
cn

1∫

0

1∫

0

f(ω)g(t)

1∫

0

exp(−i2πns)bs(ω) ds

× (i2πn) exp(i2πnt) dtdω.
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Заметим, что по упомянутой выше формуле интегрирования по частям

(i2πn)

1∫

0

exp(−i2πns)bs(ω) ds =

1∫

0

exp(−i2πns) dbs(ω)

=

1∫

0

exp(−i2πns) dws(ω) = ηn(ω)

для всякого n 6= 0, так как dbs = dws −w1ds и интеграл от exp(−i2πns) по [0, 1]

равен нулю. Итак,

1∫

0

1∫

0

f(ω)g(t)(λωM − λωN )(dt) dω =
∑

n:N<|n|≤M
cngn

1∫

0

f(ω)ηn(ω) dω,

где

gn =

1∫

0

g(t) exp(i2πnt) dt.

Поскольку функции exp(−i2πns) ортонормированы в L2[0, 1], их стохастические

интегралы ηn относительно винеровского процесса также ортонормированы в

L2[0, 1]. Значит,

∑

n

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

f(ω)ηn(ω) dω

∣∣∣∣∣∣

2

≤ ‖f‖2L2 ≤ 1.

Кроме того,
∑
n
|gn|2 ≤ ‖g‖2L2 ≤ 1, что по неравенству Коши дает оценку

DN,M ≤ cN .
Итак, {�N} — последовательность Коши.

Предположим, что она сходится к некоторому элементу � ∈ L(µ,MA ),

заданному борелевскими мерами λω на [0, 1]. Поскольку

ξN,t(ω) = λωN ([0, t))

и ξN,t(ω)→ ξt(ω) для всяких фиксированных ω и t, заключаем, что

λω([0, t)) = ξt(ω) (3.5)

при фиксированном t для почти всех ω. В самом деле, найдутся такие возрас-

тающие номера Nk, что

‖�− �Nk
‖L,1 ≤ 2−k.

Следовательно, для всякого фиксированного t и всякой функции f ∈ B1(X)

имеем ∣∣∣∣∣∣

1∫

0

f(ω)
(
λω([0, t))− λωNk

([0, t))
)
dω

∣∣∣∣∣∣
≤ 2−k.

Беря в качестве f(ω) знак λω([0, t))− λωNk
([0, t)), получаем

1∫

0

∣∣λω([0, t))− λωNk
([0, t))

∣∣ dω ≤ 2−k,
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что есть
1∫

0

|λω([0, t))− ξNk,t(ω)| dω ≤ 2−k.

Полагая k →∞, приходим к (3.5).

Чтобы получить противоречие, остается показать, что ξt(ω) имеет неогра-

ниченную вариацию для почти каждого ω. Без множителей (1 + lnn)−1 это

было бы стандартным фактом для броуновского движения или броуновского

моста. Эти множители приводят к иному центрированному гауссовскому про-

цессу. Однако этот процесс ξt имеет траектории, которые гёльдеровы со всяким

показателем α ∈ (0, 1/2). В самом деле, записав ξt, как и выше, в виде

ξt(ω) =
∑

n∈Z,n6=0

cn
i2πn

1∫

0

exp(−i2πns) dws exp(i2πnt),

получаем, что комплексные гауссовские случайные величины с нулевым сред-

ним

ηn =

1∫

0

exp(−i2πns) dws

независимы и имеют вариации 1. Поскольку

∑

n:2j≤|n|≤2j+1

1

(1 + ln |n|)2
1

|n|2 = O(2−j/2),

процесс ξt имеет выборочные траектории, которые гёльдеровы со всяким пока-

зателем α < 1/2 (см. [6, гл. VII, теорема 2]). Это же можно усмотреть из теоре-

мы Колмогорова о гёльдеровости выборочных траекторий случайных процессов

(см. [5]). В самом деле, среднее случайной величины |ξτ (ω)− ξt(ω)|2 оценивает-

ся через |τ − t|, ибо оно не больше среднего |bτ (ω)− bt(ω)|2. Это следует из того,

что дисперсия ряда
∑
n
αnηn с числовыми коэффициентами αn равна

∑
n
|αn|2 и

|cn| ≤ 1. С другой стороны, среднее |bτ (ω)− bt(ω)|2 равно |τ − t| − |τ − t|2, так

как среднее wτwt равно min(τ, t). Значит, среднее |ξτ (ω) − ξt(ω)|4 оценивается

через |τ − t|2.
Предположим теперь, что ξt(ω) имеет ограниченную вариацию. Тогда в

силу результата Зигмунда (см. [7, гл. IX, п. 3, следствие 1] или [8, гл. VI,

теорема 3.6]) ряд Фурье функции ξt(ω) сходится абсолютно. Однако ряд

∑

n∈Z, n6=0

1

1 + ln |n|
1

|n|

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

exp(−i2πns) dws

∣∣∣∣∣∣

расходится почти наверное. Это вытекает из теоремы Колмогорова о трех ря-

дах: если ξn — независимые случайные величины, причем ряд из ξn сходится

почти всюду, то для всякого c > 0 сходится ряд из средних ξcn, где ξcn = ξn
при |ξn| ≤ c и ξcn = 0 при |ξn| > c (см. [9, гл. IV, §2, теорема 2]). Легко ви-

деть, что в нашем случае сходимость средних ξcn влечет сходимость средних ξn,
которая не имеет места, как проверено ниже. Заметим также, что по закону

нуля или единицы Колмогорова наш ряд сходился бы почти всюду, если бы он

сходился на множестве положительной меры. Есть также иное обоснование:
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случайные величины, заданные стохастическими интегралами от exp(−i2πns),
могут быть представлены (после интегрирования по частям) как непрерывные

линейные функционалы на пространстве C[0, 1] с мерой Винера. Тогда част-

ные суммы ряда выше являются непрерывными полунормами на [0, 1], которые

возрастают и имеют конечный предел почти всюду относительно меры Винера.

Следовательно, их предел — измеримая полунорма, значит, она интегрируема

по теореме Ферника (см. [10, теорема 2.8.5]). Поэтому в случае сходимости этот

ряд был бы интегрируем по ω. Однако интегралы

1∫

0

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

exp(−i2πns) dws

∣∣∣∣∣∣
dω

отделены от нуля. В самом деле,

1∫

0

cos(2πns) dws

есть центрированная гауссовская случайная величина с дисперсией

1∫

0

| cos(2πns)|2 ds = 1/2.

Значит, среднее ее модуля равно π−1/2. �

Стоит отметить, что элементы L(µ,MA ) интегрируемы по Петтису, если

MA наделить топологией сходимости на множествах или топологией двойствен-

ности с пространством BA ограниченных A -измеримых функций, ибо сопря-

женные к MA с этими топологиями суть пространство простых A -измеримых

функций и BA соответственно. Например, для функционала L, порожденного

множеством A ∈ A , интеграл Петтиса от � по множеству B ∈ B есть мера

νIB�, так как интеграл от L(λx) = λx(A) по B равен νIB�(A). Однако интегри-

руемости по Петтису может не быть, если мы рассматриваем MA как банахово

пространство с вариационной нормой. В самом деле, если Y = [0, 1] с боре-

левской σ-алгеброй и X = [0, 1] с мерой Лебега µ, то существует непрерывный

линейный функционал L на MA с L(µ) = 1 и L(δx) = 0 при всех x. Тогда инте-

грал от L(δx) равен нулю. Более того, функция L(λx) может быть неизмеримой

по Лебегу. Достаточно взять неизмеримую функцию ψ, положить L(δx) = ψ(x),
распространить L по линейности на линейные комбинации дираковских мер и

затем продолжить на все MA по теореме Хана — Банаха.

§ 4. Пространство отображений

с нормой типа Канторовича

Еще одно интересное пространство мерозначных отображений возникает,

если Y — полное сепарабельное метрическое пространство с его борелевской

σ-алгеброй A = B(Y ), а пространство мер MA наделено нормой Канторовича

— Рубинштейна

‖ν‖KR = sup

{∫

Y

ϕ(y) ν(dy) : ϕ ∈ Lip1, |ϕ| ≤ 1

}
,
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где Lip1 — множество 1-липшицевых функций на Y . Норма Канторовича —

Рубинштейна метризует слабую топологию на множестве неотрицательных мер

(но не на знакопеременных мерах), см. [1] или [11]. Если Y содержит беско-

нечную последовательность Коши, то MA неполно относительно нормы Кан-

торовича — Рубинштейна. В самом деле, если бы эта норма была полной,

то по теореме Банаха она была бы эквивалентна вариационной норме вви-

ду оценки ‖ν‖KR ≤ ‖ν‖. Однако если {an} — последовательность Коши, то

‖δan − δak‖KR = d(an, ak) для достаточно больших n и k, хотя ‖δan − δak‖ = 2

при an 6= ak. Тем не менее метрика dKR, порожденная этой нормой, полна на

множестве неотрицательных мер. Это влечет следующее утверждение.

Пусть L1
KR(µ,MA ) — пространство классов эквивалентности µ-измеримых

отображений

f : X → (MA , ‖ · ‖KR)

таких, что функция x 7→ ‖f(x)‖KR является µ-интегрируемой (она µ-измерима

из-за сепарабельности Y ). Это пространство наделено нормой

‖f‖1,KR =

∫

Y

‖f(x)‖KR µ(dx),

где используются представители классов эквивалентности. Ясно, что простран-

ство L1
KR(µ,MA ) неполно, если Y не дискретно. Заметим, что пространство

(MA , ‖ · ‖KR) сепарабельно, поэтому пространство L1
KR(µ,MA ) имеет упомя-

нутый во введении вид L1(µ,E) с E = (MA , ‖ · ‖KR), но здесь E неполно.

Предложение 4.1. Подмножество в L1
KR(µ,MA ), состоящее из отобра-

жений со значениями в неотрицательных мерах, полно относительно метрики,
порожденной нормой ‖ · ‖1,KR.

Доказательство. Аналогично доказательству предложения 2.3 предпо-

ложим, что {fn} ⊂ L1
KR(µ,MA ) — последовательность отображений со значе-

ниями в неотрицательных мерах с ‖fn+1 − fn‖1,KR ≤ 2−n, f1 = 0. В силу того

же рассуждения, что и выше, она сходится к отображению f ∈ L1
KR(µ,MA ),

для которого f(x) ≥ 0, так как множество неотрицательных мер в MA полно

относительно метрики dKR. �

Аналогичный результат верен для пространства L(µ,MA ), если Y является

более специальным пространством.

Теорема 4.2. Предположим, что Y — такое хаусдорфово топологическое
пространство с его борелевской σ-алгеброй A = B(Y ), что все ограниченные
меры на B(Y ) радоновы и компактные множества в Y метризуемы (например,
Y — суслинское пространство). Тогда подмножество в L(µ,MA ), состоящее
из отображений со значениями в неотрицательных мерах, полно относительно
метрики, порожденной нормой ‖ · ‖L.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай компактного метризуемо-

го Y . Пусть {�n} ⊂ L(µ,MA ), �n = (λxn) — последовательность отображений

со значениями в неотрицательных мерах с ‖�n+1−�n‖L ≤ 2−n, �1 = 0. Можно

выбрать версии, для которых функции x 7→ λxn(A) являются B-измеримыми

для всех A ∈ A . Найдется счетное множество �, плотное в единичном шаре

Cb(Y ). Воспользуемся замечанием 3.3 и вычислим норму ‖ · ‖L,1 ≤ 2‖ · ‖L с по-

мощью (3.4) с � = B1(X). Для каждого фиксированного ψ ∈ � имеем µ-почти
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всюду
∞∑

n=1

∣∣∣∣
∫

Y

ψ(y)λxn+1(dy)−
∫

Y

ψ(y)λxn(dy)

∣∣∣∣ <∞,

поскольку ряд из интегралов относительно µ сходится. Следовательно, множе-

ство X0 всех таких точек x ∈ X , что ряд выше сходится для всех ψ ∈ �, принад-

лежит B и µ(X\X0) = 0. Тогда для x ∈ X0 имеем сходимость ряда без модулей

под знаком интеграла, что означает сходимость интегралов от ψ относительно

мер λxn. Это дает слабую сходимость мер λxn к некоторым неотрицательным

борелевским мерам λx, x ∈ X0. В самом деле, поскольку Y компактно, после-

довательность мер λxn имеет предельную точку в слабой топологии, но из-за

сходимости интегралов от функций из � предельная точка единственна.

Легко видеть, что функции x 7→ λx(A) являются µ-измеримыми для всех

A ∈ B(Y ), ибо таковы все функции
∫

Y

h(y)λx(dy), h ∈ �,

а тогда и все такие функции с h ∈ Cb(Y ). Интеграл от λx(Y ) по мере µ конечен

по теореме Фату, поскольку
∫

X

λxn(Y )µ(dx) ≤ ‖�n‖L ≤ sup
j
‖�j‖L.

Следовательно, получаем отображение � = (λx) из L(µ,MA ) с неотрицатель-

ными мерами λx. Остается доказать сходимость �n к � относительно нормы

‖ · ‖L. Теперь снова используем замечание 3.3 для вычисления нормы ‖ · ‖L,1
с помощью (3.4). Имеем ‖�n − �k‖L,1 ≤ 21−n при k ≥ n. Зафиксируем n. Для

всяких ϕ ∈ � и ψ ∈ � имеем
∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λxk(dy)µ(dx)→
∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λx(dy)µ(dx)

для всех x ∈ X0 в силу слабой сходимости λxk к λx. Следовательно, по теореме

Фату
∫

X

∣∣∣∣
∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λxn(dy)µ(dx) −
∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λx(dy)

∣∣∣∣µ(dx) ≤ 21−n.

Взяв супремумы по ϕ и ψ, получаем ‖�n − �‖L,1 ≤ 21−n.
Теперь перейдем к общему случаю. Пусть {�n} ⊂ L(µ,MA ), �n = (λxn)

— последовательность отображений со значениями в неотрицательных мерах с

‖�n+1 − �n‖L ≤ 2−n, �1 = 0. Из замечания 3.4 вытекает, что борелевские ме-

ры ν�n
, определенные формулой (3.1), сходятся по вариации, значит, их предел

есть ограниченная неотрицательная борелевская мера ν на Y , которая автома-

тически радонова по нашему предположению. Более того,

‖ν − ν�n
‖ ≤ 21−n.

Выберем возрастающие компактные множества Kj ⊂ Y так, что ν(Y \Kj) ≤
2−j. Зафиксируем j. Тогда получаем элементы �jn из L(µ,MA ), определенные

следующим образом:

�jn = (λj,xn ), λj,xn (A) := λxn(A ∩Kj).
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Имеем ∥∥�jn+1 − �jn
∥∥
L
≤ ‖�n+1 − �n‖L ≤ 2−n.

Поскольку все меры λj,xn сосредоточены на метризуемом компактном множестве

Kj, заключаем в силу первого этапа, что при n→∞ отображения �jn сходятся

к элементу �j = (λj,x) ∈ L(µ,MA ), где все меры λj,x ≥ 0 сосредоточены на Kj.

Кроме того, при всех n ≥ 1 выполнено неравенство

‖�jn − �j‖L ≤ 21−n. (4.1)

Заметим, что для µ-почти всех x и всех j

λj,x ≤ λj+1,x.

Достаточно проверить это для каждого фиксированного j. Напомним, что со-

гласно первому этапу почти все меры λj,x являются слабыми пределами огра-

ничений мер λxn на Kj и аналогично для λj+1,x. Поэтому нам нужен следующий

факт: если неотрицательные меры ηn на компактном метрическом пространстве

K слабо сходятся к мере η и их ограничения на меньшее компактное множество

S слабо сходятся к мере ξ на S, то ξ ≤ η на S. Покажем, что ξ(C) ≤ η(C)

для всякого компактного множества C ⊂ S. Пусть ε > 0. Найдется такая

непрерывная функция f : K → [0, 1], что

ξ(C) ≤
∫

S

f dξ, η(C) ≥
∫

K

f dη − ε.

Поскольку∫

S

f dξ = lim
n→∞

∫

S

f dηn,

∫

K

f dη = lim
n→∞

∫

K

f dηn,

∫

S

f dηn ≤
∫

K

f dηn,

получаем оценку ξ(C) ≤ η(C) − ε, что доказывает наше утверждение. Следо-

вательно, для µ-почти всех x последовательность мер λj,x возрастает. Такое

же рассуждение, как и выше, показывает, что для почти всех x последова-

тельность λxn(Y ) сходится к конечному пределу, так как ряд из интегралов от

|λxn+1(Y )−λxn(Y )| сходится. Поскольку λj,xn (Y ) ≤ λxn(Y ) и λj,x(Y ) ≤ lim
n→∞

λxn(Y ),

заключаем, что для µ-почти всех x меры λj,x возрастают к ограниченной боре-

левской мере λx, для которой функция x 7→ λx является µ-измеримой. Интегра-

лы от функций λxn(Y ) относительно µ, равные ν�n
(Y ), сходятся к ν(Y ) и рав-

номерно ограничены. По теореме Фату функция x 7→ lim
n→∞

λxn(Y ) оказывается

µ-интегрируемой, значит, меньшая функция x 7→ λx(Y ) также µ-интегрируема.

Наконец, покажем, что � = (λx) является пределом {�n}. Имеем

‖�n − �jn‖L = sup
A∈A

∫

X

|λxn(A) − λxn(A ∩Kj)|µ(dx)

= sup
A∈A

∫

X

(λxn(A) − λxn(A ∩Kj))µ(dx)

= sup
A∈A

(νn(A)− νn(A ∩Kj)) = νn(Y \Kj) ≤ ‖νn − ν‖ + 4−j.

Аналогично, поскольку λx ≥ λj,x и λx(Y )− λj,x(Y )→ 0 почти всюду, имеем

‖�− �j‖L ≤
∫

X

(λx(Y )− λj,x(Y ))µ(dx)→ 0.
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Теперь для заданного ε > 0 возьмем такое j, что ‖� − �j‖L ≤ ε/4 и 4−j ≤ ε.
В силу (4.1) и оценок выше получаем

‖�n − �‖L ≤
∥∥�n − �jn

∥∥
L

+
∥∥�jn − �j

∥∥
L

+ ‖�j − �‖L ≤ ‖νn − ν‖+
ε

2
+ 21−n ≤ ε,

когда ‖νn − ν‖+ 21−n ≤ ε/2, что дает желаемое заключение. �

Мы не знаем, важны ли дополнительные предположения об Y , использо-

ванные в доказательстве этого утверждения.

Наконец, стоит отметить, что множество P, состоящее из таких отобра-

жений � = (λx), что почти каждая мера λx является вероятностной, полно с

метрикой из банахова пространства L1
w(µ,MA ), а также с метрикой из нор-

мированного пространства L(µ,MA ). Однако топологии на P, порожденные

этими метриками, не совпадают. Рассмотрим пример, где X и Y — единичный

отрезок [0, 1] с борелевской σ-алгеброй и µ — мера Лебега.

Пример 4.3. Для каждого n ≥ 1 возьмем разбиение отрезка [0, 1] на n
полуинтервалов U1, . . . , Un длины 1/n и положим λxn(dy) = (1 + sin(2πky)) dy
при x ∈ Uk. Соответствующие отображения �n = (λxn)x∈[0,1] сходятся в P с

метрикой из L(µ,MA ) к отображению � = (λx)x∈[0,1], где λx = λ — мера Лебега

для всех x ∈ [0, 1], но нет сходимости по метрике из L1
w(µ,MA ). Действительно,

для всякого борелевского множества A из [0, 1] имеем

1∫

0

|λxn(A)− λx(A)| dx = n−1
n∑

k=1

∣∣∣∣
∫

A

sin(2πkx) dx

∣∣∣∣

≤ n−1/2

(
n∑

k=1

∣∣∣∣
∫

A

sin(2πky) dy

∣∣∣∣
2
)1/2

≤ n−1/2‖IA‖L2 .

Следовательно, ‖�n − �‖L ≤ n−1/2. С другой стороны,

‖�n − �‖1 =

1∫

0

‖λxn − λx‖ dx = n−1
n∑

k=1

1∫

0

| sin(2πky)| dy ≥ 4−1

для достаточно больших n, так как интегралы от | sin(2πky)| больше 1/4 для

больших k.
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ОБ ОТДЕЛИМОСТИ АБЕЛЕВЫХ ПОДГРУПП

СВОБОДНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ ДВУХ ГРУПП

С НОРМАЛЬНОЙ ОБЪЕДИНЕННОЙ ПОДГРУППОЙ

Д. Р. Баранов, Е. В. Соколов

Аннотация. Предположим, что C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп, фактор-групп и декартовых сплетений, G — свободное произведение
групп A и B с объединенной подгруппой H, нормальной в свободных множителях
и содержащейся в них собственным образом. Предположим также, что подгруп-
па группы автоморфизмов подгруппы H, составленная из ограничений на указан-
ную подгруппу всех внутренних автоморфизмов группы G, конечна или абелева,
или порождается ограничениями внутренних автоморфизмов одного из свободных
множителей. В настоящей статье найдено описание C-отделимых конечно порож-
денных абелевых подгрупп группы G при условии, что последняя аппроксимируется
классом C. При этом критерий C-аппроксимируемости группы G известен.

DOI10.33048/smzh.2025.66.203

Ключевые слова: отделимость абелевых подгрупп, аппроксимируемость корне-
выми классами, обобщенное свободное произведение

§ 1. Введение

Пусть C — некоторый класс групп. Следуя А. И. Мальцеву [1], подгруп-

пу Y группы X будем называть C -отделимой в этой группе, если для любого

элемента x ∈ X \ Y найдется гомоморфизм σ группы X на группу из класса C

такой, что xσ /∈ Y σ. Отметим, что группа X аппроксимируется классом C

(или, более коротко, является C -аппроксимируемой) тогда и только тогда, когда

ее единичная подгруппа C -отделима. Напомним также, что отделимость и ап-

проксимируемость классом всех конечных групп принято называть финитной.

Будем говорить, что класс групп C является корневым, если он содер-

жит хотя бы одну неединичную группу, замкнут относительно взятия подгрупп

и удовлетворяет любому из приводимых ниже условий, равносильность которых

установлена в [2]:

1) для всякой группы X и для каждого субнормального ряда 1 6 Z 6
Y 6 X из включений X/Y ∈ C и Y/Z ∈ C следует существование нормальной

подгруппы T группы X такой, что T 6 Z и X/T ∈ C (условие Грюнберга);
2) класс C замкнут относительно взятия декартовых сплетений;

3) класс C замкнут относительно взятия расширений и вместе с любыми

двумя группами X , Y содержит декартово произведение
∏
y∈Y

Xy, где Xy — изо-

морфная копия группы X для каждого элемента y ∈ Y .

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-00307,
https://rscf.ru/project/24-21-00307/

c© 2025 Баранов Д. Р., Соколов Е. В.
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Понятие корневого класса впервые появилось в работе [3] и оказалось весь-

ма полезным при изучении аппроксимационных свойств свободных конструкций

групп, позволяя систематизировать и усиливать полученные ранее результаты

об аппроксимируемости указанных конструкций конкретными корневыми клас-

сами групп (см., например, [4–11]). Нетрудно показать, что корневыми явля-

ются классы всех конечных групп, конечных p-групп (где p — простое число),

периодических P-групп конечного периода (где P — непустое множество про-

стых чисел), всех разрешимых групп и всех групп без кручения. Легко видеть

также, что пересечение произвольного числа корневых классов — снова корне-

вой класс, если оно содержит хотя бы одну неединичную группу.

В [12, 13] Чжоу и Ким показали, что при изучении финитной отделимости

конечно порожденных абелевых подгрупп обобщенных свободных произведений

и HNN-расширений групп могут использоваться те же методы, что и при иссле-

довании финитной аппроксимируемости. В [14, 15] их результаты распростра-

нены на случай произвольного корневого аппроксимирующего класса групп C

и фундаментальной группы произвольного графа групп. Предложенный под-

ход позволяет получить критерий C -отделимости конечно порожденной абеле-

вой подгруппы практически для любой свободной конструкции, аппроксимиру-

емость которой классом C была установлена ранее. В [15] приводится несколько

примеров его применения к изучению отделимости подгрупп фундаментальных

групп графов групп с центральными реберными подгруппами. Настоящая ста-

тья продолжает данное направление исследований и использует указанный под-

ход для описания отделимых подгрупп обобщенного свободного произведения

двух групп с объединенной подгруппой, нормальной в свободных множителях.

Всюду далее запись G = 〈A ∗ B; H〉 будет означать, что G — обобщенное

свободное произведение групп A и B с объединенной подгруппой H . Отметим,

что если A = H или B = H , то группа G совпадает с одним из свободных мно-

жителей A, B и потому данный случай можно считать вырожденным. Будем

говорить, что группа G удовлетворяет условию (α), если A 6= H 6= B и под-

группа H нормальна в группах A и B. Аппроксимируемость такого обобщенно-

го свободного произведения различными классами групп изучалась в [6, 16–27].

В ряде случаев необходимыми и достаточными условиями его C -аппроксими-

руемости служат C -аппроксимируемость групп A, B и C -отделимость в них

подгруппыH (см., например, [23, теорема 1; 24, теорема 1; 25, теорема 1; 27, тео-

рема 2]). В формулировках условий аппроксимируемости группы G конечными

p-группами встречается также подгруппа HpH ′, где Hp = sgp{hp | h ∈ H}
и H ′ — коммутант группы H [18, 27]. Однако наиболее универсальным и про-

дуктивным подходом к исследованию аппроксимируемости рассматриваемого

обобщенного свободного произведения является использование описанной ниже

группы автоморфизмов подгруппы H , индуцированных внутренними автомор-

физмами группы G.

Заметим, что если X — некоторая группа и Y — ее нормальная подгруп-

па, то ограничение на последнюю любого внутреннего автоморфизма группы X
оказывается автоморфизмом подгруппы Y . Множество всех таких автоморфиз-

мов образует группу, обозначаемую далее через AutX(Y ). Если подгруппа H
нормальна в группах A и B, то она нормальна и в группе G, что позволяет

определить группу AutG(H). Идея использования свойств последней для опи-

сания условий аппроксимируемости группы G впервые была предложена в [17]

и затем успешно применялась в [6, 21, 22, 26, 27]. В частности, в [6, 26] был полу-
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чен критерий аппроксимируемости гомоморфно замкнутым корневым классом

групп C обобщенного свободного произведения G = 〈A ∗B; H〉, удовлетворяю-

щего условию (α) и хотя бы одному из следующих дополнительных условий:

(β) группа AutG(H) конечна;

(γ) группа AutG(H) абелева;

(δ ) группа AutG(H) совпадает с группой AutA(H) или с группой AutB(H).

Целью настоящей статьи является описание C -отделимых конечно порож-

денных абелевых подгрупп группы G, удовлетворяющей условиям упомянутого

критерия.

§ 2. Формулировка полученных результатов

Пусть X — некоторая группа и S — семейство нормальных подгрупп груп-

пы X . Будем говорить, что подгруппа Y группы X отделима семейством S,

если
⋂

N∈S
Y N = Y . Всюду далее, если C — некоторый класс групп, то че-

рез C ∗(X) будем обозначать семейство всех нормальных подгрупп группы X ,

фактор-группы по которым принадлежат классу C . Поскольку подгруппы се-

мейства C ∗(X) — это ядра всевозможных гомоморфизмов группы X на группы

из класса C , подгруппа Y группы X C -отделима в этой группе тогда и только

тогда, когда она отделима семейством C ∗(X). В частности, группа X C -ап-

проксимируема тогда и только тогда, когда семейством C ∗(X) отделима ее еди-

ничная подгруппа.

Если G = 〈A ∗ B; H〉, то через C +(A,B) будем обозначать семейство пар

подгрупп группыG, определенное следующим образом: (R,S) ∈ C +(A,B) тогда

и только тогда, когда R ∈ C ∗(A), S ∈ C ∗(B) и R ∩H = S ∩H . Положим также

C
+(A) = {R | (R,S) ∈ C

+(A,B)} и C
+(B) = {S | (R,S) ∈ C

+(A,B)}.

Упомянутый в конце предыдущего параграфа критерий аппроксимируемости

группы G выглядит следующим образом.

Теорема 1. Пусть группа G = 〈A∗B; H〉 удовлетворяет условию (α) и хо-
тя бы одному из дополнительных условий (β)–(δ), C — корневой класс групп,

замкнутый относительно взятия фактор-групп. Тогда справедливы следующие
утверждения.

1. [6, теорема 2] Если выполняется условие (β), то группа G C -аппрокси-
мируема тогда и только тогда, когда

(a) единичная подгруппа отделима семействами C +(A) и C +(B);

(b) подгруппа H C -отделима в группах A и B;

(c) AutG(H) ∈ C .
2. [26, теорема 1] Если выполняется условие (γ) или условие (δ), то груп-

па G C -аппроксимируема тогда и только тогда, когда справедливы утвержде-
ния (a) и (b).

Перейдем к описанию отделимых конечно порожденных абелевых подгрупп

обобщенного свободного произведения, удовлетворяющего условиям теоремы 1.

Если C — класс групп, состоящий из периодических групп, то через P(C )

будем обозначать множество всех простых делителей порядков элементов групп

из класса C . В случае, когда класс C содержит хотя бы одну непериодическую

группу, положимP(C ) равным множеству всех простых чисел. Будем говорить,

что подгруппа Y группы X P(C )′-изолирована в этой группе, если для любого



168 Д. Р. Баранов, Е. В. Соколов

элемента x ∈ X и для любого простого числа q /∈ P(C ) из включения xq ∈ Y
следует, что x ∈ Y .

Очевидно, что если множествоP(C ) содержит все простые числа, то любая

подгруппа оказываетсяP(C )′-изолированной. В противном случае нетрудно по-

казать (см., например, [28, предложение 5]), что если подгруппа Y C -отделима

в группе X , то она P(C )′-изолирована в этой группе. Как следствие, свойство

C -отделимости имеет смысл изучать лишь в отношении P(C )′-изолированных

подгрупп. В связи с этим соображением и с характером интересующих нас под-

групп C -дефектом группыX будем называть семейство всехP(C )′-изолирован-

ных конечно порожденных абелевых подгрупп данной группы, не являющихся

C -отделимыми в X .

Понятно, что задача поиска критерия C -отделимости конечно порожденной

абелевой подгруппы группы G = 〈A ∗ B; H〉, удовлетворяющей условиям тео-

ремы 1, сводится к описанию C -дефекта данной группы. При этом идеальной

можно считать ситуацию, когда для такого описания достаточно знать лишь

C -дефекты свободных множителей A и B. К сожалению, в общем случае (тео-

рема 2 ниже) выполнения последнего требования добиться не удалось. Однако

при некоторых дополнительных предположениях получено именно идеальное

решение (см. теоремы 3–5).

Пусть (X,Y ) — пара конечно порожденных абелевых подгрупп группы G
и символ Z обозначает один из свободных множителей A, B. Рассмотрим сле-

дующий набор условий.

(λ1,Z
C

) X—P(C )′-изолированная подгруппа группы Z, не являющаяся C -от-

делимой в этой группе (и, следовательно, принадлежащая ее C -дефекту); Y = 1.

(µ1,Z
C

) X— подгруппа группыH , P(C )′-изолированная в группе Z, но не яв-

ляющаяся C -отделимой в этой группе (и, следовательно, принадлежащая ее

C -дефекту); Y — бесконечная циклическая подгруппа, Y ∩ Z = 1 и [X,Y ] = 1.

(λ2,Z
C

) X — P(C )′-изолированная подгруппа группы Z, не являющаяся от-

делимой в этой группе семейством C +(Z); Y = 1.

(µ2,Z
C

) X— подгруппа группыH , P(C )′-изолированная в группе Z, но не яв-

ляющаяся отделимой семейством C +(Z); Y — бесконечная циклическая под-

группа, Y ∩ Z = 1 и [X,Y ] = 1.

Обозначим через Dk
C

(G), k = 1, 2, семейство всех пар конечно порожден-

ных абелевых подгрупп группы G, удовлетворяющих хотя бы одному из усло-

вий (λk,A
C

), (λk,B
C

), (µk,A
C

), (µk,B
C

), и положим Ak
C

(G) =
{
XY | (X,Y ) ∈ Dk

C
(G)
}
.

Известно (см. [29, теорема 2] и [14, предложение 5]), что произвольная ко-

нечно порожденная абелева подгруппа группы G сопряжена либо с подгруппой

одного из свободных множителей A, B, либо с прямым произведением под-

групп X и Y , где X 6 H и Y — бесконечная циклическая подгруппа, тривиаль-

но пересекающаяся с A и с B. Поэтому для задания семейства A1
C

(G), помимо

умения строить конечно порожденные абелевы подгруппы группы G, достаточ-

но знать описания C -дефектов групп A и B. Определения семейств C +(A,B)

и A2
C

(G) сложнее: они зависят не только от свойств групп A и B, но и от того,

как данные группы склеиваются при построении обобщенного свободного про-

изведения. При этом из включений C +(A) ⊆ C ∗(A), C +(B) ⊆ C ∗(B) следует,

что A1
C

(G) ⊆ A2
C

(G).

Общее решение рассматриваемой задачи дает

Теорема 2. Пусть группа G = 〈A∗B; H〉 удовлетворяет условию (α) и хо-
тя бы одному из дополнительных условий (β)–(δ), C — корневой класс групп,
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замкнутый относительно взятия фактор-групп. Если группа G C -аппрокси-
мируема, то ее P(C )′-изолированная конечно порожденная абелева подгруппа
является C -дефектной тогда и только тогда, когда она сопряжена с некоторой
подгруппой из семейства A2

C
(G).

Приводимые далее теоремы 3–5 указывают некоторые частные случаи, в ко-

торых описание C -дефекта обобщенного свободного произведения G можно

дать с использованием семейства A1
C

(G). Отметим, что содержащиеся в этих

теоремах критерии C -аппроксимируемости группы G являются нетривиальны-

ми следствиями теоремы 1 и потому представляют самостоятельный интерес.

Теорема 3. Пусть группа G = 〈A ∗ B; H〉 удовлетворяет условию (α)

и хотя бы одному из дополнительных условий (β)–(δ), C — корневой класс
групп, замкнутый относительно взятия фактор-групп. Пусть также группы A
и B C -аппроксимируемы, A/H ∈ C и B/H ∈ C . Тогда справедливы следующие
утверждения.

1. Если выполняется условие (β), то группа G C -аппроксимируема тогда
и только тогда, когда AutG(H) ∈ C .

2. Если выполняется условие (γ) или условие (δ), то группа G C -аппрокси-
мируема.

3. Если группаG C -аппроксимируема, тоP(C )′-изолированная конечно по-
рожденная абелева подгруппа этой группы является C -дефектной тогда и толь-
ко тогда, когда она сопряжена с некоторой подгруппой из семейства A1

C
(G).

В частности, группа G не имеет C -дефекта, если она C -аппроксимируема
и C -дефекта нет в группах A и B.

Непосредственно из теоремы 3 вытекает

Следствие 1. Пусть группа G = 〈A ∗ B; H〉 удовлетворяет условию (α)

и хотя бы одному из дополнительных условий (β)–(δ). Если подгруппа H имеет
конечные индексы в группах A и B, то справедливы следующие утверждения.

1. Если группы A и B финитно аппроксимируемы, то и группа G финитно
аппроксимируема.

2. Если в группах A и B все конечно порожденные абелевы подгруппы фи-
нитно отделимы, то и в группе G все конечно порожденные абелевы подгруппы
финитно отделимы.

Пусть C — класс групп, состоящий из периодических групп. Следуя [30],

будем говорить, что

1) абелева группа C -ограничена, если в любой ее фактор-группе каждая

примарная компонента периодической части, соответствующая некоторому чис-

лу из множества P(C ), имеет конечный период и мощность, не превосходящую

мощности некоторой группы из класса C ;

2) разрешимая (нильпотентная) группа C -ограничена, если она обладает

конечным субнормальным (соответственно центральным) рядом с C -ограничен-

ными абелевыми факторами.

Будем говорить также, что

1) абелева группа сильно C -ограничена, если в любой ее фактор-группе

каждая примарная компонента периодической части, соответствующая некото-

рому числу из множества P(C ), конечна;

2) разрешимая (нильпотентная) группа сильно C -ограничена, если она об-

ладает конечным субнормальным (соответственно центральным) рядом с силь-

но C -ограниченными абелевыми факторами.
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Отметим, что при любом выборе класса групп C каждая конечно порож-

денная абелева группа оказывается сильно C -ограниченной. Поэтому все ко-

нечно порожденные нильпотентные группы являются сильно C -ограниченными

нильпотентными, а все полициклические группы — сильно C -ограниченными

разрешимыми.

Как обычно, целое число будем называть P(C )-числом, если все его про-

стые делители принадлежат множеству P(C ). Через P(C )′ будем обозначать

дополнение множества P(C ) в множестве всех простых чисел.

Теорема 4. Пусть группа G = 〈A∗B; H〉 удовлетворяет условию (α) и хо-
тя бы одному из дополнительных условий (β)–(δ), C — корневой класс групп,

состоящий из периодических групп и замкнутый относительно взятия фактор-
групп. Пусть также группы A и B C -аппроксимируемы, подгруппа H является
сильно C -ограниченной разрешимой и каждая ее нормальная подгруппа конеч-
ного P(C )-индекса C -отделима в группах A и B. Тогда справедливы утвержде-
ния 1–3 теоремы 3.

Согласно предложению 5 из [31] если F — класс всех конечных групп, то по-

нятия F -ограниченной и сильно F -ограниченной разрешимой группы совпада-

ют с понятием разрешимой группы, ограниченной в смысле А. И. Мальцева [1].

Поэтому из теоремы 4 вытекает

Следствие 2. Пусть группа G = 〈A ∗ B; H〉 удовлетворяет условию (α)

и хотя бы одному из дополнительных условий (β)–(δ). Пусть также подгруп-
па H является ограниченной разрешимой в смысле А. И. Мальцева и каждая ее
нормальная подгруппа конечного индекса финитно отделима в группах A и B.
Тогда справедливы утверждения 1 и 2 следствия 1.

Теорема 5. Пусть группа G = 〈A ∗ B; H〉 удовлетворяет условию (α)

и хотя бы одному из дополнительных условий (β)–(δ), C — корневой класс
групп, состоящий из периодических групп и замкнутый относительно взятия
фактор-групп. Пусть также N — класс C -ограниченных нильпотентных групп
без P(C )′-кручения, группы A и B N -аппроксимируемы и обладают гомомор-
физмами на N -группы, действующими инъективно на подгруппе H . Тогда
справедливы приводимые ниже утверждения 1 и 2, а также утверждение 3 тео-
ремы 3.

1. Если выполняется условие (β), то группа G C -аппроксимируема тогда
и только тогда, когда AutG(H) ∈ C и подгруппа H P(C )′-изолирована в груп-
пах A и B.

2. Если выполняется условие (γ) или условие (δ), то группа G C -аппрокси-
мируема тогда и только тогда, когда подгруппа H P(C )′-изолирована в груп-
пах A и B.

Следствие 3. Пусть группа G = 〈A ∗ B; H〉 удовлетворяет условию (α)

и хотя бы одному из дополнительных условий (β)–(δ), C — корневой класс
групп, состоящий из периодических групп и замкнутый относительно взятия
фактор-групп. Пусть также A и B — C -ограниченные нильпотентные группы.
Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если выполняется условие (β), то группа G C -аппроксимируема тогда
и только тогда, когда AutG(H) ∈ C и подгруппы 1 и H P(C )′-изолированы
в группах A и B.
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2. Если выполняется условие (γ) или условие (δ), то группа G C -аппрок-
симируема тогда и только тогда, когда подгруппы 1 и H P(C )′-изолированы
в группах A и B.

3. Если группа G C -аппроксимируема, то она не имеет C -дефекта.

Говорят (см., например, [32]), что группа имеет конечный ранг Гирша —
Зайцева, если она обладает конечным субнормальным рядом, каждый фактор

которого является либо периодической, либо бесконечной циклической группой.

Следствие 4. Пусть группа G = 〈A ∗ B; H〉 удовлетворяет условию (α)

и хотя бы одному из дополнительных условий (β)–(δ), C — корневой класс
групп, состоящий из периодических групп и замкнутый относительно взятия
фактор-групп. Пусть также N0 — класс C -ограниченных нильпотентных групп
без кручения, группы A и B N0-аппроксимируемы и подгруппа H имеет конеч-
ный ранг Гирша — Зайцева. Тогда выполняются утверждения 1 и 2 теоремы 5

и утверждение 3 следствия 3.

Оставшаяся часть статьи посвящена доказательству теорем 2–5 и след-

ствий 3, 4.

§ 3. Некоторые вспомогательные утверждения

Предложение 3.1 [27, предложение 3.1]. Пусть C — класс групп, замкну-
тый относительно взятия подгрупп и прямых произведений конечного числа
сомножителей, X — некоторая группа, Y и Z — подгруппы группы X . Тогда
справедливы следующие утверждения.

1. Если Y ∈ C ∗(X), то Y ∩ Z ∈ C ∗(Z). Как следствие, если группа X ап-
проксимируется классом C , то и подгруппа Z является C -аппроксимируемой.

2. Если Y, Z ∈ C ∗(X), то Y ∩ Z ∈ C ∗(X).

Предложение 3.2 [6, предложение 18]. Пусть C — класс групп без круче-
ния, замкнутый относительно взятия подгрупп и прямых произведений конеч-
ного числа сомножителей, X — C -аппроксимируемая группа, Y — подгруппа
группы X , имеющая конечный ранг Гирша — Зайцева. Тогда существует под-
группа Z ∈ C ∗(X) такая, что Z ∩ Y = 1.

Предложение 3.3 [26, предложение 17]. Пусть C — корневой класс групп,

состоящий из периодических групп. Тогда произвольная группа из класса C

имеет конечный период.

Предложение 3.4 [33, предложение 8]. Пусть C — корневой класс групп,

состоящий из периодических групп. Конечная разрешимая группа принадле-
жит классу C тогда и только тогда, когда ее порядок является P(C )-числом.

Отметим, что разрешимая (абелева) группа сильно C -ограничена тогда

и только тогда, когда она является P(C )-ограниченной разрешимой (соответ-

ственно абелевой) в смысле определения, данного в [31]. Поэтому из предложе-

ний 2 и 3 указанной работы вытекает

Предложение 3.5. Если C — класс групп, состоящий из периодических
групп, то справедливы следующие утверждения.

1. Класс сильно C -ограниченных разрешимых групп замкнут относительно
взятия подгрупп и гомоморфных образов.

2. Если сильно C -ограниченная разрешимая группа является абелевой, то
она принадлежит классу сильно C -ограниченных абелевых групп.
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Ввиду отмеченной выше равносильности определений приводимое далее

утверждение совпадает с предложением 18 из [26].

Предложение 3.6. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из пе-
риодических групп и замкнутый относительно взятия фактор-групп. Тогда про-
извольная сильно C -ограниченная разрешимая группа, принадлежащая клас-
су C , конечна.

Предложение 3.7. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из пе-
риодических групп, и X — сильно C -ограниченная разрешимая P(C )-группа
конечного периода. Тогда группа X конечна и принадлежит классу C .

Доказательство. Пусть Y — произвольный фактор некоторого нормаль-

ного разрешимого ряда группы X . Тогда Y — P(C )-группа конечного периода,

являющаяся сильно C -ограниченной абелевой в силу предложения 3.5. Вви-

ду конечности периода количество примарных компонент группы Y конечно.

Каждая из этих компонент соответствует некоторому числу из множестваP(C )

и потому конечна. Следовательно, группа Y (а вместе с ней и группа X) также

конечна. Принадлежность группы X классу C вытекает из предложения 3.4.

Пусть C — произвольный класс групп. Будем говорить, что группа X
C -квазирегулярна по своей подгруппе Y , если для любой подгруппыM ∈ C ∗(Y )

найдется подгруппа N ∈ C ∗(X) такая, что N ∩ Y 6M .

Предложение 3.8. Пусть C — корневой класс групп, X — некоторая
группа, Y — подгруппа группы X . Тогда группа X C -квазирегулярна по под-
группе Y , если выполняется хотя бы одно из следующих условий:

(1) Y ∈ C ∗(X);

(2) все подгруппы семейства C ∗(Y ) C -отделимы в группе X и имеют ко-
нечные индексы в группе Y ;

(3) класс C состоит из периодических групп и замкнут относительно взя-
тия фактор-групп, Y — сильно C -ограниченная разрешимая группа и каждая
нормальная подгруппа группы Y конечного P(C )-индекса C -отделима в груп-
пе X .

Доказательство. Если выполняется условие (1), C -квазирегулярностьX
по Y вытекает из условия Грюнберга. Пусть имеет место условие (2), M ∈ C ∗(Y )

и {1, y1, y2, . . . , yn} — некоторая полная система представителей смежных клас-

сов группы Y по подгруппе M . Так как последняя C -отделима в группе X
и множество {y1, . . . , yn} ⊆ X \M конечно, то, пользуясь утверждением 2 пред-

ложения 3.1, можно найти подгруппу N ∈ C ∗(X), удовлетворяющую условию

y1, . . . , yn /∈ MN . Если N ∩ Y 
 M и y ∈ (N ∩ Y ) \M , то y = xyi для подхо-

дящих x ∈ M , i ∈ {1, . . . , n} и yi = x−1y ∈ MN вопреки выбору подгруппы N .

Следовательно, N ∩ Y 6M и C -квазирегулярность X по Y имеет место.

Пусть выполняется условие (3). Если M ∈ C ∗(Y ), то согласно предложе-

ниям 3.5 и 3.6 фактор-группа Y/M оказывается сильно C -ограниченной разре-

шимой и, следовательно, конечной. Очевидно также, что ее порядок является

P(C )-числом и потому подгруппа M C -отделима в группе X . Стало быть, име-

ет место условие (2), которое и гарантирует C -квазирегулярность X по Y .

Следующие два утверждения вытекают из теоремы 2.4 и предложений 5.2,

6.1, 6.3 работы [30].
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Предложение 3.9. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из пери-
одических групп, N — класс C -ограниченных нильпотентных групп без P(C )′-
кручения, X — некоторая группа и Y — ее P(C )′-изолированная подгруппа.
Если группа X N -аппроксимируема и обладает гомоморфизмом на N -группу,

действующим инъективно на подгруппе Y , то она C -аппроксимируема и C -ква-
зирегулярна по подгруппе Y , а последняя C -отделима в группе X .

Предложение 3.10. Пусть C — корневой класс групп, состоящий из пе-
риодических групп. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Класс C -ограниченных нильпотентных групп замкнут относительно взя-
тия подгрупп, фактор-групп и прямых произведений конечного числа сомножи-
телей.

2. Если периодическая C -ограниченная нильпотентная группа имеет ко-
нечный период, являющийся P(C )-числом, то она принадлежит классу C .

§ 4. Доказательство теоремы 2

Всюду далее, если C — некоторый класс групп, X — группа и Y — под-

группа группы X , то через C ∗(X,Y ) будем обозначать семейство подгрупп

{N ∩ Y | N ∈ C ∗(X)}.

Предложение 4.1 [6, предложение 10]. Если C — корневой класс групп
и группа G = 〈A ∗B; H〉 C -аппроксимируема, то ее единичная подгруппа отде-
лима семействами C ∗(G,A) и C ∗(G,B).

Как и выше, обозначим через D3
C

(G) семейство всех пар конечно порож-

денных абелевых подгрупп группы G = 〈A ∗B; H〉, удовлетворяющих хотя бы

одному из определенных далее условий (λ3,Z
C

), (µ3,Z
C

), где Z = A или Z = B,

и положим A3
C

(G) =
{
XY | (X,Y ) ∈ D3

C
(G)
}
.

(λ3,Z
C

) X — P(C )′-изолированная подгруппа группы Z, не являющаяся от-

делимой семейством C ∗(G,Z); Y = 1.

(µ3,Z
C

) X — подгруппа группыH , P(C )′-изолированная в группе Z, но не яв-

ляющаяся отделимой семейством C ∗(G,Z); Y — бесконечная циклическая под-

группа, Y ∩ Z = 1 и [X,Y ] = 1.

Следующее предложение объединяет в себе частные случаи теорем 2.2 и 2.3

из [15].

Предложение 4.2. Пусть G = 〈A ∗ B; H〉 и C — корневой класс групп.
Тогда справедливы приводимые далее утверждения.

1. Если подгруппы 1 и H отделимы семействами C ∗(G,A) и C ∗(G,B),

то группа G C -аппроксимируема, а ее P(C )′-изолированная конечно порож-
денная абелева подгруппа является C -дефектной тогда и только тогда, когда
она сопряжена с некоторой подгруппой из семейства A3

C
(G).

2. Пусть группы A и B C -аппроксимируемы, подгруппа H C -отделима
в этих группах и группа G C -квазирегулярна по подгруппам A и B. При та-
ких предположениях группа G C -аппроксимируема, а ее P(C )′-изолированная
конечно порожденная абелева подгруппа является C -дефектной тогда и толь-
ко тогда, когда она сопряжена с некоторой подгруппой из семейства A1

C
(G).

В частности, группа G не имеет C -дефекта, если тем же свойством обладают
группы A и B.
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Предложение 4.3 [6, предложение 11]. Пусть группа G = 〈A ∗ B; H〉
удовлетворяет условию (α) и C — класс групп, замкнутый относительно взя-
тия подгрупп и фактор-групп. Тогда подгруппа H C -отделима в группе A
(в группе B) тогда и только тогда, когда она отделима семейством C ∗(G,A)

(соответственно семейством C ∗(G,B)).

Предложение 4.4 [26, предложение 12]. Пусть C — корневой класс групп,

замкнутый относительно взятия фактор-групп, группа G = 〈A ∗B; H〉 удовле-
творяет условию (α) и хотя бы одному из следующих дополнительных условий:

(γ) группа AutG(H) абелева;

(δ ) группа AutG(H) совпадает с группой AutA(H) или с группой AutB(H);

(ε) группа AutG(H) принадлежит классу C .
Если C +(A) и C +(B) — семейства подгрупп группы G, определенные в § 2,

то C ∗(G,A) = C +(A) и C ∗(G,B) = C +(B).

Доказательство теоремы 2. Согласно теореме 1 подгруппа H C -отде-

лима в группах A и B. Ввиду предложения 4.3 это равносильно ее отделимо-

сти семействами C ∗(G,A) и C ∗(G,B). В силу предложения 4.1 теми же се-

мействами отделима единичная подгруппа группы G. Если выполняется усло-

вие (β), то по теореме 1 справедливо включение AutG(H) ∈ C . Поэтому мож-

но воспользоваться предложением 4.4, согласно которому C ∗(G,A) = C +(A)

и C ∗(G,B) = C +(B). Отсюда A3
C

(G) = A2
C

(G) и, следовательно, доказываемая

теорема вытекает из утверждения 1 предложения 4.2.

§ 5. Доказательства теорем 3–5 и следствий 3, 4

Приводимое далее утверждение отмечено без доказательства в [34] и может

быть легко проверено индукцией по k.

Предложение 5.1. Пусть {υk(x, y) | k > 1} — множество слов в (группо-
вом) алфавите {x, y, x−1, y−1}, υ1(x, y) = x−1y−1xy и при k > 2 слово υk(x, y)
получается из слова x−1υk−1(x, y)

−1xυk−1(x, y) путем удаления подслова xx−1.
Тогда для каждого k > 1 слово υk(x, y) имеет длину 2k+1, начинается на x−1y−1,

заканчивается на xy и не содержит подслов вида xξxζ или yξyζ , где ξ, ζ = ±1.

Напомним, что запись элемента g группы G = 〈A ∗ B; H〉 в виде произ-

ведения g1g2 . . . gn, где g1, g2, . . . , gn ∈ A ∪ B, называется несократимой, если

никакие два соседних сомножителя этого произведения не лежат одновременно

в A или в B. Число n называют длиной данной несократимой записи. Теорема

о нормальной форме для обобщенных свободных произведений (см., например,

[35, глава IV, теорема 2.6]) утверждает, что если элемент g ∈ G обладает несо-

кратимой записью неединичной длины, то он отличен от 1.

Предложение 5.2. Пусть группа G = 〈A ∗ B; H〉 удовлетворяет усло-
вию (α), C — класс групп, замкнутый относительно взятия подгрупп, и под-
группа H нильпотентна. Если группа G C -аппроксимируема, то подгруппа H
C -отделима в группах A и B.

Доказательство. Предположим, что подгруппа H не является C -отде-

лимой в группе A. Тогда существует элемент a ∈ A \ H такой, что aσ ∈ Hσ
при любом гомоморфизме σ группы A на группу из класса C . Пользуясь усло-

вием H 6= B, выберем некоторый элемент b ∈ B \H и положим g = υc(a, b
−1ab),

где c — ступень нильпотентности подгруппы H и υc(x, y) — слово из предло-

жения 5.1. Согласно указанному предложению элемент g имеет несократимую
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запись неединичной длины и, следовательно, отличен от 1. Вместе с тем, ес-

ли σ — произвольный гомоморфизм группы G на C -группу, то aσ ∈ Hσ вви-

ду выбора элемента a и замкнутости класса C относительно взятия подгрупп,

(b−1ab)σ ∈ Hσ в силу нормальности подгруппы H в группе B и gσ = 1, по-

скольку элемент υc(a, b
−1ab)σ принадлежит (c+1)-му члену нижнего централь-

ного ряда группы Hσ, а c — ступень нильпотентности группы H . Таким обра-

зом, группаG не является C -аппроксимируемой вопреки условию предложения.

C -отделимость подгруппы H в группе B доказывается аналогично.

Предложение 5.3. Пусть выполняются условия предложения 4.4. Если
группы A и B C -квазирегулярны по подгруппе H и каждая подгруппа семей-
ства C ∗(H) содержит подгруппу того же семейства, нормальную в G, то груп-
па G C -квазирегулярна по подгруппам A и B.

Доказательство. Пусть L ∈ C ∗(A), M ∈ C ∗(B) и P = L∩M∩H . Для за-

вершения доказательства достаточно найти подгруппу N ∈ C ∗(G) такую, что

N ∩A 6 L и N ∩B 6M . Согласно предложению 3.1

L ∩H ∈ C
∗(H), M ∩H ∈ C

∗(H) и P = (L ∩H) ∩ (M ∩H) ∈ C
∗(H).

По условию настоящего предложения существует подгруппа Q ∈ C ∗(H), лежа-

щая в P и нормальная в G. Пользуясь C -квазирегулярностью групп A и B
по подгруппе H , найдем подгруппы U ∈ C ∗(A) и V ∈ C ∗(B), удовлетворяющие

соотношениям U ∩H 6 Q и V ∩H 6 Q. Положим R = QU ∩ L и S = QV ∩M .

Так как A/U ∈ C , B/V ∈ C и класс C замкнут относительно взятия фактор-

групп, то A/QU ∼= (A/U)/(QU/U) ∈ C и B/QV ∼= (B/V )/(QV/V ) ∈ C . Отсюда

ввиду предложения 3.1 получаем, что R ∈ C ∗(A) и S ∈ C ∗(B). Из соотно-

шений U ∩ H 6 Q и V ∩ H 6 Q легко следует, что QU ∩ H = Q = QV ∩ H .

Так как Q 6 P 6 L ∩M , то R ∩ H = Q = S ∩ H и, стало быть, R ∈ C +(A),

S ∈ C +(B). В силу предложения 4.4 R ∈ C ∗(G,A) и S ∈ C ∗(G,B), т. е. суще-

ствуют подгруппы N1, N2 ∈ C ∗(G), удовлетворяющие соотношениямN1∩A = R
и N2∩B = S. Положим N = N1∩N2. Тогда N ∈ C ∗(G) в силу предложения 3.1,

N ∩A 6 R 6 L и N ∩B 6 S 6M . Следовательно, подгруппа N искомая.

Предложение 5.4. Пусть C — корневой класс групп, обобщенное свобод-
ное произведение G = 〈A ∗B; H〉 удовлетворяет условию (α) и хотя бы одному
из следующих дополнительных условий:

(1) группа AutG(H) конечна или принадлежит классу C ;

(2) AutG(H) = AutA(H) и группа A C -квазирегулярна по подгруппе H ;

(3) группа AutG(H) является абелевой, H ∈ C ∗(B) и группа A C -квазире-
гулярна по подгруппе H ;

(4) класс C состоит из периодических групп и подгруппа H является C -ог-
раниченной нильпотентной или сильно C -ограниченной разрешимой.

Тогда каждая подгруппа семейства C ∗(H) содержит подгруппу того же
семейства, нормальную в G.

Доказательство. Пусть M ∈ C ∗(H). Построение искомой подгруппы

проведем отдельно для каждого из дополнительных условий (1)–(4).

(1) Положим N =
⋂

θ∈AutG(H)

Mθ. Согласно определению группы AutG(H)

подгруппа N совпадает с пересечением
⋂
g∈G

g−1Mg и потому нормальна в груп-

пе G. По теореме Ремака (см., например, [36, теорема 4.3.9]) фактор-груп-

па H/N вкладывается в декартово произведение групп H/Mθ, каждая из кото-

рых изоморфна C -группе H/M . Указанное декартово произведение, а вместе
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с ним и группа H/N принадлежат классу C ввиду замкнутости последнего от-

носительно взятия подгрупп и а) расширений, если группа AutG(H) конечна;

б) декартовых степеней указанного в определении корневого класса вида, если

AutG(H) ∈ C . Таким образом, подгруппа N является искомой.

(2) Ввиду C -квазирегулярности группы A по подгруппе H найдется под-

группа L ∈ C ∗(A), удовлетворяющая условию L∩H 6M . Положим N = L∩H .

Тогда подгруппа N нормальна в группе A и принадлежит семейству C ∗(H)

в силу предложения 3.1. Так как AutG(H) = AutA(H), то указанная подгруппа

оказывается нормальной в группе G и, следовательно, является искомой.

(3) Как и выше, воспользуемся C -квазирегулярностью группы A по под-

группеH , найдем подгруппу L ∈ C ∗(A), удовлетворяющую условию L∩H 6M ,

и положим Q = L∩H , N =
⋂

θ∈AutG(H)

Qθ. Тогда подгруппа Q нормальна в груп-

пе A, подгруппа N нормальна в группе G, Q ∈ C ∗(H) и N 6 M . Пусть

{bi | i ∈ I } — некоторая полная система представителей смежных классов

группы B по подгруппе H . Поскольку группа AutG(H) абелева, любой ее эле-

мент совпадает с ограничением на подгруппу H внутреннего автоморфизма,

производимого элементом вида ab, где a ∈ A, b ∈ B. Понятно, что каждое та-

кое произведение можно переписать в виде cbi для подходящих c ∈ A, i ∈ I .

Поэтому

N =
⋂

i∈I, c∈A
b−1
i c−1Qcbi =

⋂

i∈I

b−1
i Qbi

и фактор-группаH/N вкладывается в декартово произведение групп H/b−1
i Qbi,

изоморфных C -группеH/Q. Так как множество I равномощно C -группе B/H ,

группа H/N содержится в классе C ввиду замкнутости последнего относитель-

но взятия подгрупп и декартовых степеней. Следовательно, N — искомая под-

группа.

(4) Согласно предложению 3.3 C -группа H/M имеет конечный период q,
являющийся, очевидно, P(C )-числом. Положим N = sgp{hq | h ∈ H}. Тогда

подгруппа N содержится в M и нормальна в G, а фактор-группа H/N имеет

период q. Если подгруппа H является C -ограниченной нильпотентной, то в си-

лу предложения 3.10 группа H/N принадлежит классу C . В случае, когда H —

сильно C -ограниченная разрешимая группа, аналогичное утверждение вытека-

ет из предложений 3.5 и 3.7. Следовательно, подгруппа N искомая.

Доказательство теорем 3 и 4. Необходимость условия AutG(H) ∈ C

для C -аппроксимируемости группы G в утверждении 1 каждой из теорем 3, 4

обеспечивается теоремой 1. Докажем одновременно утверждения 2, 3 и доста-

точность в утверждении 1. Согласно предложению 3.8 группы A и B C -квази-

регулярны по подгруппе H . Поэтому в силу предложения 5.4 каждая подгруп-

па семейства C ∗(H) содержит подгруппу того же семейства, нормальную в G.

Из предложения 5.3 теперь следует, что группа G C -квазирегулярна по свобод-

ным множителям A и B. C -отделимость подгруппы H в тех же сомножителях

гарантируется либо включениями A/H,B/H ∈ C (в случае теоремы 3), ли-

бо условием теоремы (в случае теоремы 4). Таким образом, C -аппроксимируе-

мость группы G и утверждение 3 следуют из утверждения 2 предложения 4.2.

Доказательство теоремы 5. Заметим, что в силу предложения 3.9 груп-

пы A и B C -аппроксимируемы, а условие P(C )′-изолированности подгруппы H
в этих группах равносильно требованию ее C -отделимости. Из вложимости под-

группыH в N -группу и предложения 3.10 следует, что указанная подгруппа яв-
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ляется C -ограниченной нильпотентной. Поэтому ее C -отделимость в группах A
и B необходима для C -аппроксимируемости группы G в силу предложения 5.2.

Как и выше, необходимость условия AutG(H) ∈ C в утверждении 1 обеспечи-

вается теоремой 1. Для проверки утверждения 3 и достаточности в утвержде-

ниях 1 и 2 можно воспользоваться в точности теми же рассуждениями, что

и при доказательстве теорем 3 и 4, с той лишь разницей, что вместо предло-

жения 3.8 нужно сослаться на предложение 3.9, а C -отделимость подгруппы H
в группах A и B гарантируется условием теоремы 5 и сделанным в начале до-

казательства замечанием.

Доказательство следствия 3. Очевидно, что принадлежность свобод-

ных множителей A и B классу N из формулировки теоремы 5 и P(C )′-изолиро-

ванность в них же единичной подгруппы имеют место одновременно. Если груп-

па G C -аппроксимируема, то согласно предложению 3.1 группы A и B также

обладают данным свойством. Последнее утверждение равносильно C -отдели-

мости и влечет за собойP(C )′-изолированность единичной подгруппы в указан-

ных группах. Таким образом, включение A,B ∈ N оказывается выполненным

при любых предположениях, содержащихся в утверждениях 1–3, и поскольку

N -группы не имеют C -дефекта в силу предложения 3.9, следствие 3 вытекает

из теоремы 5.

Доказательство следствия 4. Пусть символ Z обозначает один из сво-

бодных множителей A, B. Из предложения 3.10 следует, что класс N0 замкнут

относительно взятия подгрупп и прямых произведений конечного числа сомно-

жителей. Поэтому в силу предложения 3.2 группа Z обладает гомоморфизмом

на N0-группу, инъективным на подгруппе H . Более того, так как любая конеч-

но порожденная абелева подгруппаX группы Z имеет, очевидно, конечный ранг

Гирша — Зайцева, то согласно тому же предложению найдется гомоморфизм

группы Z на N0-группу, действующий инъективно на подгруппе X . Отсюда

и из предложения 3.9 следует, что подгруппа X C -отделима в группе Z, если

она P(C )′-изолирована в этой группе, и, стало быть, группа Z не имеет C -де-

фекта. Таким образом, доказываемое утверждение вытекает из теоремы 5.
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следовательность положительных чисел, чтобы она была множителем Вейля без-
условной сходимости п.в. для периодических вейвлетов Стрёмберга.
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1. Введение

Напомним некоторые определения из теории ортогональных рядов (см. [1]).

Определение 1. Пусть ψ = {ψn : n = 1, 2, . . . } — ортонормальная система

в L2(0, 1). Монотонно растущая последовательность положительных чисел ωn
называется множителем Вейля п.в. безусловной сходимости (для ψ), если

любой ряд
∞∑

n=1

anψn(x)

с коэффициентами, удовлетворяющими условию

∞∑

n=1

a2
nωn <∞,

п.в. безусловно сходится.

Теорему Орлича о множителях Вейля п.в. безусловной сходимости (см.

например, [2]) П. Л. Ульянов сформулировал и доказал в более простой, но

эквивалентной форме в статье [3]: если последовательность {ωn}∞n=1 удовлетво-

ряет условию
∞∑

n=1

1

ωnn lnn
<∞,

то последовательность {ωn ln2 n}∞n=1 является множителем Вейля п.в. безуслов-

ной сходимости для любой ортонормированной системы.

Работа выполнена при финансовой поддержке комитета науки и высшего образования
МНОКС РА (грант No 25RG-1A195).

c© 2025 Геворкян Г. Г.
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П. Л. Ульянов доказал (см. [3, 4]), что последовательность {ωn}∞n=1 явля-

ется множителем Вейля п.в. безусловной сходимости для системы Хаара тогда

и только тогда, когда
∞∑

n=1

1

nωn
<∞. (1)

В статье [5] доказано, что последовательность {ωn}∞n=1 является множите-

лем Вейля п.в. безусловной сходимости для системы Франклина тогда и только

тогда, когда выполняется (1). В работе [6] получен аналогичный результат для

систем Чисельского.

В настоящей работе доказана теорема о множителях Вейля п.в. безуслов-

ной сходимости для вейвлетов на [0, 1].

Отметим также, что С. В. Бочкарев [7] и Наката [8] доказали необходимость

условия (1) для того, чтобы последовательность {ωn}∞n=1 была множителем Вей-

ля для системы Уолша. Аналогичный результат для тригонометрической си-

стемы недавно получил Г. А. Карагулян [9].

Будем использовать следующими обозначения:

• Z+ — множество натуральных чисел,

• Z− — множество отрицательных целых чисел,

• C, c1, c2, . . . — постоянные,

• ‖f‖2 и ‖f‖1 — норма функции f в L2[0, 1] и L1[0, 1] соответственно,

• ]n[ — целая часть от log2 n.

2. Определения и формулировка основного результата

Стрёмберг [10] определил систему сплайн-всплесков на Rn. Здесь напомним

определение только на R.

Пусть A0 = Z+ ∪ {0}∪ 1
2Z− и A1 = A0 ∪

{
1
2

}
. A0 разбивает R на интервалы

{Iσ}σ∈A0 (σ — левая концевая точка Iσ). Пустьm ∈ Z+ и Sm0 — подпространство

функций f ∈ L2(R)∩Cm(R), являющихся алгебраическими полиномами степени

m + 1 на каждом Iσ, σ ∈ A0. Пусть Sm1 — соответствующее подпространство

пространства L2(R) с заменой A0 на A1. Ясно, что Sm0 — подпространство Sm1
коразмерности 1 в Sm1 . Следовательно, из условий

τ ∈ Sm1 ,
∫

R

τ(x)f(x) dx = 0 для всех f ∈ Sm0 , (2)

‖τ‖L2 = 1 (3)

с точностью до знака единственным образом определяется функция τ .
Стрёмберг [10] доказал, что система {fj,k(x)}(j,k)∈Z2 , определяемая форму-

лой

fj,k(x) = 2j/2τ(2jx− k), j, k ∈ Z, x ∈ R, (4)

образует полную ортонормированную систему в L2(R) и является безусловным

базисом в Hp(R), p > 1
m+1 .

Поскольку заданная формулой (4) система является ортонормированным

базисом в L2(R), функция τ является ортогональным всплеском (см., например,

[11, с. 44]). Стрёмберг [10] доказал следующее неравенство:

|τ(x)| ≤ Cr|x|, x ∈ R, r ∈ (0, 1), C — положительная постоянная. (5)
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Из (5) и (2) следует, что τ — интегрируемая функция на R и
+∞∫
−∞

τ(t) dt = 0.

В (5) постоянные r и C зависят от m. В настоящей статье m — произвольное,

но фиксированное неотрицательное целое число. Поэтому будем опускать m и

напишем C вместо Cm.

Стрёмберг [10] определил также систему {Fn(x)}∞n=0 на [0, 1].

Положим

Fj,k(x) =
∑

l∈Z
fj,k(x− l), j, k ∈ Z. (6)

Ясно, что

Fj,k(x) = Fj,k(x+ 1) и Fj,k+2j (x) = Fj,k(x).

Для фиксированного j ≥ 0 существуют 2j различных функций Fj,k(x),
k = 0, 1, . . . , 2j − 1. Положим

Fn(x) = Fj,k(x), tn :=
2k − 1

2j+1
, если n = 2j + k, j ≥ 0, k = 0, . . . , 2j − 1, (7)

и F0(x) = 1.

Теорема 1. Неубывающая последовательность положительных чисел
{ωn}∞n=1 является множителем Вейля п.в. безусловной сходимости для системы
{Fn(x)}∞n=0 тогда и только тогда, когда выполняется (1).

Из одного результата недавней работы А. Камонт и Г. Карагуляна следует

(см. [12, следствие 1.6]), что если выполняется условие (1) и ωn/ log(n + 1)

возрастающая, то последовательность {ωn}∞n=1 является множителем Вейля п.в.

безусловной сходимости для системы {Fn(x)}∞n=0. В силу теоремы 1 условие

возрастания последовательности ωn/ log(n+ 1) не является необходимым.

3. Вспомогательные леммы

Обозначим

g(x) :=

∞∫

x

τ(t) dt, x ∈ R. (8)

Очевидно, что

lim
x→−∞

g(x) = lim
x→+∞

g(x) = 0.

Поэтому существует хотя бы одна точка η со свойством

|g(η)| = max
x∈R
|g(x)| =: d. (9)

Если таких точек более одной, обозначим через η одну из ближайших к 0. Не

ограничивая общности, можем предположить, что g(η) > 0.

Лемма 1. Существуют такие положительные числа j0, ν и c1, что для
любого n = 2j + k, j ≥ j0 и k = ν, ν + 1, . . . , 2j − ν, существуют точки ηn и
ξn ∈ [ηn, 1], удовлетворяющие условиям

(a)
x∫
ηn

Fn(t) dt ≥ c1‖Fn‖1 для любого x ∈ [ξn, 1],

(b) |ηn − tn| ≤ ν2−j,
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(c) ξn − ηn ≤ ν2−j.
Доказательство. Из (4)–(6) следует неравенство

‖Fn‖1 ≤ c22−
j
2 , если n = 2j + k. (10)

Существует такое ξ > |η|, что
∫

|t|>ξ

|τ(t)| dt < d

100
. (11)

Пусть ν — натуральное число, для которого

η, ξ ∈ [−ν + 1, ν − 1]. (12)

Пусть 2j0+1 ≤ ν < 2j0+2 и n = 2j + k, j ≥ j0, k = ν, ν + 1, . . . , 2j − ν. Обозначим

ηn = 2−j(η + k), ξn = 2−j(ξ + k). (13)

Проверим, что ηn и ξn, определяемые формулами (13), удовлетворяют усло-

виям (a)–(c) леммы. Действительно, (b) и (c) сразу следуют из (12), (13), (7) и

если n удовлетворяет условиям леммы и x ∈ [ξn, 1], то (последовательно приме-

няются (4), (6), (8), (9), (11), (11))

x∫

ηn

Fn(t) dt = 2j/2
∑

l∈Z

x∫

2−j(η+k)

τ(2j(t− l)− k) dt

= 2j/2




x∫

2−j(η+k)

τ(2jt− k) dt+
∑

l∈Z,l 6=0

x∫

2−j(η+k)

τ(2j(t− l)− k) dt




≥ 2−j/2




2jx−k∫

η

τ(t) dt−
∑

l∈Z,l 6=0

−2j l∫

−2j l−k

|τ(t)| dt




≥ 2−j/2




ξ∫

η

τ(t) dt−
2j−k∫

ξ

|τ(t)| dt −
∫

|t|>ξ

|τ(t)| dt




≥ 2−j/2




ξ∫

η

τ(t) dt − 2

∫

|t|>ξ

|τ(t)| dt


 > 2−j/2 · 0.98d > c1‖Fn‖1.

Лемма доказана.

Следующая лемма является аналогом леммы 2 из [6] и доказывается почти

дословным повторением.

Лемма 2. Существуют такие положительные постоянные c3, c4, что для
любых натуральных чисел j2 > j1 > j0 и любых an = bj ≥ 0, 2j < n ≤ 2j и
j1 ≤ j ≤ j2, существует перестановка Pσ полинома

P (x) :=

j2∑

j=j1

2j+1−1∑

n=2j

anFn(x),
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удовлетворяющая неравенству

mes

{
x ∈ Ji : δ(Pσ(x)) ≥ c3

j2∑

j=j1

bj2
j/2

}
> c4 mes(Ji), (14)

где

Ji :=

[
4νi

2j1
,
4ν(i+ 1)

2j1

]
, i = 0, 1, . . . , ]2j1−2ν−1[−1,

и δ(Pσ(x)) — колебание частичных сумм переставленного полинома Pσ(x) в точ-
ке x.

Доказательство. Из (4)–(6) следует, что

2j+1∑

n=2j+1

|bjFn(x)| ≤ bj
2j−1∑

k=0

|Fj,k(x)|

≤ bj
2j−1∑

k=0

∣∣∣
∑

l∈Z
fjk(x− l)

∣∣∣ ≤ 2j/2bj

2j−1∑

k=0

∑

l∈Z
|τ(2jx− 2j l− k)|

≤ Cbj2j/2
2j∑

k=1

∑

l∈Z
r|2

jx−2j l−k| < C2j/2bj
∑

m∈Z
r2

jx−m ≤ c5bj2j/2.

Поэтому
j2∑

j=j1

2j+1−1∑

n=2j

|anFn(x)| ≤ c5
j2∑

j=j1

bj2
j/2. (15)

Обозначим

J̃i =

[
4νi+ ν

2j1
,
4νi+ ν + 1

2j1

]
.

Заметим, что если tn ∈ J̃i, то ξn, ηn ∈ Ji (см. лемму 1) и

x∫

ηn

anFn(t) dt ≥ c1bj2−j/2, если x ∈ [ξn, 1] и 2j ≤ n ≤ 2j+1 − 1. (16)

Сначала полином P (x) разделим на две части:

P (x) ≡
∑

i

∑

tn∈J̃i

anFn(x) +
∑

i

∑

tn 6∈J̃i

anFn(x) =: P1(x) + P2(x).

Далее слагаемые в P1 переставим так, чтобы ηn в новой нумерации были воз-

растающими. После слагаемых полинома P1(x) напишем слагаемые полинома

P2(x) в любом порядке. Перестановки полиномов P1(x) и P (x) обозначим через

Pσ,1(x) и Pσ(x), а колебание их частичных сумм — через δ(Pσ,1(x)) и δ(Pσ(x))
соответственно. Очевидно, что если x ∈ Ji, то

δ(Pσ(x)) ≥ δ(Pσ,1(x)) ≥
∑

tn∈J̃i:ηn<x

anFn(x). (17)

Из (17) следует, что

∫

Ji

|δ(Pσ)(x)| dx ≥
∑

tn∈J̃i

4ν(i+1)

2j1∫

ηn

anFn(x) dx.
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Из (16) и (17) имеем

∫

Ji

|δ(Pσ(x))| dx ≥ c6
j2∑

j=j1

∑

tn∈J̃i,]n[=j

bj2
−j/2 = c6

j2∑

j=j1

bj
∑

tn∈J̃i,]n[=j

2−j/2. (18)

Учитывая, что количество натуральных n, удовлетворяющих условиям

]n[= j и tn ∈ J̃i, равно 2j−j1 и ν — фиксированное число, из (18) получим

∫

Ji

|δ(Pσ(x))| dx ≥ c7 mes(Ji)

j2∑

j=j1

bj2
j/2. (19)

Из (15) и (19) следует существование положительных чисел c3 и c4, удовле-

творяющих условию (14). Лемма доказана.

4. Доказательство теоремы 1

Пусть ωn удовлетворяет условию (1). Тогда (см. (10))

∞∑

n=1

1∫

0

|anFn(x)| dx ≤ c8
∞∑

n=1

|an|√
n

= c8

∞∑

n=1

|an|
√
ωn

1√
nωn

≤ c8
{ ∞∑

n=1

a2
nωn

} 1
2
{ ∞∑

n=1

1

nωn

} 1
2

<∞.

Следовательно,
∞∑

n=1

|anFn(x)| <∞

п.в. и ряд
∞∑
n=1

anFn(x) п.в. безусловно сходятся.

Докажем необходимость условия (1). Если

ωn ↑ ∞ и

∞∑

n=1

1

nωn
=∞,

то
∞∑

j=1

1

ω2j

≥
∞∑

j=1

2−j
2j−1∑

k=0

1

ω2j+k
≥

∞∑

n=1

1

nωn
=∞.

Следовательно, найдется такая монотонная последовательность положитель-

ных чисел qj , что
∞∑

j=1

1

ω2j+1qj
=∞ (20)

и ∞∑

j=1

1

ω2j+1q2j
<∞. (21)

Обозначим

bj =
1

ω2j+1qj2j/2
. (22)
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Пусть an = bj , если 2j ≤ n < 2j+1, j = 1, 2, . . . . Можем считать также, что

2j/2bj < 1. Из (22) и (20) следует существование возрастающей последователь-

ности jp со свойством

1 ≤
jp+1−1∑

j=jp

2j/2bj < 2.

Из (22) и (21) следует, что

∞∑

n=2

a2
nωn =

∞∑

j=1

2j+1−1∑

n=2j

a2
nωn =

∞∑

j=1

1

ω2j+1q2j
<∞.

Применяя лемму 2, найдем перестановку полинома

P (p)(x) =

jp+1−1∑

j=jp

2j+1−1∑

n=2j

anFn(x),

удовлетворяющую неравенству

mes
{
x ∈ J (p)

i : δ
(
P (p)
σ (x)

)
≥ c3

}
> c4 mes

(
J

(p)
i

)
, (23)

где J
(p)
i :=

[
4νi
2jp ,

4ν(i+1)

2jp

]
, i = 0, 1, . . . , ]2jp−2ν−1[−1, а δ

(
P

(p)
σ (x)

)
— колебание

частичных сумм переставленного полинома P
(p)
σ (x) в точке x.

Ясно, что ряд
∞∑

p=1

P (p)
σ (x) (24)

является перестановкой ряда
∞∑

n=2j1

anFn(x). Докажем, что ряд (24) расходится

п.в.

Допустим обратное: ряд (24) сходится на множестве положительной ме-

ры. Тогда он равномерно сходится на некотором множестве E с положительной

мерой. Следовательно, для достаточно больших p выполняется

δ
(
P (p)
σ (x)

)
< c3, x ∈ E. (25)

Известно, что почти все точки множества с положительной мерой являются

точками плотности этого множества. Поэтому существуют достаточно большие

p и i такие, что

mes
{
x ∈ J (p)

i ∩ E
}
> (1− c4)mes

(
J

(p)
i

)
. (26)

Неравенство (26) противоречит (25). Теорема доказана.
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гомоморфизмов непрерывных банаховых расслоений, а также непрерывных и слабо
непрерывных вектор-функций и сечений, принимающих наперед заданные значе-
ния в точках инъективно и латерально сходящихся последовательностей.
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Александру Александровичу Толстоногову
в связи с его 85-летием

Говоря о непрерывных банаховых расслоениях (НБР), используем термины

и обозначения из [1; 2, 2.4]. В общей топологии следуем терминологии моногра-

фий [3, 4]. В частности, понятия регулярного и вполне регулярного топологиче-

ского пространства включают отделимость. Под окрестностью точки понимаем

множество, которое включает какое-либо открытое подмножество, содержащее

данную точку. Символ «⊂» обозначает нестрогое включение.

Если X и Y — НБР над топологическим пространством Q, символом

Hom(X ,Y ) обозначается множество всех гомоморфизмов из X в Y . (В [1, 2]

это множество обозначается символом HomQ(X ,Y ), а его элементы именуют-

ся в [1] Q-гомоморфизмами.) Согласно теореме [1, 2.4.4] Hom(X ,Y ) совпадает

с множеством всех отображений H , которые сопоставляют точкам q ∈ Q огра-

ниченные линейные операторы H(q) ∈ B(X (q),Y (q)), имеют локально огра-

ниченную поточечную норму |||H ||| : q ∈ Q 7→ ‖H(q)‖ и удовлетворяют условию

H ⊗ u ∈ C(Q,Y ) для всех u ∈ C(Q,X ), где H ⊗ u : q ∈ Q 7→ H(q)u(q) ∈ Y (q).
Символом X ∗ обозначается множество Hom(X , Q×{R}) всех гомоморфизмов,

действующих из X в постоянное НБР над Q со слоем R.

Для каждой точки q ∈ Q рассмотрим подпространство X ∗(q) := {H(q) :

H ∈ X ∗} сопряженного банахова пространства X (q)′ = B(X (q),R). В теории

НБР остается открытым вопрос о представительности X ∗(q) в X (q)′. Так, име-

ются разнообразные широкие классы расслоений X (см., например, [5, 3.4.4]),

для которых в каждой точке q ∈ Q пространство X ∗(q) является нормирую-

щим, т. е. удовлетворяет условию

‖x‖ = sup{|〈x | y〉| : y ∈X
∗(q), ‖y‖ 6 1}, x ∈ X (q),

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект №FWNF–
2022–0004).
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но пока не обнаружен ни один случай нарушения этого условия. Более того,

находится под вопросом возможность равенства X ∗ = {0} для ненулевого рас-

слоения X , в то время как для всех известных на данный момент расслоений

справедливо соотношение

‖x‖ = sup{|H(q)x| : H ∈X
∗, ‖H‖∞ 6 1}, x ∈X (q).

В этой связи сохраняют актуальность общие методы построения гомоморфиз-

мов НБР, обладающих теми или иными аппроксимирующими свойствами. К их

числу относятся полученные в этой статье результаты о существовании гомо-

морфизмов H , принимающих наперед заданные значения H(qn) и H(q) для

данной сходящейся последовательности qn → q.

Последовательность точек qn ∈ Q условимся называть инъективно сходя-
щейся к точке q ∈ Q, если qn → q, qn 6= qm при n 6= m и qn 6= q для всех

n ∈ N. Покрытием последовательности (qn)n∈N назовем произвольную после-

довательность окрестностей Un точек qn. Покрытие (Un)n∈N сходящейся после-

довательности qn → q назовем латерально прикасающимся к точке q, если

clUm ∩ cl
⋃

n6=m
Un = ∅ для всех m ∈ N (1)

и, кроме того, q является собственной предельной точкой объединения
⋃
n∈N

clUn.

В регулярном пространстве всякая инъективно сходящаяся последователь-

ность qn → q допускает покрытие, латерально прикасающееся к q (см. пред-

ложение 1.5). Если же пространство является вполне регулярным, то инъ-

ективная сходимость qn → q позволяет конструировать непрерывные вектор-

функции, сечения и гомоморфизмы, принимающие наперед заданные значения

в точках qn и q. Один из результатов в этом направлении — предложение 2.6 —

утверждает наличие гомоморфизма H ∈ Hom(X ,Y ), принимающего значения

H(qn) = Hn(qn) для любой наперед заданной последовательности гомоморфиз-

мов Hn ∈ Hom(X ,Y ), удовлетворяющей условию ‖Hn‖∞ → 0.

Требование равномерной сходимости ‖Hn‖∞ → 0 является довольно огра-

ничительным. В рассматриваемом контексте более естественно выглядит усло-

вие, аналогичное поточечной сходимости: ‖Hn(qn)u(qn)‖ → 0 для достаточно

представительного набора сечений u ∈ C(Q,X ). Существование искомого го-

моморфизма H в этом случае удается обеспечить за счет более аккуратного

покрытия последовательности (qn)n∈N (см. теорему 2.10) — а именно, такого

покрытия (Un)n∈N, удовлетворяющего условию (1), что q является единствен-
ной собственной предельной точкой объединения

⋃
n∈N

clUn. Покрытие с таким

свойством называется латерально сходящимся к точке q.

В упомянутой выше теореме 2.10 наличие латерально сходящегося покры-

тия является существенным требованием. Пример 2.11 показывает, что одной

лишь инъективной сходимости qn → q недостаточно для существования иско-

мого гомоморфизма H — даже в случае компактного пространства Q.

Параграф 1 посвящен исследованию латеральных покрытий сходящихся

последовательностей, а в параграфе 2 полученные результаты применяются

для построения непрерывных вектор-функций, сечений и гомоморфизмов, при-

нимающих наперед заданные значения на последовательностях, допускающих

латеральные покрытия.
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§ 1. Латеральная сходимость

Всюду ниже Q — произвольное топологическое пространство.

1.1. Определение. Условимся называть множества U, V ⊂ Q дизъюнкт-
ными и писать U ⊥ V , если clU ∩ clV = ∅.

Будем говорить, что последовательность множеств Un ⊂ Q
(a) дизъюнктна, если ее члены попарно дизъюнктны: Um ⊥ Un при m 6= n;

(b) латеральна, если Um ⊥
⋃
n6=m

Un для всех m ∈ N или, что то же самое,

Um ⊥
⋃
n>m

Un для всех m ∈ N;

(c) латерально прикасается к точке q ∈ Q, если эта последовательность

латеральна и, кроме того, q является собственной предельной точкой объеди-

нения
⋃
n∈N

clUn, т. е.

q ∈
(
cl
⋃

n∈N
Un
)
\
⋃

n∈N
clUn;

(d) латерально сходится к точке q ∈ Q, если эта последовательность лате-

ральна и, кроме того, q является единственной собственной предельной точкой

объединения
⋃
n∈N

clUn, т. е.
(
cl
⋃

n∈N
Un
)
\
⋃

n∈N
clUn = {q};

(e) стягивается к точке q ∈ Q, если для любой окрестности V точки q
найдется такой номер m ∈ N, что Un ⊂ V для всех n > m (т. е. фильтр, порож-

денный хвостами
⋃
n>m

Un, m ∈ N, сходится к q).

1.2. Лемма. Пусть Un ⊂ Q (n ∈ N) и q ∈ Q. Положим Um :=
⋃
n>m

clUn
(m ∈ N). Следующие утверждения равносильны:

(a) (Un) латерально сходится к q, т. е. (Un) латеральна и cl U1 \U1 = {q};
(b) (Un) дизъюнктна и clUm \Um = {q} для всех m ∈ N;
(c) (Un) дизъюнктна, q ∈ cl U1 \U1 и (∀ p ∈ Q\{q})(∃m ∈ N)(p /∈ clUm);
(d) q ∈ cl U1 \U1 и (∀ p ∈ Q\{q})(∃m ∈ N)

(
p /∈ cl

⋃
n6=m

Un
)
.

⊳ (a)⇒(b). Достаточно показать равенство clUm \ Um = {q} для m > 2.

Для всех i ∈ {1, . . . ,m− 1} имеем

clUi ∩ clUm ⊂ clUi ∩ cl
⋃

n6=i
Un = ∅;

поэтому

cl Um \Um = (cl Um \ (clU1 ∪ · · · ∪ clUm−1)) \Um

= ((clU1 ∪ · · · ∪ clUm−1 ∪ cl Um) \ (clU1 ∪ · · · ∪ clUm−1)) \Um

= (cl U1 \ (clU1 ∪ · · · ∪ clUm−1)) \Um

= cl U1 \U1 = {q}.

(b)⇒(c). Пусть p ∈ Q\{q}. Поскольку множества clUn попарно не пересека-

ются, найдется такой номер m, что p /∈ Um. Тогда из равенства cl Um\Um = {q}
следует p /∈ cl Um.

(c)⇒(d). Пусть p ∈ Q\{q}. Рассмотрим наименьший номер k ∈ N, для

которого p /∈ cl Uk. Если k 6 2, то доказывать нечего. Пусть k > 2. Тогда

p ∈ cl Uk−1 = clUk−1 ∪ cl Uk,
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а значит, p ∈ clUk−1. Поскольку множества clU1, . . . , clUk−2 не пересекаются

с clUk−1, получаем

p /∈ clU1 ∪ · · · ∪ clUk−2 ∪ clUk = cl
⋃

n6=k−1

Un.

(d)⇒(a). Согласно условию (d) для любой точки p ∈ cl U1\{q} имеется

такой номер m, что

p ∈ clU1 \ cl
⋃

n6=m
Un = clUm ∪ cl

⋃

n6=m
Un \ cl

⋃

n6=m
Un = clUm ⊂ U1,

а значит, cl U1 \U1 ⊂ {q}.
Чтобы обосновать равенство

clUk ∩ cl
⋃

n6=k
Un = ∅, k ∈ N,

достаточно заметить, что для любой точки p ∈ clUk фигурирующий в усло-

вии (d) номер m не может отличаться от k. ⊲

1.3. Определение. Покрытием последовательности точек qn ∈ Q усло-

вимся называть произвольную последовательность множеств Un ⊂ Q, каждое из

которых является окрестностью соответствующей точки qn. Покрытие, состоя-

щее из открытых (замкнутых) окрестностей, назовем открытым (замкнутым)

покрытием.

1.4. Определение. Будем говорить, что последовательность точек qn ∈ Q
(a) инъективна, если qn 6= qm при n 6= m;

(b) инъективно сходится к точке q ∈ Q, если эта последовательность схо-

дится к q, является инъективной и, кроме того, qn 6= q для всех n ∈ N;

(c) латерально сходится к точке q ∈ Q, если эта последовательность схо-

дится к q и допускает покрытие, латерально сходящееся к q.

1.5. Предложение. В регулярном топологическом пространстве Q вся-
кая инъективно сходящаяся последовательность qn → q допускает покрытие,
латерально прикасающееся к точке q.

⊳ Из инъективной сходимости qn → q и хаусдорфовости Q следует, что

qn /∈ cl{qm : m > n}, n ∈ N.
Определим открытые множества Un и Vn (n ∈ N) посредством следующей ре-

курсивной процедуры: положим V0 := Q и, привлекая регулярность Q, для

каждого n ∈ N подберем открытые подмножества Un, Vn ⊂ Vn−1 так, чтобы

qn ∈ Un, cl{qm : m > n} ⊂ Vn, Un ⊥ Vn.
Тогда (Un)n∈N — искомое покрытие, поскольку

clUn ∩ cl
⋃

m>n

Un ⊂ clUn ∩ clVn = ∅ для всех n ∈ N;

q ∈ cl{qn : n ∈ N} ⊂ cl
⋃

n∈N
Un;

q ∈
⋂

n∈N
cl{qm : m > n} ⊂

⋂

n∈N
Vn ⊂

⋂

n∈N
(Q \ clUn) = Q \

⋃

n∈N
clUn. ⊲
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1.6. Предложение. (a) Пусть (Un)n∈N и (Vn)n∈N — два покрытия после-
довательности точек (qn)n∈N, причем Vn ⊂ clUn для всех n ∈ N. Если покрытие
(Un)n∈N является дизъюнктным (латеральным, латерально прикасающимся к q,
латерально сходящимся к q), то тем же свойством обладает (Vn)n∈N.

(b) Если последовательность точек допускает дизъюнктное (латеральное,
латерально прикасающееся к q, латерально сходящееся к q) покрытие, то она
допускает открытое покрытие и замкнутое покрытие, обладающие тем же свой-
ством.

(c) Если последовательность точек латерально сходится к q, то она инъек-
тивно сходится к q.

(d) Если последовательность точек латерально сходится к q, то точка q
служит единственным пределом этой последовательности.

1.7. Пример. В хаусдорфовом пространстве всякая инъективно сходяща-

яся последовательность изолированных точек qn сходится латерально. Соот-

ветствующим сходящимся латеральным покрытием служит последовательность

синглетонов {qn}. В частности, в компактном ординале ω + 1, где ω — первый

бесконечный ординал, последовательность (n)n∈N латерально сходится к ω.

1.8. Предложение. (a) В метризуемом пространстве совпадают классы
инъективно сходящихся и латерально сходящихся последовательностей.

(b) Если в метрическом пространстве (Q, d) последовательность (qn)n∈N
инъективно сходится к точке q, то на роль латерально сходящегося к q покры-
тия последовательности (qn)n∈N подходит последовательность замкнутых ша-
ров B(qn, εn), εn > 0, которые попарно не пересекаются и не содержат точку q.
Это условие выполняется, например, в случае, когда

0 < εn <
1

2
inf
m 6=n

d(qm, qn) для всех n ∈ N. (2)

⊳ Пусть qn → q в метрическом пространстве (Q, d), и пусть B(qn, εn) — по-

парно непересекающиеся замкнутые шары, не содержащие точку q. Согласно

условию (c) леммы 1.2 достаточно рассмотреть точку p ∈ Q\{q} и найти но-

мер m, для которого p /∈ cl
⋃
n>m

B(qn, εn). Положим ε := d(q, p) и рассмотрим

номер m, для которого qn ∈ B(q, 1
3ε) при n > m. Поскольку q /∈ B(qn, εn), при

n > m имеем εn <
1
3ε и поэтому B(qn, εn) ⊂ B(q, 2

3ε), так как из неравенства

d(r, qn) 6 εn следует

d(r, q) 6 d(r, qn) + d(qn, q) 6 εn +
1

3
ε <

2

3
ε.

Следовательно, cl
⋃
n>m

B(qn, εn) ⊂ B(q, 2
3ε), в то время как p /∈ B(q, 2

3ε).

Далее, в случае (2) шары B(qn, εn) попарно не пересекаются, поскольку

при существовании точки p ∈ B(qm, εm)∩B(qn, εn), m 6= n, были бы выполнены

противоречивые соотношения

d(qm, qn) 6 d(qm, p) + d(p, qn) 6 εm + εn <
1

2
d(qm, qn) +

1

2
d(qm, qn) = d(qm, qn).

Кроме того, из (2) следует q /∈ B(qn, εn) для всех n ∈ N, так как d(qm, qn) > 2εn
при m > n и поэтому

d(q, qn) = lim
m→∞

d(qm, qn) > 2εn > εn.

Остается заметить, что из инъективной сходимости (qn)n∈N вытекает нера-

венство inf
m 6=n

d(qm, qn) > 0 для всех n ∈ N. ⊲
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1.9. Пример. Существует компактное хаусдорфово пространство, содер-

жащее последовательность, которая сходится инъективно, он не латерально.

⊳ Рассмотрим декартово произведение Q = (ω + 1)× (ω1 + 1) компактных

ординалов ω + 1 и ω1 + 1, где ω — первый бесконечный ординал, ω1 — первый

несчетный ординал. Тогда в пространстве Q последовательность ((n, ω1))n∈N,
инъективно сходящаяся к (ω, ω1), не сходится латерально.

В самом деле, рассмотрим произвольное покрытие (Un)n∈N последователь-

ности ((n, ω1))n∈N. Для каждого n ∈ N в пространстве ω1 + 1 имеется такая

окрестность Vn точки ω1, что {n} × Vn ⊂ Un. Поскольку в ω1 + 1 пересече-

ние V =
⋂
n∈N

Vn является окрестностью ω1, существует отличный от ω1 элемент

α ∈ V . Тогда для всех m ∈ N

(ω, ω1) 6= (ω, α) = lim
n→∞

(n, α) ∈ cl
⋃

n>m

{n}×V ⊂ cl
⋃

n>m

Un,

а значит, согласно лемме 1.2(c) покрытие (Un)n∈N не сходится к (ω, ω1). ⊲

1.10. Отметим еще несколько простых свойств латерально сходящихся по-

следовательностей.

Предложение. Пусть (qn)n∈N латерально сходится к q в пространстве Q.
(a) Всякая подпоследовательность (qnm

)m∈N латерально сходится к q.
(b) Если Q0 — топологическое подпространство Q, содержащее (qn)n∈N и q,

то (qn)n∈N латерально сходится к q в Q0.
(c) Пусть τ — топология на множестве Q, более сильная, чем топология

пространства Q. Если последовательность (qn)n∈N сходится в τ , то она лате-
рально сходится к q в τ .

(d) Если (Un)n∈N — латерально сходящееся покрытие (qn)n∈N и pn ∈ clUn
для всех n ∈ N, то cl{pn : n ∈ N} \ {pn : n ∈ N} ⊂ {q}. В частности, если (pn)n∈N
сходится, то pn → q.

1.11. Теорема. Для латеральной сходимости qn → q в пространстве Q
необходима, а если Q регулярно, то и достаточна, конъюнкция следующих двух
условий:

(a) qn → q инъективно;
(b) существуют открытое множество U , содержащее (qn)n∈N, и последова-

тельность (Vn)n∈N окрестностей точки q такие, что

clU ∩
⋂

n∈N
Vn = {q}. (3)

⊳ Необходимость. Пусть (Un)n∈N — открытое покрытие (qn)n∈N, ла-

терально сходящееся к q (см. предложение 1.6(b)). Инъективная сходимость

qn → q отмечена в предложении 1.6(c). Далее, поскольку q /∈ ⋃
n∈N

clUn, для

каждого n ∈ N множество Vn := Q \ clUn служит окрестностью точки q. Пола-

гая U :=
⋃
n∈N

Un, заключаем, что

clU ∩
⋂

n∈N
Vn = clU ∩

⋂

n∈N
(Q \ clUn) = clU ∩

(
Q \

⋃

n∈N
clUn

)

=
(
cl
⋃

n∈N
Un
)
\
⋃

n∈N
clUn = {q}.
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Достаточность. Пусть (qn)n∈N инъективно сходится к q, и пусть U и

(Vn)n∈N удовлетворяют условию (b). Не нарушая общности, потребуем V1 =Q.

Ввиду регулярности пространства Q для каждого n ∈ N существует такое от-

крытое множество Gn, что q ∈ Gn и clGn ⊂ Vn, причем G1 = Q. Заменяя Gn
пересечением G1 ∩ · · · ∩Gn, будем считать, что G1 ⊃ G2 ⊃ · · · .

Поскольку

U ∩
⋂

n∈N
Gn ⊂ clU ∩

⋂

n∈N
Vn = {q},

любой отличный от q элемент U принадлежит лишь конечному числу мно-

жеств Gm. В частности, для каждого n ∈ N можно рассмотреть номер

m(n) = max{m ∈ N : qn ∈ Gm}. (4)

Используя регулярность пространстваQ, которая гарантирует отделимость

каждой точки qn от замкнутого множества {qn+1, qn+2, . . . } ∪ {q}, и применяя

рекурсию, несложно определить две последовательности открытых множеств

Un и Wn, удовлетворяющих для всех n ∈ N следующим условиям:

clUn ∩ clWn = ∅;

qn ∈ Un ⊂ U ∩Gm(n) ∩Wn−1;

{qn+1, qn+2, . . . } ∪ {q} ⊂Wn ⊂Wn−1,

(5)

где W0 = Q. Покажем, что последовательность (Un)n∈N латерально сходится

к точке q, проверив условие (c) леммы 1.2. Из соотношений (5) и сходимости

qn → q видно, что последовательность (Un)n∈N дизъюнктна и

q ∈ cl
⋃

n∈N
Un \

⋃

n∈N
clUn.

Далее, рассмотрим произвольную точку p 6= q. Если p /∈ clU , то p /∈ cl
⋃
n>1

Un,

поскольку
⋃
n>1

Un ⊂ U . Пусть теперь p ∈ clU\{q}. Из равенства (3) и включений

clGn ⊂ Vn следует, что p /∈ clGk для некоторого k ∈ N. Поскольку qn → q ∈ Gk,
имеется такой номер m ∈ N, что gn ∈ Gk при n > m. Согласно (4) из gn ∈ Gk
следует m(n) > k, а значит, Gk ⊃ Gm(n) ⊃ Un при n > m. Таким образом,

p /∈ clGk ⊃ cl
⋃
n>m

Un. ⊲

1.12. Следствие. Для латеральной сходимости qn→ q в пространстве Q
необходима, а если Q регулярно, то и достаточна, конъюнкция следующих двух
условий:

(a) последовательность (qn)n∈N инъективна и qn → q;
(b) (qn)n∈N допускает такое покрытие (Un)n∈N, что

(
cl
⋃

n∈N
Un
)
\
⋃

n∈N
clUn = {q}.

⊳ В пояснении нуждается лишь достаточность. Пусть инъективная после-

довательность (qn)n∈N сходится к q и ее покрытие (Un)n∈N удовлетворяет усло-

вию (b). Тогда для каждого n ∈ N справедливо соотношение q /∈ clUn, откуда

qn 6= q (и тем самым сходимость qn → q инъективна) и Vn := Q \ clUn —
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окрестность точки q. Кроме того, открытое множество U :=
⋃
n∈N

intUn содер-

жит (qn)n∈N и удовлетворяет следующим условиям:

q ∈ clU ∩
⋂

n∈N
Vn =

(
cl
⋃

n∈N
intUn

)
∩
⋂

n∈N
(Q \ clUn)

⊂
(
cl
⋃

n∈N
Un
)
∩
(
Q \

⋃

n∈N
clUn

)
=
(
cl
⋃

n∈N
Un
)
\
⋃

n∈N
clUn = {q}.

Остается привлечь теорему 1.11. ⊲

1.13. Предложение. Пусть в регулярном топологическом пространстве
последовательность (qn)n∈N инъективно сходится к точке q и допускает покры-
тие, стягивающееся к q. Тогда (qn)n∈N латерально сходится к q.

⊳ Рассмотрим стягивающееся к q покрытие (Un)n∈N последовательности

(qn)n∈N. Не нарушая общности, можно считать, что q /∈ clUn для всех n ∈ N.

Тогда, с одной стороны,

q ∈ cl{qn : n ∈ N} \
⋃

n∈N
clUn ⊂

(
cl
⋃

n∈N
Un
)
\
⋃

n∈N
clUn.

С другой стороны, если V — произвольная окрестность точки q и Un ⊂ V при

n > m, то
(
cl
⋃

n∈N
Un
)
\
⋃

n∈N
clUn ⊂

( ⋃

n6m

clUn ∪ cl
⋃

n>m

Un
)
\
⋃

n6m

clUn

⊂ cl
⋃

n>m

Un ⊂ clV.

Следовательно,
(
cl
⋃
n∈N

Un
)
\ ⋃
n∈N

clUn = {q}, и согласно следствию 1.12 последо-

вательность (qn)n∈N латерально сходится к q. ⊲

1.14. Теорема. Пусть (qn)n∈N — последовательность, латерально сходя-
щаяся к точке q в регулярном пространстве Q. Следующие утверждения рав-
носильны:

(a) любое латерально сходящееся к q покрытие (qn)n∈N стягивается к q;
(b) пространство Q счетно компактно.

⊳ (a)⇒(b). Предположим вопреки доказываемому, что пространство Q
не является счетно компактным. Тогда в Q существует бесконечное множе-

ство, не имеющее предельных точек (см., например, [3, гл. III, задача 189]).

Несомненно, такое множество содержит лишь конечное число членов последо-

вательности (qn)n∈N, а значит, в нем можно выделить инъективную последова-

тельность элементов pn, не принадлежащих {qn : n ∈ N} ∪ {q}. Отметим, что

каждое из множеств Pm := {pn : n > m} (m ∈ N) не имеет предельных точек

и поэтому замкнуто.

По условию последовательность (qn)n∈N допускает латерально сходящееся

к q покрытие (Wn)n∈N. Благодаря регулярности пространства Q существует та-

кое замкнутое покрытие (Vn)n∈N последовательности (qn)n∈N, что Vn ⊂ Wn\P1

для всех n ∈ N. Положим

Un := Vn ∪ {pn} (n ∈ N), Um :=
⋃

n>m

Un, Vm :=
⋃

n>m

Vn (m ∈ N).
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Покажем, что замкнутое покрытие (Un)n∈N последовательности (qn)n∈N ла-

терально сходится к q, проверив условие (b) леммы 1.2. Действительно, соглас-

но предложению 1.6(a) покрытие (Vn)n∈N латерально сходится к q. Поэтому

Um ∩ Un = Vm ∩ Vn = ∅ при m 6= n

и, кроме того,

cl Um \Um = cl(Vm ∪ Pm) \ (Vm ∪ Pm) = (cl Vm ∪ Pm) \ (Vm ∪ Pm)

= (cl Vm \ Vm) \ Pm = {q} \ Pm = {q}

для всех m ∈ N. Остается заметить, что (Un)n∈N не стягивается к q, так как

pn ∈ Un и pn 9 q.
(b)⇒(a). Допустим, (Un)n∈N — покрытие (qn)n∈N, латерально сходящееся,

но не стягивающееся к q. Тогда существуют окрестность V точки q и последо-

вательности (nm)m∈N ⊂ N и (pm)m∈N ⊂ Q такие, что nm → ∞ и pm ∈ Unm
\V

для всех m ∈ N. Из дизъюнктности последовательности (Un)n∈N следует, что

множество P := {pm : m ∈ N} бесконечно. Очевидно, q /∈ clP . Кроме того, из

утверждения 1.2(d) видно, что элементы Q\{q} также не могут быть предель-

ными для P . Таким образом, Q содержит бесконечное множество, не имеющее

предельных точек, и тем самым не является счетно компактным (см. [3, гл. III,

задача 189]). ⊲

1.15. Напомним, что псевдохарактером ψ(q,Q) T1-пространства Q в точке

q ∈ Q называется наименьшая среди мощностей |V | множеств V , состоящих из

открытых подмножеств Q и удовлетворяющих равенству ∩V = {q}:

ψ(q,Q) := min{|V | : V ⊂ Open(Q), ∩V = {q}}.

Например, псевдохарактер T1-пространства в точке, имеющей счетную базу

окрестностей, счетен.

Следующее утверждение с очевидностью вытекает из теоремы 1.11.

Предложение. ПустьQ — регулярное пространство и q ∈ Q. Если псевдо-
характер ψ(q,Q) счетен, то всякая последовательность в Q, инъективно сходя-
щаяся к точке q, сходится латерально.

1.16. Пример. Утверждение, обратное к предложению 1.15, не имеет ме-

ста даже при дополнительном предположении о компактности пространства Q.

Действительно, пусть Q = D ∪ {q} — одноточечная компактификация несчет-

ного дискретного пространства D. Псевдохарактер ψ(q,Q) несчетен, поскольку

для любой последовательности (Vn)n∈N открытых окрестностей точки q допол-

нение Q\ ⋂
n∈N

Vn =
⋃
n∈N

(Q\Vn) является счетным. При этом всякая инъективная

последовательность элементов D латерально сходится к q (см. пример 1.7).

1.17. Опишем еще один наглядный случай, когда компактное простран-

ство имеет несчетный псевдохарактер в пределе латерально сходящейся после-

довательности.

Пример. Пусть P — хаусдорфово компактное пространство, имеющее

в некоторой своей точке p несчетный псевдохарактер ψ(p, P ) (или, что в данном

случае то же самое, содержащее точку p, для которой не существует счетной

базы окрестностей, см. [3, гл. III, задача 68; 4, упр. 3.1.F]). Будем считать, что P
не пересекается с N. Снабдим Q := P ∪N топологией, в которой роль открытых
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множеств играют объединения U ∪V , где U — открытое подмножество P , а V —

подмножество N, удовлетворяющее условию

(∃m ∈ N)(∀n > m)(n ∈ V )

в случае p ∈ U . (Такое топологическое пространство Q гомеоморфно соедине-

нию P ∪{(p, ω)} (ω + 1) в смысле [4, 2.1.12] или же фактор-пространству суммы

P ⊕ (ω + 1) по отношению эквивалентности, отождествляющему точки p и ω.)

Тогда Q — хаусдорфово компактное пространство (см., например, [4, 3.2.11]),

имеющее несчетный псевдохарактер ψ(p,Q), в то время как последовательность

(n)n∈N латерально сходится к p (см. пример 1.7).

§ 2. Гомоморфизмы банаховых расслоений

В этом параграфе устанавливается ряд результатов о существовании гомо-

морфизмов НБР, а также непрерывных и слабо непрерывных вектор-функций

и сечений, принимающих наперед заданные значения в точках инъективно и ла-

терально сходящихся последовательностей. Как и прежде, Q — топологическое

пространство.

2.1. Определение. Функциональным покрытием последовательности
точек qn ∈ Q условимся называть произвольную последовательность непре-

рывных функций fn : Q → [0, 1] таких, что fn(qn) = 1 для всех n ∈ N. Функ-

циональное покрытие (fn)n∈N сходящейся последовательности qn → q назовем

латерально прикасающимся (латерально сходящимся) к точке q, если таковой

является последовательность носителей supp fn := cl{q ∈ Q : fn(q) 6= 0}.
2.2. Как легко видеть, для любого покрытия (Un)n∈N последовательности

(qn)n∈N во вполне регулярном пространстве найдется такое функциональное

покрытие (fn)n∈N этой последовательности, что supp fn ⊂ Un для всех n ∈ N.

В частности, если сходящаяся последовательность qn → q во вполне регуляр-

ном пространстве допускает покрытие, латерально прикасающееся (латерально

сходящееся) к точке q, то эта последовательность допускает и функциональное

покрытие, обладающее тем же свойством. С учетом этого наблюдения из пред-

ложения 1.5 вытекает следующий факт.

Предложение. Во вполне регулярном топологическом пространстве вся-
кая инъективно сходящаяся последовательность qn → q допускает функцио-
нальное покрытие, латерально прикасающееся к точке q.

2.3. Определение. Опишем конструкцию поточечной суммы дизъюнкт-

ной последовательности сечений расслоения векторных пространств, которая

будет многократно использована в дальнейшем в различных частных случаях

(пп. 2.4, 2.6, 2.7, 2.9, 2.10).

Пусть X := (X (q))q∈Q — семейство векторных пространств, S(Q,X ) :=∏
q∈QX (q) — векторное пространство сечений X , и пусть (sn)n∈N — последо-

вательность сечений sn ∈ S(Q,X ), имеющих попарно дизъюнктные носители

supp sn := cl{q ∈ Q : sn(q) 6= 0}. В этом контексте возникает возможность рас-

смотреть сечение
∑

n∈N sn ∈ S(Q,X ), которое представляет собой поточечную

сумму сечений sn и принимает следующие значения в точках q ∈ Q:

(∑

n∈N
sn
)
(q) =

{
sn(q), q ∈ supp sn,

0, q ∈ Q \ ⋃
n∈N

supp sn.
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В большинстве рассматриваемых ниже случаев отображения sn в том или ином

смысле непрерывны, принадлежат подпространству S(Q,X ), имеющему есте-

ственную векторную топологию, а сечение
∑
n∈N sn оказывается поточечной

суммой равномерно сходящегося ряда
∑∞

n=1 sn.

2.4. Лемма. Пусть выполнены следующие условия:
(a) Q — вполне регулярное топологическое пространство;
(b) последовательность точек qn ∈ Q инъективно сходится к q ∈ Q;
(c) X — НБР над Q;
(d) xn ∈ X (qn), ‖xn‖ → 0.

Тогда существует ограниченное непрерывное сечение s ∈ C(Q,X ), принимаю-
щее значения

s(qn) = xn (n ∈ N), s(q) = 0.

⊳ По теореме Дюпре [6, 1.1] для каждого n ∈ N имеется непрерывное се-

чение sn ∈ C(Q,X ) такое, что sn(qn) = xn и |||sn||| 6 ‖xn‖. Пусть (fn)n∈N —

функциональное покрытие последовательности (qn)n∈N, латерально прикасаю-

щееся к точке q (см. предложение 2.2). Тогда сечение s :=
∑
n∈N fnsn ∈ S(Q,X )

принимает требуемые значения и, кроме того, является ограниченным и непре-

рывным, будучи поточечной суммой равномерно сходящегося ряда
∑∞

n=1 fnsn
в банаховом пространстве Cb(Q,X ) ⊂ ℓ∞(Q,X ) ограниченных непрерывных

сечений (см. [1, 2.3.6]). ⊲

2.5. Предложение. Пусть выполнены следующие условия:
(a) Q — вполне регулярное топологическое пространство;
(b) последовательность точек qn ∈ Q инъективно сходится к q ∈ Q;
(c) X — НБР над Q;
(d) xn ∈ X (qn), x ∈ X (q);
(e) (qn, xn)→ (q, x) в топологическом пространстве Q⊗X (см. [1, 2.1.4]).

Тогда существует ограниченное непрерывное сечение s ∈ C(Q,X ), принимаю-
щее значения

s(qn) = xn (n ∈ N), s(q) = x.

⊳ По теореме Дюпре [6, 1.1] существует сечение sx ∈ Cb(Q,X ), принимаю-

щее значение sx(q) = x. Из предложения [1, 2.3.8] следует lim
n→∞

‖xn−sx(qn)‖ = 0.

Согласно лемме 2.4 существует такое сечение s0 ∈ Cb(Q,X ), что s0(qn) =

xn − sx(qn) для всех n ∈ N и s0(q) = 0. Тогда сечение s := s0 + sx является

искомым. ⊲

2.6. Предложение. Пусть выполнены следующие условия:
(a) Q — вполне регулярное топологическое пространство;
(b) последовательность точек qn ∈ Q инъективно сходится к q ∈ Q;
(c) X и Y — НБР над Q;
(d) Hn ∈ Hom(X ,Y ), ‖Hn‖∞ → 0.

Тогда существует ограниченный гомоморфизм H ∈ Hom(X ,Y ), принимающий
значения

H(qn) = Hn(qn) (n ∈ N), H(q) = 0.

⊳ Обозначим через Z банахово расслоение над Q со слоями B(X (p),Y (p))
в точках p ∈ Q. Пусть (fn)n∈N — функциональное покрытие последовательно-

сти (qn)n∈N, латерально прикасающееся к точке q (см. предложение 2.2). Тогда
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сечение H :=
∑

n∈N fnHn ∈ S(Q,Z ) принимает требуемые значения и, кро-

ме того, является ограниченным гомоморфизмом из X в Y , будучи поточеч-

ной суммой равномерно сходящегося ряда
∑∞

n=1 fnHn в банаховом пространстве

Homb(X ,Y ) ⊂ ℓ∞(Q,Z ) ограниченных гомоморфизмов (см. [1, 2.4.11]). ⊲

2.7. Предложение. Пусть выполнены следующие условия:
(a) Q — вполне регулярное топологическое пространство;
(b) последовательность точек qn ∈ Q инъективно сходится к q ∈ Q;
(c) X — топологическое векторное пространство;
(d) последовательность векторов xn ∈ X сходится к x ∈ X .

Тогда существует непрерывная функция u : Q→ X , принимающая значения

u(qn) = xn (n ∈ N), u(q) = x. (6)

Если, кроме того, множество {xn : n ∈ N} ограничено, то существует ограни-
ченная функция u ∈ C(Q,X), удовлетворяющая (6).

⊳ Пусть (fn)n∈N — функциональное покрытие последовательности (qn)n∈N,
латерально прикасающееся к точке q (см. предложение 2.2). Определим функ-

цию u0 : Q→ X , полагая u0 :=
∑

n∈N fn⊗(xn−x). Тогда u0(qn) = xn−x для всех

n ∈ N, u0(q) = 0 и, кроме того, функция u0 ограничена и непрерывна, будучи

поточечной суммой ряда
∑∞

n=1 fn ⊗ (xn − x), равномерно сходящегося относи-

тельно равномерности пространства X . Следовательно, функция u := u0 + x
является искомой. ⊲

2.8. Предложение. Пусть выполнены следующие условия:
(a) Q — вполне регулярное топологическое пространство;
(b) последовательность точек qn ∈ Q инъективно сходится к q ∈ Q;
(c) X = Q× {X} — постоянное НБР над Q со слоем X ;
(d) последовательность функционалов yn ∈ X ′ слабо∗ сходится к y ∈ X ′.

Тогда существует ограниченный гомоморфизмH ∈X ∗, принимающий значения

H(qn) = yn (n ∈ N), H(q) = y.

⊳ Согласно предложению 2.7 имеется слабо∗ ограниченное слабо∗ непре-

рывное отображение H : Q → X ′, принимающее значения H(qn) = yn (n ∈ N)

и H(q) = y. Ясно, что H ⊗ u ∈ C(Q) для всех постоянных функций u : Q→ X .

Кроме того, в силу полноты X отображение H ограничено по норме. Остается

воспользоваться теоремой [1, 2.4.9]. ⊲

2.9. Говорят, что последовательность (xn)n∈N в банаховом пространстве X
w-w∗-сходится к x ∈ X , если для любых yn, y ∈ X ′ из слабой∗ сходимости

yn → y следует 〈xn | yn〉 → 〈x | y〉 (см. [5, 3.1.7]). Сечение w ∈ S(Q,X ) НБР X

над Q называют слабо непрерывным и пишут w ∈ Cw(Q,X ), если H⊗w ∈ C(Q)

для всех H ∈X ∗ (см. [5, 3.5]).

Предложение. Пусть выполнены следующие условия:
(a) Q — вполне регулярное пространство Фреше — Урысона;
(b) последовательность точек qn ∈ Q инъективно сходится к q ∈ Q;
(c) X = Q× {X} — постоянное НБР над Q со слоем X ;
(d) последовательность векторов xn ∈ X w-w∗-сходится к x ∈ X .

Тогда существует слабо непрерывное сечение w ∈ Cw(Q,X ), принимающее зна-
чения

w(qn) = xn (n ∈ N), w(q) = x.
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⊳ Как и в доказательстве предложения 2.7, рассмотрим функциональное

покрытие (fn)n∈N последовательности (qn)n∈N, латерально прикасающееся к q
(см. предложение 2.2), и положим u :=

∑
n∈N fn ⊗ (xn − x) ∈ S(Q,X ), т. е.

u(p) =

{
fn(p)(xn − x), p ∈ supp fn,

0, p ∈ Q \ S,
где S :=

⋃
n∈N

supp fn. Тогда сумма w := u + x принимает требуемые значения

в точках qn и q, и нужно лишь установить, что u ∈ Cw(Q,X ).

Рассмотрим произвольный гомоморфизм H ∈ X ∗ и покажем непрерыв-

ность функции H ⊗ u : Q → R. Прежде всего заметим, что функция H ⊗ u
непрерывна на дополнении Q \ clS, так как на нем она тождественно равна

нулю. Далее, H ⊗ u непрерывна на S, так как каждый из носителей supp fn
содержится в открытом множестве Q \ cl

⋃
m 6=n

supp fm, на котором

H(p)u(p) = fn(p)H(p)(xn − x).
Остается показать непрерывность функции H ⊗ u на clS \ S. Допустим, эта

функция разрывна в некоторой точке p ∈ clS\S. Тогда существуют число ε > 0,

последовательность точек pm ∈ S и строго возрастающая последовательность

номеров nm ∈ N такие, что

p ∈ cl{pm : m ∈ N}, pm ∈ supp fnm
, |H(pm)u(pm)| > ε

для всех m ∈ N. Поскольку Q является пространством Фреше — Урысона,

имеется подпоследовательность pmk
→ p. Легко проверить, что последователь-

ность векторов u(pm) = fnm
(pm)(xnm

− x) w-w∗-сходится к нулю, а значит, это

верно и для ее подпоследовательности u(pmk
). Вместе с тем H(pmk

) → H(p)
слабо∗, откуда вытекают противоречивые соотношения

ε < |H(pmk
)u(pmk

)| → |H(p)u(p)| = 0. ⊲

2.10. Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
(a) Q — вполне регулярное топологическое пространство;
(b) последовательность точек qn ∈ Q латерально сходится к q ∈ Q;
(c) X и Y — НБР над Q;
(d) Hn ∈ Hom(X ,Y ), ‖Hn‖∞ 6 1 (n ∈ N);
(e) U — счетное подмножество C(Q,X );
(f) cl U (q) = X (q), где U (q) := {u(q) : u ∈ U };
(g) ‖Hn(qn)u(qn)‖ → 0 для всех u ∈ U .

Тогда существует такой гомоморфизм H ∈ Hom(X ,Y ), что

‖H‖∞ 6 1, H(qn) = Hn(qn) (n ∈ N), H(q) = 0.

⊳ Обозначим через Z банахово расслоение над Q со слоями B(X (p),Y (p))
в точках p ∈ Q. По теореме [1, 2.4.9] ограниченное сечение H ∈ S(Q,Z ) при-

надлежит Hom(X ,Y ), если существует такое послойно плотное в X множество

V ⊂ C(Q,X ), что H ⊗ v ∈ C(Q,Y ) для всех v ∈ V . Начнем с введения множе-

ства V , удобного для дальнейших выкладок.

Рассмотрим латерально сходящееся к q покрытие (Wn)n∈N последователь-

ности (qn)n∈N и положим

W :=
{
w ∈ C(Q,X ) : w = 0 на cl

⋃

m 6=n
Wm для некоторого n ∈ N

}
.
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Заметим, что W (p) = X (p) для каждой точки

p ∈ Q\{q} =
(
Q \ cl

⋃

n∈N
Wn

)
∪
⋃

n∈N
clWn.

Действительно, в силу полной регулярности пространства Q в каждом из слу-

чаев p /∈ cl
⋃
n∈N

Wn и p ∈ ⋃
n∈N

clWn существует такая непрерывная функция

f : Q→ [0, 1], что f(p) = 1 и f = 0 на cl
⋃
m 6=n

Wm для некоторого n ∈ N. По теоре-

ме Дюпре [6, 1.1] для каждого элемента x ∈X (p) имеется сечение u ∈ C(Q,X )

со значением u(p) = x, а значит, x является значением в точке p сечения fu,

принадлежащего множеству W . Таким образом, W (p) = X (p) для всех p 6= q,
и поэтому объединение

V := W ∪ {um : m ∈ N}

послойно плотно в X , где {um : m ∈ N} = U .

Далее, согласно условию (g) имеется строго возрастающая последователь-

ность номеров nm ∈ N, для которой

‖Hn(qn)u1(qn)‖ <
1

m
, . . . , ‖Hn(qn)um(qn)‖ < 1

m
, m, n ∈ N, n > nm.

Как легко видеть, существует покрытие последовательности (qn)n∈N, состоящее

из таких подокрестностей Vn ⊂Wn, что

|||Hn ⊗ u1||| 6
1

m
, . . . , |||Hn ⊗ um||| 6

1

m
на Vn при nm 6 n < nm+1.

Рассмотрим функциональное покрытие (fn)n∈N последовательности (qn)n∈N та-

кое, что supp fn ⊂ Vn для всех n ∈ N (см. п. 2.2). Ясно, что покрытие (fn)n∈N,
как и (Vn)n∈N, латерально сходится к q (см. предложение 1.6(a)), причем

lim
n→∞

‖fnHn ⊗ um‖∞ = 0 для всех m ∈ N.

Тогда сечение

H :=
∑

n∈N
fnHn ∈ S(Q,Z )

принимает требуемые значения в точках qn и q и, кроме того, ‖H‖∞ 6 1. Оста-

ется показать, что H ⊗ v ∈ C(Q,Y ) для всех v ∈ V .

Если v ∈ W , то имеется номер n ∈ N, для которого v = 0 на множестве

cl
⋃

m 6=n
Wm ⊃

⋃

m 6=n
Vm ⊃

⋃

m 6=n
supp fmHm,

и тогда H⊗ v = fnHn⊗ v ∈ C(Q,Y ). Если же v = um для некоторого m ∈ N, то

lim
n→∞

‖fnHn ⊗ v‖∞ = lim
n→∞

‖fnHn ⊗ um‖∞ = 0,

и тогда сечение H ⊗ v =
∑
n∈N fnHn ⊗ v непрерывно, будучи поточечной сум-

мой равномерно сходящегося ряда
∑∞

n=1(fnHn ⊗ v) в банаховом пространстве

Cb(Q,Y ) ограниченных непрерывных сечений (см. [1, 2.3.6]). ⊲
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2.11. Следующий пример показывает, что условие (b) о латеральной сходи-

мости qn → q в теореме 2.10 является существенным и не может быть ослаблено

до инъективной сходимости.

Пример. Возможна ситуация, когда выполнены следующие условия:

(a) Q — компактное хаусдорфово пространство;

(b) последовательность точек qn ∈ Q инъективно сходится к q ∈ Q;

(c) X и Y — НБР над Q;

(d) Hn ∈ Hom(X ,Y ), ‖Hn‖∞ 6 1 (n ∈ N);

(e) X (q) = {0},
но нет такого гомоморфизма H ∈ Hom(X ,Y ), что H(qn) = Hn(qn) для всех

n ∈ N.

⊳ Рассмотрим компактное хаусдорфово пространство S, имеющее в неко-

торой точке t ∈ S несчетный псевдохарактер ψ(t, S), и положим

Q = (ω + 1)× S, qn = (n, t), q = (ω, t).

(Например, в случае S = ω1 + 1 и t = ω1 пространство Q и инъективно сходя-

щаяся последовательность qn → q совпадают с рассмотренными в примере 1.9.)

В качестве Y возьмем постоянное НБР над Q со слоем R, а на роль X пригла-

сим подрасслоение Y со слоями

X (p) =

{
R, p 6= q;

{0}, p = q

и непрерывной структурой {u ∈ C(Q) : u(q) = 0} = C(Q,X ) (см. [1, 2.2.1,

2.2.2]). Для каждого n ∈ N обозначим через χn характеристическую функцию

подмножества {n} × S ⊂ Q:

χn(α, s) =

{
1, α = n;

0, α 6= n

для всех (α, s) ∈ Q. Заметим, что функции χn : Q → R непрерывны, причем

в силу равенства χn(q) = χn(ω, t) = 0 они принадлежат C(Q,X ). Наконец,

определим последовательность гомоморфизмов Hn ∈ Hom(X ,Y ), полагая

Hn(α, s)x =

{
χn(α, s)x при четном n;

0 при нечетном n

для всех (α, s) ∈ Q и x ∈X (α, s).
Предположим вопреки доказываемому, что существует гомоморфизм H ∈

Hom(X ,Y ), принимающий значения H(qn) = Hn(qn) для всех n ∈ N. Тогда

для каждого n ∈ N имеем H(n, t)χn(n, t) = 1 при четном n и H(n, t)χn(n, t) = 0

при нечетном n, а значит, в пространстве S найдется окрестность Vn точки t
такая, что

H ⊗ χn > 2
3 на {n} × Vn при четном n;

H ⊗ χn < 1
3 на {n} × Vn при нечетном n.

Поскольку псевдохарактер ψ(t, S) несчетен, существует точка t′ ∈ ⋂
n∈N

Vn \ {t}.

Рассмотрим функцию f ∈ C(S), принимающую значения f(t′) = 1 и f(t) = 0,

и определим сечение u ∈ C(Q,X ), полагая

u(α, s) = f(s), (α, s) ∈ Q.
Тогда (n, t′)→ (ω, t′), в то время как последовательность чисел

(H ⊗ u)(n, t′) = H(n, t′)f(t′) = H(n, t′)1 = H(n, t′)χn(n, t
′) = (H ⊗ χn)(n, t′)

не имеет предела. ⊲
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лярных подгрупповых m-функторов θ, обладающих тем свойством, что θ-подгруппа
Фраттини каждой нормальной холловой подгруппы H любой конечной группы G

равна пересечению H с θ-подгруппой Фраттини группы G.
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Введение

Пусть θ — отображение, ставящее в соответствие каждой группе G некото-

рое множество θ(G) ее подгрупп. Следуя [1], назовем отображение θ подгруп-
повым функтором, если (θ(G))φ = θ(Gφ) для любого изоморфизма φ каждой

конечной группы G.

Первоначально понятие подгруппового функтора использовалось в основ-

ном для обобщения определенных теоретико-групповых объектов, в частности,

X-проекторов и X-инъекторов (см., например, [1]). Позже было замечено, что

специальные подгрупповые функторы — удобный и достаточно эффективный

аппарат исследования свойств групп и их классов. В частности, в [2] метод ре-

гулярных подгрупповых функторов применен для изучения свойств локальных

формаций, замкнутых относительно систем подгрупп, выделяемых подгруппо-

выми функторами. В [3–5] идея наследственного и транзитивного подгруппо-

вого функтора позволила открыть новые решетки подгрупп.

В [6] получил развитие функциональный подход, обосновывающий необ-

ходимость рассмотрения с позиции классов задачи о пересечениях максималь-

ных подгрупп конечных групп. В основу этого подхода положены понятия m-

функтора и обобщенной подгруппы Фраттини.

Подгрупповой функтор θ называется m-функтором, если для любой груп-

пы G множество θ(G) содержит группу G и некоторые ее максимальные под-

группы.

Подгруппа �θ(G), равная пересечению всех подгрупп из θ(G), называется

подгруппой фраттиниева типа, индуцированной m-функтором θ, или, короче,
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θ-подгруппой Фраттини группы G. Отметим, что если для любой группы G
множество θ(G) содержит все максимальные подгруппы из G, то �θ(G) = �(G)

— подгруппа Фраттини группы G. Так как множество всех максимальных θ-
подгрупп группы G автоморфно допустимо, �θ(G) — характеристическая под-

группа группы G.

Особое место занимают регулярные m-функторы, возникшие на основе ак-

сиоматизации свойства инвариантности некоторых m-функторов при всех го-

моморфизмах групп. Подгрупповой m-функтор θ называется регулярным, если

выполняются следующие условия:

1) из N E G и M ∈ θ(G) следует MN/N ∈ θ(G/N);

2) из M/N ∈ θ(G/N) следует M ∈ θ(G).

В данной работе с использованием подгрупповых m-функторов исследу-

ется связь между подгруппами фраттиниева типа группы G и ее нормальных

холловых подгрупп.

Бэр в [7] указал на следующее замечательное свойство силовских подгрупп

конечной группы: если P — нормальная силовская подгруппа группы G, то
�(P ) = P ∩ �(G). В работе [8] этот результат получил существенное развитие.

Теорема 1 [8]. Если H — нормальная холлова подгруппа конечной группы
G, то

�(H) = H ∩ �(G).

В основе доказательства теоремы 1 лежит классический результат Гашю-

ца из [9] о существовании в группе G дополнения к нормальной абелевой p-
подгруппе, дополняемой в некоторой силовской p-подгруппе из G.

Будем говорить, что подгрупповой m-функтор θ обладает Hall�-свойст-
вом, если равенство �θ(H) = H ∩ �θ(G) выполняется для любой нормальной

холловой подгруппы H каждой группы G.

В 2007 г. Л. А. Шеметковым отмечены следующие две задачи, открываю-

щие новые свойства холловых подгрупп:

1. Найти все подгрупповые m-функторы, обладающие Hall�-свойством.

2. Найти все регулярные подгрупповые m-функторы, которые обладают
Hall�-свойством.

В качестве дополнительного обоснования, инициирующего рассмотрение

отмеченных задач, выступает тот факт, что необходимость исследования свя-

зи подгрупп фраттиниева типа группы и ее нормальных холловых подгрупп

возникает при изучении свойств F-критических групп и конструировании ее

обобщенно префраттиниевых подгрупп (см., например, работы [10, 11]).

В данной работе строятся бесконечные серии регулярных и нерегулярных

m-функторов, обладающих Hall�-свойством. Отметим, что многие известные

подгрупповые m-функторы не являются Hall�-функторами.

Пусть I — класс всех простых групп (включая абелевы простые группы).

Следуя [1], для подкласса X класса I через EX обозначим класс тех групп, все

композиционные факторы которых принадлежат X. Простая проверка показы-

вает, что EX — формация Фиттинга.

Из определения класса Фиттинга следует, что для любого класса X простых

групп в каждой группе G существует наибольшая нормальная EX-подгруппа,

равная произведению всех ее нормальных EX-подгрупп. Эта подгруппа обозна-

чается GEX и называется EX-радикалом группы G.

Пусть далее X — некоторый класс простых групп и θEX — подгрупповой

m-функтор, выделяющий в каждой группе G все ее максимальные подгруп-
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пы, содержащие EX-радикал GEX, а �EX(G) — подгруппа фраттиниева типа

группы G, индуцированная m-функтором θEX.

Следующая теорема устанавливает, что подгрупповой m-функтор θEX об-

ладает Hall�-свойством.

Теорема 2. Пусть X — некоторый класс простых групп. Если H — нор-
мальная холлова подгруппа группы G, то �EX(H) = H ∩ �EX(G).

Если X — пустой класс, то EX — класс единичных групп, а значит, в этом

случае �EX(G) = �(G). Таким образом, теорема 2 включает отмеченные выше

результаты работ [7, 8].

Если π — некоторое множество простых чисел и X — класс всех простых

π-групп, то EX = Gπ — класс всех π-групп и GEX = Oπ(G).

Пусть π — некоторое множество простых чисел и θπ — подгрупповой m-

функтор, выделяющий в каждой группе все ее максимальные подгруппы, ин-

дексы которых не делятся на числа из π. Этот подгрупповой m-функтор явля-

ется регулярным. Следуя [1], подгруппу фраттиниева типа группы G, индуци-

рованнуюm-функтором θπ, будем обозначать через �π(G). В случае, когда мно-

жество π состоит из одного простого числа p и θ — подгрупповой m-функтор,

выделяющий в каждой группе все ее максимальные подгруппы, индексы ко-

торых не делятся на p, θ-подгруппа Фраттини �θ(G) группы G совпадает с

введенной Дескинсом в [12] подгруппой �p(G).

Отметим, что в общем случае m-функторы θGπ
и θπ различны. В отличие

от m-функтора θGπ
m-функтор θπ является регулярным. В то же время для ря-

да множеств π подгруппы фраттиниева типа, индуцированные m-функторами

θGπ
и θπ , в любой конечной группе совпадают (это имеет место, например, если

множество π одноэлементно). Поэтому из теоремы 2 следует, что существует

бесконечное множество регулярных подгрупповых m-функторов, которые обла-

дают Hall�-свойством.

1. Основные определения

и предварительные результаты

В работе рассматриваются только конечные группы, используются опреде-

ления и обозначения, принятые в [1]. Информацию, касающуюся теории реше-

ток, можно найти в [13].

Если n — натуральное число, то через π(n) обозначается множество всех

простых чисел, делящих n; в частности, π(G) = π(|G|) — множество всех про-

стых чисел, делящих порядок группы G.

Если π — некоторое множество простых чисел, то символом π′ обозначается

множество всех тех простых чисел, которые не принадлежат π.

Подгруппа H называется π-холловой подгруппой группы G, если π(H) ⊆ π
и π(|G : H |) ⊆ π′. Множество всех π-холловых подгрупп группы G обозначается

через Hallπ(G).

Далее

— M — множество всех подгрупповых m-функторов;

— Mreg — множество всех регулярных подгрупповых m- функторов;

— (X) — наименьший класс групп, содержащий все группы из множества

X, в частности, (G) — наименьший класс групп, содержащий группу G.

Лемма 1. Пусть X — некоторый класс простых групп и N — нормальная
подгруппа группы G. Тогда справедливы следующие утверждения:



Об одном свойстве нормальных холловых подгрупп 207

(1) если N ⊆ GEX, то �EX(G/N) = �EX(G)/N ;
(2) �EX(G)/GEX = �(G/GEX).

Доказательство. (1) Так как класс EX замкнут относительно расшире-

ний и N ⊆ GEX, то (G/N)EX = GEX/N . Отсюда следует, что максимальная

подгруппа M/N группы G/N содержит EX-радикал (G/N)EX группы G/N то-

гда и только тогда, когда максимальная подгруппа M группы G содержит EX-

радикал GEX группы G. Следовательно, справедливо равенство �EX(G/N) =

�EX(G)/N .

(2) Так как класс EX замкнут относительно расширений, справедливо ра-

венство (G/GEX)EX = 1. Поэтому каждая максимальная подгруппа группы

G/GEX содержит ее EX-радикал. Отсюда и из определения подгруппы фрат-

тиниева типа, индуцированной m- функтором θEX, следует, что �EX(G)/GEX =

�(G/GEX).

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть X — некоторый класс простых групп. Тогда для лю-
бой группы G и каждой ее нормальной подгруппы N выполняется включение
�EX(N) ⊆ �EX(G).

Доказательство. Пусть G — группа наименьшего порядка, для которой

лемма неверна. Тогда в G найдется нормальная подгруппаN такая, что �EX(N)

не содержится в �EX(G). Рассмотрим два случая.

Случай 1. NEX 6= 1. Рассмотрим группу G/NEX. Ввиду выбора группы

имеем �EX(N/NEX) ⊆ �EX(G/NEX). Так как NEX ⊆ GEX, отсюда в силу утвер-

ждения (1) леммы 1 �EX(N)/NEX ⊆ �EX(G)/NEX, а значит, �EX(N) ⊆ �EX(G).

Пришли к противоречию.

Случай 2. NEX = 1. В силу утверждения (2) леммы 1 заключаем, что

�EX(N) = �(N). Так как по теореме А.9.2 из [14] �(N) ⊆ �(G), отсюда

�(N)GEX ⊆ �(G)GEX. Снова применяя теорему А.9.2 из [14], получаем, что

�(G)GEX/GEX ⊆ �(G/GEX), а значит, в силу утверждения (2) леммы 1

�(G)GEX/GEX ⊆ �EX(G)/GEX.

Таким образом, �(N)GEX/GEX ⊆ �EX(G)/GEX. Отсюда �EX(N) ⊆ �EX(G).

Снова пришли к противоречию.

Лемма доказана.

Напомним, что формация — это класс групп, замкнутый относительно взя-

тия гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений.

Класс F называется классом Фиттинга, если он удовлетворяет следующим

требованиям:

1) F — нормально наследственный класс;

2) из G = AB, где A и B — нормальные подгруппы группы G, принадле-

жащие F, всегда следует G ∈ F.
Формация Фиттинга — это формация, являющаяся классом Фиттинга.

Лемма 3. Пусть X — некоторый класс простых групп. Тогда для любой
группы G и каждой ее нормальной подгруппы N выполняется равенство N ∩
GEX = NEX.

Доказательство. Так как класс EX является классом Фиттинга, в силу

леммы II.2.9 из [14] имеем N ∩GEX = NEX.

Лемма доказана.
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Группа G называется монолитической, если она обладает единственной

минимальной нормальной подгруппой и �(G) = 1. В этом случае минимальная

нормальная подгруппа группы G называется ее монолитом.

Лемма 4. Пусть S и R — не изоморфные простые группы. Если H — мо-
нолитическая группа с монолитом, принадлежащим классу E(S), то существует
монолитическая группа G с монолитом N такая, что G/N ∼= H и N ∈ E(R).

Доказательство. Рассмотрим два возможных случая.

Случай 1. Пусть R — группа порядка p. Так как группа H монолити-

ческая и группы S и R неизоморфны, то Op(H) = 1. Тогда по теореме B.10.3

из [14] существует точный неприводимый H-модуль N над полем Fp. Рассмот-

рим группу G = [N ]H . Ясно, что �(G) = 1, группа G имеет единственную

минимальную нормальную подгруппу N и G/N = [N ]H/N ∼= H .

Случай 2. Пусть R — простая неабелева группа. Рассмотрим регулярное

сплетение G = R ≀ H = [N ]H групп R и H , где N — база сплетения. Так как

R — простая неабелева группа, из свойств регулярного сплетения следует, что

N — единственная минимальная нормальная подгруппа группы G, а значит,

�(G) = 1. Очевидно, G/N ∼= H и N ∈ E(R).

Лемма доказана.

2. Доказательство теоремы 2

Пусть G — группа наименьшего порядка, для которой теорема неверна, и

H — нормальная σ-холлова подгруппа группы G для некоторого множества σ
простых чисел из π(G). Предположим, что �EX(H) 6= H ∩ �EX(G).

Так как подгруппа H нормальна в G, ввиду леммы 2 выполняется включе-

ние �EX(H) ⊆ �EX(G). Рассмотрим два случая.

Случай 1. Пусть HEX 6= 1. Рассмотрим группу G/HEX и ее нормальную

σ-холлову подгруппу H/HEX. Ввиду выбора группы G из |G/HEX| < |G| имеем

�EX(H/HEX) = H/HEX ∩ �EX(G/HEX).

Отсюда в силу утверждения (1) леммы 1 заключаем, что �EX(H) = H∩�EX(G).

Получаем противоречие с выбором группы G и ее нормальной σ-холловой под-

группы H .

Случай 2. Пусть HEX = 1. Тогда в силу леммы 3 имеем равенство H ∩
GEX = 1. Так как H — нормальная σ-холлова подгруппа группы G, то GEX —

нормальная σ′-холлова подгруппа группы HGEX. Таким образом, справедливо

равенство HGEX = H ×GEX.

Если GEX = 1, то ввиду утверждения (2) леммы 1 справедливы равенства

�EX(H) = �(H) и �EX(G) = �(G). Ввиду теоремы 1 отсюда имеем �EX(H) =

H ∩ �EX(G), что противоречит выбору группы G и ее нормальной σ-холловой

подгруппы H .

Таким образом, GEX 6= 1. Рассмотрим группу G/GEX и ее нормальную

σ-холлову подгруппу HGEX/GEX. Ввиду выбора группы G из |G/GEX| < |G|
имеем

�EX(HGEX/GEX) = HGEX/GEX ∩ �EX(G/GEX).

Так как HEX = 1, то (HGEX)EX = GEX. Отсюда ввиду утверждения (1)

леммы 1 справедливо равенство

�EX(HGEX/GEX) = �EX(HGEX)/GEX.
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Если M — максимальная подгруппа группы HGEX и содержит ее EX-радикал

(HGEX)EX, то M = (M ∩H)×GEX и M ∩H — максимальная подгруппа группы

H . Так какHEX = 1, тоM∩H содержит EX-радикал группы H . Верно и обрат-

ное: если S — максимальная подгруппа группы H , то SGEX — максимальная

подгруппа из HGEX, содержащая EX-радикал подгруппы HGEX. Поэтому

�EX(HGEX) = �EX(H)×GEX.

Ввиду утверждения (1) леммы 1 имеем

HGEX/GEX ∩ �EX(G/GEX) = HGEX/GEX ∩ �EX(G)/GEX.

Кроме того, в силу тождества Дедекинда

HGEX ∩ �EX(G) = (H ∩ �EX(G))GEX.

Таким образом, �EX(H)×GEX = (H∩�EX(G))GEX. Так как группа HGEX
является прямым произведением своих холловых подгрупп H и GEX, отсюда

�EX(H) = H ∩ �EX(G). Снова пришли к противоречию.

Теорема доказана.

Пусть π — некоторое множество простых чисел. Напомним, что группа

G обладает свойством Cπ, если в группе существует по крайней мере одна π-

холлова подгруппа и любые две такие подгруппы сопряжены. Если X — класс

всех простых π-групп, то с учетом леммы 2.3.1 из [6] имеем

Следствие 1. Если H — нормальная холлова подгруппа Cπ-группы G, то
�π(H) = H ∩ �π(G).

Следствие 2. Если R — нормальная силовская подгруппа группы G, то
�p(H) = H ∩ �p(G) для любого простого числа p.

Замечание 1. В общем случае подгрупповой m-функтор θEX не является

регулярным. Пусть, например, X = (Z3), где Z3 — циклическая группа по-

рядка 3, и G — симметрическая группа степени 4. Так как O3(G) = 1, любая

максимальная подгруппа из G входит в θEX(G). Пусть N — нормальная под-

группа из G, имеющая порядок 4, и M — такая максимальная подгруппа из G,

что |M | = 8. Очевидно, N ⊆ M , но из |O3(G/N)| = 3 следует, что M/N не

принадлежит множеству θEX(G/N).

3. Классы °EX-эквивалентных

подгрупповых m-функторов

Подгрупповыеm-функторы θ1 и θ2 будем называть �-эквивалентными, ес-

ли для любой группы G справедливо равенство �θ1(G) = �θ2(G) (в этом случае

мы пишем θ1 ≡� θ2).
Пример 1. Пусть p — некоторое простое число. Тогда ввиду леммы 2.3.1

из [6] и леммы 1 подгрупповые m-функторы θGp
и θp �-эквивалентны.

Пример 2. Пусть X — некоторый класс простых групп и H — простая неа-

белева группа, не принадлежащая классу X. Если M — максимальная подгруп-

па группы H , то положим, что θ{H,M} — отображение, ставящее в соответствие

группе H множество

θ{H,M}(H) = {H,Mα | α ∈ Aut(H)},
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а для любой группы S, которая не изоморфна H , положим

θ{H,M}(S) = θEX(S).

Простая проверка показывает, что θ{H,M} — подгрупповой m-функтор и для

любой группы G справедливо равенство

�θ{H,M}
(G) = �θEX(G),

т. е. подгрупповые m-функторы θ{H,M} и θEX являются �-эквивалентными.

Отсюда, в частности, следует, что если простая неабелева группа H содержит

n различных классов автоморфно сопряженных максимальных подгрупп и H
не принадлежит классу простых групп X, то существует по крайней мере n
различных подгрупповых m-функторов, �-эквивалентных с подгрупповым m-

функтором θEX.

Так как отношение ≡� является отношением эквивалентности, оно разби-

вает множество M всех подгрупповых m-функторов на попарно не пересекаю-

щиеся классы. Класс эквивалентности, содержащий подгрупповой m-функтор

θ, будем обозначать далее через [θ,≡�]. Из определения следует, что классы

[θ1,≡�] и [θ2,≡�] совпадают тогда и только тогда, когда �θ1(G) = �θ1(G) для

любой группы G. Из примера 1 следует, что класс эквивалентности [θ,≡�]

может содержать в общем случае как регулярные, так и нерегулярные подгруп-

повые m-функторы.

На множестве M всех подгрупповых m-функторов определим операции

пересечения и объединения m-функторов следующим образом:

(θ1 ∩ θ2)(G) = θ1(G) ∩ θ2(G), (θ1 ∪ θ2)(G) = θ1(G) ∪ θ2(G)

для любых двух m-функторов θ1 и θ2 и любой группы G. Простая проверка

показывает, что θ1 ∩ θ2 и θ1 ∪ θ2 — подгрупповые m-функторы.

На множестве M естественным образом введем отношение частичного по-

рядка: θ1 ≤ θ2 тогда и только тогда, когда θ1(G) ⊆ θ2(G) для любой группы G.

Тогда M — полная бесконечно дистрибутивная решетка, в которой

θ1 ∧ θ2 = θ1 ∩ θ2, θ1 ∨ θ2 = θ1 ∪ θ2.

Минимальным элементом (нулем) этой решетки является нулевой m-функтор,

т. е. такой m-функтор θ, что θ(G) = {G} для любой группы G. В качестве

ее максимального элемента (единицы) выступает максимальный m-функтор,

т. е. m-функтор, который выделяет в каждой группе все ее максимальные

подгруппы.

Каждый элемент решетки M дополняем (в качестве дополнения m-функ-

тора θ выступает дополнительный m-функтор, т. е. такой подгрупповой m-

функтор, который в каждой группе G выделяет саму группу G и все те ее

максимальные подгруппы, которые не принадлежат θ(G)). Следовательно, ре-

шетка M является булевой.

Для любого подгруппового m-функтора θ класс эквивалентности [θ,≡�]

является верхней полурешеткой, но в общем случае [θ,≡�] не является подре-

шеткой решетки M . Пусть, например, H ∼= PSL(2, 7) и X — класс простых

групп, не содержащий H . Пусть θ1 = θ{H,M}, где M ∼= S4, и θ2 = θ{H,M}, где

M ∼= Z7 : Z3. Тогда θ1, θ2 ∈ [θEX,≡�], но подгрупповой m-функтор θ1 ∩ θ2 не

принадлежит [θEX,≡�].
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Пусть X — некоторый класс простых групп. В данном разделе исследует-

ся мощность класса [θEX,≡�], все подгрупповые m-функторы которого ввиду

теоремы 2 обладают Hall�-свойством.

Напомним, что максимальная подгруппа M группы G не покрывает ее

главный фактор A/B, если B ⊆M и MA = G.

Предложение 1. Пусть X — собственный непустой подкласс класса всех
простых групп. Тогда класс эквивалентности [θEX,≡�] содержит бесконечное
число подгрупповых m-функторов.

Доказательство. Покажем, что для любого натурального n существует

по крайней мере n различных подгрупповых m-функторов, �-эквивалентных с

m-функтором θEX.

Так как X ⊂ I, найдется по крайней мере одна простая группа S, которая не

принадлежит X. Кроме того, из X 6= ∅ следует, что существует простая группа

R, принадлежащая X. Ясно, что группы S и R не являются изоморфными.

Полагая, что G0 = S, для i = 1, . . . , n построим рекурсивно по алгоритмам,

описанным в лемме 4, монолитические группы

Gi = [Ni]([Ni−1](. . . ([N1]S) . . . )

с монолитом Ni ∈ E(R), если i — нечетное число, Ni ∈ E(S), если i — четное

число. Поэтому �EX(Gi) = Ni, если i — нечетное число, и �EX(Gi) = 1, если i
— четное число. Кроме того, в главном ряду

1 ⊂ Ni = A1 ⊂ NiNi−1 = A2 ⊂ · · · ⊂ NiNi−1 . . .N1

= Ai ⊂ NiNi−1 . . .N1S = Ai+1 = Gi

группы Gi все главные факторы Aj/Aj−1 (j = 1, . . . , i + 1) нефраттиниевы.

Поэтому для каждого главного фактора Aj/Aj−1 в Gi найдется максимальная

подгруппа Mj , которая его не покрывает.

Пусть для определенности n — четное число. Тогда �EX(Gn) = 1. Так

как группа Gn монолитическая с монолитом Nn и M1 не покрывает Nn, то

CoreGn
(M1) = 1. Для j = 1, . . . , n+1 пусть θ{Gn,M1,Mj} — отображение, ставящее

в соответствие группе Gn множество

θ{Gn,M1,Mj}(Gn) = {Gn,Mα
1 ,M

α
j | α ∈ Aut(Gn)},

а для любой группы G, которая не изоморфна Gn, положим

θ{Gn,M1,Mj}(G) = θEX(G).

Простая проверка показывает, что θ{Gn,M1,Mj} — подгрупповой m-функтор и

для любой группы D справедливо равенство �θ{Gn,M1,Mj}
(D) = �θEX(D), т. е.

подгрупповыеm-функторы θ{Gn,M1,Mj} и θEX являются �-эквивалентными. Та-

ким образом, если n — четное число, то класс эквивалентности [θEX,≡�] содер-

жит не менее n+ 1 различных подгрупповых m-функторов.

Если n — нечетное число, то с учетом равенств

�EX(Gn) = N1, CoreGn
(M2) = N1

класс эквивалентности [θEX,≡�] также содержит не менее n различных под-

групповых m-функторов.

Предложение доказано.
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Требование в предложении 1 собственности подкласса X в классе I всех

простых групп существенно. Действительно, при X = I для любой группы G
справедливо равенство GX = G. Поэтому нулевой m-функтор является един-

ственным элементом класса эквивалентности [θEX,≡�].

По аналогии с предложением 1 можно показать, что для пустого класса X

класс эквивалентности [θEX,≡�] также является бесконечным.
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ОБ ОДНОМ ВОПРОСЕ ТЕОРИИ

НУМЕРОВАННЫХ ГРУПП

Н. Х. Касымов

Аннотация. Установлено, что ядро представления любой нумерованной группы
является перестановочно вычислимой эквивалентностью. Доказано существование
перестановочно вычислимой эквивалентности, над которой не определима никакая
группа.
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ностью, перестановочно вычислимая эквивалентность.

1. Введение

Следуя Ю. Л. Ершову [1, с. 297], дадим определение нумерованной универ-

сальной алгебры эффективной сигнатуры σ =
〈
=, fm0

0 , fm1
1 , . . .

〉
, где mi — чис-

ло аргументов функции, в которую интерпретируется функциональный символ

fmi

i и отображение h : n 7−→ mn вычислимо.

Определение 1. Нумерацией алгебры A = 〈A; g0, g1, . . . 〉 сигнатуры σ
называется всякое отображение ν : ω −→ A множества натуральных чисел

ω на основное множество A алгебры A, для которого выполнено следующее

условие: существует двухместная вычислимая функция G такая, что для лю-

бого n ∈ ω и любых y1, . . . , ymn
имеет место равенство gn(νy1, . . . , νymn

) =

νG(n, cmn(y1, . . . , ymn
)), где cmn — канторовская функция нумерации всех по-

следовательностей натуральных чисел длины mn.

Другими словами, по ν-номерам элементов из A и номеру операции gn мож-

но эффективно найти некоторый ν-номер результата применения этой операции

к данным элементам.

Если ν : ω −→ A — нумерация алгебры A, то пара (A, ν) называется нуме-
рованной алгеброй.

Отметим, что всякая не более чем счетная алгебра эффективной сигнатуры

имеет нумерацию [1].

Под представлением будем понимать нумерацию. Ядром представления ν
нумерованной алгебры (A, ν) будем называть эквивалентность {〈x, y〉 | νx = νy}.
Если ν — представление, то его ядро будем обозначать через ker(ν).

Для фиксированной системы классической является проблема изучения

различных ее алгоритмических представлений и соотношений между ними (см.

Автор поддержан в рамках Программы развития Научно-образовательного математиче-
ского центра Приволжского федерального округа (соглашение No. 075-02-2024-1438).

c© 2025 Касымов Н. Х.



214 Н. Х. Касымов

работу [2] С. С. Гончарова и Ю. Л. Ершова), в частности, проблема существо-

вания хороших представлений (в первую очередь конструктивных) и их числа

(в том числе единственности с точностью до вычислимого изоморфизма).

С другой стороны, в рамках парадигмы двойственности можно фиксиро-

вать ядро представления и изучать общие свойства систем, обладающих пред-

ставлениями с данным ядром. Этот подход представляется целесообразным с

точки зрения теории алгоритмических представлений систем в целом ряде за-

дач, в том числе в теоретической информатике (см. статью [3] и обзор [4]).

Изучению алгоритмических свойств эквивалентностей на множестве нату-

ральных чисел в настоящее время уделяется большое внимание. Здесь можно

отметить работы Эндрюса, Сорби, Бернарди, Сан Мауро, Лемппа, Нг, С. А. Ба-

даева, Н. А. Баженова, Б. С. Калмурзаева и др. Библиографию по этим вопро-

сам можно найти в списках литературы к работам [5, 6]. Богатая библиография

в рамках вышеупомянутой парадигмы есть у С. С. Гончарова и Ю. Л. Ершова

в [2]. Тесно примыкают к этой проблематике вопросы строения алгебр, опреде-

лимых над эквивалентностями.

Если η — эквивалентность на множестве натуральных чисел ω, то универ-

сальная алгебра A называется определимой над η (или η-алгеброй), если суще-

ствует ее нумерация ν с ядром, равным η (т. е. η = {〈x, y〉 | νx = νy}). Другими

словами, алгебра A определима над эквивалентностью η, если существует такое

семейство (не обязательно эффективное) F вычислимых функций, согласован-

ных с η, т. е. для каждой

f ∈ F : ∀x, y [x = y (mod η)⇒ f(x) = f(y) (mod η)]

такой, что A изоморфна фактор-алгебре 〈ω/η;F 〉 вычислимой алгебры 〈ω;F 〉 по

конгруэнции η. При этом естественный проектирующий гомоморфизм ν(x) =

x/η и является нумерацией из вычислимой алгебры 〈ω;F 〉 на A. Уместно от-

метить, что роль и место вычислимых алгебр в теории нумерованных алгебр

подобны роли и месту абсолютно свободных алгебр подходящего ранга в теории

универсальных алгебр, так как и в том, и в другом случае существует гомомор-

физм из подходящей вычислимой (некоторой свободной) алгебры на A. При

таком подходе свойство универсальной алгебры A быть η-алгеброй равносиль-

но существованию такого семейства (не обязательно вычислимого) F вычисли-

мых функций, что A изоморфна фактор-алгебре 〈ω/η;F 〉 вычислимой алгебры

〈ω;F 〉 по конгруэнции η.
Слово эквивалентность означает отношение эквивалентности на множе-

стве натуральных чисел ω. Если η — эквивалентность, то множество α ⊆ ω на-

зывается η-замкнутым, если α является объединением подходящих η-классов

(т. е. x ∈ α ∧ x = y (mod η)⇒ y ∈ α).

Если η — эквивалентность на ω, то семейство η-замкнутых вычислимых

(вычислимо перечислимых) множеств задает базу вычислимой (перечислимой)

топологии τ(η)C (соответственно τ(η)CE) на фактор-множестве ω/η.
Эквивалентность η называется вычислимо отделимой (отделимой), если

для любых x 6= y (mod η) существует вычислимое η-замкнутое множество, со-

держащее x и не содержащее y (существует такое вычислимо перечислимое η-
замкнутое множество α, что x ∈ α ∧ y /∈ α либо y ∈ α ∧ x /∈ α).

Пусть (N, ν) — нумерованное множество. Подмножество N0 множества N
называется ν–вычислимым (ν-перечислимым, ν-коперечислимым), если вычис-

лимо (вычислимо перечислимо, коперечислимо) множество ν−1N0. Если из кон-

текста будет ясно, какая нумерация множества имеется в виду, то его подмноже-
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ства будем называть просто вычислимыми (перечислимыми, коперечислимыми)

без приставки ν.
Нумерация называется вычислимо отделимой (отделимой), если вычисли-

мо отделимо (отделимо) ее ядро. Нумерация ν называется эффективно отде-
лимой, если таково ее ядро ker(ν), т. е. существует такое вычислимое семей-

ство S вычислимо перечислимых ker(ν)-замкнутых множеств, что для любых

x, y ∈ ω если νx 6= νy, то найдется S ∈ S такое, что νx ∈ νS ∧ νy /∈ νS либо

νy ∈ νS ∧ νx /∈ νS [7]. Такие семейства будем называть полными.
Таким образом, если отделимость обеспечивает T0-отделимость простран-

ства, порожденного ν-перечислимыми подмножествами, то эффективная отде-

лимость гарантирует наличие вычислимой нумерации для подходящего полного

отделяющего семейства.

2. Нумерованные группы и перестановочно

вычислимые эквивалентности

Исходя из вышесказанного, если η — эквивалентность на ω, то группа G
называется определимой над η (или η-группой), если существует вычислимая

универсальная алгебра 〈ω; ∗, [ ]−1〉 (в сигнатуре с одной бинарной ∗ и одной

унарной [ ]−1 функциями) с вычислимыми операциями ∗, [ ]−1, для которых η
является конгруэнцией (т. е. x0 = y0 (mod η) ∧ x1 = y1 (mod η) ⇒ x0 ∗ x1 =

y0 ∗ y1 (mod η) и x = y (mod η) ⇒ [x]−1 = [y]−1 (mod η)) такая, что группа

G изоморфна фактор-алгебре 〈ω/η; ∗, [ ]−1〉 вычислимой алгебры 〈ω; ∗, [ ]−1〉 по

конгруэнции η.

Определение 2. Эквивалентность η называется перестановочно вычисли-
мой, если существует вычислимое семейство F вычислимых функций, согласо-

ванных с η (т. е. ∀f ∈ F [x = y (mod η)⇒ f(x) = f(y) (mod η)]), индуцирующих

такие перестановки фактор-множества ω/η, что для любой пары натуральных

чисел x, y найдется функция из F , которая m-сводит класс x/η к классу y/η.

Тривиальными примерами перестановочно вычислимых эквивалентностей

являются вычислимые эквивалентности, над которыми, очевидно, определимы

вычислимо представимые группы.

Будем использовать стандартные λ-обозначения Черча вида f = λx.[. . . x . . . ],
где x — аргумент функции f .

Теорема 2.1. Ядро любой нумерации всякой группы — перестановочно
вычислимая эквивалентность.

Доказательство. Пусть (G, ν) — нумерованная группа. Тогда почти оче-

видно, что ядро ker(ν) нумерации ν — перестановочно вычислимая эквивалент-

ность. В самом деле, для произвольных x, a, b ∈ ω имеем цепочку эквивалент-

ностей:

x ∈ a/η ⇔ νx = νa⇔ νx(νa)−1νb = νa(νa)−1νb

⇔ ν(x ∗ ([a]−1 ∗ b)) = νb⇔ x ∗ ([a]−1 ∗ b) ∈ b/η,
откуда следует, что вычислимая функция λx.[x ∗ ([a]−1 ∗ b)] m-сводит a/η к b/η.

Очевидно, что семейство всех таких функций имеет вычислимую нумера-

цию, и каждая такая функция задает на элементах группы G перестановку

νx 7→ νx((νa)−1νb). �
Сделаем три замечания по поводу почти тривиального доказательства тео-

ремы 2.1:
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Во-первых, в предъявленном доказательстве мы неявно пользовались тео-

ремой Кэли о вложимости группы в симметрическую группу перестановок на

ней. В самом деле, элементу a группы G сопоставляется перестановка πa =

λx.[xa] на G и изоморфность этого соответствия очевидна, так как πab(x) =

πb(πa(x)).
Во-вторых, естественная нумерация µ : ω −→ F , где F = {λx.[xa] | a ∈

G} и µ(a) = λx.[xa], есть вычислимая нумерация семейства F , ядро которой

совпадает с ker(ν), так как µu = µv ⇔ νu = νv. Таким образом, теорема 2.1

подтверждает эффективную природу теоремы Кэли.

Наконец, в-третьих, отметим, что m-сводящий алгоритм в доказательстве

теоремы 2.1 находится эффективно равномерно по a и b.

3. Постановка вопроса и его решение

В связи с теоремой 2.1 возник естественный вопрос о возможности ее обра-

щения: над всякой ли перестановочно вычислимой эквивалентностью опреде-
лима некоторая группа?

Иными словами, всякая ли перестановочно вычислимая эквивалентность

является ядром нумерации подходящей нумерованной группы?

В работе [8] утверждалось, что существует контрпример. Однако в доказа-

тельстве имеется существенный пробел, заключающийся в том, что ключевым

его моментом является апелляция к непрерывности вычислимых функций от-

носительно эффективно порожденных топологий. В настоящий момент вопрос

о непрерывности открыт. Тем не менее факт существования перестановочно

вычислимой эквивалентности, над которой не определима никакая группа, ока-

зался верным, доказательству чего и посвящена настоящая статья.

Определение 3. Множество называется вычислимо прошиваемым, если

существует вычислимая перестановка без конечных циклов с бесконечным чис-

лом орбит, в каждой из которых содержится ровно один элемент этого множе-

ства.

Если множество α содержит в точности по одному элементу в каждой ор-

бите вычислимой перестановки p без конечных циклов с бесконечным числом

орбит, то будем говорить, что p прошивает α (или, что α прошивается p). Для

множества α, прошиваемого вычислимой перестановкой p, через ηα,p обозначим

эквивалентность

x = y (mod ηα,p)⇔ ∃n ∈ Z (pn(x) ∈ α ∧ pn(y) ∈ α),

где Z — множество целых чисел и p0(x) = x, которая, очевидно, является пере-

становочно вычислимой эквивалентностью, любая пара смежных классов кото-

рой вычислимо изоморфна.

Эквивалентность ηα,p будем называть вычислимо прошиваемой, порожден-
ной множеством α и перестановкой p. Заметим, что для любого n ∈ Z эквива-

лентность ηαn,p совпадает с ηα,p, где αn = pn(α), n ∈ Z. Далее в целях сокраще-

ния вместо «вычислимо прошивается» иногда будем говорить «прошивается»,

а говоря о перестановках на ω будем подразумевать вычислимые перестановки.

Предложение 3.1. Если вычислимо перечислимое множество α проши-
вается перестановкой p, то эквивалентность ηα,p разрешима.

Доказательство. В самом деле,

x = y (mod ηα,p)⇔ ∃m,n ∈ Z(pm(x) ∈ α ∧ pn(y) ∈ α ∧m = n).
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Ясно также, что

x 6= y (mod ηα,p)⇔ ∃m,n ∈ Z(pm(x) ∈ α ∧ pn(y) ∈ α ∧m 6= n). �

Таким образом, если хотя бы один класс прошиваемой эквивалентности

вычислимо перечислим (в частности, если прошиваемая эквивалентность пози-

тивна), то и все классы таковы же, а сама эквивалентность разрешима и над ней

тривиально определима любая вычислимо представимая бесконечная группа.

Назовем эквивалентность локально негативной, если хотя бы один смеж-

ный класс этой эквивалентности коперечислим.

Предложение 3.2. Всякая нумерация группы с локально негативным яд-
ром является негативной.

Доказательство. Пусть (G, ν) — локально негативная группа, ∗— вычис-

лимая функция, представляющая групповую операцию группы G в нумерации

ν и [ ]−1 — вычислимая операция, поддерживающая операцию взятия обратного

элемента.

Допустим, что множество ν−1a коперечислимо и νa0 = a. Тогда для про-

извольных x, y ∈ ω имеем

νx = νy ⇔ a = νx(νx)−1a = νy(νx)−1a

⇔ a = ν((y ∗ [x]−1) ∗ a0)⇔ (y ∗ [x]−1) ∗ a0 ∈ ν−1a,

откуда следует негативность ν. �

В работе [9] доказано следующее

Предложение 3.3. Существуют вычислимо прошиваемое множество α и
прошивающая его вычислимая перестановка p такие, что

(1) каждый ηα,p-класс коперечислим, но эквивалентность ηα,p не является
негативной;

(2) всякая пара непустых вычислимо перечислимых ηα,p-замкнутых мно-
жеств имеет непустое пересечение.

Назовем эквивалентность η хаусдорфовой (T1-отделимой), если топологи-

ческое пространство (ω/η; τ)CE является T2-отделимым (T1-отделимым).

Теорема 3.4. Существует эффективно отделимая перестановочно вычис-
лимая нехаусдорфова T1-отделимая эквивалентность, над которой не определи-
ма никакая группа.

Доказательство. Возьмем ηα,p из предложения 3.3. Свойство 1 из пред-

ложения 3.3 обеспечивает не-негативность этой эквивалентности. T1-отдели-

мость следует из того, что каждый ηα,p-класс коперечислим. Нехаусдорфовость

вытекает из свойства 2 предложения 3.3.

Допустим, что существует ηα,p-группа. Тогда в силу локальной негативно-

сти эквивалентности ηα,p согласно предложению 3.2 эта эквивалентность долж-

на быть негативной; противоречие.

Покажем, что эквивалентность ηα,p эффективно отделима. Положим α0 =

ω \α и αn = pn(α0). Тогда семейство S = {αn | n ∈ Z} — полное T1-отделяющее

семейство вычислимо перечислимых ηα,p-замкнутых множеств. В самом деле,

пусть x 6= y (mod ηα,p) и pm(x) ∈ α, pn(y) ∈ α. По условию m 6= n. Множество

αm, являющееся вычислимо перечислимым и ηα,p-замкнутым, не содержит x и

содержит y, поэтому оно является вычислимо перечислимой окрестностью эле-

мента y/ηα,p, отделяющей этот элемент от x/ηα,p. Симметрично y /∈ αn∧x ∈ αn
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и αn — вычислимо перечислимая окрестность элемента x/ηα,p, отделяющая

его от y/ηα,p. Следовательно, эквивалентность ηα,p является не просто T1-

отделимой, но и обладает вычислимым семейством S = {αn | n ∈ Z} отделящих

множеств. Теперь построим следующую нумерацию µ : ω −→ S семейства S.

Определим µ(0) = α0 и µ(2k) = αk, µ(2k + 1) = α−k−1 для всех k ∈ ω. То-

гда µ — вычислимая нумерация семейства S, причем нумерация однозначная

(фридбергова). �

Подчеркнем, что эффективная отделимость эквивалентности означает, что

она лежит в классе �0
2 арифметической иерархии, хотя не имеет в ней четкой

«координатизации», так как существуют как эффективно отделимые эквива-

лентности вне класса �0
2, так и �0

2-эквивалентности, не являющиеся эффек-

тивно отделимыми, однако как �0
1-эквивалентности, так и �0

1-эквивалентности

лежат в классе эффективно отделимых эквивалентностей [7].
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Введение

В последние десятилетия теория дифференциальных включений в банахо-

вых пространствах активно развивается и находит многочисленные интересные

приложения в теории управления (см., например, [1–3]). В то же время интерес

исследователей в России и за рубежом к различным аспектам дробного ана-

лиза и теории дифференциальных уравнений и включений дробного порядка

существенно возрастает. Значимость этой темы во многом обусловлена ее раз-

нообразными приложениями во многих областях прикладной математики, фи-

зики, техники, биологии, экономики и т. д. (см., например, монографии [4–7]).

В настоящее время топологический подход, восходящий к [3–8] и использую-

щий методы многозначного анализа, теории полугрупп, теории топологической

степени и неподвижных точек (см. [9–23] и ссылки в них), продемонстриро-

вал свою высокую эффективность при исследовании различных задач теории

дробных дифференциальных включений.

В настоящей работе изучаются системы дифференциальных включений

дробных порядков в произвольных банаховых пространствах. Вводится раз-

решающий многозначный оператор для этой системы и описываются его свой-

ства. В частности, показано, что этот мультиоператор является уплотняющим

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фонда в рам-
ках научного проекта № 22-71-10008.
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относительно специальной векторной меры некомпактности, заданной на декар-

товом произведении банаховых пространств. Это позволяет, применяя некото-

рые теоремы о неподвижной точке для мультиоператоров такого типа, доказать

локальную и глобальную теоремы существования интегральных решений этой

системы.

Настоящая работа имеет следующую структуру. В разд. 1 приведены необ-

ходимые сведения из дробного и многозначного анализа, а также из теории мер

некомпактности, уплотняющих мультиоператоров и теории неподвижных то-

чек. В разд. 2 вводится и исследуется разрешающий мультиоператор для систе-

мы и приведена локальная и глобальная теоремы существования интегральных

решений системы дифференциальных включений. В последнем случае также

устанавливаются компактность множества решений и полунепрерывная сверху

зависимость множества решений от начальных данных.

1. Предварительные сведения

1.1. Дробные интеграл и производная. Вначале введем необходимые

понятия и обозначения из дробного математического анализа (см. [4, 5]).

Определение 1.1. Дробным интегралом порядка q > 0 функции g : [0, T ]

→ E называется функция Iqg следующего вида:

Iq0g(t) =
1

� (q)

t∫

0

(t− s)q−1g(s) ds,

где � — гамма-функция Эйлера.

Определение 1.2. Дробной производной Герасимова — Капуто порядка

q ∈ (N−1, N ] функции g ∈ CN ([0, T ];E) называется функция CDq
0g следующего

вида:

CDq
0g(t) =

1

� (N − q)

t∫

0

(t− s)N−q−1g(N)(s) ds.

Для g ∈ CN ([0, T ];E) имеет место следующая формула:

CDq
0I
q
0g(t) = g(t), Iq0

CDq
0g(t) = g(t)−

N−1∑

k=0

g(k)(0)

k!
tk.

1.2. Многозначные отображения. Нам понадобятся некоторые сведе-

ния из многозначного анализа и теории топологической степени для уплотняю-

щих отображений (см., например, [3, 8]).

Пусть E – банахово пространство, обозначим:

• P (E ) = {A ⊆ E : A 6= ∅} совокупность всех непустых подмножеств E ;

• Pb(E ) = {A ∈ P (E ) : A ограничено};
• Pv(E ) = {A ∈ P (E ) : A выпукло};
• C(E ) = {A ∈ P (E ) : A замкнуто};
• K(E ) = {A ∈ P (E ) : A компактно};
• Kv(E ) = {Pv(E ) ∩K(E )} — совокупность всех непустых выпуклых ком-

пактных подмножеств E .
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Определение 1.3. Пусть (A ,≥) — частично упорядоченное множество.

Функция β : Pb(E ) → A называется мерой некомпактности (МНК) в E , если

для любого множества � ∈ Pb(E ) имеет место равенство β(co�) = β(�), где

co� – замыкание выпуклой оболочки �.

Мера некомпактности β называется:

(1) монотонной, если для всех �0, �1 ∈ Pb(E ) из �0 ⊆ �1 следует, что

β(�0) ≤ β(�1);

(2) несингулярной, если для каждого a ∈ E и любого � ∈ Pb(E ) имеем

β({a} ∪ �) = β(�).

Если A – конус в банаховом пространстве, то МНК β называется:

(3) правильной, если равенство β(�) = 0 эквивалентно относительной ком-

пактности множества � ∈ Pb(E );

(4) вещественной, если A — множество вещественных чисел R с естествен-

ным порядком.

Примером МНК, удовлетворяющей всем вышеперечисленным свойствам,

является МНК Хаусдорфа χ(�):

χ(�) = inf{ε > 0, для которых � имеет конечную ε-сеть в E }.

Заметим, что МНК Хаусдорфа удовлетворяет свойству полуоднородности,

т. е. χ(λ�) = |λ|χ(�) для каждого λ ∈ R и любого � ∈ Pb(E ).

Для M ⊂ E норма определяется как ‖M‖ = sup
x∈M
‖x‖E .

Определение 1.4 (см., например, [3, 8]). Пусть X — метрическое про-

странство. Многозначное отображение (мультиотображение) F : X → P (E )

называется:

(i) полунепрерывным сверху (п.н.св.), если F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ⊂ V }
открыто в X для любого открытого множества V ⊂ E ;

(ii) замкнутым, если его график �F = {(x, y) : y ∈ F (x)} есть замкнутое

подмножество X × E ;

(iii) компактным, если F (X) =
⋃
x∈X

F (x) относительно компактно в E ;

(iv) квазикомпактным, если его сужение на любое компактное подмноже-

ство A ⊂ X компактно.

Лемма 1.1 (см. [3, теорема 1.1.12]). Пусть мультиотображение F : X →
P (E ) квазикомпактно, тогда F — п.н.св.

Пусть X — замкнутое подмножество банахова пространства E .

Определение 1.5. П.н.св. мультиотображение F : X → K(E ) или п.н.св.

семейство мультиотображений � : X × [0, 1]→ K(E ) называются β-уплотняю-

щими, если для любого � ⊂ X, которое не является относительно компактным,

имеем соответственно

β(F (�)) � β(�),

или

β(�(�× [0, 1])) � β(�).
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Теорема 1.1 (см. [3, следствие 3.3.1]). Пусть β — несингулярная мера
некомпактности в E , M — непустое выпуклое замкнутое ограниченное подмно-
жество E и F : M → Kv(M) — β-уплотняющее мультиотображение. Тогда F

имеет хотя бы одну неподвижную точку x⋆ ∈M, x⋆ ∈ F (x⋆).

Теорема 1.2 (см. [3, следствие 3.3.3]). Пусть β — монотонная несингуляр-
ная мера некомпактности в E , U — ограниченная открытая окрестность точки
a ∈ E и F : U → Kv(E ) — β-уплотняющее мультиотображение, удовлетворяю-
щее граничному условию

x− a /∈ λ(F − a)
для всех x ∈ ∂U и 0 < λ ≤ 1. Тогда множество всех неподвижных точек F

непусто и компактно.

1.3. Измеримые мультифункции. Напомним некоторые сведения (см.,

например, [3, 8]). Пусть E — банахово пространство.

Определение 1.6. Пусть p ≥ 1. Мультифункция G : [0, T ]→ K(E) назы-

вается:

• Lp-интегрируемой, если G допускает Lp-интегрируемое по Бохнеру сече-

ние, т. е. существует функция g ∈ Lp([0, T ];E) такая, что g(t) ∈ G(t) для п.в.

t ∈ [0, T ];

• Lp-интегрально ограниченной, если существует функция ξ ∈ Lp([0, T ])

такая, что ‖G(t)‖ ≤ ξ(t) для п.в. t ∈ [0, T ].

Множество всех Lp-интегрируемых сечений G : [0, T ] → K(E) будем обо-

значать через W
p
G .

Мультифункция G : [0, T ] → K(E) называется измеримой, если для каж-

дого открытого подмножества V ⊂ E множество G−1(V ) измеримо по Лебегу.

Лемма 1.2 (см. [3, теорема 4.2.1]). Пусть последовательность функций
{ξn} ⊂ L1([0, T ];E) является L1-ограниченной и

χ({ξn}(t)) ≤ α(t) для п.в. t ∈ [0, T ]

для всех n = 1, 2, . . . , где α ∈ L1
+([0, T ]). Тогда для любого δ > 0 существуют

компактное множество Kδ ⊂ E, множество mδ ⊂ [0, T ] с мерой Лебега mδ < δ

и множество функций Gδ ⊂ L1([0, T ];E) со значениями в Kδ такие, что для
каждого n ≥ 1 существует функция bn ∈ Gδ, для которой

‖ξn(t)− bn(t)‖E ≤ 2α(t) + δ, t ∈ [0, T ] \mδ.

Более того, последовательность {bn} может быть выбрана так, что bn ≡ 0 на
mδ и эта последовательность слабо компактна.

2. Основные результаты

Пусть E1, . . . , En — банаховы пространства. Рассмотрим банахово про-

странство

EN = EN1 × · · · ×ENn
где ENi = Ei × Ei × · · · ×Ei, i = 1, 2, . . . , n, с нормой

‖x‖EN = max
1≤i≤n

max
1≤j≤N

‖xij‖Ej
i
, x = (x11, x12, . . . , xnN ).
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Будем изучать следующую систему дифференциальных включений дроб-

ного порядка в пространстве EN :




CDq1
0 x1(t) ∈ F1(t,�

Nx1(t), . . . , �
Nxn(t)), t ∈ [0, T ],

CDq2
0 x2(t) ∈ F2(t,�

Nx1(t), . . . , �
Nxn(t)), t ∈ [0, T ],

. . .
CDqn

0 xn(t) ∈ Fn(t,�Nx1(t), . . . , �
Nxn(t)), t ∈ [0, T ],

(1)

где CDqi
0 — дробные производные Герасимова — Капуто порядков qi, N − 1 <

qi < N, i = 1, . . . , n, N ≥ 1, и �Nxi =
(
xi, x

′
i, x
′′
i , . . . x

(N−1)
i

)
. Мультиоператор

Fi : [0, T ]× EN → Kv(Ei), i = 1, . . . , n, удовлетворяет следующим условиям:

(F1i) для каждого x ∈ EN мультифункции Fi(·, x) : [0, T ]→ Kv(Ei) имеют

сильно измеримое сечение;

(F2i) для п.в. t ∈ [0, T ] мультиоператоры Fi(t, ·) : EN → Kv(Ei) п.н.св.;

(F3i) для pi >
1

qi−N+1 мультиотображения Fi локально Lpi–интегрально

ограничены, т. е. для каждого r > 0 существуют функции wri ∈ Lpi+ (0, T )

такие, что для всех x ∈ EN , ‖x‖EN ≤ r:

‖Fi(t, x)‖Ei
:= sup{‖y‖Ei

: y ∈ Fi(t, x)} ≤ wri(t) для п.в. t ∈ [0, T ].

Введем в рассмотрение многозначное отображение F : [0, T ]× E → Kv(E),

F (t, x) = F1(t, x) × · · · × Fn(t, x).

Для формулировки следующего свойства Fi введем в пространстве EN век-

торную МНК Хаусдорфа X , полагая для ограниченного множества � ⊂ EN

X (�) =

(
N−1∑

j=0

χE1

(
�j1
)
, . . . ,

N−1∑

j=0

χEn

(
�jn
)
)T
∈ Rn+,

где χEi
— МНК Хаусдорфа в Ei, �

j
i =

{
x

(j)
i : xi ∈ �0

i = �i
}
, j = 0, . . . , N − 1, и

�ji — проекция множества �j на Ei, i = 1, . . . , n. Будем полагать, что мультио-

тображение F, удовлетворяет следующему условию X -регулярности:

(F4i) существуют функции µi ∈ Lpi+ (0, T ), i = 1, . . . , n, такие, что для всех

ограниченных множеств �j ⊂ E, j = 0, 1, . . . , N − 1, имеем

X (F (t, �)) ≤M (t)X (�) для п.в. t ∈ [0, T ],

где матрица M (t) имеет следующий вид:

M (t) =



µ1(t) 0 . . . 0

0 µ2(t) . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . µn(t)


 .

Перейдем к рассмотрению задачи существования интегральных решений

x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) для системы (1), удовлетворяющих начальным условиям

�Nx1(0) = X01 ∈ EN1 , . . . , �Nxn(0) = X0n ∈ ENn , (2)

где X0i = (x0i, x1i, . . . , xN−1i), i = 1, 2, . . . , n. Положим X0 = (X01, X02, . . . , X0n)

∈ EN .
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Введем в рассмотрение суперпозиционный мультиоператор

�Fi
: [0, τ ]→ Kv(E), �Fi

(t) = Fi(t,�
Nx1(t), . . . , �

Nxn(t)).

Функции xi : [0, τ ] → Ei непрерывны. Поэтому с учетом свойств (F1i)–(F3i)

�Fi
Lpi-интегрируемо и Lpi-локально ограничено (см. [3]). Определим мульти-

функцию PFi
по формуле

PFi
(xi) = {fi ∈ Lpi([0, τ ];Ei) : fi(t) ∈ �Fi

(t)}.

Справедливо следующее свойство слабой замкнутости для PFi
, доказатель-

ство которого может быть проведено по аналогии с леммой 5.1.1 из [3].

Лемма 2.1. Пусть {xmi }— последовательность в C([0, τ ];Ei), сходящаяся к
x∗i ∈ C([0, τ ];Ei). Предположим, что последовательность {fmi } ⊂ Lpi([0, τ ];Ei),
fmi ∈PFi

(xmi ), слабо сходится к функции f∗. Тогда f∗ ∈PFi
(x∗).

Определение 2.1. Интегральным решением задачи (1), (2) на промежут-

ке [0, τ ], 0 < τ ≤ T , называется функция x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), где

xi(·) ∈ C([0, τ ];Ei), i = 1, . . . , n,

xi(t) =

N−1∑

j=0

tj

j!
x

(j)
i (0) +

1

� (q)

t∫

0

(t− s)q−1fi(s) ds, fi ∈PFi
(xi).

Для заданного τ ∈ [0, T ] определим операторы

Si : Lpi([0, τ ];E)→ C([0, τ ];Ei), i = 1, 2, . . . , n,

Si(f)(t) =
1

� (qi)

t∫

0

(t− s)qi−1f(s) ds,

и рассмотрим мультиоператоры Gi : C([0, τ ];Ei)⊸ C([0, τ ];Ei),

Gi(xi) = x∗i + Si ◦PFi
(xi),

где

x∗i =

N−1∑

j=0

tj

j!
x

(j)
i (0).

Для изучения свойств мультиоператоров Gi исследуем множество операто-

ров Sji : Lpi([0, T ];Ei)→ C([0, T ];Ei), j = 0, 1, . . . , N − 1, где S0
i = Si и

Sji (f)(t) =
dj

dtj
Si(f)(t) =

1

� (qi − j)

t∫

0

(t− s)qi−j−1f(s) ds

для 1 ≤ j ≤ N − 1, 1 ≤ i ≤ n.
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Лемма 2.2 (см. [20]). Операторы Sji , 0 ≤ j ≤ N − 1, 1 ≤ i ≤ n, обладают
следующими свойствами:

(S1) существуют константы Cij , 0 ≤ j ≤ N − 1, 1 ≤ i ≤ n, такие, что

∥∥Sji (ξ)(t) − Sji (η)(t)
∥∥pi
Ei
≤ Cpiij

t∫

0

‖ξ(s)− η(s)‖piEi
ds, ξ, η ∈ Lpi([0, τ ];Ei).

(S2) для каждого компактного множества K ⊂ Ei и последовательности
{ξm} ⊂ Lpi([0, τ ];Ei) такой, что {ξm(t)} ⊂ K для п.в. t ∈ [0, τ ], слабая сходи-
мость ξm ⇀ ξ0, влечет сходимость Sji (ξm)→ Sji (ξ0) в C([0, τ ];Ei).

Определение 2.1. Последовательность {fk}∞k=1 в Lpi((0, τ);Ei) называ-

ется Lpi-полукомпактной, если она Lpi-интегрально ограничена и множество

{fk(t)}∞k=1 относительно компактно в Ei для п.в. t ∈ (0, τ).

Используя свойство 3.4 из [24], можно установить следующий аналог тео-

ремы 5.1.1 из [3].

Лемма 2.3. Пусть {fk}∞k=1 является Lpi-полукомпактной последователь-
ностью в Lpi((0, τ);Ei). Тогда {fk}∞k=1 слабо компактно в Lpi((0, τ);Ei) и по-
следовательность {Sji fk}∞k=1 относительно компактна в C([0, τ ];Ei). Более того,
если fk ⇀ f, то Sji fk → Sji f , 0 ≤ j ≤ N − 1, 1 ≤ i ≤ n.

Доказательство следующих утверждений может быть найдено в [22].

Лемма 2.4. Пусть последовательность {ξm} ⊂ Lpi([0, τ ];E) удовлетворяет
условиям леммы 1.2. Тогда для 0 ≤ j ≤ N−1, 1 ≤ i ≤ n имеет место неравенство

χ
({
Sji (ξm(t))

})
≤ 2Cij




t∫

0

|α(s)|pi ds




1/pi

, t ∈ [0, τ ].

Лемма 2.5. Для каждого i = 1, . . . , n мультиоператоры Gi замкнуты и
имеют выпуклые значения.

Теорема 2.1. Для каждого i = 1, . . . , n мультиоператоры Gi п.н.св.

Доказательство. Легко видеть, что утверждение достаточно доказать

для Si◦PFi
. Рассмотрим сходящуюся последовательность {xk}∞k=1 ⊂ C([0, τ ];Ei)

и произвольную последовательность {fk}∞k=1 ⊂ Lpi((0, τ);Ei) такую, что fk ∈
PFi

(xk), k ≥ 1. Из свойств (F3i) и (F4i) следует, что последовательность

{fk}∞k=1 Lpi-полукомпактна. Используя лемму 2.3, получаем, что последова-

тельность {Sifk}∞k=1 ⊂ C([0, τ ];Ei) относительно компактна и тем самым муль-

тиоператор Si ◦PFi
квазикомпактен. Остается сослаться на лемму 1.1.

Перейдем к исследованию мультиоператора G : C([0, τ ];E) ⊸ C([0, τ ];E),

определяемого по формуле

G(x) = G1(x)× · · · ×Gn(x).

Легко видеть, что функция x(·) ∈ C([0, τ ];E) является интегральным решением

задачи (1), (2) на промежутке [0, τ ] тогда и только тогда, когда x(·) — непо-

движная точка для G.
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Из свойств многозначных отображений (см., например, [3, 8]), леммы 2.5 и

теоремы 2.1 следует, что мультиоператор G п.н.св. и имеет компактные значе-

ния. Более того, мультиоператор G имеет выпуклые значения.

Докажем, что мультиоператор G уплотняющий. Введем следующую меру

некомпактности в пространствах CN−1([0, τ ];Ei).

Модифицированный модуль послойной некомпактности

γi : P (CN−1([0, τ ];Ei))→ R+,

γi(�i) = sup
t∈[0,τ ]

e−Lit
N−1∑

j=0

χEi

(
dj

dtj
�i(t)

)
,

где dj

dtj�i(t) :=
{
dj

dtj v(t); v ∈ �i
}

и константы Li выбраны так, что

li := 2

N−1∑

j=0

Cij sup
t∈[0,τ ]




t∫

0

e−Lipi(t−s)µpi (s) ds




1/pi

< 1,

где µi(·) — функции из условия (F4i).

Модуль равностепенной непрерывности:

modiC : P (CN−1([0, τ ];Ei))→ R+,

modiC(�i) = lim
δ→0

sup
v∈�i

max
0≤j≤N−1

max
|t1−t2|<δ

‖v(j)(t1)− v(j)(t2)‖.

Векторная мера некомпактности νi(�i):

νi : P (CN−1([0, τ ];Ei))→ R2
+, νi(�i) = max

D∈�
(
�i)

(γi(D),modiC(D)
)
,

где �(�i) — совокупность всех счетных подмножеств �i и максимум берется в

смысле частичного порядка в конусе R2
+.

Введем в пространстве C([0, τ ];E) векторную меру некомпактности V , ста-

вящую в соответствие ограниченному множеству � ⊂ C([0, τ ];E) вектор V (�) ∈
R2n

+ по правилу

V (�) = (ν1(�1), . . . , νn(�n)),

где �i ⊂ C([0, τ ];Ei), i = 1, . . . , n, — проекции множества �.

Легко видеть, что МНК V обладает всеми вышеперечисленными свойства-

ми мер некомпактности.

Теорема 2.2. Мультиоператор G является V -уплотняющим.

Доказательство. Пусть � ⊂ E — ограниченное множество такое, что

V (G(�)) ≥ V (�). (3)

Покажем, что � относительно компактно. Выражение (3) влечет, что для каж-

дого i = 1, . . . , n

νi(Gi(�i)) ≥ νi(�i). (4)

Пусть νi(Gi(�i)) достигается на последовательности {zm} ⊂ Gi(�i), т. е.

νi(Gi(�i)) =
(
γi({zm}),modiC({zm})

)
,
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где zm = x∗i + Si(ξm), ξm ∈PFi
(vm), {vm} ⊂ �i.

Из неравенства (4) вытекает, что

γi({zm}) ≥ γi({vm}). (5)

Условие (F4i) влечет оценку

χEi
({ξn(s)}) ≤ µi(s)

N−1∑

j=0

χEi

({
v(j)
n (s)

})

= µi(s)e
Lise−Lis

N−1∑

j=0

χEi

({
v(j)
n (s)

})
= eLisµi(s)γi({vn}).

Используя лемму 2.4, получаем, что

χEi

({
Sji (ξm(t))

})
≤ 2Cij




t∫

0

epiLisµpii (s) ds




1/pi

γi({vn}) (6)

для всех t ∈ [0, τ ] и j = 0, 1, . . . , N − 1, i = 1, 2, . . . , n.

Замечая, что

Sji (ξm)(t) =
dj

dtj
Si(ξm)(t) =

dj

dtj
zm(t)− dj

dtj
x∗i (t) = z(j)

m (t)− dj

dtj
x∗i (t), t ∈ [0, τ ],

и используя (6), имеем

e−Lit
N−1∑

j=0

χEi

({
z(j)
m (t)− dj

dtj
x∗i (t)

})
= e−Lit

N−1∑

j=0

χEi

({
z(j)
m (t)

})

≤ e−Lit
N−1∑

j=0

χEi

({
Sji (ξm)(t)

})
≤ 2

N−1∑

j=0

Cij




t∫

0

e−Lipi(t−s)µpii (s) ds




1/pi

γi({vm}).

Учитывая (5), приходим к оценке

γi({vm}) ≤ γi({zm}) = sup
t∈[0,τ ]

e−Lit
N−1∑

j=0

χEi

({
z(j)
m (t)

})
≤ lγi({vm}).

Поэтому γi({vm}) = 0, а, в свою очередь, γi({zm}) = 0, и

χEi

({
v(j)
m (t)

})
= 0, j = 0, 1, . . . , N − 1, i = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0, τ ].

Воспользовавшись свойствами (F3i), (F4i) снова, получаем, что {ξm} — Lp-

полукомпактная последовательность. Тогда по лемме 2.3
{
Sji (ξm)

}
относитель-

но компактно в C([0, τ ];Ei) для всех j = 0, 1, . . . , N−1, i = 1, 2, . . . , n. Это влечет,

что {zm} относительно компактно в CN−1([0, τ ];Ei), поэтому modiC({zm}) = 0.

Таким образом, νi({zm}) = νi(�i) = (0, 0) для всех i = 1, 2, . . . , n.

В силу произвольности выбора i получаем, что V (�) = 0 и поэтому мно-

жество � относительно компактно.

Перейдем к доказательству основных утверждений настоящей статьи. Вна-

чале докажем локальную теорему существования решений задачи (1), (2).
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Теорема 2.3. Пусть выполнены условия (F1i)–(F4i). Тогда существует
τ ∈ (0, T ] такое, что задача (1), (2) имеет интегральное решение в C([0, τ ];E).

Доказательство. Пусть ri > 0 таковы, что ‖�Nx1(t), . . . , �
Nxn(t)‖EN ≤

ri, и пусть p′i = pi
pi−1 для pi >

1
qi−N+1 , i = 1, 2, . . . , n. Заметим, что qi− j− 1

pi
> 0

для каждого j = 0, 1, . . . , N − 1. Возьмем τi ∈ (0, T ] настолько малыми, что

1

� (qi − j)




T∫

0

|wri(s)|pi ds




1/pi (
1

(qi − j − 1)p′i + 1

)1/p′i

τ
qi−j−1/pi
i ≤ ri

N

для всех j = 0, 1, . . . , N − 1.

Обозначим через Bri(x
∗
i ) замкнутый шар в CN−1([0, τi];Ei),

Bri(x
∗
i ) = {x ∈ CN−1([0, τi];Ei) : ‖x− x∗i ‖ ≤ ri}.

Для x ∈ CN−1([0, τi];Ei), f ∈PFi
(x) и y ∈ Gi(x) имеем

‖y(t)− x∗i (t)‖Ei
≤ 1

� (qi)

t∫

0

(t− s)qi−1‖f(s)‖E ds ≤
1

� (qi)

t∫

0

(t− s)qi−1wri(s) ds

≤ 1

� (qi)




t∫

0

(t− s)(qi−1)p′i ds




1/p′i



t∫

0

|wri(s)|pi ds




1/pi

≤ 1

� (qi)




T∫

0

|wri(s)|pi ds




1/pi (
1

(qi − 1)p′i + 1

)1/p′i

τ
qi−1/pi
i ≤ ri

N

для t ∈ [0, τi]. Поскольку для всех j = 1, . . . , N − 1

∥∥∥∥
dj

dtj
y(t)− dj

dtj
x∗i (t)

∥∥∥∥
Ei

≤ 1

� (qi − j)

t∫

0

(t− s)qi−j−1wri(s) ds

≤ 1

� (qi − j)




T∫

0

|wri(s)|pi ds




1/pi (
1

(qi − j − 1)p′i + 1

)1/p′i

τ
qi−j−1/pi
i ≤ ri

N
,

справедлива оценка

N−1∑

j=0

sup
t∈[0,τi]

∥∥∥∥
dj

dtj
y(t)− dj

dtj
x∗i (t)

∥∥∥∥
Ei

≤ ri,

эквивалентная следующей:

‖y − x∗i ‖CN−1([0,τi];Ei) ≤ ri.

Поэтому Gi отображает Bri(x
∗
i ) в себя.

Теперь пусть r = mini ri и τ = mini τi, для i = 1, 2, . . . , n. Тогда мультиопе-

раторG преобразует в себя замкнутый шарBr(x
∗) в пространствеCN−1([0, τ ];E).

Поэтому для доказательства остается лишь сослаться на теорему 1.1.

Для доказательства глобальной теоремы о существовании решений потре-

буется условие (F3i) заменить более строгим



О системах дифференциальных включений 229

(F3′i) для каждого i = 1, . . . , n существуют функции αi(·) ∈ Lpi+ (0, T ) такие,

что

‖Fi(t, x)‖Ei
≤ αi(t)(1 + ‖xi‖EN

i
), для п.в. t ∈ [0, T ].

Также потребуется обобщенная лемма Беллмана — Гронуолла (см, напри-

мер, [25]).

Лемма 2.6. Пусть u(·), u0(·) и v(·) — неубывающие интегрируемые функ-
ции на [0, T ], удовлетворяющие интегральному неравенству

u(t) ≤ u0(t) +

t∫

0

v(s)u(s) ds, t ∈ [0, T ].

Тогда

u(t) ≤ u0(t) +

t∫

0

exp




t∫

s

v(θ)dθ


 v(s)u0(s) ds, t ∈ [0, T ].

Теорема 2.4. При выполнении условий (F1i), (F2i), (F3′i), (F4i) множе-
ство решений задачи (1), (2) в C ([0, T ], E) непусто и компактно.

Доказательство. Заметим, что если xi ∈ CN−1([0, T ];Ei), то

xi − x∗i ∈ λ(Gi(x)− x∗i ),

для λ ∈ (0, 1] и i = 1, 2, . . . , n.

Используя свойство (F3′i), для f ∈PFi
(xi) и j = 0, 1, . . . , N − 1 имеем

∥∥∥∥
dj

dtj
xi(t)−

dj

dtj
x∗i (t)

∥∥∥∥
Ei

≤ λ

� (qi − j)

t∫

0

(t− s)qi−j−1‖f(s)‖Ei
ds

≤ λ

� (qi − j)

t∫

0

(t− s)qi−j−1αi(t)(1 + ‖�Nxi(t)‖EN
i

) ds.

Воспользовавшись последней оценкой, получаем

∥∥∥∥
dj

dtj
xi(t)

∥∥∥∥
Ei

≤ ‖X0i‖EN
i

N−1∑

k=0

T k

k!
+

1

� (qi − j)

t∫

0

(t−s)qi−j−1αi(s)(1+‖�Nxi(s)‖EN
i

) ds

≤ ‖X0i‖EN
i

N−1∑

k=0

T k

k!
+

1

� (qi − j)

t∫

0

(t− s)qi−j−1αi(s) ds

+
1

� (qi − j)

t∫

0

(t− s)qi−j−1αi(s)‖xi‖CN−1([0,s];Ei) ds

≤ ‖X0i‖EN
i

N−1∑

k=0

T k

k!
+

1

� (qi − j)

[
1

(qi − j − 1)p′i + 1

]1/p′i
T
qi−j− 1

pi

×




T∫

0

|αi(s)|pi ds




1/pi

+
1

� (qi − j)

[
1

(qi − j − 1)p′i + 1

]1/p′i
T
qi−j− 1

pi
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×




T∫

0

|αi(s)|pi‖xi‖piCN−1([0,s];Ei)
ds




1/pi

.

Положим

Cj =
1

� (qi − j)

[
1

(qi − j − 1)p′i + 1

]1/p′i
T
qi−j− 1

pi ,

C = max{Cj , j = 0, 1, . . . , N − 1},

g0 = N‖X0i‖EN
i

N−1∑

k=0

T k

k!
+NC




T∫

0

‖αi(s)‖pi ds




1/pi

,

h(s) = [NC]1/piαi(s), s ∈ [0, T ].

Тогда

‖xi‖CN−1([0,t];Ei) ≤ g0 +




t∫

0

|h(s)|pi‖xi‖piCN−1([0,s];Ei)
ds




1/pi

.

Пусть u(t) = ‖xi‖piCN−1([0,t];Ei)
. Последнее неравенство перепишется в виде

u(t) ≤ 2pigpi0 + 2pi

t∫

0

|h(s)|piu(s) ds

для всех t ∈ [0, T ]. В соответствии с леммой 2.6 получаем оценку

u(t) = ‖xi‖piCN−1([0,t];Ei)
≤ 2pigpi0


1 +

T∫

0

exp



2pi

T∫

s

|h(θ)|pi dθ



 |h(s)|pi ds


 ,

для всех t ∈ [0, T ]. Последнее неравенство гарантирует, что

‖xi‖CN−1([0,T ];Ei) ≤ R0i,

где

R0i = 2g0
pi

√√√√√1 +

T∫

0

exp



2pi

T∫

s

|h(θ)|pi dθ



 |h(s)|pi ds.

Теперь возьмем R = maxiR0i, i = 1, 2, . . . , n, a = x∗, F = G и применим

теорему 1.2 к множеству

U = {v ∈ CN−1([0, T ];E), ‖v‖CN−1([0,T ];E) ≤ R}.

Тогда получаем, что FixG непусто и компактно.
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ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ

ПРОСТРАНСТВ ЧЕЗАРО СО СТЕПЕННЫМ ВЕСОМ

Д. В. Прохоров

Аннотация. Для всех случаев параметров дано описание вещественного интерпо-
ляционного пространства пары пространств Чезаро со степенным весом. Показано,
что результатом их вещественной интерполяции является пространство Чезаро с
другим степенным весом, показатель которого определяется параметрами интерпо-
ляции.

DOI10.33048/smzh.2025.66.209

Ключевые слова: пространства Чезаро и Копсона, интерполяция, K-метод.

1. Введение

Пусть I := (c, d) ⊂ R, q ∈ [1,∞], 1
q + 1

q′ = 1, M(I) — вещественное вектор-

ное пространство всех измеримых по Лебегу функций f : I → [−∞,∞], L0(I)
— векторное пространство классов эквивалентных по мере Лебега функций из

M(I), Lq(I) — пространство Лебега.

Обозначим (если мера в интеграле не указана, то интеграл берется по мере

Лебега)

L1
loc([c, d)) := {f ∈ L0(I) | ‖χ(c,x)f‖L1(I) <∞ ∀x ∈ I},

L1
loc((c, d]) := {f ∈ L0(I) | ‖χ(x,d)f‖L1(I) <∞ ∀x ∈ I};

(H×(f))(x) :=

x∫

c

f ∀x ∈ I, ∀f ∈ L1
loc([c, d)),

(H×(f))(x) :=

d∫

x

f ∀x ∈ I, ∀f ∈ L1
loc((c, d]).

Пусть w ∈ M(I), w > 0 почти всюду по мере Лебега на I. Рассматриваются

нормированные пространства

Cesq,w(I) :=
{
f ∈ L1

loc([c, d)) | ‖f‖Cesq,w(I) := ‖wH×(|f |)‖Lq(I) <∞
}
,

C esq,w(I) :=
{
f ∈ L1

loc([c, d)) | ‖f‖Cesq,w(I) := ‖wH×(f)‖Lq(I) <∞
}
,

Copq,w(I) :=
{
f ∈ L1

loc((c, d]) | ‖f‖Copq,w(I) := ‖wH×(|f |)‖Lq(I) <∞
}
,

C opq,w(I) :=
{
f ∈ L1

loc((c, d]) | ‖f‖Copq,w(I) := ‖wH×(f)‖Lq(I) <∞
}
.

Пространство Cesq,w(I) называется пространством Чезаро, C esq,w(I) — про-
странством типа Чезаро. Пространство Copq,w(I) называется простран-
ством Копсона, C opq,w(I) — пространством типа Копсона. Ясно, что

c© 2025 Прохоров Д. В.
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Cesq,w(I) →֒ C esq,w(I) и Copq,w(I) →֒ C opq,w(I), где символ →֒ означает непре-

рывность вложения. При wq ∈ L1
loc((c, d]) пространство Cesq,w(I) имеет запас

элементов (в частности, содержит χK для любого компакта K ⊂ I), Cesq,w(I)
полное [1, лемма 3.1], C esq,w(I) может не быть полным [2, теорема 2.1(e)].
Пространства Копсона обладают аналогичными свойствами в случае

wq ∈ L1
loc([c, d)).

Обозначим I∗ := (0,∞) и ϕβ(x) := 1
xβ , x ∈ I∗, β ∈ R. Пространства

Cesq,ϕ1(I∗) и Copq,ϕ1
(I∗) (со степенным весом) активно изучались с 1970-х гг.

(см. [3] и литературу к ней). Оба пространства Cesq,ϕ1(I∗) и C esq,ϕ1(I∗) появля-

ются при решении задачи об описании пространств ассоциированных к одному

весовому пространству Соболева на вещественной прямой [4]. Некоторые об-

щие свойства пространств C esq,ϕβ
(I∗), C opq,ϕβ

(I∗) получены в статьях [2, 5].

Ряд работ посвящены описанию пространств, ассоциированных к простран-

ствам Cesq,w(I), Copq,w(I) [1, 6] и к C esq,w(I), C opq,w(I) [7, 8] с произвольными

весами. В [9, теорема 2.1(ii)] показано, что Cesq,ϕ1(I∗) = Copq,ϕ1
(I∗) является

результатом вещественной интерполяции пары весовых пространств Лебега.

По теории интерполяции написан ряд монографий (см., например, [10–12]).

Приведем основные определения. ПустьX , Y — два вещественных нормирован-

ных пространства. Класс всех линейных непрерывных операторов T : X → Y
обозначим через L(X,Y ). Пара пространств (X,Y ) называется интерполяцион-
ной парой, если существует хаусдорфово топологическое векторное простран-

ство V такое, что X непрерывно вложено в V и Y непрерывно вложено в V .

В этом случае определяются сумма

X + Y := {z ∈ V | z = x+ y, x ∈ X, y ∈ Y }
и пересечение

X ∩ Y := {z ∈ V | z ∈ X, z ∈ Y }
с нормами

‖z‖X+Y := inf
z=x+y, x∈X, y∈Y

(‖x‖X + ‖y‖Y ), ‖z‖X∩Y := max{‖z‖X, ‖z‖Y }.

Для интерполяционной пары (X,Y ) промежуточным пространством называ-

ется любое нормированное пространство E такое, что X∩Y →֒ E →֒ X+Y . Ин-
терполяционным пространством между X и Y называют любое промежуточ-

ное для (X,Y ) пространство E такое, что для T ∈ L(X + Y,X + Y ), у которого

T |X ∈ L(X,X) и T |Y ∈ L(Y, Y ), выполнено T |E ∈ L(E,E).

Одним из способов построения интерполяционного пространства для ин-

терполяционной пары (X,Y ) является K-метод (метод вещественной интерпо-

ляции), сформулированный ниже.

K-метод. Пусть (X,Y ) — интерполяционная пара. Для z ∈ X + Y и

t ∈ (0,∞) положим

K(t, z,X, Y ) := inf
z=x+y, x∈X, y∈Y

(‖x‖X + t‖y‖Y ) .

Для θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞] пространство

(X,Y )θ,p := {z ∈ X + Y | ‖z‖(X,Y )θ,p <∞},
где

‖z‖(X,Y )θ,p :=





(∞∫
0

K(t, z,X, Y )pt−θp−1 dt

) 1
p

, p ∈ [1,∞),

ess sup
t∈(0,∞)

t−θK(t, z,X, Y ), p =∞,
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является интерполяционным пространством между X и Y .

Пусть 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ и θ ∈ (0, 1). В [9, следствие 2.4] при помощи теоремы

реитерации (см. [10, теорема 2.4, с. 311; 11, теорема 3.5.3]) доказано равенство

(Cesp0,ϕ1(I∗),Cesp1,ϕ1(I∗))θ,pθ = Cespθ,ϕ1(I∗),

где 1
pθ

= 1−θ
p0

+ θ
p1

. Основной результат данной работы находится в п. 2.2, где

доказано другой техникой равенство

(Cesp0,ϕβ
(I∗),Cesp1,ϕβ

(I∗))θ,p = Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗) (1)

для любых θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞] и β > 1
p0

. В п. 2.3 показано, что схема п. 2.2

неприменима для интерполяции пространств C esq,ϕβ
(I∗). Аналогичные резуль-

таты для пространств Копсона приведены в п. 2.4.

Всюду в работе произведения вида 0 ·∞ полагаются равными 0. Соотноше-

ние A .{... } B означает A ≤ cB с константой c, зависящей от параметров

перечисленных в {. . . }; A ≈{... } B равносильно (A .{... } B и B .{... } A).

2. Результаты

2.1. Общие факты.

Предложение 1. Любые два пространства семейства {C esq,w(I)}q∈[1,∞]∪
{Cesq,w(I)}q∈[1,∞] образуют интерполяционную пару.

Доказательство. Пусть {ak}∞1 ⊂ I, {bk}∞1 ⊂ I, a1 < b1, ak ↓ c, bk ↑ d.
Для k ∈ N и f ∈ L1

loc([c, d)) положим

‖f‖(k) :=

bk∫

ak

w(x)

∣∣∣∣∣∣

x∫

c

f

∣∣∣∣∣∣
dx

и определим вещественное векторное пространство

V :=
{
f ∈ L1

loc([c, d)) | ‖f‖V <∞
}
,

где

‖f‖V := sup
k∈N

‖f‖(k)
bk − ak + 1

.

Фиксируем произвольное q ∈ [1,∞]. В силу неравенства Гёльдера для про-

извольного f ∈ C esq,w(I) выполнено

‖f‖V ≤ sup
k∈N

(bk − ak)1−
1
q ‖f‖C esq,w(I)

bk − ak + 1
≤ ‖f‖C esq,w(I),

т. е. C esq,w(I) →֒ V . Так как Cesq,w(I) →֒ C esq,w(I), то Cesq,w(I) →֒ V . �

Пусть p0, p1 ∈ [1,∞] и θ ∈ (0, 1). Определим γ равенством 1
γ = 1

p0
− 1

p1
,

pθ — равенством 1
pθ

= 1−θ
p0

+ θ
p1

. Заметим, что θ
γ = θ

[
1
p0
− 1

p1

]
= 1

p0
− 1

pθ
и

1−θ
γ = 1

γ − θ
γ = 1

pθ
− 1

p1
.

Для элемента f ∈ L1
loc([0,∞)) и s ∈ I∗ положим I0,s := (0, s], I1,s := (s,∞),

f0,s := fχI0,s , f1,s := fχI1,s . Если f0,s ∈ X , f1,s ∈ Y , то из определения функци-

онала K вытекает

K(s
1
γ , f,X, Y ) ≤ ‖f0,s‖X + s

1
γ ‖f1,s‖Y .
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При p ∈ [1,∞)



∞∫

0

K(t, f,X, Y )pt−θp−1 dt




1
p

= γ−
1
p



∞∫

0

K(s
1
γ , f,X, Y )ps−

θp
γ
−1 ds




1
p

,

ибо − 1
γ (θp+ 1) + 1

γ − 1 = − θpγ − 1, и

‖f‖(X,Y )θ,p .γ,p

[∫

I∗

‖f0,s‖pXs
p( 1

pθ
− 1

p0
)−1

ds

] 1
p

+

[∫

I∗

‖f1,s‖pY s
p( 1

pθ
− 1

p1
)−1

ds

] 1
p

. (2)

При p =∞ выполнено

ess sup
t∈(0,∞)

t−θK(t, f,X, Y ) = ess sup
s∈(0,∞)

s−
θ
γK(s

1
γ , f,X, Y )

и

‖f‖(X,Y )θ,∞ ≤ ess sup
s∈(0,∞)

s
1
pθ
− 1

p0 ‖f0,s‖X + ess sup
s∈(0,∞)

s
1
pθ
− 1

p1 ‖f1,s‖Y . (3)

Кроме того, из определения K существуют gs,0 ∈ X и gs,1 ∈ Y такие, что

f = gs,0 + gs,1 и

2K(s
1
γ , f,X, Y ) ≥ ‖gs,0‖X + s

1
γ ‖gs,1‖Y . (4)

Для произвольного веса w ∈M(I∗) можно доказать следующий результат.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p ≤ p0 < p1 ≤ ∞, θ ∈ (0, 1). Тогда

(C esp0,w(I∗),C esp1,w(I∗))θ,p →֒ C esp,w·ϕ 1
p
− 1

pθ

(I∗), (5)

(Cesp0,w(I∗),Cesp1,w(I∗))θ,p →֒ Cesp,w·ϕ 1
p
− 1

pθ

(I∗). (6)

Доказательство. Фиксируем f ∈ (C esp0,w(I∗),C esp1,w(I∗))θ,p. Для дока-

зательства (5) достаточно показать, что для любого s ∈ I∗ выполнено

2K(s
1
γ , f,C esp0,w(I∗),C esp1,w(I∗)) ≥




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p0
− 1

p , (7)

ибо в этом случае перестановкой интегралов получаем

2‖f‖(C esp0,w(I∗),C esp1,w(I∗))θ,p &γ,p



∫

I∗

s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx s
p
p0
− θp

γ
−2 ds




1
p

≈p0,p1,p,θ



∫

I∗

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x
1
p
− 1

pθ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

.

Фиксируем s ∈ I∗. Пусть gs,i ∈ C espi,w(I∗), i ∈ {0, 1}, о которых говорится

в (4). Применяя обратное неравенство Гёльдера, оценим

‖gs,0‖C esp0,w(I∗) + s
1
γ ‖gs,1‖C esp1,w(I∗)
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≥




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x∫

0

gs,0

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p0
− 1

p +




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x∫

0

gs,1

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p1
− 1

p
+ 1

γ

≥




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p0
− 1

p ,

тем самым (7) доказано. Вложение (6) доказывается аналогично. �

Далее работаем с пространствами со степенными весами.

Теорема 2. Пусть 1 ≤ p0 < p1 ≤ p ≤ ∞, β > 1
p0

, θ ∈ (0, 1). Тогда

C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗) →֒ (C esp0,ϕβ
(I∗),C esp1,ϕβ

(I∗))θ,p. (8)

Доказательство. Фиксируем f ∈ C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗). Для s ∈ I∗ имеем

‖f0,s‖C esp0,ϕβ
(I∗) =




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
1

xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p0

dx+

∞∫

s

dx

xβp0

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p0


1
p0

.β,p0



∫

I0,s

∣∣∣∣∣∣
1

xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p0

dx




1
p0

+ s
1
p0
−β

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣
;

при p1 <∞

‖f1,s‖C esp1,ϕβ
(I∗) =



∞∫

s

∣∣∣∣∣∣
1

xβ

x∫

s

f

∣∣∣∣∣∣

p1

dx




1
p1

.β,p1



∫

I1,s

∣∣∣∣∣∣
1

xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p1

dx




1
p1

+ s
1
p1
−β

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣
;

при p1 =∞

‖f1,s‖C esp1,ϕβ
(I∗) = sup

x>s

∣∣∣∣∣∣
1

xβ

x∫

s

f

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

x>s

∣∣∣∣∣∣
1

xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣
+

1

sβ

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣
.

Следовательно, для i ∈ {0, 1} и s ∈ I∗ выполнено

‖fi,s‖C espi,ϕβ
(I∗) .β,pi ‖ϕβH×(f)‖Lpi(Ii,s) + s

1
pi
−β

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣
. (9)

1. Случай p < ∞. Пусть p1 < p и i ∈ {0, 1}. Применяя неравенство

Гёльдера, получим оценку



∫

Ii,s

∣∣∣∣∣∣
1

xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

pi

dx




1
pi

≤



∫

Ii,s

∣∣∣∣∣∣
1

x
β+ 1

p
− 1

pθ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p [∫

Ii,s

xµi dx

] 1
pi
− 1

p

, (10)
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где µi :=
(pθ−p)pi
pθ(p−pi) . Правая часть (10) конечна, ибо µi+1 > 0 при i = 0 и µi+1 < 0

при i = 1. При p1 = p



∞∫

s

∣∣∣∣∣∣
1

xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p1

dx




1
p1

≤



∞∫

s

∣∣∣∣∣∣
1

x
β+ 1

p
− 1

pθ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p
− 1

pθ <∞.

Таким образом, f0,s ∈ C esp0,ϕβ
(I∗) и f1,s ∈ C esp1,ϕβ

(I∗).
Для нашего случая (X,Y ) = (C esp0,ϕβ

(I∗),C esp1,ϕβ
(I∗)), i ∈ {0, 1} имеем

[∫

I∗

‖fi,s‖pC espi,ϕβ
(I∗)

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds

] 1
p

.β,pi



∫

I∗



∫

Ii,s

∣∣∣∣∣∣
1

xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

pi

dx




p
pi

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds




1
p

+ ‖f‖C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗)

.p0,p1,p,θ ‖f‖C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗), (11)

где последняя оценка при pi < p получена применением неравенства Харди [13]

для неотрицательных функций вида

[∫

I∗

(∫

Ii,s

x
( 1
p
− 1

pθ
)pig(x) dx

) p
pi

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds

] pi
p

.p0,p1,p,θ

[∫

I∗

g(x)
p
pi dx

] pi
p

,

ибо для s ∈ I∗ выполнено (см. (10))

[ ∫

I∗\Ii,s

y
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

dy

] pi
p
[∫

Ii,s

xµi dx

]1− pi
p

≈p0,p1,p,θ 1.

При p1 = p имеем



∫

I∗



∞∫

s

∣∣∣∣∣∣
1

xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p1

dx




p
p1

s
p( 1

pθ
− 1

p1
)−1

ds




1
p

=



∫

I∗

∣∣∣∣∣∣
1

xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p x∫

0

s
p
pθ
−2
ds dx




1
p

≈p0,p1,p,θ ‖f‖C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

В силу (2) вложение (8) доказано для случая p <∞.

2. Случай p =∞. Для i ∈ {0, 1} и s ∈ I∗ имеем

s
1
pθ
− 1

pi ‖fi,s‖C espi,ϕβ
(I∗) .β,pi s

1
pθ
− 1

pi ‖ϕβH×(f)‖Lpi(Ii,s) + s
1
pθ
−β

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

≤ ‖f‖C es∞,ϕ
β− 1

pθ

(I∗)[s
1
pθ
− 1

pi ‖ϕ 1
pθ

‖Lpi(Ii,s) + 1] .p0,p1,θ ‖f‖C es∞,ϕ
β− 1

pθ

(I∗).

Применяя (3), получим (8) для случая p =∞. Теорема доказана. �

2.2. Интерполяция пространств Cesq,ϕβ
(I∗) K-методом. Заметим, что

Cesq,ϕβ
(I∗) = {0} при (q <∞ и β ≤ 1

q ) или (q =∞ и β < 0).
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Теорема 3. Пусть 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞, β > 1
p0

, θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞]. Тогда
выполнено (1).

Доказательство. 1. Сначала докажем вложение

Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗) →֒ (Cesp0,ϕβ
(I∗),Cesp1,ϕβ

(I∗))θ,p. (12)

При p ∈ [p1,∞] (12) доказывается аналогично доказательству теоремы 2.

Пусть p < p1. Фиксируем f ∈ Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗). Покажем, что для i ∈ {0, 1}
выполнено fi,s ∈ Cespi,ϕβ

(I∗) и имеет место оценка

[∫

I∗

‖fi,s‖pCespi,ϕβ
(I∗)

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds

] 1
p

.p0,p1,p,θ ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗). (13)

В силу (9) имеем

‖fi,s‖Cespi,ϕβ
(I∗) = ‖|fi,s|‖C espi,ϕβ

(I∗) .β,pi ‖ϕβH×(|f |)‖Lpi(Ii,s) + s
1
pi
−β

s∫

0

|f |

и, учитывая f ∈ L1
loc([0,∞)), достаточно показать конечность первого слагае-

мого при s = 1.

При p ≤ pi <∞ применяем дискретизацию выражения ‖ϕβH×(|f |)‖Lpi(Ii,1)

и неравенство Йенсена для сумм. Пусть Z0 := Z ∩ (−∞, 0], Z1 := Z ∩ [1,∞).

Имеем

‖ϕβH×(|f |)‖Lpi(Ii,1) =


∑

k∈Zi

2k∫

2k−1


 1

xβ

x∫

0

|f |



pi

dx




1
pi

.β,pi


∑

k∈Zi


(2k)

p( 1
pi
−β)




2k∫

0

|f |



p


pi
p



1
pi

≤


∑

k∈Zi

(2k)
p( 1

pi
−β)




2k∫

0

|f |



p


1
p

≤


∑

k∈Zi

(2k)
p( 1

pθ
−β)




2k∫

0

|f |



p


1
p

.β,pθ,p ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

При p1 =∞ действуем аналогично:

sup
x>1


 1

xβ

x∫

0

|f |


 = sup

k∈Z1

sup
x∈(2k−1,2k]


 1

xβ

x∫

0

|f |


 .β


 sup
k∈Z1

(2k)−pβ




2k∫

0

|f |



p


1
p

≤


∑

k∈Z1

(2k)
p( 1

pθ
−β)




2k∫

0

|f |



p


1
p

.β,pθ,p ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

При p0 < p конечность ‖f0,s‖Cesp0,ϕβ
(I∗) доказывается с помощью неравенства

Гёльдера, как сделано в (10). Таким образом, fi,s ∈ Cespi,ϕβ
(I∗) для i ∈ {0, 1}.

При pi < ∞, учитывая (11), для доказательства (13) достаточно показать

выполнение неравенства


∫

I∗



∫

Ii,s


 1

xβ

x∫

0

|f |



pi

dx




p
pi

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds




1
p

.p0,p1,p,θ ‖f‖C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).
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Пусть Z0,k := Z ∩ (−∞, k], Z1,k := Z ∩ [k,∞). Применяя дискретизацию и [14,

предложение 2.1], получим



∫

I∗



∫

Ii,s


 1

xβ

x∫

0

|f |



pi

dx




p
pi

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds




1
p

.p0,p1,p,θ


∑

k∈Z
(2k)

p( 1
pθ
− 1

pi
)


 ∑

n∈Zi,k

2n∫

2n−1


 1

xβ

x∫

0

|f |



pi

dx




p
pi




1
p

≈β,pi,p


∑

k∈Z
(2k)

p( 1
pθ
− 1

pi
)


 ∑

n∈Zi,k

(2n)1−βpi




2n∫

0

|f |



pi


p
pi



1
p

≈β,p0,p1,p,θ


∑

k∈Z
(2k)

p( 1
pθ
−β)




2k∫

0

|f |



p


1
p

.β,pθ,p ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

При p1 =∞ имеем

[∫

I∗

‖f1,s‖pCesp1,ϕβ
(I∗)

s
p( 1

pθ
− 1

p1
)−1

ds

] 1
p

=



∫

I∗


sup
x>s


 1

xβ

x∫

s

|f |





p

s
p
pθ
−1
ds




1
p

.p,pθ


∑

k∈Z
(2k)

p
pθ sup

m≥k
sup

2m−1<x≤2m


 1

xβ

x∫

0

|f |



p


1
p

.p,pθ


∑

k∈Z
(2k)

p( 1
pθ
−β)




2k∫

0

|f |



p


1
p

.β,p,pθ ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

2. Покажем обратное к (12) вложение. Фиксируем элемент f ∈ (Cesp0,ϕβ
(I∗),

Cesp1,ϕβ
(I∗))θ,p. Фиксируем s ∈ I∗. Пусть gs,i ∈ Cespi,w(I∗), i ∈ {0, 1}, о которых

говорится в (4). Заметим, что

‖gs,i‖Cespi,ϕβ
(I∗) ≥ ‖ϕβ‖Lpi((s,∞))

s∫

0

|gs,i| ≈β,pi s
1
pi
−β

s∫

0

|gs,i|.

Следовательно,

‖gs,0‖Cesp0,ϕβ
(I∗) + s

1
γ ‖gs,1‖Cesp1,ϕβ

(I∗) &β,p0,p1 s
1
p0
−β

s∫

0

|f |.

Отсюда

‖f‖(Cesp0,ϕβ
(I∗),Cesp1,ϕβ

(I∗))θ,p &β,p0,p1,p ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

Таким образом, (1) доказано. �

2.3. Контрпример. Следующее утверждение показывает, что схема п. 2.2

неприменима для пространств C esq,ϕβ
(I∗) при p < p1.
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Предложение 2. Пусть 1 ≤ p0 < p1 < ∞, β > 1
p0

, θ ∈ (0, 1), p ∈ [1, p1).
Существует f ∈ C esp,ϕ

β+ 1
p
− 1

pθ

(I∗) такой, что для любого s ∈ [0,∞) выполнено

χ(s,∞)f 6∈ C esp1,ϕβ
(I∗).

Доказательство. Пусть ν > β + p
p1−p

∣∣ 1
pθ
− 1

p

∣∣, 0 < η < min
{
1, p1p − 1

}
.

Для k ∈ N положим

εk :=

{ 1
k2+η , k четное,
1
kη , k нечетное;

bk :=

{
k

1
pν , k четное,

k−
1
pν , k нечетное.

Определим {αk}∞1 ⊂ [2,∞) и {ak}∞1 ⊂ (0, 1) индуктивно. Положим α1 := 2,

a1 := ε12
−p1(ν−β). Пусть {αj}k1 и {aj}k1 построены. Положим

αk+1 :=
α2
k

αk − ak
= αk + ak +

a2
k

αk − ak
и ak+1 := εk+1α

−p1(ν−β)
k+1 . (14)

Тогда αk+1 > αk ≥ 2 и 0 < ak+1 < εk+1 < 1.

Из (14) вытекает, что последовательность {αk}∞1 растет и

αk+1 ≥
k∑

j=1

aj =

k∑

j=1

εjα
−p1(ν−β)
j ≥ α−p1(ν−β)

k+1

k∑

j=1

εj ,

откуда с учетом расходимости ряда
∞∑
j=1

εj следует, что lim
k→∞

αk = ∞. Кроме

того, из (14) имеем

ak = αk −
α2
k

αk+1
=
αkαk+1 − α2

k

αk+1
=

(αk+1 − αk)αk
αk+1

.

Далее, для q ∈ (1,∞) имеем

αk+1∫

αk

dx

xq
=

1

q − 1

[
1

αq−1
k

− 1

αq−1
k+1

]
=

1

q − 1

[
αq−1
k+1 − α

q−1
k

αq−1
k αq−1

k+1

]
,

стало быть,

min{q − 1, 1}
q − 1

ak
αqk
≤

αk+1∫

αk

dx

xq
≤ max{q − 1, 1}

q − 1

ak
αqk
.

Пусть α0 = b0 := 0. Для k ∈ N выберем δk ∈ (0, αk+1 − αk) так, чтобы

выполнялись неравенства

1

2

αk+1∫

αk

dx

xp1β
<

αk+1∫

αk+δk

dx

xp1β
,

[2(bk−1αk−1)
ν + (bkαk)

ν ]
p

αk+δk∫

αk

dx

x
p(β+ 1

p
− 1

pθ
)
<

1

2k
.

Положим

f(x) :=

∞∑

j=1

(bjαj)
ν − (bj−1αj−1)

ν

δj
χ(αj ,αj+δj)(x), x ∈ I∗.
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Заметим, что для y ∈ [αk + δk, αk+1] выполнено

y∫

2

f =

αk+δk∫

2

f =

k∑

j=1

[(bjαj)
ν − (bj−1αj−1)

ν ] = (bkαk)
ν ,

а для y ∈ (αk, αk + δk)∣∣∣∣∣∣

y∫

2

f

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣

αk∫

2

f

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

y∫

αk

f

∣∣∣∣∣∣
≤ 2(bk−1αk−1)

ν + (bkαk)
ν .

Так как

pν−p
[
β +

1

p
− 1

pθ

]
≤ p(ν−β)+p

∣∣∣∣
1

pθ
− 1

p

∣∣∣∣ < p(ν−β)+(p1−p)(ν−β) = p1(ν−β),

то

‖f‖p
C esp,ϕ

β+ 1
p
− 1

pθ

(I∗)
=

∞∑

k=1

αk+1∫

αk

1

x
p(β+ 1

p
− 1

pθ
)

∣∣∣∣∣∣

x∫

2

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx

≤
∞∑

k=1



αk+δk∫

αk

[2(bk−1αk−1)
ν + (bkαk)

ν ]p

x
p(β+ 1

p
− 1

pθ
)

dx+ [bkαk]
pν

αk+1∫

αk+δk

dx

x
p(β+ 1

p
− 1

pθ
)




.β,p,pθ

∞∑

k=1

[
2−k + bpνk akα

pν−p(β+ 1
p
− 1

pθ
)

k

]

≤ 1 +

∞∑

k=1

bpνk akα
p1(ν−β)
k = 1 +

∞∑

k=1

bpνk εk = 1 +

∞∑

k=1

k−(1+η) <∞.

Фиксируем произвольное s ∈ [0,∞). Выберем m ∈ N такое, что ανm > 2 и

m
1
p >

∣∣∣∣
max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣. Тогда для четных k ≥ m

1

(bkαk)ν

∣∣∣∣∣∣

max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣∣∣
=

1

k
1
pανk

∣∣∣∣∣∣

max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

m
1
pανm

∣∣∣∣∣∣

max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣∣∣
<

1

2

и, следовательно,

‖χ(s,∞)f‖p1C esp1,ϕβ
(I∗)
≥

∞∑

k=m

αk+1∫

αk+δk

dx

xp1β

∣∣∣∣∣∣

αk+δk∫

s

f

∣∣∣∣∣∣

p1

=

∞∑

k=m

αk+1∫

αk+δk

dx

xp1β

∣∣∣∣∣∣
(bkαk)

ν −
max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣∣∣

p1

&β,p1

∞∑

k=m

akb
p1ν
k α

p1(ν−β)
k

∣∣∣∣∣∣∣
1− 1

(bkαk)ν

max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣∣∣∣

p1

≥ 1

2p1

∞∑

j=m

bp1ν2j ε2j =∞,

ибо bp1ν2j ε2j = (2j)
p1
p
−2−η. �

2.4. Интерполяция пространств Copq,ϕβ
(I∗) K-методом. Заметим,

что Copq,ϕβ
(I∗) = {0} при (q <∞ и β ≥ 1

q ) или (q =∞ и β > 0).
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Предложение 3. Любые два пространства семейства {C opq,w(I)}q∈[1,∞]∪
{Copq,w(I)}q∈[1,∞] образуют интерполяционную пару.

Теорема 4. Пусть 1 ≤ p ≤ p0 < p1 ≤ ∞, θ ∈ (0, 1). Тогда

(C opp0,w(I∗),C opp1,w(I∗))θ,p →֒ C opp,w·ϕ 1
p
− 1

pθ

(I∗),

(Copp0,w(I∗),Copp1,w(I∗))θ,p →֒ Copp,w·ϕ 1
p
− 1

pθ

(I∗).

Теорема 5. Пусть 1 ≤ p0 < p1 ≤ p ≤ ∞, β < 1
p1

при p1 < ∞, β ≤ 0 при
p1 =∞, θ ∈ (0, 1). Тогда

C opp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗) →֒ (C opp0,ϕβ
(I∗),C opp1,ϕβ

(I∗))θ,p.

Теорема 6. Пусть 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞, β < 1
p1

при p1 <∞, β ≤ 0 при p1 =∞,
θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞]. Тогда выполнено

(Copp0,ϕβ
(I∗),Copp1,ϕβ

(I∗))θ,p = Copp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

Теоремы 4–6 доказываются аналогично теоремам 1–3 с заменой
x∫
0

f на
∞∫
x

f .

Так, утверждение теоремы 4 вытекает из оценки

2K(s
1
γ , f,C opp0,w(I∗),C opp1,w(I∗)) ≥




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

∞∫

x

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p0
− 1

p ,

которая доказывается, как (7). А в разложениях f = f0,s + f1,s и f = gs,0 + gs,1
для i ∈ {0, 1} и s ∈ I∗ имеем

‖fi,s‖Coppi,ϕβ
(I∗) .β,pi ‖ϕβH×(f)‖Lpi(Ii,s) + s

1
pi
−β

∣∣∣∣∣∣

∞∫

s

f

∣∣∣∣∣∣
,

‖gs,i‖Coppi,ϕβ
(I∗) ≥ ‖ϕβ‖Lpi((0,s))

∞∫

s

|gs,i|.
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПОЛУЛИНЕЙНОГО

ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С НЕЛИНЕЙНЫМ

ИНТЕГРАЛЬНЫМ ОПЕРАТОРОМ

В. Г. Романов

Аннотация. Рассматривается интегро-дифференциальное уравнение, главная
часть которого совпадает с волновым оператором, а в младших членах присутству-
ют нелинейное слагаемое q(x)um, m > 1, и интегральный нелинейный оператор.
Этот оператор моделирует память среды и содержит переменный коэффициент
p(x). Для исходного уравнения изучается структура решения задачи Коши с нуле-
выми начальными данными и точечным импульсным источником, локализованным
в некоторой точке (y, 0) четырехмерного пространства переменных (x, t). Предпо-
лагается, что функции q(x) и p(x) финитны и их носители содержатся в шаре B0 с
центром в начале координат и границей S0, а точка y принадлежит концентриче-
ской c S0 сфере S большего радиуса. Точка y является параметром задачи и может
пробегать всю сферу S. Изучается обратная задача об определении функций q(x)
и p(x) в B0. При этом используется следующая информация. Для любой точки
y, лежащей на сфере S, и для точек x, лежащих на определенной части той же
сферы, задается решение задачи Коши для исходного интегро-дифференциального
уравнения для моментов времени, близких к приходу волны от источника в y до
точек x. Показано, что эта обратная задача редуцируется к двум идентичным
задачам интегральной геометрии на семействе прямых с заданной весовой функ-
цией, инвариантной относительно всевозможных вращений вокруг центра шара B0.
Установлена теорема единственности и предложен метод решения этих задач.

DOI10.33048/smzh.2025.66.210

Ключевые слова: полулинейное волновое уравнение с памятью, обратная задача,
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1. Введение

Пусть B = {x ∈ R3 | |x| < R}, S = {x ∈ R3 | |x| = R}, B0 = {x ∈ R3 | |x| <
R0}, R > R0 > 0, d = R −R0. Для y ∈ S определим

S((y) =
{
x ∈ S | |x− y| ≥ 2

√
R2 −R2

0

}
.

Рассмотрим уравнение

L u ≡ �u− q(x)um −
t∫

0

K(x, t− s)uℓ(x, s) ds = f0H(t)δ(x − y),

u|t<0 = 0, (x, t) ∈ �T ,

(1)

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект FWNF-2022-
0009).

c© 2025 Романов В. Г.
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где � = ∂2

∂t2 − � — волновой оператор, m > 1, ℓ ≥ 1 — вещественные числа.

В уравнении (1) f0 — положительная постоянная, H(t) — функция Хевисайда:

H(t) = 1 для t ≥ 0 и H(t) = 0 для t < 0, δ(x − y) — дельта-функция Дирака,

�T = R3 × (−∞, T ], T > 2R. В дальнейшем будем предполагать, что ядро

уравнения (1) представимо в виде

K(x, t) = p(x)K0(t), (2)

в котором K0(0) = 1, K0 ∈ C[0, T ]. Функции q(x) и p(x) предполагаются фи-

нитными с носителями, лежащими в области B0.

Прямая задача. При заданных q(x), K(x, t), m, ℓ, y и f0 найти функцию
u(x, t) как решение задачи (1).

Точка y является параметром задачи. Поэтому ее решение обозначим через

u(x, t,y). Так как уравнение (1) нелинейно, то нельзя гарантировать существо-

вание его решения при любом T > 0. В следующем разделе будет доказано его

существование на некотором множестве, лежащем в области �T .

Обратная задача. В предположении, что выполнено равенство (2) с из-
вестной функцией K0(t), найти функции p(x) и q(x) в области B0 по функции
F (x, t,y), заданной формулой

F (x, t,y) = u(x, t,y) ∀y ∈ S, ∀x ∈ S(y), t ∈ [|x− y|, |x− y|+ η], (3)

в которой u(x, t,y) — решение прямой задачи, η > 0 — произвольно малое число.

Обратные задачи для линейных уравнений с памятью начали изучаться

довольно давно. Упомянем здесь работы [1–12], в которых рассмотрены задачи

восстановления ядер гиперболических уравнений и систем уравнений электро-

динамики и упругости. Более подробную библиографию по этим задачам мож-

но найти в книге [12]. Обратные задачи для нелинейных уравнений интенсивно

изучаются в последнее время. В работах [13–17] изучены задачи, в которых ква-

зилинейные уравнения гиперболического типа рассматриваются на лоренцевом

многообразии. При этом изучены задачи об определении лоренцевой метри-

ки, либо коэффициентов при нелинейностях. В статье [18] исследована задача

для системы нелинейных уравнений теории упругости. В работах [19–28] изу-

чены обратные задачи об определении коэффициентов нелинейного волнового

уравнения, содержащего одну или две нелинейности. В статье [29] исследована

обратная задача для нелинейного уравнения переноса.

В настоящей работе изучается обратная задача об определении коэффи-

циентов p(x) и q(x). Новизна этой работы состоит в том, что в ней впервые

в рассматриваемое исходное уравнение входит наряду с нелинейным диффе-

ренциальным оператором и нелинейный интегро-дифференциальный оператор.

В разд. 2 доказывается существование решения прямой задачи (1) в некотором

сужении области �T и дается представление этого решения в окрестности ха-

рактеристического конуса t = |x − y|. Затем в разд. 3 исследуется обратная

задача. Показывается, что задачи об определении функций q(x) и p(x) в шаре

B0 сводятся к идентичным задачам об их отыскании по интегралам вдоль все-

возможных прямых линий, пересекающих шар B0, с заданной весовой функци-

ей, которая инвариантна относительно всевозможных вращений вокруг центра

B0. Устанавливается теорема единственности и формулируется возможный ме-

тод решения этих задач. В целом постановка обратной задачи и полученные

результаты являются новыми.
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2. Теорема существования

и представление решения прямой задачи

Обозначим через ν(x,y) единичный вектор, вычисляемый по формуле

ν(x,y) = ∇x|x− y| = x− y

|x− y| , x 6= y.

Теорема 1. Пусть y ∈ S — фиксированная точка, функции q(x), p(x) фи-
нитны в B0 и q ∈ C2(B), p ∈ C(B), K0 ∈ C[0, T ]. Тогда найдется положительное
число η0 такое, что в области �T (y, η0) = �T \{(x, t) | t > |y−x|+η0} существует
единственное обобщенное (в смысле теории распределений) решение задачи (1)

и это решение представимо в виде

u(x, t,y) = H(t− |x− y|)[α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|)] + v(x, t,y), (4)

в котором

v(x, t,y) = 0, ecли

{
t < |x− y|, t ≤ T,
|x− y| ≤ t ≤ 2d− |x− y|.

Кроме того, функция v(x, t,y) непрерывна и

v(x, t,y) ∼ β(x,y)(t − |x− y|)2, если t→ |x− y|+ 0. (5)

Функции α0(x,y), α1(x,y) и β(x,y) вычисляются по формулам

α0(x,y) =
f0

4π|x− y| , (6)

α1(x,y) =
fm0

2(4π)m|x− y|

∫

L(x,y)

q(ξ)s1−m ds, (7)

β(x,y) =
1

4|x− y|

∫

L(x,y)

[
�α1(ξ,y) +mq(ξ)αm−1

0 (ξ,y)α1(ξ,y) + p(ξ)αℓ0(ξ,y)
]
s ds,

(8)

в которых L(x,y) — отрезок прямой, соединяющий точки x и y, ξ = y+sν(x,y)—
промежуточная точка интегрирования, s ∈ [0, |x− y|].

Доказательство. Непосредственные вычисления с использованием пред-

ставления (4) приводят к равенствам

�u(x, t,y) = f0H(t)δ(x− y) +H(t− |x− y|)
[
2∇α1(x,y) · ν(x,y)

+ 2α1(x,y)
1

|x − y| −�α1(x,y)(t − |x− y|)
]

+�v(x, t,y),

um(x, t,y) = H(t− |x− y|)αm0 (x,y) + �1(x, t,y, v(x, t,y)),

t∫

0

K(x, t− s)uℓ(x, s,y) ds = p(x)�2(x, t,y, v(x, t,y)),

в которых

�1(x, t,y, v(x, t,y)) = {H(t−|x−y|)[α0(x,y)+α1(x,y)(t−|x−y|)]+v(x, t,y)}m

−H(t− |x− y|)αm0 (x,y),



248 В. Г. Романов

�2(x, t,y, v(x, t,y)) =

t∫

0

K0(t− s){H(s− |x− y|)[α0(x,y)

+ α1(x,y)(s − |x− y|)] + v(x, s,y)}ℓ ds.

В итоге этих вычислений находим, что

L u(x, t,y) = f0H(t)δ(x − y) +�v(x, t,y) +H(t− |x− y|)
[
2∇α1(x,y) · ν(x,y)

+ 2α1(x,y)
1

|x − y| − q(x)αm0 (x,y)

]
− �(x, t,y, v(x, t,y)),

где

�(x, t,y, v(x, t,y)) = H(t− |x− y|)�α1(x,y)(t − |x− y|)
+ q(x)�1(x, t,y, v(x, t,y)) + p(x)�2(x, t,y, v(x, t,y)).

Подставим L u в формулу (1) и выберем α1(x,y) из условия

2∇α1(x,y) · ν(x,y) + 2α1(x,y)
1

|x − y| = q(x)αm0 (x,y). (9)

Тогда получим, что функция v(x, t,y) должна быть решением задачи

�v(x, t,y) = �(x, t,y, v(x, t,y)), v|t<0 = 0, (x, t) ∈ �T . (10)

Из формулы (9) следует равенство (7). Действительно, уравнение (9), с учетом

формулы (6) можно представить вдоль L(x,y) в виде

2
d

ds
α1(y + sν(x,y),y) +

2

s
α1(y + sν(x,y),y) = q(y + sν(x,y))

(
f0
4π

)m
s−m

и, умножая на s, записать его так:

2
d

ds
[sα1(y + sν(x,y),y)] = q(y + sν(x,y))

(
f0
4π

)m
s1−m.

Интегрируя последнее равенство по промежутку [0, |x−y|], приходим к формуле

(7). Заметим, что в силу финитности q(x) в B0 функция α1(x,y) отлична от

нуля только тогда, когда L(x,y) имеет непустое пересечение с областью B0.

При этом q(ξ) = 0 для |ξ − y| ≤ d = R−R0.

Функция �(x, t,y, v(x, t,y)) при t− |x− y| < 0 определяется равенством

�(x, t,y, v(x, t,y)) = q(x)vk(x, t,y) +

t∫

0

K(x, t− s)vℓ(x, s,y) ds.

Следовательно, задача (10) при t− |x − y| < 0 не содержит источников возму-

щений. В силу конечной скорости распространения сигналов

v(x, t,y) ≡ 0 для t < |x− y|, t ≤ T.

Кроме того, в силу финитности функций q(x) и p(x) в B0

�(x, t,y, v(x, t,y)) = 0, если |x− y| ≤ t ≤ 2d− |x− y|.
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Отсюда следует, что v(x, t,y) ≡ 0 в области G0(y, d) = {((x, t) | |x − y| ≤ t ≤
2d− |x− y|}.

Используя формулу Кирхгофа и равенство v(x, t,y) = 0 для t < |x − y|,
выпишем для функции v(x, t,y) в области t ≥ |x − y|, t ≤ T , интегральное

уравнение:

v(x, t,y) =
1

4π

∫

D(x,y,t)

�(ξ, t− |ξ − x|,y, v(ξ, t − |ξ − x|,y|)
|ξ − x| dξ, t ≥ |x− y|, (11)

в котором область интегрирования D(x,y, t) представляет собой внутренность

эллипсоида вращения

E(x,y, t) = {ξ ∈ R3 | |ξ − x| = t− |ξ − y|}

с фокусами в точках x и y.

Для исследования уравнения (11) удобно ввести некоторые специальные

криволинейные координаты точки ξ. Введем в рассмотрение семейство софо-

кусных эллипсоидов

E(x,y, τ) = {ξ ∈ R3 | |ξ − x|+ |ξ − y| = τ}, τ ∈ [|x− y|, t],

и примем в качестве одной из криволинейных координат параметр τ , характе-

ризующий расположение точки ξ. Заметим, что при τ → |x − y|+ 0 эллипсоид

E(x,y, τ) вырождается в отрезок L(x,y).

Введем также новую декартову систему координат ξ′ = (ξ′1, ξ
′
2, ξ
′
3) с центром

в точке y и связанную с ней сферическую систему координат r, θ, ϕ. Положим

ξ = y +

3∑

i=1

ξ′iei, ξ′1 = r sin θ cosϕ, ξ′2 = r sin θ sinϕ, ξ′3 = r cos θ,

θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π).

(12)

Единичные орты ei, i = 1, 2, 3, выберем так, чтобы орт e3 совпал с единичным

вектором ν(x,y) = (sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ), ϑ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π), а орты

e1, e2 примем ортогональными друг другу и орту e3. При этом ϑ и φ являются

функциями x и y. Более точно, выберем ei, i = 1, 2, 3, в виде

e1 = (cosϑ cosφ, cosϑ sinφ,− sinϑ), e2 = (− sinφ, cosφ, 0),

e3 = (sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ).

Тогда из формулы (12) следует, что

|ξ − y| = r, |ξ − x| = (|x − y|2 − 2r|x− y| cos θ + r2)1/2,

и уравнение, определяющее эллипсоид E(x,y, τ), имеет вид

r =
τ2 − |x− y|2

2(τ − |x− y| cos θ)
.

В качестве второй криволинейной координаты примем угол ϕ, а в качестве

третьей — цилиндрическую координату

z = ξ′3 = r cos θ =
(τ2 − |x− y|2) cos θ

2(τ − |x− y| cos θ)
, θ ∈ [0, π].
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Выразим cos θ и sin θ через z, τ . Используя предыдущую формулу, находим, что

cos θ(z, τ) =
2zτ

τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y| , (13)

sin θ(z, τ) =
[(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|)2 − 4z2τ2]1/2

τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y| . (14)

Формула (13) позволяет найти уравнение эллипсоида в координатах z, τ :

r = r(z, τ) =
z

cos θ(z, τ)
=

1

2τ
(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|).

Из этой формулы следует, что

z ∈ [z1(τ), z2(τ)], z1(τ) = −τ − |x− y|
2

, z2(τ) =
τ + |x− y|

2
.

При этом

r ∈ [r1(τ), r2(τ)], r1(τ) = τ − |x− y|, r2(τ) = τ + |x− y|.

Из формулы (14) следует также равенство

r(z, τ) sin θ =
1

2τ
[(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|)2 − 4z2τ2]1/2 =: f(z, τ).

В результате этих вычислений формула (12) преобразуется к виду

ξ = y +

3∑

i=1

ξ′iei, ξ′1 = f(z, τ) cosϕ, ξ′2 = f(z, τ) sinϕ, ξ′3 = z, ϕ ∈ [0, 2π).

(15)

В криволинейных координатах z, ϕ, τ имеем

dξ = f(z, τ)
∂f(z, τ)

∂τ
dτdzdϕ.

Вычисляя 1
2
∂f2(z,τ)
∂τ2 , находим, что

1

2

∂f2(z, τ)

∂τ2
=

1

4τ3
(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|)(τ2 − |x + y|2 − 2z|x− y|).

Следовательно,

dξ

|ξ − x| =
1

2τ2
(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|) dτdzdϕ =

r(z, τ)

τ
dτdzdϕ. (16)

Учитывая формулу (16), запишем уравнение (11) в виде

v(x, t,y) =
1

4π

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

2π∫

0

�(ξ, t−|ξ−x|,y, v(ξ, t−|ξ−x|,y))
r(z, τ)

τ
dϕdzdτ, (17)

t ≥ |x− y|,
в котором переменная ξ определена формулой (15).

Пусть η ∈ (0, d]. Напомним, что d = R − R0 и G0(y, d) = {(x, t) | |x − y| ≤
t ≤ 2d− |x− y|}. Определим множества

G1(y, η, T ) = {(x, t) | |x− y| ≤ t ≤ η + |x− y|} ∩ �T ,
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G(y, η, T, d) = G1(y, η, T ) \G0(y, d).

Заметим, что для (x, t) ∈ G(y, η, T, d) при η ≤ d справедливы неравенства

d/2 ≤ |x− y| ≤ T, t− |x− y| ≤ η ≤ d, t+ |x− y| ≤ 2T. (18)

В дальнейшем будем рассматривать уравнение (17) в области G(y, η, T, d).
Определим для (x, t) ∈ G(y, η, T, d) функции




�10(x, t,y) = [α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|)]m − αm0 (x,y),

�20(x, t,y) =
t∫

|x−y|
K0(t− s)[α0(x,y) + α1(x,y)(s − |x− y|)]ℓ ds,

�0(x, t,y) = �α1(x,y)(t − |x− y|) + q(x)�10(x, t,y) + p(x)�20(x, t,y),

(19)

�̂(x, t,y, v(x, t,y)) = q(x){[α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|) + v(x, t,y)]m

− [α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|)]m}

+ p(x)

t∫

|x−y|

K0(t− s){[α0(x,y) + α1(x,y)(s − |x− y|) + v(x, s,y)]ℓ

− [α0(x,y) + α1(x,y)(s − |x− y|)]ℓ} ds. (20)

Тогда функция �, входящая в уравнение (17), может быть записана в виде

�(x, t,y, v(x, t,y)) = �0(x, t,y) + �̂(x, t,y, v(x, t,y)). (21)

Оценим отдельные слагаемые функции �0(x, t) для всех (x, t) ∈ G(y, η, T, d).
Прежде всего оценим �α1(x,y).

Лемма 1. Пусть функция q(x) финитна в B0 и для нее выполнено условие

‖q‖C2(B) = max( max
1≤j,k≤3

max
x∈B
|qxjxk

(x)|, max
1≤j≤3

max
x∈B
|qxj

(x)|,max
x∈B
|q(x)|) ≤ q1 <∞.

(22)

Тогда имеет место оценка

|�α1(x,y)| ≤ a11, (x, t) ∈ G(y, η, T, d), (23)

в которой

a11 =
q1f

m
0

2(4π)mdm−1
[3 + 2(m− 1)d−1 + (m− 1)2d−2].

Доказательство. Выполняя в (7) замену переменной s = ζ|x − y|, запи-

шем формулу для α1(x,y) в виде

α1(x,y) =
fm0 |x− y|1−m

2(4π)m

1∫

0

q(y + ζ(x− y))ζ1−m dζ. (24)

В силу финитности q(x) в B0

α1(x,y) = 0 для |x− y| ≤ d = R −R0.

Для |x− y| > d из формулы (24) следует равенство

�α1(x,y) =
fm0

2(4π)m

1∫

0

{|x− y|1−mζ2�ξq(ξ) + 2ζ∇ξq(ξ) · ∇x|x− y|1−m
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+ q(ξ)�x|x− y|1−m}ζ1−m dζ

=
fm0

2(4π)m

1∫

0

{|x− y|1−mζ2�ξq(ξ) + 2(1−m)ζ|x− y|−(m+1)∇ξq(ξ) · (x− y)

+ q(ξ)(m− 1)2|x− y|−(m+1)}ζ1−m dζ, |x− y| > d. (25)

Из равенства (25) и условия (22) тогда следует оценка

|�α1(x,y) ≤ q1f
m
0

2(4π)m|x− y|m−1

1∫

d/|x−y|

[3ζ2 + 2(m− 1)|x− y|−1ζ

+ (m− 1)2|x− y|−2]ζ1−m dζ, |x− y| > d.

В этой формуле нижний предел заменен на d/|x − y|, так как функция q(ξ)
равна нулю для ζ < d/|x − y|. Замечая, что функция, стоящая в интеграле в

квадратных скобках, монотонно возрастает, а функция ζ1−m монотонно убыва-

ет, и интервал интегрирования не превосходит 1, положим ζ = 1 в выражении в

квадратных скобках и ζ = d/|x−y| в сомножителе. Заменяя длину промежутка

интегрирования на 1, находим, что

|�α1(x,y)| ≤ q1f
m
0

2(4π)mdm−1
[3+2(m−1)|x−y|−1+(m−1)2|x−y|−2], |x−y| > d.

Окончательная оценка �α1(x,y) имеет вид

|�α1(x,y)| ≤ q1f
m
0

2(4π)mdm−1
[3+2(m−1)d−1+(m−1)2d−2] = a11, |x−y| > d. (26)

Из сделанного выше замечания, что α1(x,y) = 0 для |x − y| ≤ d, и нера-

венства (26) следует оценка (23). �

Оценим функции �10 и �20.

Лемма 2. Пусть функция q(x) финитна в B0 и выполнены неравенства

‖q‖C(B) ≤ q0, |K0‖C[0,T ] ≤ K00 (27)

с некоторыми положительными постоянными q0,K00. Тогда в G(y, η, T, d) при
достаточно малом числе η > 0 имеют место оценки

|�10(x, t,y)| ≤ b1(t− |x− y|), |�20(x, t,y)| ≤ b2(t− |x− y|), (28)

в которых постоянные b1 и b2 определены равенствами

b1 =
mfm0 q0R0

(4π)mdm

[
f0

2πd
+

fm0 q0R0

2(4π)mdm−2

]m−1

, b2 = K00

[
f0

2πd
+

fm0 q0R0

2(4π)mdm−2

]ℓ
.

Доказательство. В области G(y, η, d), справедливы неравенства (18).

Поэтому из формулы (6) и первого неравенства (18) следует, что в этой области

a00 :=
f0

4πT
≤ α0(x,y) ≤ f0

2πd
=: a01. (29)

Используя формулу (7) и финитность в B0 функции q(x), находим, что

|α1(x,y)| ≤ fm0 q0R0

(4π)mdm
=: a10. (30)
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Из оценок (29) и (30) следует, что

α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|) ≥ a00 − a10η > 0,

если

η < η01 =: min(a00/a10, d).

В дальнейшем будем полагать, что число η выбрано из этого условия. Получен-

ное неравенство гарантирует корректность определения функций �10(x, t,y) и

�20(x, t,y).

Преобразуем выражение для �10(x, t,y), представив его в виде

�10(x, t,y) = [α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|)]m − αm0 (x,y)

= m

α0(x,y)+α1(x,y)(t−|x−y|)∫

α0(x,y)

zm−1 dz = (t− |x− y|)�10(x, t,y), (31)

в котором

�10(x, t,y) = mα1(x,y)

1∫

0

[α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|)z1]m−1 dz1. (32)

Из последней формулы и второго неравенства (18) следует, что

|�10(x, t,y)| ≤ m|α1(x,y)|[|α0(x,y)| + |α1(x,y)|(t − |x− y|)]m−1

≤ ma10[a01 + a10d]
m−1 = b1.

Из формулы (19) для функции �20(x, t,y) и оценок (29), (30) находим, что

|�20(x, t,y)| ≤
t∫

|x−y|

|K0(t− s)|[|α0(x,y)| + |α1(x,y)|(s − |x− y|)]ℓ ds

≤ K00[a01 + a10d]
ℓ(t− |x− y|) = b2(t− |x− y|). �

Лемма 3. Пусть выполнены условия лемм 1, 2, функции q(x) и p(x) фи-
нитны в B0 и выполнено условие

‖p‖C(B) ≤ p0 (33)

с некоторой положительной постоянной p0. Тогда при достаточно малом числе
η > 0 имеет место оценка

|�0(x, t,y)| ≤ A0(t− |x− y|), (x, t) ∈ G(y, η, T, d), (34)

в которой
A0 = a11 + q0b1 + p0b2.

Кроме того, справедливо равенство эквивалентности

�0(x, t,y) ∼ γ(x,y)(t− |x− y|) при t→ |x− y| + 0 (35)

с функцией γ(x,y), определенной формулой

γ(x,y) = �α1(x,y) +mq(x)α1(x,y)αm−1
0 (x,y) + p(x)αℓ0(x,y). (36)
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Доказательство. Примем, что η < η01. Используя оценки (23), (28) для

отдельных слагаемых функции �0(x, t,y) и условия (27) и (33), находим, что

|�0(x, t,y)| ≤ |�α1(x,y)|(t − |x− y|) + |q(x)||�10(x, t,y)| + |p(x)||�20(x, t,y)|
≤ a11(t− |x− y|) + q0b1(t− |x− y|) + p0b2(t− |x− y|) = A0(t− |x− y|).

Это неравенство доказывает оценку (34).

Из формул (31) и (32) следует, что при (t − |x − y|) → +0 справедливо

соотношение

�10(x, t,y) ∼ mq(x)α1(x,y)αm−1
0 (x,y)(t − |x− y|). (37)

Аналогично из формулы (19) для �20(x, t,y) и условия K0(0) = 1 следует соот-

ношение

�20(x, t,y) ∼ p(x)αℓ0(x,y)(t − |x− y|) при (t− |x− y|)→ +0. (38)

Из (37) и (38) вытекают формулы (35) и (36). �

Определим функцию v0(x, t,y) равенством

v0(x, t,y) =
1

4π

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

2π∫

0

�0(ξ, t− |ξ − x|,y)
r(z, τ)

τ
dϕdzdτ, t ≥ |x− y|, (39)

и изучим ее свойства в области G(y, η, T, d).

Лемма 4. Пусть выполнены условия лемм 1–3 и η < η01. Тогда функция
v0(x, t,y) непрерывна в области G(y, η, T, d) и для нее справедлива оценка

|v0(x, t,y)| ≤ A00(t− |x− y|)2, (x, t) ∈ G(y, η, T, d). (40)

с положительной постоянной

A00 = A0T/2.

Кроме того, имеет место равенство

v0(x, t,y) ∼ β(x,y)(t − |x− y|)2 при t→ |x− y|+ 0, (41)

в котором функция β(x,y) определена формулой (8).

Доказательство. Функция �0(x, t,y) непрерывна в области G(y, η, T, d).
Поэтому подынтегральное выражение в формуле (40) является непрерывной

функцией в этой области. Следовательно, и функция v0(x, t,y) обладает этим

же свойством непрерывности. Оценим ее, используя неравенство (34), соотно-

шения

r(z, τ) ≤ τ + |x− y| ≤ t+ |x− y| ≤ 2T, z2(τ) − z1(τ) = τ

и (18). Тогда

|v0(x, t,y)| ≤ 1

4π

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

2π∫

0

A0(t− |ξ − x| − |ξ − y|)r(z, τ)
τ

dϕdzdτ

≤ A0T

t∫

|x−y|

(t−τ) dτ =
A0T

2
(t−|x−y|)2 = A00(t−|x−y|)2, (x, t) ∈ G(y, η, T, d).
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Эта оценка доказывает формулу (40).

Если t→ |x− y|+ 0, то τ → |x− y|+ 0 и

r(z, τ)

τ
→ z

|x− y| , ξ → y + zν(x,y), z1(τ)→ 0, z2(τ)→ |x− y|

равномерно по (x, t) в области G(y, η, T, d). При этом эллипсоид E(x,y, t) стя-

гивается к отрезку L(x,y). Поэтому, используя (35), находим, что

v0(x, t,y) ∼ 1

2

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

γ(ξ,y)(t − |ξ − x| − |ξ − y|) z

|x − y| dzdτ

=
1

2|x− y|

t∫

|x−y|

|x−y|∫

0

γ(y + zν(x,y),y)(t − τ)z dzdτ

= (t−|x−y|)2 1

4|x− y|

|x−y|∫

0

γ(ξ,y)z dz = β(x,y)(t−|x−y|)2 , t→ |x−y|+0.

Таким образом, установлено соотношение (41). �

Из равенств (17), (39) следует, что уравнение (17) в области G(y, η, T, d)
может быть представлено в виде

v(x, t,y) = v0(x, t,y)

+
1

4π

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

2π∫

0

�̂(ξ, t− |ξ − x|,y, v(ξ, t − |ξ − x|,y))
r(z, τ)

τ
dϕdzdτ. (42)

Используя формулу (20), преобразуем функцию �̂(x, t,y, v(x, t,y)), входящую

в это уравнение, следующим образом:

�̂(x, t,y, v(x, t,y)) = mq(x)

α0(x,y)+α1(x,y)(t−|x−y|)+v(x,t,y)∫

α0(x,y)+α1(x,y)(t−|x−y|)

ζm−1 dζ

+ ℓp(x)

t∫

|x−y|

K0(t− s)
α0(x,y)+α1(x,y)(s−|x−y|)+v(x,s,y)∫

α0(x,y)+α1(x,y)(s−|x−y|)

ζℓ−1 dζ

= mq(x)v(x, t,y)�̂m(x, t,y, v(x, t,y))

+ ℓp(x)

t∫

|x−y|

K0(t− s)v(x, s,y)�̂ℓ(x, s,y, v(x, s,y)) ds. (43)

В формуле (43) функции �̂m(x, t,y, v(x, t,y)) и �̂ℓ(x, s,y, v(x, s,y)) определены

равенствами

�̂m(x, t,y, v(x, t,y)) =

1∫

0

{v(x, t,y)ζ1 + α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|)}m−1 dζ1,

(44)
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�̂ℓ(x, s,y, v(x, s,y)) =

1∫

0

{v(x, s,y)ζ1+α0(x,y)+α1(x,y)(s−|x−y|)}ℓ−1 dζ1. (45)

Рассмотрим для уравнения (42) метод последовательных приближений:

vn(x, t,y) = v0(x, t,y)

+
1

4π

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

2π∫

0

�̂(ξ, t− |ξ − x|,y, vn−1(ξ, t− |ξ − x|,y))
r(z, τ)

τ
dϕdzdτ, (46)

для n = 1, 2, . . . .

Лемма 5. Пусть выполнены условия лемм 1–3. Тогда найдется положи-
тельное число η0 = η0(R0, T, d,m, ℓ, q1, q0, p0,K00) такое, что последовательные
приближения, определенные формулой (46), сходятся в области G(y, η0, T, d)
равномерно к непрерывной функции v(x, t,y), для которой имеют место соот-
ношения

|v(x, t,y) − v0(x, t,y)| ≤ A00

η0
(t− |x− y|)3, (x, t) ∈ G(y, η0, T, d), (47)

v(x, t,y) ∼ β(x,y)(t − |x− y|)2 при t→ |x− y|+ 0. (48)

причем функция β(x,y) определена формулой (8).

Доказательство. Пусть η ∈ (0, η01). Тогда все последовательные при-

ближения vn(x, t,y) непрерывны в области G(y, η, T, d). Это устанавливается

так же, как и ранее непрерывность функции v0(x, t,y). Покажем, что эти при-

ближения удовлетворяют неравенству

|vn(x, t,y)| ≤ 2A00(t− |x− y|)2, (x, t) ∈ G(y, η, T, d), n = 1, 2, . . . . (49)

Так как

|v0(x, t,y)| ≤ A00(t− |x− y|)2, (x, t) ∈ G(y, η, T, d),

то

|v0(x, t,y)| ≤ A00η
2 ≤ 2A00η

2, (x, t) ∈ G(y, η, T, d).

Выберем число η02 ∈ (0, η01) так, чтобы выполнялось условие

α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|) + v0(x, t,y) ≥ a00 − a10η02 − 2A00η
2
02 > 0. (50)

Это условие необходимо для корректности определения �̂m и �̂ℓ.
При η ∈ (0, η02] справедливы неравенства

{
|�̂m(x, t,y, v0(x, t,y))| ≤ (2A00d2 + a01 + a10d)m−1,

|�̂ℓ(x, s,y, v0(x, s,y))| ≤ (2A00d
2 + a01 + a10d)

ℓ−1.
(51)

Из этих неравенств и (43) вытекает оценка функции �̂(x, t,y, v0(x, t,y)):

|�̂(x, t,y, v0(x, t,y))| ≤ C(t− |x− y|)2, (x, t) ∈ G(y, η, T, d),

в которой постояннаяC = C(R0, T, d,m, ℓ, q1, q0, p0,K00) определяется формулой

C = 2A00[mq0(2A00d
2 + a01 + a10d)

m−1 + ℓp0K00(2A00d
2 + a01 + a10d)

ℓ−1].
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Из формулы (46) при n = 1 и оценки (51) находим, что

|v1(x, t,y)| ≤ |v0(x, t,y)|

+
1

4π

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

2π∫

0

|�̂(ξ, t− |ξ − x|,y, v0(ξ, t− |ξ − x|,y))|r(z, τ)
τ

dϕdzdτ

≤ A00(t− |x− y|)2 +
C

2

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

(t− |ξ − x| − |ξ − y|)2 r(z, τ)
τ

dzdτ.

Так как

r(z, τ) ≤ τ + |x− y| ≤ 2T, z2(τ) − z1(τ) = τ,

продолжая предыдущее неравенство, приходим к оценке

|v1(x, t,y)| ≤ A00(t− |x− y|)2 + CT

t∫

|x−y|

(t− τ)2 dτ

= A00(t− |x− y|)2 +
CT

3
(t− |x− y|)3 ≤

[
A00 +

CT

3
η

]
(t− |x− y|)2.

Выберем η0 из условия

η0 = min[η02, 3A00/(CT )].

Тогда из полученного выше неравенства следует оценка

|v1(x, t,y)| ≤ 2A00(t− |x− y|)2. (52)

Таким образом, при n = 1 верно неравенство (49).

Рассмотрим теперь приближение v2(x, t,y). При оценке его интегральной

составляющей роль v0(x, t,y) играет функция v1(x, t,y). Заметим, что в оценке

(50) мы заменили в ней v0 на 2A00η
2
02. Поэтому оценки (50), (51) останутся

верными при замене в них v0 на функцию v1, так как для нее верно то же

самое неравенство. Следовательно, оценка (52) также останется верной с той же

постояннойC при замене в ней v1 на v2. В итоге, повторяя для оценки vn(x, t,y),

n ≥ 3, выкладки, аналогичные проделанным выше, приходим к выводу, что

неравенство (49) верно и при любом натуральном n.

Так как неравенство (49) верно при любом vn, то справедлива и оценка

|vn(x, t,y) − v0(x, t,y)|

≤ 1

4π

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

2π∫

0

|�̂(ξ, t− |ξ − x|,y, vn−1(ξ, t− |ξ − x|,y))|r(z, τ)
τ

dϕdzdτ

≤ CT
t∫

|x−y|

(t− τ)2 dτ =
CT

3
(t− |x− y|)3 ≤ A00

η0
(t− |x− y|)3. (53)

Покажем сходимость последовательности vn(x, t,y). Введем разности

wn(x, t,y) = vn(x, t,y) − vn−1(x, t,y), n = 1, 2, . . . .
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Используя оценку (53) при n = 1, находим, что

|w1(x, t,y)| ≤ 6A00

η0

(t− |x− y|)3
3!

, (x, t) ∈ G(y, η0, T, d). (54)

Чтобы оценить wn(x, t,y) для n ≥ 2, необходимо преобразовать разность

�̂(ξ, t,y, vn(ξ, t,y)) − �̂(ξ, t,y, vn−1(ξ, t,y))

к виду, удобному для выполнения этих оценок. Представим эту разность в виде

�̂(ξ, t,y, vn(ξ, t,y)) − �̂(ξ, t,y, vn−1(ξ, t,y))

= q(x){[α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|) + vn(x, t,y)]m

− [α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|) + vn−1(x, t,y)]m}

+ p(x)

t∫

|x−y|

K0(t− s){[α0(x,y) + α1(x,y)(s − |x− y|) + vn(x, s,y)]ℓ

− [α0(x,y) + α1(x,y)(s − |x− y|) + vn−1(x, st,y)]ℓ} ds

= mq(x)

α0(x,y)+α1(x,y)(t−|x−y|)+vn(x,t,y)∫

α0(x,y)+α1(x,y)(t−|x−y|)+vn−1(x,t,y)

ζm−1 dζ

+ ℓp(x)

t∫

|x−y|

K0(t− s)
α0(x,y)+α1(x,y)(s−|x−y|)+vn(x,s,y)∫

α0(x,y)+α1(x,y)(s−|x−y|)+vn−1(x,s,y)

ζℓ dζ ds

= mq(x)wn(x, t,y)�3n(x, t,y) + ℓp(x)

t∫

|x−y|

K0(t− s)wn(x, s,y)�4n(x, s,y) ds,
(55)

в котором �3n и �4n вычисляются по формулам

�3n(x, t,y) =

1∫

0

{[vn(x, t,y) − vn−1(x, t,y)]ζ1

+ [α0(x,y) + α1(x,y)(t − |x− y|) + vn−1(x, t,y)]}m−1 dζ1, (56)

�4n(x, s,y) =

1∫

0

{[vn(x, s,y) − vn−1(x, s,y)]ζ1

+ [α0(x,y) + α1(x,y)(s − |x− y|) + vn−1(x, s,y)]}ℓ−1 dζ1. (57)

Оценим �3n и �4n в областиG(y, η0, T, d). Используя неравенства (49), находим,

что

|�3n(x, t,y)| ≤
1∫

0

{4A00d
2ζ1 + [a01 + a10d+ 2A00d

2]}m−1 dζ1

≤ {6A00d
2 + a01 + a10d}m−1 =: Dm. (58)
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Аналогично

|�4n(x, s,y)| ≤ {6A00d
2 + a01 + a10d}ℓ−1 =: Dℓ. (59)

Используя представление (55) и оценки (58), (59), получаем оценку

|w2(x, t,y)| ≤ 1

4π

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

2π∫

0



mq0Dm|w1(ξ, t− |ξ − x|,y)|

+ ℓDℓK00

t−|ξ−x|∫

|ξ−y|

|w1(ξ, s,y)| ds




r(z, τ

τ
dϕ dzdτ.

В силу неравенства (54) имеем

|w1(ξ, t− |ξ − x|,y)| ≤ 6A00

η0

(t− |ξ − x| − |ξ − y|)3
3!

=
6A00

η0

(t− τ)3
3!

,

t−|ξ−x|∫

|ξ−y|

|w1(ξ, s,y)| ds ≤ 6A00

η0

t−|ξ−x|∫

|ξ−y|

(s− |ξ − y|)3
3!

ds

≤ 6A00

η0

(t− |ξ − x| − |ξ − y|)3
3!

(t− |ξ − x| − |ξ − y|)

≤ 6A00

η0

(t− τ)3
3!

(t− |x− y|) ≤ 6A00

η0
η0

(t− τ)3
3!

.

Здесь при оценке интегрального члена мы несколько загрубили эту оценку,

подставив вместо переменной s ее значение на верхнем пределе, а затем вос-

пользовавшись неравенством треугольника. Однако это загрубление упрощает

дальнейшие выкладки. Продолжая оценку w2(x, t,y), находим, что

|w2(x, t,y)| ≤ 6A00T

η0
(mq0Dm + ℓDℓK00η0)

t∫

|x−y|

(t− τ)3
3!

dτ

=
6A00

η0
T (mq0Dm + ℓDℓK00η0)

(t− |x− y|)4
4!

.

Методом математической индукции устанавливается общая оценка

|wn(x, t,y)| ≤ 6A00

η0
{T [mq0Dm + ℓDℓK00η0]}n−1 (t− |x− y|)n+2

(n+ 2)!

≤ 6A00{T [mq0Dm + ℓDℓK00η0]}n−1 ηn+1
0

(n+ 2)!
, n = 1, 2, . . . . (60)

Доказательство ее предоставляется читателю.

Из оценки (60) следует равномерная сходимость последовательности

vn(x, t,y) в области G(y, η0, T, , d) к некоторой предельной функции v(x, t,y).

Эта функция непрерывна, так как непрерывны все vn(x, t,y). Из неравенства

(53) следует неравенство (47). Из него, в свою очередь, с учетом формулы (41)

вытекает равенство эквивалентности (48). �

Установим единственность решения интегрального уравнения (42).
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Лемма 6. Пусть выполнены условия лемм 1–3. Тогда решение уравнения
(42) в классе непрерывных функций в области G(y, η0, T, d) единственно.

Доказательство. Допустим, что существуют два непрерывных решения

v1(x, t,y) и v2(x, t,y) уравнения (42). Обозначим

ṽ(x, t,y) = v2(x, t,y) − v1(x, t,y).

Воспользуемся представлением (55), положив в нем чисто формально n = 2 и

заменив wn на ṽ. Тогда из (42) получим для ṽ(x, t,y) уравнение

ṽ(x, t,y) =
1

4π

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

2π∫

0



mq(x)ṽ(ξ, t− |ξ − x|,y)�32(ξ, t− |ξ − x|,y)

+ ℓp(x)

t−|ξ−x|∫

|ξ−y|

K0(t− s)ṽ(ξ, s,y)�42(ξ, s,y) ds




r(z, τ)

τ
dϕdzdτ. (61)

В этом уравнении функции �32 и �42 определены равенствами (56), (57) при

n = 2. Непрерывные в области G(y, η0, T, d) функции v1 и v2 ограничены неко-

торой константой, какой именно — не влияет на доказательство леммы. При-

мем, что

|vk(x, t,y)| ≤ 2A00η
2
0 , k = 1, 2, (x, t) ∈ G(y, η0, T, d).

Тогда неравенства (58), (59) будут выполнены для �32 и �42. Используя их и

формулу (61), оценим ṽ(x, t,y) следующим образом:

|ṽ(x, t,y)| ≤ 1

4π

t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

2π∫

0



mq0Dm|ṽ(ξ, t− |ξ − x|,y)|

+ ℓp0DℓK00

t−|ξ−x|∫

|ξ−y|

|ṽ(ξ, s,y)| ds




r(z, τ)

τ
dϕdzdτ. (62)

Из оценки (62) фактически и следует, что ṽ(x, t,y) = 0. В самом деле, для

ṽ(x, t,y) верно неравенство

|ṽ(x, t,y)| ≤ |v1(x, t,y)| + |v2(x, t,y)| ≤ 4A00η
2
0 .

Поэтому из (62) для ṽ(x, t,y) следует и другая оценка

|ṽ(x, t,y)| ≤ 4A00η
2
0T

t∫

|x−y|




mq0Dm + ℓp0DℓK00

t−|ξ−x|∫

|ξ−y|

ds




dτ

≤ 4A00η
2
0T [mq0Dm + ℓp0DℓK00η0]

t∫

|x−y|

dτ

= 4A00η
2
0T [mq0Dm + ℓp0DℓK00η0](t− |x− y|).

Подставим эту оценку в правую часть неравенства (62). Тогда получим новую

оценку

|ṽ(x, t,y)| ≤ 4A00η
2
0{T [mq0Dm + ℓp0DℓK00η0]}2

(t− |x− y|)2
2!

.
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Повторяя этот процесс итераций в (62) n раз, найдем, что

|ṽ(x, t,y)| ≤ 4A00η
2
0{T [mq0Dm + ℓp0DℓK00η0]}n

(t− |x− y|)n
n!

≤ 4A00η
2
0{T [mq0Dm + ℓp0DℓK00η0]}n}n

ηn0
n!
.

При n → ∞ правая часть этого равенства равномерно стремится к нулю в

области G(y, η0, T, d). Поэтому ṽ(x, t,y) = 0, значит, v1(x, t,y) = v2(x, t,y). �

Из леммы 6 следует, что прямая задача также имеет в области �T (y, η0)
единственное обобщенное решение. Заметим, что это решение положительно в

областиG(y, η, T, d), так как на каждом шаге метода последовательных прибли-

жений мы следили за тем, чтобы сумма α0(x,y) + α(x,y)(t− |x,y|) + vn(x, t,y)

была положительной. Последнее замечание завершает доказательство теоре-

мы 1. �

3. Анализ обратной задачи

Из представления (4) и данных обратной задачи (3) следует, что

α1(x,y) =
∂u(x, t,y)

∂t

∣∣∣∣
t→|x−y|+0

=
∂F (x, t,y)

∂t

∣∣∣∣
t→|x−y|+0

, y ∈ S, x ∈ S(y). (63)

Таким образом, данные обратной задачи позволяют найти функцию α1(x,y)

для всех y ∈ S и всех x ∈ S(y). Воспользуемся теперь формулой (7). Из нее и

формулы (63) следует, что на том же самом множестве можно найти интегралы

∫

L(x,y)

q(ξ)s1−m ds = h1(x,y), y ∈ S, x ∈ S(y), (64)

в которых

h1(x,y) = 2f−m0 (4π)m|x− y|α1(x,y).

Значит, задача об определении финитной в области B0 функции q(x) сводится к

решению задачи интегральной геометрии: заданы интегралы (64) по всевозмож-

ным прямым, пересекающим область B0, требуется по ним найти функцию q(x).

Эта задача несколько более общая по сравнению с задачей рентгеновской томо-

графии за счет присутствия в интегралах весовой функции s1−m = |ξ − y|1−m.

Так же, как и трехмерная задача рентгеновской томографии, она распадает-

ся на серию двумерных задач в сечениях шара B0 плоскостями, проходящими

через его центр. При этом семейство прямых линий и весовая функция инва-

риантны относительно всевозможных вращений вокруг центра шара B0. За-

дачи интегральной геометрии, обладающие таким свойством инвариантности,

рассмотрены в [30, с. 35–40]. Предложенный там метод устанавливает теоре-

му единственности решения задачи и дает способ ее решения. Для удобства

читателя кратко укажем, в чем этот метод заключается.

Каждая из задач (64) для двумерных сечений шара B0 идентична лю-

бой другой, поэтому, не ограничивая общности, рассмотрим сечение B0 плос-

костью x3 = 0 и в дальнейшем будем полагать, что y = R(cosψ1, sinψ1, 0),

x = R(cosψ2, sinψ2, 0). На плоскости переменных ξ1, ξ2 введем полярную систе-

му координат r, ψ и положим ξ1 = r cosψ, ξ2 = r sinψ. Рассмотрим прямую, про-

ходящую через точку с полярными координатами (ρ, ψ0), ρ ∈ [0, R0], ψ ∈ [0, 2π),
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ортогонально вектору ν0 = (cosψ0, sinψ0). Тогда уравнение этой прямой можно

представить в виде двух ветвей:

ψ = ψ0 + arccos
(ρ
r

)
, r ∈ [ρ,R0]; ψ = ψ0 − arccos

(ρ
r

)
, r ∈ [ρ,R0],

причем первая ветвь соответствует части линии L(x,y), соединяющей точку с

полярными координатами (ρ, ψ0) с точкой y′ = R(cosψ1, sinψ1), а вторая ветвь

— части этой линии, соединяющей ту же точку с точкой x′ = R(cosψ2, sinψ2).

Значения ψ1 и ψ2 находятся по формулам

ψ1 = ψ0 + arccos
( ρ
R

)
, ψ2 = ψ0 − arccos

( ρ
R

)
.

Заметим также, что расстояние s, равное длине отрезка прямой линии, соеди-

няющей точки R(cosψ1, sinψ1) и r(cosψ, sinψ), определяется равенствами

s = s1(r, ρ) =: (R2−ρ2)1/2−(r2−ρ2)1/2, s = s2(r, ρ) =: (R2−ρ2)1/2+(r2−ρ2)1/2

для первой и второй ветвей соответственно. При этом |ds| = r dr/
√
r2 − ρ2.

В силу сказанного выше уравнение (64) в выбранном сечении можно запи-

сать в виде

R0∫

ρ

[
s1−m1 (r, ρ)q

(
r, ψ0 + arccos

(ρ
r

))
+ s1−m2 (r, ρ)q

(
r, ψ0 − arccos

(ρ
r

))]

× r dr√
r2 − ρ2

= ĥ1(ρ, ψ0), ρ ∈ [0, R0], ψ0 ∈ [0, 2π), (65)

в котором правая часть — некоторая заданная функция.

Инвариантность к вращениям вокруг центра шара B0 проявляется здесь в

том, что переменная ψ0 входит аддитивно в подынтегральную функцию. Это

позволяет для решения уравнения (65) использовать метод Фурье.

Представим вещественную функцию q(r, ψ) ее рядом Фурье

q(r, ψ) =

∞∑

n=−∞
qn(r)e

inψ . (66)

При этом комплексные коэффициенты qn(r) обладают свойством q−n(r) = qn(r).
Умножая обе части уравнения (65) на e−ikψ0/(2π) и интегрируя по ψ0 по отрезку

[0, 2π], получаем интегральное уравнение для отыскания коэффициента qk(r):

R0∫

ρ

Tk(r, ρ)qk(r)
rdr√
r2 − ρ2

= ĥ1k(ρ), ρ ∈ [0, R0], k = 0,±1,±2, . . . , (67)

где функция Tk(r, ρ) вычисляется по формуле

Tk(r, ρ) = s1−m1 (r, ρ) exp
(
ik arccos

(ρ
r

))
+ s1−m2 (r, ρ) exp

(
−ik arccos

(ρ
r

))
,

а правая часть ĥ1k(ρ) — коэффициент Фурье функции ĥ1(ρ, ψ0).

Функция Tk(r, ρ) бесконечно дифференцируема для всех 0 < ρ ≤ r ≤ R0 и

Tk(ρ, ρ) = 2(R2 − ρ2)(1−m)/2 6= 0.
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Уравнение (67) относится к уравнениям типа Абеля. Благодаря свойствам

функции Tk(r, ρ) это уравнение дифференцированием половинного порядка от-

носительно ρ2 приводится к уравнению Вольтерра второго рода с непрерывным

на множестве ρ0 ≤ ρ ≤ r ≤ R0 ядром при любом ρ0 > 0. Для таких уравнений

справедлива теорема единственности, а метод последовательных приближений

сходится равномерно и факториально быстро к непрерывному решению урав-

нения. В силу произвольности ρ0 каждый коэффициент qk(r) определяется од-

нозначно при r ∈ [0, R0]. Поэтому однозначно определяется и функция q(r, ψ)

для r ∈ [0, R0], ψ ∈ [0, 2π).

Заметим, однако, что в вычислительном отношении построение функции

q(r, ψ) по ее коэффициентам Фурье qk(r) имеет определенные трудности. Это

связано с тем, что ядра интегральных уравнений Вольтерра второго рода выра-

жаются через производные функции Tk(r, ρ) по r и ρ и поэтому неограниченно

растут с ростом |k|. В результате неограниченно растут и ошибки при чис-

ленном решении этих уравнений и суммирование ряда (66) представляет собой

некорректную задачу. Для ее решения необходимо использовать методы регу-

ляризации, развитые в хорошо известных работах А. Н. Тихонова, М. М. Лав-

рентьева, В. К. Иванова и других авторов. Заметим также, что на основе мето-

дов регуляризации можно получить и оценку условной устойчивости решения

задачи (64).

Из изложенного выше следует

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда функция q(x)

однозначно определяется в области B0 по заданной информации (3). Ее можно
найти на основе решения уравнения (64), в котором правая часть определяется
по данным (3).

Предположим теперь, что функция q(x) найдена в B0. Тогда функцию

α1(x,y) можно вычислить при любых x и y. Воспользуемся опять представле-

нием (4) и данными (3) обратной задачи. Из них выводятся равенства

β(x,y) =
1

2

∂2u(x, t,y)

∂t2

∣∣∣∣
t→|x−y|+0

=
1

2

∂2F (x, t,y)

∂t2

∣∣∣∣
t→|x−y|+0

, y ∈ S, x ∈ S(y).

Эти равенства означают, что данные обратной задачи определяют функцию

β(x,y) для всех y ∈ S и всех x ∈ S(y).

Из формулы (8) следует, что на том же самом множестве можно найти

интегралы
∫

L(x,y)

p(ξ)αℓ0(ξ,y)s ds = h2(x,y), y ∈ S, x ∈ S(y), (68)

в которых

h2(x,y) = 4|x− y|β(x,y) −
∫

L(x,y)

[�α1(ξ,y) +mq(ξ)αm−1
0 (ξ,y)α1(ξ,y)]s ds

является известной функцией. Из формулы (6) следует равенство α0(ξ,y) =

f0/(4πs). Поэтому формулу (69) можно записать в виде

∫

L(x,y)

p(ξ)s1−ℓ ds =

(
4π

f0

)ℓ
h2(x,y), y ∈ S, x ∈ S(y). (69)
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Это уравнение для отыскания функции p(x) в B0 качественно ничем не отлича-

ется от уравнения (64). Поэтому оно может быть решено предложенным выше

методом.

Резюмируя рассмотрение обратной задачи, сформулируем итоговую теоре-

му.

Теорема 3. При выполнении условий теоремы 1 обратная задача имеет не
более одного решения. Она сводится к двум идентичным задачам интегральной
геометрии (64) и (69), для решения которых можно использовать метод Фурье.

Замечание. Рассмотренная выше обратная задача является переопреде-

ленной: для отыскания двух функций трех пространственных переменных за-

дается функция F (x, t,y) пяти переменных. Сформулирована она так для боль-

шей простоты восприятия. Однако нетрудно ее постановку изменить, сняв от-

меченную переопределенность. Во-первых, вместо задания функции F (x, t,y)

можно считать известными пару функций

F1(x,y) =
∂u(x, t,y)

∂t

∣∣∣∣
t→|x−y|+0

, F2(x,y) =
1

2

∂2u(x, t,y)

∂t2

∣∣∣∣
t→|x−y|+0

.

Как мы убедились выше, знание этих функций для всех y ∈ S и x ∈ S(y)

достаточно, чтобы однозначно найти функции α1(x,y) и β(x,y) на том же мно-

жестве. Во-вторых, на самом деле это множество можно сузить при решении

задач интегральной геометрии (64) и (69). Рассмотрим, например, сечения ша-

ра B однопараметрическим семейством плоскостей, проходящих через ось x1.

Обозначим

�(ϕ) = {x ∈ R3 | x2 sinϕ+ x3 cosϕ = 0}, ϕ ∈ [0, 2π).

Тогда в обратной задаче можно считать заданными функции

F1(x,y), F2(x,y) для всех y ∈ S ∩ �(ϕ), x ∈ S(y) ∩ �(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π).

Эта информация позволяет однозначно найти решения обеих задач интеграль-

ной геометрии и она не является переопределенной: в ней для отыскания q(x)

и p(x) используются только две функции F1(x,y) и F2(x,y) трех переменных.
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ОБ ИТЕРАЦИОННЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРАХ НА КОНУСЕ

МОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ

В. Д. Степанов, Г. Э. Шамбилова

Аннотация. Представлена характеризация квазилинейных интегральных опера-
торов итерационного типа на конусах неубывающих функций пространств Лебега
на вещественной полуоси.

DOI10.33048/smzh.2025.66.211

Ключевые слова: весовое пространство Лебега, билинейный интегральный опе-
ратор, конус монотонных функций.

§ 1. Введение

ПустьM — множество всех измеримых по Лебегу функций на R+ := [0,∞).
Обозначим через M+ ⊂ M подмножество всех неотрицательных функций и

через M↑ ⊂M+ — подмножество всех неубывающих функций.

Пусть u, v, w, ρ ∈ M+, 0 < p, r, q ≤ ∞. В работе изучается задача характе-

ризации неравенства



∞∫

0

[Rf(x)]rρ(x) dx




1
r

≤ C



∞∫

0

[f(x)]pv(x) dx




1
p

, f ∈M↑, (∗)

где константаC не зависит от f и полагается выбранной наименьшей из возмож-

ных. В качестве R рассматриваются итерационные интегральные операторы

вида

Tf(x) :=



∞∫

x




t∫

0

fu



q

w(t) dt




1
q

, f ∈M↑, (1)

T f(x) :=




x∫

0



∞∫

t

fu



q

w(t) dt




1
q

, f ∈M↑, (2)

Sf(x) :=



∞∫

x



∞∫

t

fu



q

w(t) dt




1
q

, f ∈M↑, (3)
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S f(x) :=




x∫

0




t∫

0

fu



q

w(t) dt




1
q

, f ∈M↑. (4)

Задача характеризации весовых интегральных неравенств с квазилиней-

ными интегральными операторами на конусах монотонных и квазивогнутых

функций появилась в связи с исследованиями ограниченности операторов клас-

сического анализа в пространствах Лебега и Лоренца [1–10].

В данной работе рассмотрены неравенства (∗) на конусе M↑ возрастаю-

щих функций, которые изучены слабее, хотя для неравенств Харди этот случай

появился [11] почти одновременно с исследованием неравенств на убывающих

функциях [1–4]. Для решения задачи используется метод редукции [12–15] для

квазилинейных операторов итерационного типа, уже эффективно применяемый

в ряде статей авторов [16–20]. Для операторов T и S задача решена в [21] (см.

§ 2), в § 3 дано решение для операторов T и S .
Одной из мотиваций изучения задачи (∗) является характеризация били-

нейного неравенства Харди. В [22] билинейные неравенства изучались на ко-

нусе M+ неотрицательных функций как дополнение к некоторым результатам

о мультилинейных неравенствах [23–25], а в [26] задача рассмотрена на кону-

се M↓ убывающих функций. В § 4 рассматривается билинейное неравенство с

операторами Копсона на конусе неубывающих функций.

Всюду в работе произведения вида 0 · ∞ полагаются равными 0. Соотно-

шение A . B означает A ≤ cB с константой c, зависящей только от p, q и r;
A ≈ B равносильно A . B . A. Z обозначает множество всех целых чисел,

χE — характеристическую функцию (индикатор) множества E ⊂ (0,∞). Если

1 ≤ p ≤ ∞, то p′ := p
p−1 при 1 < p <∞, p′ :=∞ при p = 1 и p′ := 1 при p =∞.

§ 2. Операторы T и S

Если 0 < p ≤ ∞ и v ∈M+, то положим

Lpv :=



f ∈M : ‖f‖Lp

v
:=



∞∫

0

|f(x)|pv(x) dx




1
p

<∞



,

L∞v := {f ∈M : ‖f‖L∞v := ess sup
x≥0

v(x)|f(x)| <∞}

и аналогично Lpv[a, b] для функций, заданных на отрезке [a, b].
Пусть u, v, w, ρ ∈M+. Положим

V (t) :=

t∫

0

v, V∗(t) :=

∞∫

t

v, U∗(t) :=

∞∫

t

u, W (t) :=

∞∫

t

w,

u(t) :=
u(t)

V
2
p
∗ (t)

, U(t) :=

t∫

0

u, 0 < t <∞.

(5)

Будем считать, что

0 <

x∫

0

ρ <∞
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при любом x > 0 и
∞∫

0

ρ =∞.

Определим последовательность {an} ⊂ (0,∞) из уравнений

an∫

0

ρ = 2n, n ∈ Z.

Пусть функции σ : [0,∞)→ [0,∞) и σ−1 : [0,∞)→ [0,∞) задаются формулами

(здесь inf ∅ =∞)

σ(x) := inf



y > 0 :

y∫

0

ρ ≥ 2

x∫

0

ρ



 , σ−1(x) := inf



y > 0 :

y∫

0

ρ ≥ 1

2

x∫

0

ρ



 . (6)

Пусть σ2(x) := σ(σ(x)). Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈M+ положим

Tth(x) := χ[t,∞)(x)




x∫

σ−1(t)



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



p

,

T[c,d]h(x) := χ[c,d](x)




x∫

σ−1(c)




d∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



p

,

‖Tt‖Lp
v→Lq

w
:= sup

06=h∈M+

(∞∫
0

[Tth]qw

) 1
q

(∞∫
0

[h]pv

) 1
p

.

Теорема 2.1 [21, теорема 1]. Пусть 0 < q < ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞.
Тогда для наилучшей константы CT в неравенстве



∞∫

0



∞∫

x




y∫

0

fu



q

w(y) dy




r
q

ρ(x) dx




1
r

≤ CT



∞∫

0

[f ]pv




1
p

, f ∈M↑, (7)

выполняется оценка
CT ≈ A1 +A2 +B,

где A1, A2 — наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

ρ(x)[W (x)]
r
q




x∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ Ap1
∞∫

0

h,



∞∫

0





∞∫

x



∞∫

y

hV∗




q
p

[U(y)]qw(y) dy




p
q



r
p

ρ(x) dx




p
r

≤ Ap2
∞∫

0

h
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при h ∈M+, а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(
t∫
0

ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1→L
q
p
w

, p ≤ r,
(∞∫

0

ρ(x)

[(
x∫
0

ρ

)∥∥T[σ−1(x),σ(x)]

∥∥
L1→L

q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r − 1
p .

Замечание 2.1. (1) При q = ∞ имеем CT ≈ A1 + A2 + B, где A1, A2 —

наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

ρ(x)[W (x)]r




x∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ Ap1
∞∫

0

h,



∞∫

0

ρ(x) ess sup
y≥x





∞∫

y

hV∗




1
p

U(y)w(y) dy



r

dx




p
r

≤ Ap2
∞∫

0

h

при h ∈M+, а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(
t∫
0

ρ

) 1
r

‖Ttt‖
1
p

L1→L∞w
, p ≤ r,

(∞∫
0

ρ(x)

[(
x∫
0

ρ

)∥∥T[σ−1(x),σ(x)]

∥∥
L1→L∞w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.

(2) При p =∞ или r =∞ имеем

CT =

∥∥∥∥T
(

1

v

)∥∥∥∥
Lr

ρ

, p =∞, CT = sup
t>0

R(t)‖Tt‖
1
p

L1→L
q
p
w

, r =∞,

где

R(t) := ess sup
0<z<t

ρ(z), W (x) := ess sup
t≥x

w(t).

Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈M+ положим

Tth(x) := χ[t,∞)(x)




σ(t)∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



p

,

T[c,d]h(x) := χ[c,d](x)




σ(d)∫

x




z∫

c

h




1
p

u(z) dz



p

и

‖Tt‖Lp
v→Lq

w
:= sup

06=h∈M+

(∞∫
0

[Tth]qw

) 1
q

(∞∫
0

[h]pv

) 1
p

.
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Теорема 2.2 [21, теорема 2]. Пусть 0 < q < ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞.
Тогда для наилучшей константы CS в неравенстве



∞∫

0



∞∫

x



∞∫

y

fu



q

w(y) dy




r
q

ρ(x) dx




1
r

≤ CS



∞∫

0

[f ]pv




1
p

, f ∈M↑, (8)

выполняется оценка
CS ≈ A1 + A2 + B,

где A1,A2 — наилучшие константы в неравенствах


∞∫

0





∞∫

x




y∫

0

h




q
p

[U∗(y)]
qw(y) dy




p
q



r
p

ρ(x) dx




p
r

≤ Ap1
∞∫

0

hV∗, h ∈M+,



∞∫

0

ρ(x)




σ2(x)∫

x

w




r
q



∞∫

σ2(x)




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ Ap2
∞∫

0

hV∗, h ∈M+,

а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(
t∫
0

ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1
V∗
→L

q
p
w

, p ≤ r,

(∞∫
0

ρ(x)

[(
x∫
0

ρ

)
‖T[σ−1(x),σ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r − 1
p .

Замечание 2.2. (1) При q = ∞ имеем CS ≈ A1 + A2 + B, где A1,A2 —

наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

ρ(x) ess sup
y≥x






y∫

0

h




1
p

U∗(y)w(y)



r

dx




p
r

≤ Ap1
∞∫

0

hV∗, h ∈M+,



∞∫

0

ρ(x) ess sup
x≤y≤σ2(x)

[w(y)]r




∞∫

σ2(x)




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ Ap2
∞∫

0

hV∗, h ∈M+,

а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(
t∫
0

ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1
V∗
→L∞w

, p ≤ r,
(∞∫

0

ρ(x)

[(
x∫
0

ρ

)∥∥T[σ−1(x),σ(x)]

∥∥
L1

V∗
→L∞w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.

(2) При p =∞ или r =∞ имеем

CS =

∥∥∥∥S
(

1

v

)∥∥∥∥
Lr

ρ

, p =∞, CS = sup
t>0

R(t)‖Tt‖
1
p

L1
V∗
→L

q
p
w

, r =∞,

где R(t) := ess sup
0<z<t

ρ(z).
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§ 3. Операторы T и S

Будем считать, что 0 <
∞∫
x

ρ < ∞ при любом x > 0 и
∞∫
0

ρ = ∞. Определим

последовательность {bn} ⊂ (0,∞) из уравнений

∞∫

bn

ρ = 2−n, n ∈ Z. (9)

Пусть функции ζ : [0,∞)→ [0,∞) и ζ−1 : [0,∞)→ [0,∞) задаются формулами

(здесь sup∅ = 0)

ζ(x) := sup



y > 0 :

∞∫

y

ρ ≥ 1

2

∞∫

x

ρ



 , ζ−1(x) := sup



y > 0 :

∞∫

y

ρ ≥ 2

∞∫

x

ρ



 .

(10)

Пусть ζ−2(x) = ζ−1(ζ−1(x)). Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t, p <∞, h ∈M+ положим

T̃th(x) := χ(0,t](x)



∞∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



p

, (11)

T̃[c,d]h(x) := χ[c,d](x)




ζ(d)∫

x




z∫

c

h




1
p

u(z) dz



p

. (12)

Теорема 3.1. Пусть 0 < q, p, r <∞, 1
s := 1

r− 1
p . Предположим, что V (∞) =

∞. Тогда для наилучшей константы CT в неравенстве



∞∫

0




x∫

0



∞∫

y

fu



q

w(y) dy




r
q

ρ(x) dx




1
r

≤ CT



∞∫

0

[f ]pv




1
p

, f ∈M↑, (13)

выполняется оценка
CT ≈ A1 + A2 + B,

где A1,A2 — наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

ρ(x)






x∫

0




y∫

0

h




q
p

[U∗(y)]
qw(y) dy




p
q



r
p

dx




p
r

≤ A
p
1

∞∫

0

hV∗, h ∈M+,



∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w




r
q


∞∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ A
p
2

∞∫

0

hV∗, h ∈M+,

а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(∞∫
t

ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1
V∗
→L

q
p
w

, p ≤ r,

(∞∫
0

ρ(x)

[(∞∫
x

ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.
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Доказательство. Замена fp → f в неравенстве (13) приводит к неравен-

ству 

∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w(y)



∞∫

y

f
1
p (z)u(z) dz



q

dy




r
q

dx




p
r

≤ Cp
T

∞∫

0

fv.

Используя [12, теорема 3.3], получим эквивалентное неравенство



∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w(y)



∞∫

y

u(z)




z∫

0

h




1
p

dz



q

dy




r
q

dx




p
r

. Cp
T

∞∫

0

hV∗ (14)

при h ∈M+.

Оценка сверху. В дальнейшем будем пользоваться известным соотноше-

нием (см., например, [7, предложение 2.1])

∑

n∈Z
2−n

(∑

i≤n
ai
)s
≈
∑

n∈Z
2−nasn, (15)

верным для любых последовательностей неотрицательных чисел и фиксирован-

ного s > 0. Обозначим

Tph(y) :=



∞∫

y

u(z)




z∫

0

h




1
p

dz




p

.

Имеем

J :=
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x)




x∫

0

w(y) (Tph(y))
q
p dy




r
q

dx

≈
∑

n

2−n




bn∫

0

w(y) (Tph(y))
q
p dy




r
q

=
∑

n

2−n


∑

i≤n

bi∫

bi−1

w(y)(Tph(y))
q
p dy




r
q

≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)(Tph(y))
q
p dy




r
q

≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w




r
q



∞∫

bn+1




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

+
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




bn+1∫

y




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



q

dy




r
q

=: J1 + J2.

Далее,

J1 ≈
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x) dx




bn∫

bn−1

w




r
q



∞∫

bn+1




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r
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≤
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x)




x∫

0

w




r
q


∞∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx

=

∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w




r
q


∞∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx ≤ Ar
2



∞∫

0

hV∗




r
p

и

J2 ≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




bn+1∫

y




bn−1∫

0

h




1
p

u(z) dz



q

dy




r
q

+
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




bn+1∫

y

u(z)




z∫

bn−1

h




1
p

dz



q

dy




r
q

=: J2,1 + J2,2.

Запишем

J2,1 ≤
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x) dx




bn∫

bn−1

[U∗(y)]
qw(y)




y∫

0

h




q
p

dy




r
q

≤
∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

[U∗(y)]
qw(y)




y∫

0

h




q
p

dy




r
q

dx ≤ Ar
1



∞∫

0

hV∗




r
p

.

Используя (11) и (12), получим

J2,2 =
∑

n

2−n






bn∫

bn−1

w(y)(T̃[bn−1,bn]h(y))
q
p dy




p
q



r
p

≤
∑

n

2−n‖T̃[bn−1,bn]‖
r
p

L1
V∗

[bn−1,bn+1]→L
q
p
w [bn−1,bn]




bn+1∫

bn−1

hV∗




r
p

.

При p ≤ r, применяя неравенство Йенсена, имеем

J2,2 . sup
n

2−n‖T̃[bn−1,bn]‖
r
p

L1
V∗
→L

q
p
w



∞∫

0

hV∗




r
p

.

Отсюда

J
p
r

2,2 . sup
t>0



∞∫

t

ρ




p
r

‖T̃t‖
L1

V∗
→L

q
p
w

∞∫

0

hV∗ ≤ Bp

∞∫

0

hV∗.

При r < p, используя неравенство Гёльдера ( 1
s = 1

r − 1
p ), получим

J2,2 .
(∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−1,bn]‖

s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

) r
s



∞∫

0

hV∗




r
p

.
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Так как
∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−1,bn]‖

s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

≈
∑

n




bn∫

bn−1

ρ






∞∫

bn

ρ




s
p

‖T̃[ζ−1(bn),ζ(bn−1)]‖
s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

≤
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w




s
p

dx

=

∞∫

0

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w




s
p

dx = Bs,

оценка сверху CT . A1 + A2 + B доказана.

Оценка снизу. Сужая области интегрирования в (14), имеем

(1) CT & A1 при [0, z]→ [0, y],
(2) CT & A2 при [y,∞]→ [x,∞].

Также из неравенства (14) для h ∈M+ следует



∞∫

t

ρ




p
r



t∫

0

w(y)



∞∫

y

u(z)




z∫

0

h




1
p

dz



q

dy




p
q

. Cp
T

∞∫

0

hV∗.

Поэтому CT & B и теорема доказана при p ≤ r.
Из (14) для любого t ∈ (0,∞) имеем




∞∫

ζ(t)

ρ




p
r



ζ(t)∫

ζ−1(t)

w(y)




ζ(ζ(t))∫

y

u(z)




z∫

ζ−1(t)

h




1
p

dz



q

dy




p
q

. Cp
T

∞∫

0

hV∗,

т. е.

‖T̃[ζ−1(t),ζ(t)]‖
L1

V∗
→L

q
p
w

<∞.

Поэтому ‖T̃[ζ−1(t),ζ(t)]‖
L1

V∗
→L

q
p
w

можно вычислить по плотному подмножеству в

L1
V∗

. Пространство L1
V∗

сепарабельно. Пусть X ⊂ L1
V∗

— его счетное плотное

подмножество. Тогда для любого t ∈ (0,∞) выполнено

‖T̃[ζ−1(t),ζ(t)]‖
L1

V∗
→L

q
p
w

= sup
06=h∈X

‖T̃[ζ−1(t),ζ(t)]h‖
L

q
p
w

‖h‖L1
V∗

,

т. е. функция t 7→ ‖T̃[ζ−1(t),ζ(t)]‖
L1

V∗
→L

q
p
w

измерима по Борелю.

При r < p запишем

Bs =

∞∫

0

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w




s
p

dx
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=
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w




s
p

dx

≤
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x) dx




∞∫

bn−1

ρ




s
p

‖T̃[ζ−1(bn−1),ζ(bn+1)]‖
s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

≈
∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−2,bn+2]‖

s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

.

Отсюда

Bs .
∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−2,bn+2]‖

s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

=:Bs.

Пусть θ ∈ (0, 1) — произвольное фиксированное число. Тогда для любого

n ∈ Z существует функция hn ∈ L1
V∗

[bn−2, bn+3] такая, что ‖hn‖L1
V∗

[bn−2,bn+3] = 1

и

‖T̃[bn−2,bn+2]hn‖
L

q
p
w

≥ θ‖T̃[bn−2,bn+2]‖
L1

V∗
→L

q
p
w

.

Положим

gn := 2
−ns
r ‖T̃[bn−2,bn+2]‖

s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

hn, Tn := ‖T̃[bn−2,bn+2]‖
L1

V∗
→L

q
p
w

, g :=
∑

gn.

Тогда

‖g‖L1
V∗
.
∑

n

bn+3∫

bn−2

gnV∗ =
∑

n

2
−ns
r T

s
p
n = Bs.

С другой стороны,

D :=

∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w(y)(Tpg(y))
q
p dy




r
q

dx

&
∑

n

bn+3∫

bn+2

ρ(x) dx






bn+2∫

bn−2

w(y)(Tpg(y))
q
p dy




p
q



r
p

&
∑

n

2−n






bn+2∫

bn−2

w(y)






bn+3∫

y

u(z)




z∫

bn−2

gn




1
p

dz



p


q
p

dy




p
q



r
p

=
∑

n

2−n






bn+2∫

bn−2

w(y)(T̃[bn−2,bn+2]gn)
q
p dy




p
q



r
p

=
∑

n

2−n2
−ns
p T

sr

p2

n ‖T̃[bn−2,bn+2]hn‖
r
p

L
q
p
w

≥ θ r
p

∑

n

2
−ns
r T

s
p
n = θ

r
pBs.

Отсюда

BsCp
T
& Cp

T
‖g‖L1

V∗

(14)

& D
p
r & θB

sp
r .
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Следовательно,

CT & θ
1
pB & θ

1
p B.

В силу произвольности θ ∈ (0, 1) получаем, что CT & B. �

Замечание 3.1. (1) При q = ∞ имеем CT ≈ A1 + A2 + B, где A1,A2 —

наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

ρ(x) ess sup
0≤y≤x






y∫

0

h




1
p

U∗(y)w(y)



r

dx




p
r

≤ A
p
1

∞∫

0

hV∗, h ∈M+,



∞∫

0

ρ(x) ess sup
0≤y≤x

[w(y)]r



∞∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ A
p
2

∞∫

0

hV∗, h ∈M+,

а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(∞∫
t

ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1
V∗
→L∞w

, p ≤ r,
(∞∫

0

ρ(x)

[(∞∫
x

ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖L1

V∗
→L∞w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r − 1
p .

(2) При p =∞ или r =∞ имеем

CT =

∥∥∥∥T
(

1

v

)∥∥∥∥
Lr

ρ

, p =∞, CT ≈ sup
t>0

R(t)‖T̃t‖
1
p

L1
V∗
→L

q
p
w

, r =∞,

где R(t) := ess sup
z≥t

ρ(z).

Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈M+ положим

T̃th(x) := χ(0,t](x)




x∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



p

, (16)

T̃[c,d]h(x) := χ[c,d](x)




x∫

ζ−1(c)




d∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



p

. (17)

Теорема 3.2. Пусть 0 < q, p, r < ∞, 1
s := 1

r − 1
p . Предположим, что

V (∞) =∞. Тогда для наилучшей константы CS в неравенстве


∞∫

0




x∫

0




y∫

0

fu



q

w(y) dy




r
q

ρ(x) dx




1
r

≤ CS



∞∫

0

[f ]pv




1
p

, f ∈M↑, (18)

выполняется оценка
CS ≈ A1 + A2 + B,

где A1, A2 — наилучшие константы в неравенствах


∞∫

0

ρ(x)




x∫

ζ−2(x)

w




r
q



ζ−2(x)∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ A
p
1

∞∫

0

h,
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∞∫

0

ρ(x)






x∫

0



∞∫

y

hV∗




q
p

Uq(y)w(y) dy




p
q



r
p

dx




p
r

≤ A
p
2

∞∫

0

h

при h ∈M+, а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(∞∫
t

ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1→L
q
p
w

, p ≤ r,
(
∞∫
0

ρ(x)

[(∞∫
x

ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1→L
q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.

Доказательство. Замена fp → f в (18) приведет к неравенству



∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w(y)




y∫

0

f
1
p (z)u(z) dz



q

dy




r
q

dx




p
r

≤ Cp
S

∞∫

0

fv.

Используя [12, теорема 3.4], получим эквивалентное неравенство



∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w(y)




y∫

0

u(z)



∞∫

z

hV∗




1
p

dz



q

dy




r
q

dx




p
r

. Cp
S

∞∫

0

h (19)

при h ∈M+.

Оценка сверху. Положим

Tph(y) :=




y∫

0

u(z)



∞∫

z

hV∗




1
p

dz



p

.

Имеем

I :=
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x)




x∫

0

w(y) (Tph(y))
q
p dy




r
q

dx

≈
∑

n

2−n




bn∫

0

w(y) (Tph(y))
q
p dy




r
q

=
∑

n

2−n


∑

i≤n

bi∫

bi−1

w(y) (Tph(y))
q
p dy




r
q

≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)(Tph(y))
q
p dy




r
q

≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w




r
q



bn−2∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

+
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




y∫

bn−2



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



q

dy




r
q

=: I1 + I2.
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Далее,

I1 ≈
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x) dx




bn∫

bn−1

w




r
q



bn−2∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

≤
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x)




x∫

ζ−2(x)

w




r
q



ζ−2(x)∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx

=

∞∫

0

ρ(x)




x∫

ζ−2(x)

w




r
q



ζ−2(x)∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx ≤ A
r
1



∞∫

0

h




r
p

,

I2 ≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




y∫

bn−2




bn∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



q

dy




r
q

+
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




y∫

bn−2

u(z)




∞∫

bn

hV∗




1
p

dz



q

dy




r
q

=: I2,1 + I2,2.

Запишем

I2,2 ≤
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x) dx




bn∫

bn−1

[U(y)]qw(y)



∞∫

y

hV∗




q
p

dy




r
q

≤
∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

[U(y)]qw(y)



∞∫

y

hV∗




q
p

dy




r
q

dx ≤ A
r
2



∞∫

0

h




r
p

.

Воспользовавшись обозначениями (16) и (17), получим

I2,1 =
∑

n

2−n






bn∫

bn−1

w(y)(T̃[bn−1,bn]h(y))
q
p dy




p
q



r
p

≤
∑

n

2−n‖T̃[bn−1,bn]‖
r
p

L1[bn−2,bn]→L
q
p
w [bn−1,bn]




bn∫

bn−2

h




r
p

.

Применим неравенство Йенсена при p ≤ r:

I2,1 . sup
n

2−n‖T̃[bn−1,bn]‖
r
p

L1→L
q
p
w



∞∫

0

h




r
p

.

Поэтому

I
p
r

2,1 . sup
t>0



∞∫

t

ρ




p
r

‖T̃t‖
L1→L

q
p
w

∞∫

0

h ≤ B
p

∞∫

0

h.
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Применив неравенство Гёльдера при r < p (1
s = 1

r − 1
p ), получим

I2,1 .
(∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−1,bn]‖

s
p

L1→L
q
p
w

) r
s



∞∫

0

h




r
p

.

Так как

∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−1,bn]‖

s
p

L1→L
q
p
w

≈
∑

n




bn∫

bn−1

ρ






∞∫

bn

ρ




s
p

‖T̃[ζ−1(bn),ζ(bn−1)]‖
s
p

L1→L
q
p
w

≤
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1→L
q
p
w




s
p

dx

=

∞∫

0

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1→L
q
p
w




s
p

dx = B
s,

оценка сверху CS . A1 + A2 + B доказана.

Оценка снизу. Сужая области интегрирования в (19), имеем

(1) CS & A1 при [0, x]→ [ζ−2(x), x],
(2) CS & A2 при [z,∞]→ [y,∞].

Аналогично теореме 3.1 доказывается, что CS & B. �

Замечание 3.2. (1) При q = ∞ имеем CS ≈ A1 + A2 + B, где A1, A2 —

наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

ρ(x) ess sup
ζ−2(x)≤t≤x

[w(t)]r




ζ−2(x)∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ A
p
1

∞∫

0

h,



∞∫

0

ρ(x) ess sup
0≤y≤x





∞∫

y

hV∗




1
p

U(y)w(y) dy



r

dx




p
r

≤ A
p
2

∞∫

0

h

при h ∈M+, а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(∞∫
t

ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1→L∞w
, p ≤ r,

(∞∫
0

ρ(x)

[(∞∫
x

ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖L1→L∞w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r − 1
p .

(2) При p =∞ или r =∞ имеем

CS =

∥∥∥∥S
(

1

v

)∥∥∥∥
Lr

ρ

, p =∞, CS ≈ sup
t>0

R(t)‖T̃t‖
1
p

L1→L
q
p
w

, r =∞,
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где R(t) := ess sup
z≥t

ρ(z).

Замечание 3.3. Точные двусторонние оценки наилучших констант A1,

A2, B в теореме 3.1, A1, A2, B в теореме 3.2 и аналогичных констант в теоре-

мах 2.1, 2.2 явными интегральными функционалами находятся с помощью ре-

дукционных теорем и характеризаций интегральных неравенств из [27, гл. ХI,

теорема 4], см. также [12, теорема 1.1; 13–15, 28, 29].

§ 4. Билинейные неравенства

на конусе неубывающих функций

Пусть 0 < p1, p2, q <∞, v1, v2, u1, u2, w ∈M+.
Рассмотрим задачу характеризации неравенства

‖H∗u1
f ·H∗u2

g‖Lq
w
≤ C‖f‖Lp1

v1
‖g‖Lp2

v2
, f, g ∈M↑, (20)

где константа C не зависит от f и g и предполагается наименьшей из возмож-

ных, а операторы имеют вид

H∗ui
f(t) :=

∞∫

t

fui, i = 1, 2.

Для решения задачи фиксируем в неравенстве (20) функцию g ∈M↑ и рассмот-

рим неравенство Харди

‖H∗u1
f‖Lq

ρ
≤ C‖f‖Lp1

v1
, f ∈M↑, (21)

где

ρ(x) :=

(∞∫
x

gu2

)q
w(x)

‖g‖q
L

p2
v2

.

Так как двусторонняя оценка константы C точным функционалом известна

для всех значений параметров p1, q ∈ (0,∞] [12], основная задача сводится к

характеризации или редукции неравенства на конусе возрастающих функций

с этим функционалом, в котором в зависимости от параметров суммирования

участвуют линейные или квазилинейные интегральные операторы, изученные

в предыдущих разделах.

Положим

Vi(t) :=

t∫

0

vi, Vi∗(t) :=

∞∫

t

vi, Ui∗(t) :=

∞∫

t

ui, 0 < t <∞, i = 1, 2.

Теорема 4.1. Пусть 0 < q, p < ∞. Тогда для наилучшей константы C в
неравенстве



∞∫

0



∞∫

x

fu



q

ρ(x) dx




1
q

≤ C



∞∫

0

fpv




1
p

, f ∈M↑, (22)

верно следующее.
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(i) Если 1 < p ≤ q <∞, то C ≈ A0 +A1, где

A0 := sup
x>0



∞∫

x

U q∗ρ




1
q

[V∗(x)]
− 1

p <∞,

A1 := sup
x>0




x∫

0

ρ




1
q


∞∫

x

(
U∗
V∗

)p′
v




1
p′

<∞.

(ii) Если 0 < q < p <∞, 1 < p <∞, то C ≈ B0 +B1, где

B0 :=



∞∫

0

V
− r

p
∗ (x)



∞∫

x

U q∗ρ




r
p

U q∗ (x)ρ(x) dx




1
r

<∞,

B1 :=



∞∫

0




x∫

0

ρ




r
p


∞∫

x

(
U∗
V∗

)p′
v




r
p′

ρ(x) dx




1
r

<∞.

(iii) Если 0 < q < p ≤ 1, то C ≈ C0 + C1, где

C0 :=



∞∫

0

V
− r

p
∗ (x)



∞∫

x

U q∗ρ




r
p

U q∗ (x)ρ(x) dx




1
r

<∞,

C1 :=



∞∫

0




x∫

0

ρ




r
p (

sup
z∈[x,∞)

Up∗ (z)

V∗(z)

) r
p

ρ(x) dx




1
r

<∞.

(iv) Если 0 < p ≤ q <∞, 0 < p ≤ 1, то C ≈ D0 +D1, где

D0 := sup
x>0

V
− 1

p
∗ (x)U∗(x)




x∫

0

ρ




1
q

<∞, D1 := sup
x>0

V
− 1

p
∗ (x)



∞∫

x

U q∗ρ




1
q

<∞.

Доказательство. Для f ∈M↑ и ϕ ∈M+ введем обозначения

g(x) := f

(
1

x

)
∈M↓, ϕ̃(x) := ϕ

(
1

x

)
1

x2
∈M+, x ∈ (0,∞).

Замены z → 1
z в левой части и t→ 1

t в правой части неравенства (22) приведут

к неравенству



∞∫

0




1
x∫

0

gũ



q

ρ(x) dx




1
q

≤ C



∞∫

0

gpṽ




1
p

, g ∈M↓.

Заменяя x→ 1
x в левой части этого неравенства, получим



∞∫

0




x∫

0

gũ



q

ρ̃(x) dx




1
q

≤ C



∞∫

0

gpṽ




1
p

, g ∈M↓. (23)
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Неравенство (22) эквивалентно (23), которое охарактеризовано в теореме 2.5 из

[12]. �

Будем предполагать, что

V1∗(x) =

∞∫

x

v1 <∞, U1∗(x) =

∞∫

x

u1 <∞, x ∈ (0,∞), V1∗(0) =∞, V2(∞) =∞.

(24)

Случай 1. 1 < p1 ≤ q <∞, 1 < p2 ≤ q <∞.

Применив теорему 4.1 в неравенстве (21) при фиксированном g ∈M↑ и при

1 < p1 ≤ q < ∞, получим C ≈ A0 + A1, где A0,A1 — наилучшие константы в

неравенствах

sup
x>0



∞∫

x

U q1∗(t)



∞∫

t

gu2



q

w(t) dt




1
q

[V1∗(x)]
− 1

p1 ≤ A0



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑,

sup
x>0




x∫

0



∞∫

t

gu2



q

w(t) dt




1
q


∞∫

x

(
U1∗
V1∗

)p′1
v1




1
p′
1

≤ A1



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑.

Снова применив теорему 4.1 при 1 < p2 ≤ q <∞, получим C ≈ A0 + A1,

A0 ≈ sup
x>0

[V1∗(x)]
− 1

p1 [A01(x) + A02(x)], (25)

где

A01(x) := sup
t>x



∞∫

t

[U1∗U2∗]
qw




1
q

[V2∗(t)]
− 1

p2 ,

A02(x) := sup
t>x




t∫

x

[U1∗]
qw




1
q


∞∫

t

(
U2∗
V2∗

)p′2
v2




1
p′
2

,

A1 = sup
x>0



∞∫

x

(
U1∗
V1∗

)p′1
v1




1
p′
1

[A11(x) + A12(x)] , (26)

где

A11(x) := sup
0<t<x




x∫

t

U q2∗w




1
q

[V2∗(t)]
− 1

p2 ,

A12(x) := sup
0<t<x




t∫

0

w




1
q



x∫

t

(
U2∗
V2∗

)p′2
v2




1
p′
2

.

Случай 2. 0 < q < p1 <∞, 1 < p1 <∞ или 0 < q < p2 <∞, 1 < p2 <∞.

Используя теорему 4.1 в неравенстве (21) при 0 < q < p1 <∞, 1 < p1 <∞,
1
r := 1

q − 1
p1

, получим C ≈ B0 + B1, где B0, B1 — наилучшие константы в

неравенствах



∞∫

0




x∫

0



∞∫

t

gu2



q

w(t) dt




r
q

α(x) dx




1
r

≤ B0



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑, (27)
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∞∫

0



∞∫

x

U q1∗(t)w(t)



∞∫

t

gu2



q

dt




r
q

β(x) dx




1
r

≤ B1



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑,

(28)

где

α(x) := − d

dx





∞∫

x

(
U1∗
V1∗

)p′1
v1




r
p′
1


, β(x) :=

d

dx
[[V1∗(x)]

− r
p1 ].

Далее характеризуем неравенство (27) применением теоремы 3.1. Получим

B0 ≈ B01 + B02 + B03, где B01, B02 — наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

α(x)




x∫

0

w




r
q


∞∫

x




z∫

0

h




1
p2

u2(z) dz



r

dx




p2
r

≤ B
p2
01

∞∫

0

hV2∗, h ∈M+,



∞∫

0

α(x)






x∫

0




y∫

0

h




q
p2

[U2∗(y)]
qw(y) dy




p2
q



r
p2

dx




p2
r

≤ B
p2
02

∞∫

0

hV2∗, h ∈M+,

а константа B03 имеет вид

B03 :=





sup
t>0

(∞∫
t

α

) 1
r

‖T̃t‖
1
p2

L1
V2∗
→L

q
p2
w

, p2 ≤ r,

(∞∫
0

α(x)

[(∞∫
x

α

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V2∗
→L

q
p2
w

] s
p2

dx

) 1
s

, r < p2.

Здесь 1
s := 1

r − 1
p2
, а функции ζ, ζ−1 определены по формулам (10) при ρ = α.

Аналогично, используя теорему 2.2 для константы B1 в неравенстве (28),

находим B1 ≈ B11 + B12 + B13, где B11, B12 — наилучшие константы в нера-

венствах



∞∫

0

β(x)





∞∫

x




y∫

0

h




q
p2

U q1∗(y)U
q
2∗(y)w(y) dy




p2
q



r
p2

dx




p2
r

≤ B
p2
11

∞∫

0

hV2∗,



∞∫

0

β(x)




σ2(x)∫

x

U q1∗w




r
q



∞∫

σ2(x)




z∫

0

h




1
p2

u2(z) dz



r

dx




p2
r

≤ B
p2
12

∞∫

0

hV2∗

при h ∈M+, а константа B13 имеет вид

B13 :=





sup
t>0

(
t∫
0

β

) 1
r

‖Tt‖
1
p2

L1
V2∗
→L

q
p2

wU
q
1∗

, p2 ≤ r,

(∞∫
0

β(x)

[(
x∫
0

β

)
‖T[σ−1(x),σ(x)]‖

L1
V2∗
→L

q
p2

wU
q
1∗

] s
p2

dx

) 1
s

, r < p2,

где 1
s := 1

r − 1
p2

, а функции σ, σ−1 определены по формулам (6) при ρ = β.

Случай 0 < q < p2 <∞, 1 < p2 <∞ рассматривается аналогично.
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Случай 3. 0 < q < min(p1, p2) ≤ 1. Применив теорему 4.1 в неравенстве

(21) при 0 < q < p1 ≤ 1, имеем C ≈ C0+C1, где C0, C1 — наилучшие константы

в неравенствах



∞∫

0



∞∫

x

U q1∗(t)w(t)



∞∫

t

gu2



q

dt




r
q

µ(x) dx




1
r

≤ C0



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑,

(29)


∞∫

0




x∫

0



∞∫

t

gu2



q

w(t) dt




r
q

ν(x) dx




1
r

≤ C1



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑, (30)

где

µ(x) :=
d

dx
([V1∗(x)]

− r
p1 ), ν(x) := − d

dx

(
sup

t∈(x,∞)

[
Up11∗ (t)

V1∗(t)

]) r
p1

.

Рассматривая задачу характеризации квазилинейных операторов в нера-

венствах (29), (30), заметим, что решение этой задачи аналогично случаю 2,

т. е. достаточно применить теорему 2.2 и теорему 3.1.

Случай 4. 0 < max(p1, p2) ≤ q <∞, 0 < max(p1, p2) ≤ 1.

Воспользовавшись теоремой 4.1 в неравенстве (21) при 0 < p1 ≤ q < ∞,

0 < p1 ≤ 1, получим C ≈ D0 + D1, где D0, D1 — наилучшие константы в

неравенствах

sup
x>0

[V1∗(x)]
− 1

p1 U1∗(x)




x∫

0



∞∫

y

gu2



q

w(y) dy




1
q

≤ D0



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑,

(31)

sup
x>0

[V1∗(x)]
− 1

p1



∞∫

x

U q1∗(y)w(y)



∞∫

y

gu2



q

dy




1
q

≤ D1



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑.

(32)

Для характеризации неравенств (31), (32) так же, как и в случае 1, снова при-

меним теорему 4.1.

Теорема 4.2. Пусть 0 < p1, p2, q <∞. Тогда для наилучшей константы C
в неравенстве (20) выполняется следующее.

(i) Пусть 1 < p1 ≤ q <∞, 1 < p2 ≤ q <∞. Тогда C ≈ A0 + A1, где A0,A1

определены в (25) и (26).
(ii) Пусть 0 < q < p1 < ∞, 1 < p1 < ∞, тогда C ≈ B0 + B1, где B0,B1 —

наилучшие константы в неравенствах (27) и (28) при условии (24).

(iii) Пусть 0 < q < min(p1, p2) ≤ 1, тогда C ≈ C0 + C1, где C0, C1 —
наилучшие константы в неравенствах (29) и (30) при условии (24).

(iv) Пусть 0 < max(p1, p2) ≤ q <∞, 0 < max(p1, p2) ≤ 1. Тогда C ≈ D0+D1,
где D0,D1 — наилучшие константы в неравенствах (31) и (32).
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УПРАВЛЕНИЯ, ОПИСЫВАЕМОЙ

СВЯЗАННОЙ СИСТЕМОЙ С МАКСИМАЛЬНО

МОНОТОННЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

А. А. Толстоногов

Аннотация. Изучается задача минимизации интегрального функционала на ре-
шениях связанной системы. Система состоит из эволюционного включения в се-
парабельном гильбертовом пространстве с максимально монотонными оператора-
ми и обыкновенного дифференциального уравнения в сепарабельном банаховом
пространстве, содержащего управление. Ограничением на управление является
многозначное отображение с замкнутыми невыпуклыми значениями, а интегрант
является невыпуклой по управлению функцией. Наряду с исходной задачей рас-
сматривается задача минимизации интегрального функционала с овыпукленным
по управлению интегрантом на решениях системы с овыпукленным ограничением
на управление (релаксационная задача).

Доказаны теоремы существования решения систем. Рассмотрены вопросы ап-
проксимации как решений овыпукленной системы, так и значений овыпукленного
функционала на решениях овыпукленной системы решениями исходной системы и
значениями исходного функционала на решениях исходной системы (теорема ре-
лаксации). Доказана теорема существования оптимального управления в релакса-
ционной системе.

DOI10.33048/smzh.2025.66.212

Ключевые слова: максимально монотонные операторы, невыпуклый интегрант,
релаксация.

§ 1. Введение

Пусть T = [0, a], a > 0, — отрезок числовой прямой R, R = (−∞,+∞],

R+ = [0,+∞), H — сепарабельное гильбертово пространство, Y — сепарабель-

ное банахово пространство.

ЧерезW 1,1(T,H) обозначается пространство абсолютно непрерывных функ-

ций из T в H , имеющих производные из пространства L1(T,H).
Пусть A : D(A(t)) ⊂ H ⇒ H , t ∈ T , — семейство максимально монотонных

операторов [1] с областью определения D(A(t)).
Рассмотрим управляемую систему

−ż(t) ∈ A(t)z(t) + ẏ(t) п.в., (1.1)

z(0) = z0 ∈ D(A(0)),

ẏ(t) = f(t, z(t), y(t)) +Eu(t) п.в., (1.2)

y(0) = y0

c© 2025 Толстоногов А. А.
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с ограничением на управление

u(t) ∈ U(t, z(t), y(t)) п.в. (1.3)

Здесь f : T × H × H → H — однозначное отображение переменных t, z, y, E :

Y → H — непрерывный линейный оператор, U : T ×H×H ⇒ Y — многозначное

отображение с замкнутыми, не обязательно выпуклыми, значениями.

Включение (1.1) и уравнение (1.2) взаимосвязаны между собой. Совокуп-

ность соотношений (1.1), (1.2) будем называть связанной управляемой системой
с ограничением (1.3) на управление.

Под решением управляемой системы (1.1)–(1.3) понимается тройка функ-

ций (z(·), y(·), u(·)), z(0) = z0, z(t) ∈ D(A(t)), t ∈ T , y(0) = y0, z(·) ∈W 1,1(T,H),

y(·) ∈W 1,1(T,H), u(·) ∈ L1(T, Y ), удовлетворяющих соотношениям (1.1)–(1.3).

Для числовой функции g : T ×H ×H × Y → R рассмотрим задачу

J(z(·), y(·), u(·)) =

∫

T

g(t, z(t), y(t), u(t)) dt→ inf (P )

на решениях управляемой системы (1.1)–(1.3).

Пусть gU : T ×H ×H × Y → R — функция, определенная по правилу

g∗∗U (t, z, y, u) =

{
g(t, z, y, u), u ∈ U(t, z, y),

+∞, u /∈ U(t, z, y),
(1.4)

где g∗∗U (t, z, y, u) — биполяра (вторая сопряженная) функции u → gU (t, z, y, u)

[2, 3].

Наряду с задачей (P ) рассмотрим релаксационную задачу

J∗∗(z(·), y(·), u(·)) =

∫

T

g∗∗U (t, z(t), y(t), u(t)) dt→ inf (RP )

на решениях управляемой системы (1.1), (1.2) с овыпукленным ограничением

на управление

u(t) ∈ coU(t, z(t), y(t)) п.в., (1.5)

где символ co означает замкнутую выпуклую оболочку множества.

Решение управляемой системы (1.1), (1.2) с ограничением на управление

(1.5) определяется аналогично решению управляемой системы (1.1), (1.2) с огра-

ничением (1.3).

Множества решений управляемой системы (1.1), (1.2) с ограничениями (1.3)

и (1.5) на управление будем обозначать через RU (z0, y0) и RcoU (z0, y0) соответ-

ственно. Под C(T,H) понимается пространство непрерывных функций из T в

H с топологией равномерной сходимости на T.
Целью работы является установление взаимосвязей между задачами (P ) и

(RP ) и множествами RcoU (z0, y0) и RU (z0, y0). При достаточно общих предпо-

ложениях доказывается, что

1) множества RU (z0, y0) и RcoU (z0, y0) непустые;

2) для любых (z∗(·), y∗(·), u∗(·)) ∈ RcoU (z0, y0) существует последователь-

ность (zm(·), ym(·), um(·)) ∈ RU (z0, y0), m ≥ 1,

(zm(·), ym(·), um(·))→ (z∗(·), y∗(·), u∗(·)), (1.6)

в пространстве C(T,H)× C(T,H)× |ω|-L1(T, Y ),

J(zm(·), ym(·), um(·))→ J∗∗(z∗(·), y∗(·), u∗(·)), (1.7)
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где |ω|-L1(T, Y ) — пространство L1(T, Y ) с так называемой «слабой» нормой [4];

3) имеет место равенство

inf
RU (z0,y0)

J(z(·), y(·), u(·)) = inf
RcoU (z0,y0)

J∗∗(z(·), y(·), u(·)). (1.8)

Связь между задачами (P ) и (RP ) вытекает из равенства (1.8), а связь меж-

ду решениями RU (z0, y0) и RcoU (z0, y0) устанавливается соотношением (1.6).

Если значениями ограничения U(t, z, y) являются компактные множества, а

пересечениеD(A(t)), t ∈ T , с любым ограниченным множеством — относительно

компактное множество, доказано существование оптимального решения задачи

(RP ).
В работе продолжаются исследования автора, относящиеся к релаксации

в невыпуклых задачах оптимального управления, описываемых различными

классами уравнений (см. [5–9] и др.).

Для управляемой системы, описываемой обыкновенным дифференциаль-

ным уравнением, связанным с процессом выметания, существование оптималь-

ного управления и относящиеся к нему вопросы изучались в работах [9–11].

В работе [10] рассматривалась задача минимизации интегрального функ-

ционала

J(z, y, u) =

T∫

0

(
L(t, z(t), y(t)) +

1

2
u(t)TEu(t)

)
dt (1.9)

на решениях управляемой системы в конечномерном пространстве Rm

−z(t) ∈ NCz(t)− ẏ(t), (1.10)

z(0) = z0 ∈ C,
ẏ(t) = f(t, z(t), y(t)) +Eu(t), (1.11)

y(0) = y0,

u(t) ∈ �. (1.12)

Здесь C ⊂ Rm — замкнутое выпуклое множество, NCz — нормальный конус в

смысле выпуклого анализа множества C в точке z ∈ C, f : T ×Rm ×Rm → Rm

— нелинейное отображение, � ⊂ Rd — выпуклый компакт, E — матрица.

Была доказана теорема существования оптимального решения и получены

необходимые условия оптимальности.

В работе [11] изучалась задача минимизации функционала

J(z, y, u) =

T∫

0

[L1(t, z(t), y(t)) + L2(u(t))] dt + L3(z(T ), y(T )) (1.13)

на решениях управляемой системы в пространстве Rm

−ż(t) ∈ NC(t)z(t)−Rẏ(t) (1.14)

и (1.11), (1.12), где C : T ⇒ Rm — многозначное отображение с замкнутыми

выпуклыми значениями, L2 : Rd → R — выпуклая функция, E и R — матрицы

соответствующих размеров, � ⊂ Rd — выпуклый компакт. Была предложена

схема численного решения этой задачи, включая доказательство существования

оптимального решения.
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Подобная задача с такими же результатами была рассмотрена в работе

[12], в которой в конечномерном пространстве изучался вопрос минимизации

функционала (1.13) на решениях системы

−ż(t) ∈ A(t)z(t) + ẏ(t), (1.15)

z(0) = z0 ∈ D(A(0)),

ẏ(t) = f(t, z(t), y(t)) + u(t), (1.16)

y(0) = y0

с ограничением (1.12). В (1.15) A(t) ⊂ D(A(t)) ⊂ Rm — семейство максимально

монотонных операторов.

Впервые вопросы релаксации в задаче оптимального управления, описыва-

емой связанной системой в бесконечномерном пространстве, изучались в работе

[9]. В ней были рассмотрены проблемы (P ) и (RP ) на решениях процесса вы-

метания (1.14) в сепарабельном гильбертовом пространстве H и обыкновенного

дифференциального уравнения (1.16) в сепарабельном банаховом пространстве

Y с ограничениями (1.3) и (1.5). Если в [9] существование оптимального управ-

ления в задаче (RP ) было доказано в предположении конечномерности про-

странств H и Y , в настоящей работе эта задача решена в бесконечномерных

пространствах. Наличие оператора E в уравнении (1.2) естественно для зада-

чи оптимального управления и значительно усложняет задачу по сравнению с

работой [9]. Полученные в работе результаты носят не только теоретический

характер, но имеют и прикладное значение.

Дело в том, что необходимые условия оптимальности, как правило, полу-

чены только для выпуклых задач, т. е. задач, в которых интегрант являет-

ся выпуклой по управлению функцией, а ограничение на управление своими

значениями имеет замкнутые выпуклые множества. В свою очередь вычисли-

тельные алгоритмы для решения задач оптимального управления базируются

на необходимых условиях оптимальности. Результаты настоящей работы поз-

воляют обосновать с точки зрения вычислительных погрешностей переход от

невыпуклых задач оптимального управления к овыпукленным и использовать

известные необходимые условия оптимальности и вычислительные алгоритмы

для выпуклых задач при численном анализе невыпуклых задач управления.

Работа состоит из шести параграфов.

В § 1 дается постановка задачи и приводится обзор известных результа-

тов в этом направлении. В § 2 вводятся основные обозначения, определения и

формулируется ряд необходимых результатов. Основное содержание § 3 состав-

ляет доказательство теоремы существования решения системы (1.1)–(1.3). В § 4
доказывается теорема релаксации. § 5 посвящен доказательству теоремы суще-

ствования решения в задаче (RP ). В § 6 дается конкретизация предположений,

относящихся к семейству операторов A(t), t ∈ T .

§ 2. Основные обозначения, определения

и предварительные сведения

Пусть T = [0, 1] — отрезок числовой полупрямой R+ = [0,+∞) с мерой Ле-

бега, R = (−∞,+∞], H — сепарабельное гильбертово пространство со скаляр-

ным произведением 〈·, ·〉 и нормой ‖ · ‖, Y — сепарабельное банахово простран-

ство с нормой ‖ · ‖Y . Через �, �Y обозначаем нулевые элементы пространств H
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и Y , B, B и BY , BY — открытые и замкнутые единичные шары в пространствах

H и Y соответственно.

Символы ω-H и ω-Y означают, что пространства H и Y наделены слабы-

ми топологиями. Расстояние по Хаусдорфу между замкнутыми множествами

из пространства Y обозначается через haus(·, ·). Поскольку функция haus(·, ·)
может принимать значения +∞, она называется обобщенной метрикой Хау-
сдорфа.

Пространства L1(T,H) и L1(T, Y ) со слабыми топологиями обозначаются

через ω-L1(T,H) и ω-L1(T, Y ). На пространстве L1(T, Y ) наряду со стандартной

нормой ‖ · ‖L1(T,Y ) рассматривается так называемая «слабая» норма [4]

‖f‖‖w‖ = max
0≤t1≤t2≤1

∥∥∥∥∥∥

t2∫

t1

f(s) ds

∥∥∥∥∥∥
Y

.

Она эквивалентна норме

| ‖f‖ | = max
t∈T

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

f(s) ds

∥∥∥∥∥∥
Y

.

Пространство L1(T, Y ) с этой нормой обозначается через |w|-L1(T, Y ).
Для множества C ⊂ Y пусть

‖C‖Y = sup{‖y‖Y ; y ∈ C},

а dY (x,C) означает расстояние от точки x ∈ Y до множества C ⊂ Y.
Функция ω : T ×R+ ×R+ → R+ называется интегрально ограниченной на

ограниченных множествах из R+ ×R+ функцией Каратеодори, если

1) функция t→ ω(t, α, β) измерима, α, β ∈ R+;

2) функция (α, β)→ ω(t, α, β) непрерывна п.в., (α, β) ∈ R+ ×R+;

3) для любого m > 0 существует функция Lm(·) ∈ L1(T,R+) такая, что

ω(t, α, β) ≤ Lm(t) п.в., 0 ≤ α ≤ m, 0 ≤ β ≤ m.

Типичным примером функции ω(t, α, β) может служить функция ω(t, α, β) =

k(t)(α+ β), k(·) ∈ L1(T,R+).
В определениях измеримости как однозначных, так и многозначных отоб-

ражений следуем работе [13].

Пусть A(t) : D(A(t)) ⊂ H ⇒ H , t ∈ T , — семейство максимально монотон-

ных операторов. Рассмотрим включение

ż(t) ∈ A(t)z(t) + f(t), (2.1)

z(0) = z0 ∈ D(A(0)), f(·) ∈ L1(T,H).

Под решением включения (2.1) понимается абсолютно непрерывная функция

z(f) : T → H, z(f)(0) = z0, z(f)(t) ∈ D(A(t)), t ∈ T , производная ẋ(f)(t)
которой удовлетворяет включению

ż(f)(t) ∈ A(t)z(f)(t) + f(t) п.в.
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Гипотезы H(A). (1) Для любого f(·) ∈ L1(T,H) включение (2.1) имеет
решение;

(2) для любого β(·) ∈ L1(T,R+) множество

{z(f)(·); f(·) ∈ Sβ}, Sβ = {f(·) ∈ L1(T,H); ‖f(t)‖ ≤ β(t) п.в.}

равностепенно непрерывно;
(3) для любого r ≥ d(�,D(A(t))) множество D(A(t)) ∩ rB относительно

компактно.

Условия, при которых справедливы гипотезы H(A), будут даны в разд. 6.

Гипотезы H(f). Функция f : T × H × H → H обладает следующими
свойствами:

(1) функция t→ f(t, z, y) измерима;
(2) существует функция kf (·) ∈ L1(T,R), kf (t) > 0, t ∈ T , такая, что

‖f(t, z1, y1)− f(t, z2, y2)‖ < kf (t)(‖z1 − z2‖+ ‖y1 − y2‖) п.в.; (2.2)

(3) справедливо неравенство

‖f(t, �, y0‖ < cf (t), cf (t) > 0, cf (·) ∈ L1(T,R+). (2.3)

Гипотеза H(E). Оператор E : Y → H является линейным и непрерыв-
ным.

Гипотезы H(U). Многозначное отображение U : T × H × H → Y с за-
мкнутыми значениями обладает следующими свойствами:

(1) отображение t→ U(t, z, y) измеримо, z, y ∈ H ;
(2) существует функция kU (·) ∈ L1(T,R+), kU (t) > 0, t ∈ T , такая, что

haus(U(t, z1, y1), U(t, z2, y2)) < kU (t)(‖z1 − z2‖+ ‖y1 − y2‖); (2.4)

(3) справедливо неравенство

dY (�Y , U(t, �, y0)) < cU (t), (2.5)

cU (t) > 0, t ∈ T , cU (·) ∈ L1(T,R+);

(3∗) имеет место неравенство

‖U(t, �, y0)‖Y < cU (t), (2.6)

cU (t) > 0, t ∈ T , cU (·) ∈ L1(T,R+).

Гипотезы H(g). функция g : T ×H ×H × Y → R обладает свойствами
(1) функция t→ g(t, z, y, u) измерима, z, y ∈ H , u ∈ Y ;

(2) для любого M > 0 существует интегрально ограниченная на ограничен-
ных множествах функция Каратеодори ωM : T ×R+×R+ → R+, ωM (t, 0, 0) = 0

п.в., и число kM > 0 такие, что

|g(t, z1, y1, u1)− g(t, z2, y2, u2)| ≤ ωM (t, ‖z1 − z2‖, ‖y1 − y2‖) + kM‖u1 − u2‖Y п.в.,
(2.7)

‖zi‖ ≤M, ‖yi‖ ≤M, ui ∈ Y, i = 1, 2;

(3) справедливы неравенства

|g(t, z, y, u)| ≤ αM (t), ‖y‖ ≤M, ‖z‖ ≤M,
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u ∈ coU(t, z, y) αM (·) ∈ L1(T,R+).

Типичным примером функции g : T × Z × H × Y → R со свойствами

H(g)(2), (3) может служить функция, удовлетворяющая неравенствам

|g(t, z1, y1, u1)− g(t, z2, y2, u2)| ≤ kg(t)(‖z1 − z2‖+ ‖y1 − y2‖) + αU‖u1 − u2‖Y ,
kg(·) ∈ L1(T,R+), αU > 0, zi, yi ∈ H, ui ∈ Y, i = 1, 2,

|g(t, �,�, u)| ≤ α(t), z, y ∈ H, u ∈ coU(t, z, y),

при выполнении гипотезы H(U)(3∗), α(·) ∈ L1(T,R+).
Всюду в дальнейшем считаем, что выполняются гипотезы H(f), H(U)(1)–

(3), H(g).
Приведем результаты, которые понадобятся в дальнейшем.

Лемма 2.1. Пусть выполняется гипотезаH(A)(1). Тогда для любого v̂(·) ∈
L1(T,H) решение z(v̇) включения (2.1) единственно и имеет место неравенство

‖z(v̂1)(t)− z(v̂2)(t)‖ ≤
t∫

0

‖v̂1(s)− v̂2(s)‖ ds (2.8)

для любых v̂i(·) ∈ L1(T,H), i = 1, 2.
Если выполняется гипотеза H(A)(2), последовательность v̂n(·) ∈ L1(T,H),

n ≥ 1, сходится к v̂(·) ∈ L1(T,H) в пространстве ω-L1(T, Y ) и имеет место
неравенство

‖v̂n(t)‖ ≤ β(t) п.в., n ≥ 1, β(·) ∈ L1(T,R+), (2.9)

а множество
{⋃

v̂n(t); n ≥ 1
}
⊂ H относительно компактно при почти всех

t ∈ T, то последовательность z(vn)(·), n ≥ 1, сходится в пространстве C(T,H) к
z(v̂)(·).

Доказательство. Единственность решения z(v̂)(·) включения и неравен-

ство (2.8) хорошо известны.

Пусть z(�)(·) — решение включения (2.1) при f(t) ≡ �, t ∈ T. Воспользо-

вавшись неравенствами (2.8), (2.9), получим

‖z(v̂n)(t)‖ ≤ ‖z(�)(t)‖+

t∫

0

β(τ) dτ.

Из этого неравенства следует, что

z(vn)(t) ⊂ rB, n ≥ 1, t ∈ T,
при некотором r > 0.

Множество rB является метризуемым компактом в пространстве ω-H . Рас-

сматривая rB как самостоятельное метрическое пространство и воспользовав-

шись гипотезой H(C)(2) и теоремой Арцела — Асколи, получаем, что существу-

ет подпоследовательность z(v̂nm
)(·), m ≥ 1, сходящаяся в C(T, ω-rB) к некото-

рой функции y(·). Так как y(·) ∈ L1(T,H), получим хорошо известное неравен-

ство

1

2
‖z(v̂nm

)(t) − z(v̂0)(t)‖2 ≤
t∫

0

〈z(v̂nm
)(τ) − y(τ), v̂0)(τ) − v̂nm

(τ)〉 dτ

+

t∫

0

〈y(τ)− z(v̂0)(τ), v̂0(τ) − vnm
(τ)〉 dτ, t ∈ T.
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Воспользовавшись этим неравенством и хорошо известными аргументами (см.,

например, доказательство теоремы 3.2 в [14]), получим, что последовательность

z(v̂nm
)(·), m ≥ 1, сходится к z(v̂)(·) в пространстве C(T,H).

Доказательство сходимости самой последовательности z(v̂nm
)(·), n ≥ 1, в

C(T,H) к z(v̂) проводится с помощью использования аргументов от противного

(см. теорему 3.2. в [14]). Лемма доказана.

Пусть v̂∗ ∈ L1(T,H) и z(v̂∗)(·), z(v̂∗)(0) = z0 ∈ D(A(0)) — решение включе-

ния

−ż(v̂∗)(t) ∈ A(t)z(v̂∗(t)) + v̂∗(t). (2.10)

Положим

v∗(t) =

t∫

0

v̂∗(s) ds, t ∈ T. (2.11)

Пусть

D(A(v̂∗)(t) = D(A(t)) + v∗(t), t ∈ T, (2.12)

и A(v̂∗)(t) : D(A(v̂∗)(t)) ⊂ H ⇒ H , t ∈ T , — семейство максимально монотонных

операторов

A(v̂∗)(t)(w) = A(t)(w − v∗(t)), w ∈ D(A(v̂∗)(t)), t ∈ T. (2.13)

Рассмотрим включение

−x(ŵ)(t) ⊂ A(v̂∗)(t)x(ŵ(t)) + ŵ(t), (2.14)

x(ŵ)(0) = z0 ∈ D(A(0)), ŵ(·) ∈ L1(T,H).

Лемма 2.2. Пусть выполняется гипотеза H(A)(1). Тогда для любого w(·)
∈ L1(T,H) включение (2.14) имеет единственное решение и функция x(ŵ)(t)
является решением включения (2.14) тогда и только тогда, когда функция z(·),
z(0) = z0,

z(t) = x(ŵ)(t)− v∗(t), (2.15)

является решением включения

−ż(t) ∈ A(t)(z(t)) + v̂(t) (2.16)

с функцией
v̂(t) ∈ ŵ(t) + v̂∗(t), (2.17)

т. е. z(t) = z(v̂)(t).

Доказательство достаточно очевидно и вытекает из равенств (2.12), (2.13)

и гипотезы H(A)(1).

Пусть x(�)(·) — решение включения (2.14) с ŵ(t) = �, t ∈ T. Тогда из

(2.15), (2.17) вытекает

z(v̂)(t) = x(�)(t) − v∗(t). (2.18)

Рассмотрим пространство Ỹ = Y ×R. Элементы пространства Ŷ будем обозна-

чать через ỹ = (y, λ), y ∈ Y , λ ∈ R. Наделим пространство Ỹ нормой

‖ỹ‖
Ỹ

= max(‖y‖Y , |λ|), y ∈ Y, λ ∈ R. (2.19)

Пространство Ỹ = Y ×R будет сепарабельным банаховым пространством.
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Согласно (2.19) слабая норма |‖ỹ‖| на ω-L1(T, Ỹ ) имеет вид

|‖ỹ‖| = sup
0≤t≤1



max



∥∥∥∥∥∥

t∫

0

y(s) ds

∥∥∥∥∥∥
Y

,

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

λ(s) ds

∣∣∣∣∣∣





. (2.20)

ПустьG : T×Y×H → Ỹ — многозначное отображение, определенное по правилу

G(t, z, y) = {(u, λ); u ∈ U(t, z, y), λ = g(t, z, y, u)}. (2.21)

Лемма 2.3. Пусть выполняются гипотезы H(U)(1), (2) и H(g). Тогда
G : T ×H ×H → Ỹ является многозначным отображением с замкнутыми зна-
чениями и

(1) отображение t 7→ G(t, z, y) измеримо, z, y ∈ H ;

(2) при почти всех t ∈ T отображение (z, y) 7→ G(t, z, y) непрерывно в мет-
рике Хаусдорфа haus

Ỹ
(·, ·) на пространстве замкнутых множеств из Ỹ .

Доказательство леммы дословно повторяет доказательство подобной

леммы из [9].

Лемма 2.4. Пусть выполняются гипотезы H(U)(1)–(3) и H(g). Тогда
(1) для почти всех t ∈ T

dom g∗∗U (t, z, y) = coU(t, z, y), (2.22)

где dom g∗∗U (t, z, y) = {u ∈ Y ; g∗∗U (t, z, y, u) <∞};
(2) для любого u ∈ coU(t, z, y)

g∗∗U (t, z, y, u) = min{λ ∈ R; (u, λ) ∈ coG(t, z, y)} (2.23)

и
(u, g∗∗U (t, z, y, u)) ∈ coG(t, z, y); (2.24)

(3) для любого ε > 0 существует замкнутое множество Tε ⊂ T с мерой Ле-
бега µ(T \Tε) ≤ ε такое, что функция (t, z, y, u)→ g∗∗U (t, z, y, u) полунепрерывна
снизу на Tε ×H ×H × Y.

Лемма является полным аналогом подобной леммы 2.5 в [9].

Следующая лемма является частным случаем леммы 3.8 в [8].

Лемма 2.5. Пусть V ⊂ ω-L1(T, Y ) — компактное множество. Если после-
довательность v̂n(·) ∈ V , n ≥ 1, сходится в пространстве |ω|-L1(T, Y ) к v̂(·), то
она сходится к v̂(·) в пространстве ω-L1(T, Y ).

§ 3. Существование решений

В этом параграфе, не оговаривая особо, считаем, что выполняются гипоте-

зы H(C)(1), H(f)(1)–(3), H(U)(1)–(3) и E : Y → H — непрерывный линейный

оператор.

Обозначим через z(�)(·) решение включения (2.1) при f(t) ≡ �.
Предположим, что выполняются неравенства

‖f(t, z(�)(t), v0)‖ < af (t), af (t) > 0, t ∈ T, (3.1)

d(�Y , U(t, z(�)(t)), v0) < aU (t), aU (t) > 0, t ∈ T, (3.2)

af(·), aU (·) ∈ L1(T,R+).



296 А. А. Толстоногов

Пусть

a(t) = af (t) + ‖E‖aU (t), (3.3)

k(t) = kf (t) + ‖E‖kU (t), (3.4)

где kf (t) и kU (t) — функции из неравенств (2.2), (2.4).

Рассмотрим дифференциальное уравнение

ṙ(t) = a(t) + 2k(t)r(t), r(0) = 0, (3.5)

которое имеет единственное решение

r(t) =

t∫

0

em(t)−m(s)a(s) ds, t ∈ T, (3.6)

где

m(t) = 2

t∫

0

k(s) ds, t ∈ T. (3.7)

Если v̂(·) ∈ L1(T,H), то всюду в дальнейшем через v(·) будем обозначать

функцию v(·) ∈ W 1,1(T,H), определенную равенством

v(t) =

t∫

0

v̂(s) ds. (3.8)

Пусть

f∗(t, z, v) = f(t, z, v + y0), (3.9)

U∗(t, z, v) = U(t, z, v + y0), (3.10)

z, v ∈ H.
Из гипотез H(f)(1),(2) вытекает, что отображения f∗ : T ×H ×H → H и

U∗ : T ×H ×H → Y обладают свойствами (1), (2) в гипотезах H(f) и H(U) и

удовлетворяют тем же неравенствам (2.2), (2.4) с константами kf (t) и kU (t).
Рассмотрим управляемую систему

−ż(t) ∈ A(t)z(t) + v̂(t) п.в., (3.11)

z(0) = z0 ∈ D(A(0)),

v̂(t) = f∗(t, z(t), v(t)) +Eu(t), (3.12)

u(t) ∈ U∗(t, z(t), v(t)), (3.13)

где функция v(t) определена равенством (3.8).

Под решением системы (3.11)–(3.13) понимается тройка (z(v̂), v̂(·), u(·)),
z(v̂)(0) = z0, z(v̂)(t) ∈ D(A(t)), t ∈ T , z(·) ∈ W 1,1(T,H), v̂(·) ∈ L1(T,H), u(·) ∈
L1(T, Y ), удовлетворяющая

−ż(v̂)(t) ∈ A(t)z(v̂)(t) + v̂(t) п.в., (3.14)

v̂(t) = f∗(t, z(v̂)(t), v(t)) +Eu(t) п.в., (3.15)

u(t) ∈ U∗(t, z(v̂)(t), v(t)) п.в., (3.16)
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Теорема 3.1. Пусть выполняются неравенства (3.1), (3.2). Тогда для лю-
бого z0 ∈ D(A(0)) управляемая система (3.11), (3.12) имеет решение (z(v̂)(·),
v̂(·), u(·)) такое, что

‖z(v̂)(t)− z(�)(t)‖ ≤ r(t), t ∈ T, (3.17)

‖v̂(t)‖ ≤ ṙ(t) п.в., (3.18)

‖v(t)‖ ≤ r(t) п.в., (3.19)

‖u(t)‖ ≤ aU (t) + 2kU (t)r(t) п.в., (3.20)

где r(t) — решение уравнения (3.4).

Доказательство. Рассмотрим отображения

f̃(t, z, v) = f∗(t, z + z(�)(t), v), (3.21)

Ũ(t, z, v) = U∗(t, z + z(�)(t), v). (3.22)

Из гипотез H(f), H(U)(1), (2), (3.1), (3.2), (3.8)–(3.10), (3.21), (3.22) вытекает,

что

1) отображения t→ f̃(t, z, v), t→ Ũ(t, z, v) измеримы;

2) имеют место неравенства

‖f̃(t, z1, v1)− f̃(t, z2, v2)‖ < kf (t)(‖z1 − z2‖+ ‖v1 − v2‖); (3.23)

hausY (Ũ(t, z1, v1), Ũ(t, z2, v2)) < kU (t)(‖z1 − z2‖+ ‖v1 − v2‖); (3.24)

3) выполнено неравенство

‖f̃(t, z, v)‖ < af (t) + kf (t)(‖z‖+ ‖v‖), (3.25)

dY (�Y , Ũ(t, z, v)) < aU (t) + kU (t)(‖z‖+ ‖v‖). (3.26)

Из этого неравенства и (3.24) вытекает

Ũ(t, z, v) ∩ (aU (t) + kU (‖z‖+ ‖v‖))B 6= ∅ (3.27)

и

Ũ(t, z, v)∩(aU (t)+kU (‖z‖+‖v‖))B ⊂ Ũ(t, x, w)+kU (t)(‖z−x‖+‖v−w‖)B. (3.28)

Построим по индукции последовательность

y0(t) = �, v0(t) = �, t ∈ T, (3.29)

v̂i(t) = f̂(t, yi(t), vi(t)) +Eui(t), i ≥ 0, (3.30)

ui(t) ∈ Ũ(t, yi(t), vi(t)), i ≥ 0, (3.31)

yi+1(t) = z(v̂i)(t)− z(�)(t), vi+1(t) =

t∫

0

v̂i(s) ds, (3.32)

где z(v̂i)(t) — решение включения (3.14) при v̂(t) = v̂i(t), со свойствами

‖v̂i(t)‖ ≤ ṙ(t), v̂i(·) ∈ L1(T,H), (3.33)

‖ui(t)‖Y ≤ aU (t) + 2kU (t)r(t), ui(·) ∈ L1(T, Y ), (3.34)
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‖yi+1(t)‖ ≤ r(t), ‖vi+1(t)‖ ≤ r(t), (3.35)

‖ui(t)− ui−1(t)‖Y ≤ kU (t)(‖vi(t)− vi−1(t)‖ + ‖yi(t)− yi−1(t)‖), i ≥ 1, (3.36)

‖v̂i(t)− v̂i−1(t)‖ ≤ k(t)(‖vi(t)− vi−1(t)‖+ ‖yi(t)− yi−1(t)‖), i ≥ 1, (3.37)

‖v̂i(t)− v̂i−1(t)‖ ≤ 2k(t)

t∫

0

[m(t)−m(s)]i−1

(i− 1)!
a(s) ds, i ≥ 1, (3.38)

‖yi+1(t)− yi(t)‖ ≤
t∫

0

[m(t)−m(s)]i

i!
a(s) ds, i ≥ 1, (3.39)

‖vi+1(t)− vi(t)‖ ≤
t∫

0

[m(t)−m(s)]i

i!
a(s) ds. (3.40)

Из (3.26), (3.29) вытекает, что

dY (�Y , Ũ(t, y0(t), v0(t))) < aU (t) п.в.

Используя это неравенство и рассуждая, как и при доказательстве теоремы 3.1

в [9] (см. неравенства (3.27), (3.28)), получим, что существует измеримая функ-

ция u0(t) такая, что

‖u0(t)‖Y ≤ aU (t) п.в., (3.41)

u0(t) ∈ Ũ(t, y0(t), v0(t)). (3.42)

Из (3.41) следует, что u0(·) ∈ L1(T, Y ). Воспользовавшись (3.30), (3.25), (3.29),

(3.3)–(3.5), получим

‖v̂0(t)‖ ≤ a(t) ≤ ṙ(t), (3.43)

‖y0(t)‖ ≤ r(t), ‖v0(t)‖ ≤ r(t). (3.44)

Из (3.32) и (3.43), (2.8) вытекает, что

‖y1(t)‖ = ‖z(v̂0(t)− z(�)(t)‖ ≤
t∫

0

a(s) ds ≤ r(t), (3.45)

‖v1(t)‖ ≤
t∫

0

a(s) ds. (3.46)

Из (3.42), (3.24) получаем

dY (u0(t), Ũ (t, y1(t), v1(t))) < kU (t)(‖y1(t)− y0(t)‖+ ‖v1(t)− v0(t)‖).

Из этого неравенства, воспользовавшись (3.27), (3.28) и рассуждая, как при

доказательстве теоремы 3.1 в [9] (см. неравенства (3.34), (3.35)), получим, что

существует измеримая функция u1(t) такая, что

u1(t) ∈ Ũ(t, y1(t), v1(t)) п.в., (3.47)

‖u1(t)− u0(t)‖Y ≤ kU (t)(‖y1(t)− y0(t)‖+ ‖v1(t)− v0(t)‖). (3.48)

Из этого неравенства, (3.29), (3.41), (3.45), (3.46) вытекает, что

‖u1(t)‖ ≤ aU (t) + 2k(t)r(t). (3.49)
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Воспользовавшись (3.48), (3.23), (3.30), (3.4), получим

‖ṽ1(t)− ṽ0(t)‖ ≤ k(t)(‖yi(t)− y0(t)‖ + ‖v1(t)− v0(t)‖). (3.50)

Из этого неравенства и (3.43), (3.45), (3.46), (3.29) вытекает, что

‖v̂1(t)‖Y ≤ a(t) + 2k(t)r(t) = ṙ(t). (3.51)

Поэтому согласно (2.8), (3.32), (3.51)

‖y2(t)‖ = ‖z(v̂1)(t)− z(�)(t)‖ ≤
t∫

0

‖v̂1(s)‖ ds ≤ r(t). (3.52)

‖v2(t)‖ ≤ r(t). (3.53)

Из (2.8), (3.50), (3.45), (3.46) и (3.32) имеем

‖v̂1(t)− v̂0(t)‖Y ≤ 2k(t)

t∫

0

a(s) ds, (3.54)

‖y2(t)− y1(t)‖ =

t∫

0

2k(τ)




τ∫

0

a(s) ds


 dτ. (3.55)

Учитывая (3.7), получаем

t∫

0

2k(τ)




τ∫

0

a(s) ds


 dτ =

t∫

0

t∫

0

2k(τ)a(s) dsdτ −
t∫

0

2k(t)




t∫

τ

a(s) ds


 dτ

=

t∫

0

m(t)a(s) ds−
t∫

0

a(s)




s∫

0

2k(t) dτ


 ds =

t∫

0

[m(t)−m(s)]a(s) ds.

Из этого равенства и (3.55) вытекает, что

‖y2(t)− y1(t)‖ ≤
t∫

0

[m(t)−m(s)] ds. (3.56)

Согласно (3.32)

‖v2(t)− v1(t)‖ ≤
t∫

0

‖v̂1(s)− v̂0(s)‖ ds.

Воспользовавшись этим неравенством и (3.54), по аналогии с (3.56) имеем

‖v2(t)− v1(t)(t)‖ ≤
t∫

0

[m(t)−m(s)]a(s) ds. (3.57)

Из (3.47)–(3.54), (3.56), (3.57) вытекает, что соотношения (3.31), (3.33)–(3.40)

справедливы при i = 1.
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Предположим, что построены yi(t) = z(v̂i−1)(t) − z(�)(t), v̂i−1(t), vi(t) =
t∫
0

v̂i−1(s) ds, ui−1(t), удовлетворяющие (3.31), (3.33)–(3.40). Тогда

ui−1(t) ∈ Ũ(t, vi−1(t), yi−1(t)), (3.58)

‖yi−1(t)‖ ≤ r(t), ‖vi−1(t)‖ ≤ r(t), ‖v̂i−1‖Y ≤ ṙ(t). (3.59)

Из (3.58), (3.24) получим

dY (ui−1(t), Ũ(t, vi(t), yi(t))) < kU (t)(‖vi(t)− vi−1(t)‖+ ‖yi(t)− yi−1(t)‖).

Рассуждая, как при доказательстве включения (3.43) и неравенства (3.44) в

работе [9], получим, что существует ui ∈ L1(T, Y ) такая, что

ui(t) ∈ Ũ(t, vi(t), yi(t)), (3.60)

‖ui(t)− ui−1(t)‖ ≤ kU (t)(‖vi(t)− vi−1(t)‖Y + ‖yi(t)− yi−1(t)‖). (3.61)

Тогда из (3.23), (3.30), (3.4) вытекает, что

‖v̂i(t)− v̂i−1(t)‖ ≤ k(t)(‖vi(t)− vi−1(t)‖ + ‖yi(t)− yi−1(t)‖). (3.62)

Воспользовавшись (3.62), получим

‖v̂i(t)‖ ≤ k(t)
(

i∑

j=1

(‖vj(t)− vj−1(t)‖+ ‖yj(t)− yj−1(t)‖)
)

+ ‖v̂0(t)‖.

Используя это неравенство и (3.39), (3.40), (3.43), придем к неравенству

‖v̂i(t)‖ ≤ 2k(t)

t∫

0



i−1∑

j=0

[m(t)−m(s)]j

j!
a(s) ds


+ a(t). (3.63)

Так как

1 +
α

1!
+ . . .+

αj

j!
≤ eα, α > 0,

из (3.63), (3.5), (3.6) вытекает, что

‖v̂i(t)‖ ≤ a(t) + 2k(t)r(t) = ṙ(t). (3.64)

Используя (3.61), (3.39)–(3.41), по аналогии с (3.63) получим

‖ui(t)‖Y ≤ 2kU (t)

t∫

0



i−1∑

j=0

[m(t)−m(s)]j

j!
a(s) ds


+ aU (t).

Из этого неравенства следует, что

‖ui(t)‖ ≤ aU (t) + 2kU (t)r(t). (3.65)

Из (3.64), (3.32) вытекает, что

‖yi+1(t)‖ = ‖z(v̂i)(t)− z(�)(t)‖ ≤
t∫

0

‖v̂i(s)‖ ds ≤ r(t), (3.66)
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‖vi+1(t)‖ ≤
t∫

0

‖v̂i(s)‖Y ds ≤ r(t). (3.67)

Воспользовавшись (3.61), (3.39), (3.40), имеем

‖v̂i(t)− v̂i−1(t)‖ ≤ 2k(t)

t∫

0

[m(t)−m(s)]i−1

(i− 1)!
a(s) ds. (3.68)

Из (3.68), (3.32), (2.8) вытекает неравенство

‖yi+1(t)− yi(t)‖ ≤
t∫

0

‖vi(s)− vi−1(s)‖ ds ≤
t∫

0

[m(t)−m(s)]i

i!
a(s) ds. (3.69)

При доказательстве неравенства (3.69) использовано равенство

t∫

0

2k(τ)




τ∫

0

[m(τ)−m(s)]i−1

(i− 1)!
a(s) ds


 dτ =

t∫

0

[m(t)−m(s)]i

i!
a(s) ds.

Справедливость этого равенства проверяется дифференцированием левой и пра-

вой частей с использованием (3.7).

Аналогично, воспользовавшись (3.68), имеем

‖vi+1(t)− vi(t)‖ ≤
t∫

0

[m(t)−m(s)]i

i!
a(s) ds. (3.70)

Из (3.60)–(3.62), (3.64)–(3.70) получим, что соотношения (3.33)–(3.40) справед-

ливы при i.

Тем самым последовательности yi+1(t), vi+1(t), v̂i(t), ui(t), i ≥ 0, с требуе-

мыми свойствами построены.

Из (3.68) вытекает, что ряд
∞∑
i=0

‖v̂i+1(t)− v̂i(t)‖ сходится для почти каждого

t ∈ T. Поэтому последовательность v̂i(t), i ≥ 1, для почти всех t ∈ T является

последовательностью Коши и для почти всех t ∈ T последовательность v̂i(t),
i ≥ 1, сходится к измеримой функции v̂(t). Из (3.33) вытекает, что последова-

тельность v̂i(·), i ≥ 1, сходится к v̂(·) в пространстве L1(T, Y ) и

‖v̂(t)‖Y ≤ ṙ(t). (3.71)

Из (3.36), (3.39), (3.40) следует, что ряд
∞∑
i=0

‖ui+1(t)−ui(t)‖Y сходится при почти

всех t ∈ T.
Рассуждая, как и для последовательности v̂i, i ≥ 1, получим, что последо-

вательность ui(t), i ≥ 1, для почти всех t ∈ T сходится к измеримой функции

u(t). Из (3.34) вытекает, что последовательность ui(·), i ≥ 1, сходится к u(·) в

пространстве L1(T, Y ) и справедливо неравенство

‖u(t)‖ ≤ aU (t) + 2kU (t)r(t). (3.72)
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Пусть z(v̂) — решение включения (3.11) и v(t) =
t∫
0

v̂(s) ds. Тогда из (2.8),

(3.32)

‖z(v̂)(t)− z(v̂i)(t)‖ ≤
t∫

0

‖v̂(s)− v̂i(s)‖ ds, ‖v(t)− vi(t)‖ ≤
t∫

0

‖v̂(s)− v̂i(s)‖ ds.

Из этих неравенств вытекает, что последовательности z(v̂i), vi(·), i ≥ 1, сходятся

в пространстве C(T,H) к z(v̂) и v(·) соответственно.

Стало быть, последовательность yi+1(t) = z(v̂i)(t)− z(�)(t) сходится в про-

странстве C(T,H) к y(t) = z(v̂)(t)− z(�)(t). Из (3.35) вытекает, что

‖y(t)‖ = ‖z(v̂)(t)− z(�)(t)‖ ≤ r(t), (3.73)

‖v(t)‖ ≤ r(t). (3.74)

Из (3.31), (3.24) получаем

d(ui(t), Ũ(t, v(t), y(t))) < k(t)(‖vi(t)− v(t)‖Y + ‖yi(t)− y(t)‖).
Переходя в этом неравенстве к пределу, учитывая (3.22) и равенство y(t) =

z(v̂)(t) − z(�)(t), получим

u(t) ∈ U∗(t, z(t), y(t)). (3.75)

Аналогично, используя (3.30) и (3.23), (3.21), имеем

v̂(t) = f∗(t, z(v̂)(t), v(t)) +Eu(t). (3.76)

Из (3.11), (3.75), (3.76) вытекает, что (z(v̂), v̂(·), u(·)) является решением систе-

мы (3.11)–(3.13). Что касается неравенств (3.17)–(3.19), то они вытекают из

неравенств (3.73), (3.74), (3.71), (3.72). Теорема доказана.

Замечание 3.1. Если выполняются гипотезы H(f)(2), (3), то в неравен-

ствах (3.1), (3.2) в качестве af (t), aU (t) можно брать функции

af(t) = cf (t) + kf (t)‖z(�)(t)‖, (3.77)

aU (t) = cU (t) + kU (t)‖z(�)(t)‖. (3.78)

Теорема 3.2. Пусть выполняются гипотезы H(f)(1), (2), H(U)(1), (2) и
неравенства (3.1), (3.2). Тогда для любых z0 ∈ D(A(0)), y0 ∈ H управляе-
мая система (1.1), (1.2) с ограничением (1.3) имеет решение (z(·), y(·), u(·)),
удовлетворяющее неравенствам

‖z(t)− z(�)(t)‖ ≤ r(t), t ∈ T, (3.79)

‖y(t)− y0‖ ≤ r(t), t ∈ T, (3.80)

‖u(t)‖Y ≤ aU (t) + 2kU (t)r(t).

Доказательство. Согласно теореме 3.1 существуют функции z(v̂)(·) ∈
W 1,1(T,H), z(v̂)(0) = z0, z(v̂)(t) ∈ D(A(t)), t ∈ T , v(·) ∈ W 1,1(T,H), v̂(·) ∈

L1(T,H), v(t) =
t∫
0

v̂(s) ds, t ∈ T , u(·) ∈ L1(T, Y ), удовлетворяющие включениям

(3.14), (3.16) и уравнению (3.15).

Положим

z(t) = z(v̂)(t), y(t) = y0 + v(t). (3.81)

Воспользовавшись (3.9), (3.10), (3.14)–(3.16), (3.17)–(3.20), (3.81), получим, что

функции z(·), y(·), u(·) являются решением управляемой системы (1.1), (1.2) с

ограничением (3.5), удовлетворяющим неравенствам (3.79)–(3.81). Теорема до-

казана.
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§ 4. Релаксация

В этом параграфе докажем теорему релаксации для задачи минимизации

интегрального функционала.

Пусть z(v̂∗)(t), z(v̂∗)(0) = z0 ∈ D(A(0)) — решение включения

−ż(v̂∗) ∈ A(t)z(v̂∗)(t) + v̂∗(t), v̂∗(·) ∈ L1(T,H), (4.1)

v∗(t) =

t∫

0

v̂∗(s) ds, (4.2)

f∗ : T × H × H → H и U∗ : T × Y × H → Y — отображения, определенные

равенствами (3.9), (3.10).

Теорема 4.1. Пусть выполняются гипотезы H(f)(1), (2), H(U)(1), (2) и

v̂∗(·) = f̃(t) + Eũ(t), f̃(·) ∈ L1(T,H), ũ(·) ∈ L1(T, Y ). (4.3)

Предположим, что выполняются неравенства

‖f̃(t)− f∗(t, z(v̂∗)(t), v∗(t))‖ < af (t), (4.4)

dY (ũ(t), U∗(t, z(v̂∗)(t), v∗(t)) < aU (t). (4.5)

Тогда существует решение (z(v̂(·), v̂(·), u(·))) системы (3.11)–(3.13), удовлетво-
ряющее неравенствам

‖z(v̂)(t)− z(v̂∗)(t)‖ ≤ r(t), (4.6)

‖v̂(t)− v̂∗(t)‖ ≤ ṙ(t), (4.7)

‖u(t)− ũ(t)‖ ≤ aU (t) + 2kU (t)r(t). (4.8)

Доказательство. Пусть

f̃(t, x, w) = −f̃(t) + f∗(t, x− v∗(t), w + v∗(t)),

Ũ(t, x, w) = −ũ(t) + U∗(t, x− v∗(t), w + v∗(t)).

Рассмотрим управляемую систему

−ẋ(t) ∈ A(v̂∗)(t)x(t) + ŵ(t), (4.9)

x(0) = z0 ∈ D(A(0)),

ŵ(t) = f̃(t, x(t), w(t)) +Eu(t), (4.10)

u(t) ∈ Ũ(t, x(t), w(t)), (4.11)

где операторы A(v̂∗)(t), t ∈ T , определены равенствами (2.13) с областями опре-

деления (2.12). Из леммы 2.2 следует, что для любого ŵ(·) ∈ L1(T,H) включе-

ние (4.9) имеет решение x(ŵ)(·). Пусть x(�)(t) — решение включения (4.9) при

ŵ(t) = �, t ∈ T. Согласно лемме 2.2 справедливо равенство

z(v̂∗)(t) = x(�)(t) − v∗(t). (4.12)

Из этого равенства, (4.4), (4.5) и определения f̃(t, x, w), Ũ (t, x, w) вытекает

‖f̃(t, x(�)(t), �)‖ = ‖f̃(t)− f∗(t, x(�)(t) − v∗(t), v∗(t))‖ < af (t),

dY (�Y , Ũ(t, x(�)(t)�)) = d(ũ(t), U∗(t, x(�)(t) − v∗(t), v∗(t)) < aU (t).
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Из этих неравенств следует, что f̃(t, x, w) и Ũ(t, x, w) обладают теми же свой-

ствами, что и отображения f∗(t, z, v), Ũ∗(t, z, v) в теореме 3.1. Используя эту

теорему, получаем, что система (4.9)–(4.11) имеет решение

(x(ŵ)(·), ŵ(·), u(·)), x(ŵ)(0) = z0,

x(ŵ)(t) ∈ D(A(v∗)(t)), t ∈ T, w(t) =

t∫

0

ŵ(s) ds,

ŵ(t) = −f̃(t) + f∗(t, x(w̃)(t)− v∗(t), w(t) + v∗(t)) +Eu(t), (4.13)

u(t) ∈ −ũ(t) + U∗(t, x(w̃)(t)− v∗(t), w(t) + v∗(t)), (4.14)

удовлетворяющее неравенствам

‖x(ŵ)(t) − x(�)(t)‖ ≤ r(t), (4.15)

‖ŵ(t)‖ ≤ ṙ(t), (4.16)

‖u(t)‖Y ≤ aU (t) + 2kU (t)r(t). (4.17)

Из леммы 2.2 вытекает, что функция

z(v̂)(t) = x(ŵ)(t)− v∗(t) (4.18)

является решением включения (3.11) при

v̂(t) = ŵ(t) + v̂∗(t). (4.19)

Воспользовавшись (4.3), (4.12)–(4.19), получаем, что (z(v̂)(t), v̂(t), u(·)) являет-

ся решением системы (3.11)–(3.13), удовлетворяющим неравенствам (4.6)–(4.8).

Теорема доказана.

Теорема 4.2 (теорема существования). Пусть выполняются гипотезы
H(f)(1), (2), H(U)(1), (2), y∗(·) ∈ W 1,1(T,H), y∗(0) = y0 и

ẏ∗(t) = ỹ(t) + Eũ(t),

ỹ(·) ∈ L1(T,H), ũ(t) ∈ L1(T, Y ), z∗(·) ∈ W 1,1(T,H), z∗(0) = z0, — решения
включения (1.1) при ẏ(·) = ẏ∗(·).

Предположим, что выполняются неравенства

‖ỹ∗(t)− f(t, z∗(t), y∗(t))‖ < af (t), (4.20)

dY (ũ(t), U(t, z∗(t), y∗(t))) < aU (t). (4.21)

Тогда существует решение (z(·), y(·), u(·)) системы (1.1)–(1.3), удовлетворяющее
неравенствам

‖z(t)− z∗(t)‖ ≤ r(t), (4.22)

‖ẏ(t)− ẏ∗(t)‖ ≤ ṙ(t), (4.23)

‖y(t)− y∗(t)‖ ≤ r(t), (4.24)

‖u(t)− ũ(t)‖ ≤ aU (t) + 2kU (t)r(t). (4.25)

Доказательство. Обозначим ẏ∗(t) = v̂∗(t). Тогда z∗(·) = z(v̂∗)(·), где

z(v̂∗) — решение включения (4.1). Из (3.9), (3.10) и (3.21), (3.22) вытекают
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неравенства (4.4), (4.5). Воспользовавшись теоремой 4.1, получим, что суще-

ствуют функции (z(v̂), v̂(·), u(·)), которые являются решением системы (3.11)–

(3.13), удовлетворяющим неравенствам (4.6)–(4.8).

Положим z(t) = z(v̂)(t), ẏ(t) = v̂(t), y(t) = y0 + v(t). Тогда из (3.8)–(3.10)

вытекает, что функции (z(t), y(t), u(t)) являются решением системы (1.1)–(1.3).

Неравенства (4.22)–(4.25) вытекают из неравенств (4.6)–(4.8). Теорема доказа-

на.

Если выполняются гипотезы H(f)(2), (3) и H(U)(2), (3), то будут иметь ме-

сто неравенства

‖f(t, z, y)‖ < cf (t) + kf (t)(‖y − y0‖+ ‖z‖), (4.26)

dY (�Y , U(t, z, y)) < cU (t) + kU (t)(‖y − y0‖+ ‖z‖). (4.27)

Пусть RU (z0, y0) и RcoU (z0, y0) — множество решений управляемой системы

(1.1), (1.2) с ограничениями (1.3) и (1.6) на управление. Если выполняются

гипотезыH(f)(1)–(3) иH(U)(1)–(3), то из замечания 3.1 и теоремы 3.2 вытекает,

что множества RU (z0, y0) и RcoU (z0, y0) непустые.

Основное содержание данного раздела составляет

Теорема 4.3 (теорема релаксации). Предположим, что выполняются ги-
потезы H(f)(1)–(3), H(U)(1)–(3) и H(g). Тогда для любого решения (z∗(·), y∗(·),
u∗(·)) ∈ RcoU (z0, y0) существует последовательность решений (zk(·), yk(·), uk(·))
∈ RU (z0, y0), k ≥ 1, такая, что

zk(·)→ z∗(·) в C(T,H), (4.28)

yk(·)→ y∗(·) в C(T,H), (4.29)

uk(·)→ u∗(·) в |ω|-L1(T, Y ), (4.30)

lim
k→∞

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

(g∗∗U (s, y∗(s), z∗(s), u∗(s))− g(s, yk(s), zk(s), uk(s))) ds

∣∣∣∣∣∣
= 0. (4.31)

Доказательство. Пусть (z∗(·), y∗(·), u∗(·)) ∈ RcoU (z0, y0). Из (2.4) и гипо-

тезы H(U)(1) вытекает, что многозначное отображение t→ U(t, y∗(t), z∗(t)) из-

меримо с замкнутыми значениями. Обозначим через SU множество измеримых

селекторов отображения U(t, y∗(t), z∗(t)), являющихся элементами простран-

ства L1(T, Y ). Из (4.27) вытекает, что множество SU непусто. Воспользовав-

шись гипотезами H(g)(1), (2), получаем, что функция t→ g(t, y∗(t), z∗(t), u∗(t))
измерима. Согласно утверждению (3) леммы 2.4 измеримой является и функ-

ция t → g∗∗(t, y∗(t), z∗(t), u∗(t)). Из леммы 2.3 вытекает, что отображение t →
G(t, u∗(t), z∗(t)) является измеримым с замкнутыми значениями в пространстве

Ỹ . Воспользовавшись гипотезой H(g)(3), получаем, что существует функция

β(·) ∈ L1(T,R+) такая, что

|g(t, y∗(t), z∗(t), u)| ≤ β(t), u ∈ U(t, y∗(t), z∗(t)). (4.32)

Обозначим через SG совокупность всех измеримых селекторов отображения

t → G(t, y∗(t), z∗(t)), которые являются элементами пространства L1(T, Ỹ ). Из

определения (2.21) отображенияG(t, y, z), непустоты множества SU и (4.32) сле-

дует, что множество SG непусто.
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Пусть ScoU и ScoG — совокупности элементов u(·) ∈ L1(T, Y ) и ũ(·) ∈
L1(T, Ỹ ), являющихся селекторами отображений t → coU(t, y∗(t), z∗(t)) и t →
coG(t, y∗(t), z∗(t)). Из (2.21), (2.23) и (4.32) вытекает, что

|g∗∗U (t, y∗(t), z∗(t), u∗(t))| ≤ β(t) п.в.

Поэтому согласно (2.24)

(u∗(·), λ∗(·)) ∈ ScoG, (4.33)

где

λ∗(t) = g∗∗U (t, y∗(t), z∗(t), u∗(t)). (4.34)

Как следует из теоремы 1.5 в [15],

ScoG = coSG,

где замкнутая выпуклая оболочка co в правой части этого равенства берется в

пространстве L1(T, Ỹ ). Из этого равенства и (4.33) вытекает, что (u∗(·), λ∗(·)) ∈
coSG. Следовательно, для любого n ≥ 1 существует элемент (un(·), λn(·)) ∈
L1(T, Ỹ ) такой, что

(un(·), λn(·)) ∈ coSG, (4.35)

‖(u∗(·), λ∗(·))− (un(·), λn(·))‖
L1(T,Ỹ )

≤ 1/n. (4.36)

Из этого неравенства, (2.19) и (4.34) получим

‖u∗(·)− un(·)‖L1(T,Y ) ≤ 1/n, (4.37)
∫

T

|g∗∗U (s, y∗(s), z∗(s), u∗(s))− λn(s)| ds ≤ 1/n. (4.38)

Пусть

v̂n(t) = f(t, y∗(t), z∗(t)) +Eun(t). (4.39)

Из (4.26) и гипотез H(f)(1), H(U)(1) вытекает, что функция v̂n(·) является

элементом пространства L1(T,H).
Положим

y(v̂n)(t) = y0 +

t∫

0

v̂n(s) ds, t ∈ T. (4.40)

Пусть z(v̂n)(·) — решение включения (3.14) при v̂(t) = v̂n(t). Так как

ẏ∗(t) = f(t, y∗(t), z∗(t)) +Eu∗(t), t ∈ T, (4.41)

из (2.8), (4.37), (4.41), (4.33) имеем

‖z(v̂n)(t) − z∗(t)‖ ≤
t∫

0

‖ẏ∗(s)− v̂n(s)‖ ds ≤ ‖E‖
t∫

0

‖un(s)− u∗(s)‖ ds ≤
‖E‖
n

.

(4.42)

Аналогично из (3.39)–(4.41), (4.37) получаем

‖y∗(t)− y(v̂n)(t)‖ ≤
‖E‖
n

, t ∈ T. (4.43)

Согласно (4.35) существует конечный набор функций

(ũi(·), λ̃i(·)) ∈ SG, i = 1, . . . , k, (4.44)
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и чисел αi ≥ 0,
k∑
i=1

αi = 1, такой, что

un(·) =

k∑

i=1

αiũi(·), λn(·) =

k∑

i=1

αiλ̃i(·).

Пусть F : T → Ỹ — многозначное отображение

F (t) = {(ũi(t), λ̃i(t)), i = 1, . . . , k}, t ∈ T.

Тогда

(un(t), λn(t)) ∈ coF (t) п.в., (4.45)

где символ co означает замкнутую выпуклую оболочку множества и coF (t)

является выпуклым компактом в Ỹ . Из (4.44) вытекает, что функция

t→ ‖F (t)‖
Ỹ

= max{‖ỹ‖
Ỹ

; ỹ ∈ F (t)}

является элементом пространства L1(T,R+).
Пусть n ≥ 1 фиксировано. Тогда из (4.45) и [16, следствия 4.5, 5.4] вытекает,

что существует последовательность (um(n)(·), λm(n)(·)) ∈ L1(T, Ỹ ), m(n) ≥ 1,

такая, что

(um(n)(t), λm(n)(t)) ∈ F (t) ∈ G(t, y∗(t), z∗(t)), m(n) ≥ 1, (4.46)

и

(um(n)(·), λm(n)(·))→ (un(·), λn(·)) (4.47)

в пространстве |ω|-L1(T, Ỹ ).
Согласно (4.46), (4.47), (2.20), (2.21) получаем, что

um(n)(t) ∈ U(t, y∗(t), z∗(t)) п.в., m(n) ≥ 1,

λm(n)(t) = g(t, y∗(t), z∗(t), um(n)(t))

и

sup
t∈T

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

(um(n)(s)− un(s)) ds

∥∥∥∥∥∥
Y

→ 0, m(n) ≥ 1, (4.48)

sup
u∈T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

(λn(s)− g(s, y∗(s), z∗(s), um(n)(s)) ds

∣∣∣∣∣∣
→ 0, m(n) ≥ 1. (4.49)

Из (4.48) вытекает, что последовательность Eum(n)(·) сходится к Eun(·) в про-

странстве |ω|-L1(T,H).
Пусть

v̂m(n)(t) = f(t, y∗(t), z∗(t)) +Eum(n)(t), (4.50)

y(v̂m(n))(t) = y0 +

t∫

0

v̂m(n)(s) ds, t ∈ T. (4.51)

Из (4.39), (4.50) вытекает, что

v̂m(n) → v̂n(·) в |ω|-L1(T,H), m(n)→∞. (4.52)
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Аналогично из (4.51) и (4.52) получаем, что

y(v̂m(n))(·)→ y(v̂n)) в C(T,H), m(n)→∞ (4.53)

Обозначим через z(v̂m(n))(·) решение включения (3.14) при v̂(·) = v̂m(n))(·).
Пусть prY F (t) — проекция множества F (t) ⊂ Ỹ на пространство Y. Тогда

из (4.46) вытекает, что

um(n)(t) ⊂ prY F (t). (4.54)

Так как значениями отображения t → prF (t) являются компактные множе-

ства в пространстве Y и ‖ prF (t)‖ — элемент пространства L1(T,R+), согласно

лемме 2.5 un(m)(·) → un(·) в ω-L1(T, Y ). Поэтому последовательность v̂n(m)(·)
сходится к v̂n(·) в пространстве ω-L1(T, Y ).

Так как функция t → ‖F (t)‖ является элементом пространства L1(T,R+),
существует γ(·) ∈ L1(T,R+), при котором справедливо неравенство

‖un(m)(t)‖ ≤ γ(t), n(m) > 1.

Поэтому согласно (4.50) существует β(·) ∈ L1(T,R+) такое, что

‖vn(m)(t)‖ ≤ β(·), n(m) ≥ 1.

Воспользовавшись этим неравенством, относительной компактностью множе-

ства
∞⋃

n(m)≥1

v̂n(m)(t) и леммой 2.1, получим, что

z(v̂m(n))(·)→ z(v̂n)(·) в C(T,H). (4.55)

Из (4.38)–(4.40), (4.42), (4.43), (4.48)–(4.55) вытекает, что существуют последо-

вательности

ũk(t) ∈ U(t, y∗(t), z∗(t)), ũk(·) ∈ L1(T, Y ), (4.56)

v̂k(t) = f(t, y∗(t), z∗(t)) +Eũk(t), k ≥ 1, (4.57)

такие, что

ûk(·)→ u∗(·) в |ω|-L1(T, Y ), (4.58)

v̂k(·)→ v̂∗(·) в |ω|-L1(T,H), (4.59)

z(v̂k)(·)→ z∗(·) в C(T,H), (4.60)

y(v̂k)(·)→ y∗(·) в C(T,H), (4.61)

lim
k→∞

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

(g∗∗U (s, y∗(s), z∗(s), u∗(s))− g(s, y∗(s), z∗(s), ũk(s))) ds

∣∣∣∣∣∣
= 0. (4.62)

Из гипотез H(f)(2), H(U)(2) и (4.55) получаем

‖f(t, y∗(t), z∗(t))− f(t, y(v̂k)(t), z(v̂k)(t)‖
< kf (t)(‖y(v̂k)(t)− y∗(t)‖ + ‖z∗(t)− z(v̂k)(t)‖), (4.63)

dY (ũk(t), U(t, y(v̂k)(t), z(v̂k)(t))

< kU (t)(‖y(v̂k)(t)− y∗(t)‖+ ‖z∗(t)− z(v̂k)(t)‖). (4.64)

Положим

akf (t) = kf (t)(‖y(v̂k)(t)− y∗(t)‖ + ‖z∗(t)− z(v̂k)(t)‖). (4.65)
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akU (t) = kU (t)(‖ŷk)(t)− y∗(t)‖ + ‖z∗(t)− z(v̂k)(t)‖). (4.66)

Из (4.57), (4.63)–(4.66) и теоремы 4.2 вытекает существование решения (zk(·),
yk(·), uk(·)) управляемой системы (1.1)–(1.3) такого, что

‖zk(t)− z(v̂k)(t)‖ ≤ rk(t), (4.67)

‖ẏk(t)− v̂k(t)‖ ≤ ṙk(t), (4.68)

‖yk(t)− y(v̂k)(t)‖ ≤ rk(t), (4.69)

‖uk(t)− ũk(t)‖ ≤ akf (t) + 2kU (t)rk(t), (4.70)

где rk(t) — решение дифференциального уравнения

ṙk(t) = ak(t) + 2k(t)rk(t), rk(0) = 0, (4.71)

с

ak(t) = akf (t) + ‖E‖akU(t), k(t) = kf (t) + ‖E‖kU (t). (4.72)

Решение этого уравнения имеет вид

rk(t) =

t∫

0

em(t)−m(s)ak(s) ds, (4.73)

где m(t) определяется равенством (3.7).

Из (4.72), (4.73), (4.64), (4.65), (4.60), (4.61) вытекает, что ak(·) → 0 в

L1(T,R+), akf (·)→ 0 в L1(T,R+). Поэтому согласно (4.71), (4.73)

rk(·)→ 0 в C(T,R+), ṙk(·)→ 0 в L1(T,R+). (4.74)

Воспользовавшись (4.58)–(4.60), (4.67)–(4.70), (4.74), получим, что

zk(·)→ z∗(·), yk(·)→ y∗(·) в C(T,H), (4.75)

uk(·)→ u∗(·) в ω-L1(T, Y ). (4.76)

Из (4.70), (4.65), (4.74), (4.75) следует, что

uk(·)− ũk(·)→ �L1(T,Y ) в L1(T, Y ), (4.77)

где �L1(T,Y ) — нулевой элемент пространства L1(T, Y ).
Пусть M > 0 таково, что

‖z∗(·)‖C(T,H) ≤M, ‖zk(·)‖C(T,H) ≤M, k ≥ 1,

‖y∗(·)‖C(T,H) ≤M, ‖yk(·)‖C(T,Y ) ≤M, k ≥ 1.

Воспользовавшись (2.7), получим

|g(t, y∗(t), z∗(t), ũk(t))− g(t, yk(t), zk(t), uk(t))|
≤ ωM (t, ‖y∗(t)− yk(t)‖, ‖z∗(t)− zk(t)‖) + kM‖ũk(t)− uk(t)‖Y .

Из этого неравенства, (4.75), (4.77) вытекает, что
∫

T

|g(t, y∗(t), z∗(t), ũk(t))− g(t, yk(t), zk(t), uk(t))| dt→ 0, k →∞.

Поэтому согласно (4.62)

lim
k→∞

sup
t∈T

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

(g∗∗U (s, y∗(s), z∗(s), u∗(s))− g(s, yk(s), zk(s), uk(s))) ds

∣∣∣∣∣∣
= 0. (4.78)

Теперь утверждение теоремы вытекает из (4.75), (4.76), (4.78). Теорема доказа-

на.
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§ 5. Существование решения

задачи оптимального управления

Лемма 5.1. Пусть выполняются гипотезы H(f)(1)–(3), H(U)(1)–(3) и
H(g). Тогда

inf
RcoU (z0,y0)

J∗∗(z(·), y(·), u(·)) = inf
RU (z0,y0)

J(z(·), y(·), u(·)). (5.1)

Доказательство. Из (4.31) вытекает, что для любого (z∗(·), y∗(·), u∗(·))
∈ RcoU (z0, y0) имеет место неравенство

inf
RU (z0,y0)

J(z(·), y(·), u(·)) ≤ J∗∗(z∗(·), y∗(·), u∗(·)).

В силу произвольности (z∗(·), y∗(·), u∗(·))
inf

RU (z0,y0)
J(z(·), y(·), u(·)) ≤ inf

RcoU (z0,y0)
J∗∗(z(·), y(·), u(·)).

Неравенство, противоположное последнему, вытекает из включения RU (z0, y0)
⊂ RcoU (z0, y0) и неравенства

g∗∗U (t, z(t), y(t), u(t)) ≤ g(t, z(t), y(t), u(t)) п.в.,

справедливого для (z(·), y(·), u(·)) ∈ RU (z0, y0). Лемма доказана.

Теорема 5.1. Пусть выполняются гипотезы H(A)(1)–(3), H(f)(1)–(3),
H(U)(1), (2), (3∗) и значениями многозначного отображения U : T ×H×H ⇒ Y
являются компактные множества. Тогда множество RcoU (z0, y0) является ком-
пактом в пространстве C(T,H)× C(T,H)× ω-L1(T, Y ).

Доказательство. Непустота множеств RU (z0, y0) и RcoU (z0, y0) вытекает

из теоремы 3.2 и замечания 3.1.

Пусть

Z = {z(·) ∈ C(T,H)}, X = {y(·) ∈ C(T,H)}, (5.2)

W = {u(·) ∈ L1(T, Y )}, (z(·), y(·), u(·)) ∈ RcoU (z0, y0). (5.3)

Положим

x(t) =

t∫

0

ẏ(s) ds, y(·) ∈ X. (5.4)

Из (2.2), (2.3), (2.5), (2.6), (1.2), (1.3) и (5.4)

‖ẋ(t)‖ ≤ c(t) + k(t)(‖z(t)‖+ ‖x(t)‖), (5.5)

где

c(t) = cf (t) + ‖E‖cU (t), k(t) = kU (t) + ‖E‖kU (t).

Из (5.5) и неравенства Беллмана — Гронуолла вытекает неравенство

‖x(t)‖ ≤
t∫

0

(c(s) + k(s)z(s)) ds exp

t∫

0

k(s) ds.

Из этого неравенства и (5.5) получим

‖ẋ(t)‖ ≤ c(t) + k(t)‖z(t)‖+M1k(t)

t∫

0

[c(s) + k(s)z(s)] ds, (5.6)
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где M1 = exp
∫
T

k(s) ds.

Воспользовавшись этим неравенством, (1.1), (5.4), (2.8), получим

‖z(t)‖ ≤M2 +

∫ 
k(s)‖z(s)‖+M1k(s)

s∫

0

k(τ)‖z(τ)‖ dτ


 ds,

где

M2 = sup
t∈T
‖z(�)(t)‖+

∫

T

c(s) ds+M1

∫

T

k(s)

∫

T

c(τ) dτds. (5.7)

Из (5.7) и теоремы 2.1 в [17] вытекает неравенство

‖z(t)‖ ≤M2 exp

t∫

0


k(s) +M1k(s)

s∫

0

k(τ) dτ


 ds.

Из этого неравенства следует, что

‖z(t)‖ ≤M, t ∈ T, z(·) ∈ Z, (5.8)

при некотором M > 0.
Воспользовавшись этим неравенством, (5.4) и (5.6), получим

‖ẏ(t)‖ ≤ c(t) + k(t)M +M1k(t)

t∫

0

(c(s) + k(s)M) ds, t ∈ T, y(·) ∈ X. (5.9)

Из этого неравенства, (5.8), гипотез H(A)(2), (3) и теоремы Арцела — Асколи

получим, что множество Z ⊂ C(T,H) относительно компактно.

Пусть

Z̃(t) = co
{⋃

z(t); z(·) ∈ Z
}
, t ∈ T. (5.10)

Тогда Z̃ : T ⇒ H является непрерывным в метрике Хаусдорфа многозначным

отображением с компактными выпуклыми значениями.

Пусть

F (t, w) = f(t, Z̃(t), w), t ∈ T, w ∈ H, (5.11)

Ũ(t, w) = U(t, Z̃(t), w), t ∈ T, w ∈ H. (5.12)

Тогда F : T ×H ⇒ H , Ũ : T ×H ⇒ Y являются отображениями с компактными

значениями.

Из гипотез H(f)(1)–(3), H(U)(1), (2), (3∗), непрерывности многозначного

отображения Z̃ : T ⇒ H с выпуклыми компактными значениями вытекает,

что отображения F и Ũ обладают свойствами

H(F ):

1) отображение t→ F (t, w) измеримо;

2) haus(F (t, w1), F (t, w2)) ≤ kf (t)‖w1 − w2‖;
3) ‖F (t, w)‖ ≤ cF (t) + kf (t)‖w‖,
где cF (t) = cf (t) + kf (t)‖y0‖+ kf (t)M ;

H(Ũ) :

1) отображение t→ Ũ(t, w) измеримо;

2) hausY (Ũ(t, y1, w1), Ũ(t, w2)) ≤ kU (t)‖w1 − w2‖;
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3) ‖Ũ(t, w)‖ ≤ c
Ũ
(t) + kU (t)‖w‖,

где c
Ũ
(t) = cU (t) + kU (t)‖y0‖+ kU (t)M.

Отметим, что свойствами H(F ), H(Ũ) обладают и многозначные отображе-

ния coF (t, w) и coŨ(t, w).
Рассмотрим дифференциальное включение

v̇(t) ∈ coF (t, v(t)) +EcoŨ(t, v(t)), v(0) = y0. (5.13)

Пусть R(y0) — множество решений включения (5.13). Из свойствH(F ) иH(Ũ) и

следствия 3.1 в [18, с. 161] вытекает, что множество R(y0) является компактным

подмножеством пространства C(T,H). Так как X ⊂ R(y0), то X является от-

носительно компактным подмножеством пространства C(T,H). Поскольку для

любого u(·) ∈ W имеет место включение

u(t) ∈
{⋃

coŨ(t, v(t); v(·) ∈ R(y0)
}

= Q(t) (5.14)

и значениями многозначного отображения Q : T ⇒ Y являются компакты,

из свойства H(Ũ) 3) следует, что W — относительно компактное подмножество

пространства ω-L1(T, Y ). Так как

RcoU (z0, y0) ⊂ Z ×X ×W,

множество RcoU (z0, y0) является относительно компактным подмножеством

пространства C(T,H)× C(T,H)× ω-L1(T, Y ).
Докажем компактность множества RcoU (z0, y0) в C(T,H) × C(T,H) × ω-

L1(T, Y ). Для этого достаточно доказать замкнутость множества RcoU (z0, y0)
в пространстве C(T,H) × C(T,H) × ω-L1(T, Y ). Так как любой компакт в ω-

L1(T, Y ) метризуем, достаточно доказать секвенциальную замкнутость множе-

ства RcoU (z0, y0).
Пусть последовательность (zn(·), yn(·), un(·)) ∈ RcoF (z0, y0), n ≥ 1, сходится

к (z(·), y(·), u(·)) в C(T,H)×C(T,H)×ω-L1(T, Y ). Тогда из (1.1) и гипотез H(f)

вытекает, что имеет место равенство

ẏ(t) = f(t, z(t), y(t)) +Eu(t). (5.15)

Так как значения многозначного отображения

φ(t) =
{⋃

(coF (t, v(t)) +EcoŨ(t, v(t)); v(·) ∈ R(y0)
}

суть компакты, из включения ẏn(t) ∈ φ(t) и гипотез H(f)(2), (3), H(U)(2), (3) и

леммы 2.1 вытекает, что

ż(t) ∈ A(t)z(t) + ẏ(t) п.в. (5.16)

Из включения

un(t) ∈ U(t, zn(t), yn(t)) п.в.,

гипотезы H(U)(2) и теоремы Мазура для слабо сходящихся последовательно-

стей вытекает включение

u(t) ∈
∞⋂

n=1

co



∞⋃

k≥n
coU(t, zk(t), yk(t)


 ⊂ coU(t, z(t), y(t)). (5.17)

Из (5.15)–(5.17) следует, что (z(·), y(·), u(·)) ∈ R(z0, y0). Теорема доказана.
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Теорема 5.2. Пусть выполняются предположения теоремы 5.1 и гипотезы
H(g). Тогда проблема (RP ) имеет решение и

min
RcoU (z0,y0)

J∗∗(z, y, u) = inf
RU (z0,y0)

J(z, y, u).

Для любого решения (z∗(·), y∗(·), u∗(·)) проблемы (RP ) существует минимизи-
рующая последовательность (zk(·), yk(·), uk(·)) ∈ RU (z0, y0), k ≥ 1, проблемы
(P ) такая, что справедливы соотношения (4.28), (4.29), (4.31) и uk(·) → u∗(·)
в ω-L1(T, Y ). Обратно, если (zk(·), yk(·), uk(·)), k ≥ 1, — минимизирующая по-
следовательность проблемы (P ), то существуют подпоследовательность (zkn(·),
ykn(·), ukn(·)), n ≥ 1, последовательности (zk(·), yk(·), uk(·)), k ≥ 1, и решение
(z∗(·), y∗(·), u∗(·)) проблемы (RP ) такие, что справедливы соотношения (4.28),

(4.29), (4.31), в которых последовательность (zk(·), yk(·), uk(·)) заменена после-
довательностью (zkn(·), ykn(·), ukn (·)) и un(·)→ u∗(·) в ω-L1(T, Y ).

Теорема 5.2 является аналогом теоремы 5.3 в [9], доказанной для конечно-

мерных пространств H и Y . Поскольку гипотезы H(g) в [9] и в данной работе

совпадают, доказательство теоремы 5.2 дословно повторяет доказательство тео-

ремы 5.3 в [9]. При доказательстве следует использовать теорему 5.1 и лемму 2.5

вместо теоремы 5.2 и леммы 2.1 из [9]. Поэтому доказательство теоремы 5.2

опускаем.

§ 6. Конкретизация предположений H(A)

Наиболее общие результаты, при которых справедливы гипотезыH(A)(1), (2),

сформулированы в [19]. Приведем некоторые из них.

Пусть A(t) : D(A(t)) ⊂ H , t ∈ T , — семейство максимально монотонных

операторов и gr(t), t ∈ T , — график оператора A(t):

gr(A(t)) = {(x, y) ∈ H ×H ; x ∈ D(A(t)), y ∈ A(t)x}.
График gr(A(t)) является замкнутым подмножеством пространства H ×H [1].

Так как значениями максимально монотонного оператора являются замкну-

тые выпуклые множества [1], для любого x ∈ D(A(t)) существует элемент

A0(t)x ∈ A(t)x минимальной нормы, т. е. ‖A0(t)x‖ = min{‖y‖, y ∈ A(t)x}. Если

существуют функция m(·) ∈ L2(T,R+) и неубывающая функция l : R+ → R+

такие, что

‖A0(t)x‖ ≤ m(t)(1 + l(‖x‖)), t ∈ T, x ∈ D(A(t)), (6.1)

то D(A(t)), t ∈ T , является замкнутым выпуклым множеством [19]. Поэтому

мы можем рассматривать процесс выметания [20]

−ẋ(t) ∈ N (D(A(t))x(t)) + ϕ(t), (6.2)

x(0) = x0 ∈ D(A(t)), ϕ(·) ∈ L1(T,H),

где N (D(A(t))x(t)) — нормальный конус в смысле выпуклого анализа множе-

ства D(A(t)) в точке x(t) ∈ D(A(t)).
Пусть rN (·) ∈ L1(T,R+) и

S1(rN ) = {ϕ(·) ∈ L1(T,H); ‖ϕ(t)‖ ≤ rN (t) п.в.} (6.3)

Под решением процесса выметания (6.2) понимается абсолютно непрерыв-

ная функция x(ϕ) : T → H , x(ϕ)(0) = x0, x(ϕ)(t) ∈ D(A(t)), t ∈ T , производная

ẋ(ϕ)(t) которой удовлетворяет включению

−ẋ(ϕ)(t) ∈ N (D(A(t))x(ϕ))(t) + ϕ(t) п.в.

Непосредственно из теоремы 4.3 в [19] вытекает
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Теорема 6.1. Пусть выполняются предположения �(A):
(1) отображение t→ grA(t) измеримо;
(2) выполняется неравенство (6.1).

Если для любого ϕ(·) ∈ L1(T,H) процесс выметания (6.2) имеет решение,
то имеет место гипотеза H(A)(1).

Если для любого rN (·) ∈ L1(T,R+) множество решений

{x(ϕ)(·); ϕ(·) ∈ S1(rN )} (6.4)

процесса выметания (6.2) равностепенно непрерывно, то справедлива гипотеза
H(A)(2).

Условия, при которых процесс выметания (6.2) имеет решение x(ϕ)(·) и

множество (6.4) равностепенно непрерывно, сформулированы в теореме 3.3 из

[19]. Приведем наиболее распространенное условие, при котором множество

(6.4) равностепенно непрерывно.

Лемма 6.1 [19]. Предположим, что выполняются предположения �(A) и
существует абсолютно непрерывная функция b : T → R такая, что

|d(y,D(A(t))) − d(y,A(s))| ≤ |b(t)− b(s)|,

y ∈ H , s, t ∈ T. Тогда для любого ϕ(·) ∈ L1(T,H) процесс выметания (6.2) имеет
единственное решение x(ϕ)(·), x(ϕ)(0) = x0, и для любого rN (·) ∈ L1(T,R+)

множество (6.4) равностепенно непрерывно.

Более общие предположения, при которых справедлива лемма 6.1, сформу-

лированы в теореме 3.3 из [19]. Другие условия, при которых процесс выметания

(6.2) имеет решение и множество (6.4) равностепенно, можно найти в [21].

Приведем еще условия, при которых справедливы гипотезы H(A)(1), (2).
Они сформулированы в теореме 5.1 из [19].

Наиболее часто в силу простоты используются следующие условия.

Лемма 6.2. Пусть выполняется неравенство (6.1) и существует абсолютно
непрерывная функция b : T → R такая, что для любых s, t ∈ T выполняется
неравенство

dis(A(s), A(t)) ≤ |b(t)− b(s)|. (6.5)

Тогда справедливы гипотезы H(A)(1), (2).

В неравенстве (6.5) dis(A(s), A(t)) — это псевдорасстояние по Владимирову

[22] между максимально монотонными операторами,

dis(A(s), A(t)) = sup

{ 〈x1 − x2, y2 − y1〉
1 + ‖y1‖+ ‖y2‖

; x1 ∈ D(A(s)),

y1 ∈ A(s), x2 ∈ D(A(t)), y2 ∈ A(t)x2

}
.

Лемма вытекает из теоремы 5.1 в [19].

Что касается гипотезы H(A)(3), то она автоматически выполняется в ко-

нечномерном пространстве.
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РАЗРУШЕНИЕ РЕШЕНИЯ

И ГЛОБАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ

ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ,

МОДЕЛИРУЮЩЕГО РАСПРОСТРАНЕНИЕ

ПРОДОЛЬНЫХ ВОЛН ДЕФОРМАЦИИ

В НЕЛИНЕЙНО–УПРУГОМ СТЕРЖНЕ

Х. Г. Умаров

Аннотация. Для нелинейного дисперсионно-диссипативного дифференциального
уравнения в частных производных соболевского типа, моделирующего распростра-
нение продольных волн деформации в нелинейно-упругом стержне, исследуется за-
дача Коши в пространстве непрерывных функций, заданных на всей числовой оси,
для которых существуют пределы на бесконечности. Рассмотрены условия суще-
ствования глобального решения и разрушения решения задачи Коши на конечном
временном отрезке.

DOI10.33048/smzh.2025.66.213

Ключевые слова: продольные волны деформации в нелинейно-упругом стержне,
нелинейное уравнение соболевского типа, глобальное решение, разрушение реше-
ния.

Введение

Продольные волны деформации в нелинейно-упругом стержне [1, гл. 4,

§ 4.3.2, (4.72)] моделируются нелинейным дифференциальным уравнением со-

болевского типа [2]

vtt − α1vxx − α2(v
2)xx − α3vttxx + α4vxxxx = kd(β1vx + β2(v

2)x + β3vxxx), (0.1)

где (t, x) ∈ R1
+ × R1, R1

+ =]0,+∞[, R1 =]∞,+∞[, vs = ∂sv = ∂v/∂s — символы

дифференцирования по переменной s, коэффициенты αi, βj, kd — постоянные

величины.

В настоящей статье уравнение (0.1) рассматривается в предположении, что

коэффициенты α1 и α3, зависящие [1, гл. 4, § 4.3.2] от упругих свойств матери-

ала стержня и параметров внешней среды, положительные:

α1, α3 > 0. (0.2)

Остальные требования к коэффициентам уравнения (0.1) формулируются в хо-

де его исследования.

Предполагаем, что стержень бесконечный. Такая идеализация допусти-

ма [3], если параметры граничного закрепления таковы, что падающие на него

c© 2025 Умаров Х. Г.
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возмущения не отражаются, т. е. предполагается существование согласован-

ных концевых гасителей различных видов колебаний, не дающих отраженных

возмущений в системе.

Задача Коши для уравнения (0.1) исследуется в пространстве C[R1]

[4, гл. VIII, § 1] непрерывных функций g = g(x), для которых существуют оба

предела при x → ±∞ и норма которого ‖g‖C = sup
x∈R1

|g(x)| в предположении,

что начальные функции:

v|t=0 = ϕ(x), vt|t=0 = ψ(x), x ∈ R1, (0.3)

и искомое классическое решение v = v(t, x), (t, x) ∈ R1

+×R1, R
1

+ = [0,+∞[, вме-

сте с частными производными, входящими в уравнение (0.1), для всех значений

временной переменной t по переменной x принадлежат C[R1]. Под классиче-

ским решением понимается достаточно гладкая функция, имеющая все непре-

рывные производные нужного порядка и удовлетворяющая уравнению в каж-

дой точке области его задания.

Через C(k)[R1] = {g(x) ∈ C[R1] : g′(x), . . . , g(k)(x) ∈ C[R1]}, k = 1, 2, . . . ,
обозначаются подмножества дифференцируемых функций в C[R1].

Исследование задачи Коши (0.1), (0.3) проведем по следующему плану: убе-

димся, что постановка задачи Коши (0.1), (0.3) корректна и локальное по вре-

мени классическое решение ее существует. С этой целью для соответствующего

(0.1) линейного однородного уравнения найдем решение задачи Коши. Далее

для задачи Коши (0.1), (0.3) найдем временной отрезок [0, t1] существования и

единственности классического решения и оценим норму в C[R1] этого локаль-

ного решения. Затем найдем достаточные условия продолжения локального

решения до глобального (t ≥ 0) и разрушения на конечном временном отрезке

решения задачи Коши (0.1), (0.3).

1. Задача Коши для линейного

однородного уравнения

Соответствующее (0.1) линейное уравнение запишем в виде

(
I − α3∂

2
x

)
vtt = −α4vxxxx + kdβ3vxxx + α1vxx + kdβ1vx. (1.1)

Напомним [4, гл. VIII, § 1; 5, § 2], что в пространстве C[R1] дифференци-

альный оператор ∂x, с областью определения D(∂x) = C(1)[R1] порождает сжи-

мающую сильно непрерывную группу

U(τ ; ∂x)g(x) = g(x+ τ), τ ∈ R1, ∀g(x) ∈ C[R1],

левых сдвигов, а оператор ∂2
x, D

(
∂2
x

)
= C(2)[R1], является производящим опе-

ратором сильно непрерывной полугруппы

U
(
t; ∂2

x

)
g(x) = (2

√
πt)
−1

+∞∫

−∞

e−ξ
2/(4t)g(x+ ξ) dξ, t ∈ R1

+, ∀g(x) ∈ C[R1],

причем для резольвент (λI − ∂x)−1
, (λI − ∂2

x)
−1

, где I — тождественный опера-

тор, справедливы оценки

‖(λI − ∂x)−1‖, ‖(λI − ∂2
x)
−1‖ ≤ 1/λ
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при λ > 0.

Полагая, что частные производные vxx(t, x), vtxx(t, x) решения уравнения

(1.1) непрерывны при t ≥ 0, произведем замену

w(t, x) =
(
I − α3∂

2
x

)
v(t, x). (1.2)

Из замены (1.2) при условии, что ϕ(x), ψ(x) ∈ C(2)[R1], можно единствен-

ным образом определить начальные значения:

w|t=0 = w0(x) = ϕ(x) − α3ϕ
′′(x), wt|t=0 = w1(x) = ψ(x)− α3ψ

′′(x) (1.3)

и, используя принадлежность положительной полуоси λ > 0 резольвентному

множеству оператора ∂2
x, выразить решение v(t, x) уравнения (1.1) через новую

неизвестную функцию w(t, x):

v(t, x) =
(
I − α3∂

2
x

)−1
w(t, x) =

1

2
√
α3

+∞∫

−∞

e−|r|/
√
α3w(t, x + r) dr. (1.4)

В результате замены (1.2) в предположении, что α4 > 0, получим эквива-

лентное (1.1) интегро-дифференциальное уравнение

wtt = Kw, (1.5)

где

K = A2 +B + c3I,

здесь

A = c1∂x − c2I, D(A) = C(1)[R1],

— неограниченный,

B = c4

(
1√
α3
I − ∂x

)−1

+ c5

(
1

α3
I − ∂2

x

)−1

, D(B) = C[R1],

— ограниченный линейные операторы, действующие в пространстве C[R1], в

которых параметры cn вычисляются по формулам

c1 =

√
α4

α3
, c2 =

kdβ3

2
√
α3α4

, c3 =
4α4(α4 − α1α3)− α3k

2
dβ

2
3

4α2
3α4

,

c4 = kd
β3 + α3β1

α2
3

, c5 =
1

α2
3

(
α1 −

α4

α3
− kd

β3 + α3β1√
α3

)
.

Уравнение (1.5) перепишем в виде абстрактного обыкновенного дифферен-

циального уравнения в пространстве C[R1]:

Wtt = K ·W, (1.6)

где W = W (t): t → w(t, x) — искомая вектор-функция, определенная для t ≥ 0

и принимающая значения в C[R1].

Начальные условия (1.3) для уравнения (1.6) примут вид

W |t=0 = W0, Wt|t=0 = W1, (1.7)

где W0 = w0(x) и W1 = w1(x) — элементы пространства C[R1].
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Абстрактная задача Коши (1.6), (1.7) равномерно корректна [5, § 1.4] только

тогда, когда оператор K является производящим оператором сильно непрерыв-

ной косинус оператор-функции C(τ ;K), τ ∈ R1.

Проверим, что операторный коэффициент K уравнения (1.6) действитель-

но порождает косинус оператор-функцию, и найдем явный вид C(τ ;K), τ ∈ R1,

и оценку нормы C(t;K), t ∈ R1

+, для чего предварительно исследуем компонен-

ты оператора K = A2 + c3I +B.

Оператор A = c1∂x − c2I, полученный возмущением производящего опера-

тора ∂x группы левых сдвигов, порождает [5, § 8.1] в C[R1] сильно непрерывную

группу

U(τ ;A)g(x) = e−c2τU(τ ; c1∂x)g(x) = e−c2τg(x+ c1τ), τ ∈ R1,

а следовательно, квадрат этого оператора порождает [5, § 1.5] в C[R1] сильно

непрерывную косинус оператор-функцию, для которой справедливы представ-

ление

C(τ ;A2)g(x) =
1

2
[U(τ ;A) + U(−τ ;A)]g(x)

=
1

2
[e−c2τg(x+ c1τ) + ec2τg(x− c1τ)], τ ∈ R1,

и оценка нормы ‖C(t;A2)‖ ≤ ch(c2t) , t ∈ R1

+.

Предположим, что c3 > 0. Тогда, учитывая условие α4 > 0, придем к

неравенству 4α2
4 − 4α1α3α4 −α3k

2
dβ

2
3 > 0, откуда следует требование к коэффи-

циентам уравнения (0.1):

2α4 > α1α3 +

√
α2

1α
2
3 + α3k2

dβ
2
3 . (1.8)

Возмущенный оператор A2 + c3I порождает [5, § 8.2] сильно непрерыв-

ную косинус оператор-функцию, для которой на произвольном элементе g(x) ∈
C[R1] справедливо представление

C(τ ;A2 + c3I)g(x)

= C(τ ;A2)g(x) + τ
√
c3

τ∫

0

I1(
√

(τ2 − s2)c3)C(s;A2)g(x)
ds√

τ2 − s2

=
1

2
[e−c2τg(x+ c1τ) + ec2τg(x− c1τ)]

+
τ
√
c3

2

τ∫

0

I1(
√

(τ2 − s2)c3)[e−c2sg(x+ c1s) + ec2sg(x− c1s)]
ds√
τ2 − s2

,

где

I1(2
√
z) =

+∞∑

n=0

zn+1/2

n!(n+ 1)!

— модифицированная функция Бесселя, и имеет место оценка нормы

‖C(t;A2 + c3I)‖ ≤ ch(c6t) , c6 =

√
c22 + c3, t ∈ R1

+. (1.9)

Возмущение ограниченным оператором B сохраняет способность операто-

ра A2 + c3I порождать косинус оператор-функцию [5, § 8.2], поэтому оператор
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K = A2 + c3I + B действительно является производящим оператором сильно

непрерывной косинус оператор-функции C(τ ;K) и, значит, абстрактная задача

Коши (1.6), (1.7) равномерно корректна.

Чтобы найти явный вид оператор-функции C(τ ;K) и оценку ее нормы,

продолжим исследование компонентов оператора K.

Любой ограниченный оператор B, D(B) = C[R1], порождает [5, § 4.2] ко-

синус оператор-функцию, представленную степенным рядом

C(τ ; B)g(x) =

+∞∑

n=0

τ2n

(2n)!
B
ng(x), g(x) ∈ C[R1], (1.10)

равномерно сходящимся по τ на каждом конечном отрезке из R1.

Применяя формулу [4, гл. VIII, § 1, лемма 12]

(λI −A )
−n
g(x) =

1

(n− 1)!

+∞∫

0

sn−1e−λsU(s; A )g(x) ds, λ > ω, n ≥ 1,

выражающую степени резольвенты производящего оператора A полугруппы

U(t; A ), тип которой равен ω, и используя разложение (1.10), для косинус

оператор-функций, порождаемых ограниченными операторами

B1 = c4((1/
√
α3)I − ∂x)−1

, B2 = c5((1/α3)I − ∂2
x)
−1
, D(B1) = D(B2) = C[R1],

выводим формулы

C(τ ;B1)g(x) = g(x) +
c4τ

2

2

+∞∫

0

e−s/
√
α3

0F2

(
;
3

2
, 2;

c4τ
2

4
s

)
g(x+ s) ds, (1.11)

где

0F2

(
;
3

2
, 2;

z

4

)
= 2

+∞∑

n=0

zn

n!(2n+ 2)!

— обобщенная гипергеометрическая функция, и

C(τ ;B2)g(x) = g(x) +
τ2c5
2
√
π

+∞∫

−∞

G(c5τ
2, ξ)g(x+ ξ) dξ, (1.12)

здесь

G(η, ξ) =

+∞∫

0

e−s/
√
α3−ξ2/(4s)

0F2

(
;
3

2
, 2;

c5τ
2

4
s

)
ds√
s
.

Для косинус оператор-функций (1.11) и (1.12) имеют место оценки норм

‖C(t;B1)‖ ≤ ch(tc7) , ‖C(t;B2)‖ ≤ ch(tc8) , t ∈ R1

+, где c27 =
√
α3|c4| и c28 = α3|c5|.

Рассматривая оператор B = B1 +B2 как результат возмущения оператора

B1 операторомB2, получим представление [5, § 8.2] сильно непрерывной косинус

оператор-функции, порождаемой оператором B:

C(τ ;B)g(x) = C(τ ;B1)g(x) +
τ2

2

1∫

0

j1(τ
√

1− s2;B1)C(τs;B2)g(x) ds,
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где

j1(t;B1)g(x) =
4

π

1∫

0

√
1− r2C(tr;B1)g(x) dr, g(x) ∈ C[R1], (1.13)

при этом ‖C(t;B)‖ ≤ ch(tc9), c
2
9 =
√
α3|c4|+ α3|c5|, t ∈ R

1

+.

Приступим к построению C(τ ;K). Применяя теорему из [5, § 8.2] о пред-

ставлении косинус оператор-функции, производящий оператор которой возму-

щен производящим оператором другой косинус оператор-функции, на элемен-

тах g(x) ∈ C(2)[R1] имеем

C(τ ;K)g(x) = C(τ ;A2 + c3I)g(x) +
τ2

2

1∫

0

j1(τ
√

1− s2;A2 + c3I)C(τs;B)g(x) ds,

где операторнозначная функция j1(t;A
2 + c3I) строится по формуле (1.13) с

заменой в ней оператора B1 оператором A2 + c3I.
Применяя оценку (1.9) и затем табличный интеграл [6, гл. 2, § 2.4.3], полу-

чим

‖j1(t;A2 + c3I)‖ ≤
4

π

1∫

0

√
1− r2‖C(tr;A2 + c3I)‖ dr ≤

2

c6t
I1(tc6), t ∈ R1

+,

поэтому имеет место цепочка соотношений

‖C(t;K)‖ ≤ ch(tc6) +
t

c6

1∫

0

ch(tc9
√

1− r2)√
1− r2

I1(trc6) dr

(используя [7, гл. 2, § 2.15.9] табличный интеграл)

= ch(tc6) +
πt

2c6
I1/2(t(c10 + c9))I1/2(t(c10 − c9))

(используя [7, приложение II, § II.10] формулу I1/2(z) =
√

2/(πz)sh z )

= ch(tc6) +
1

c26
sh(t(c10 + c9)) sh(t(c10 − c9))

≤ ch(tc6) +
1

c26
ch(2tc10) = σ1(t). (1.14)

где c210 = c26 + c29.
С косинус оператор-функцией C(τ ;K) связаны синус оператор-функция [5,

§ 1.4]

S(τ ;K)g(x) =

τ∫

0

C(s;K)g(x) ds, g(x) ∈ C[R1],

и линейное многообразие

C1[R
1] = {g(x) ∈ C[R1] : C(τ ;K)g(x) ∈ C(1)(R1, C[R1])},
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т. е. подмножество C1[R
1] ⊂ C[R1] состоит из тех функций из C[R1], для кото-

рых функция C(τ ;K)g(x) : R1 → C[R1] является непрерывно дифференцируе-

мой функцией переменной τ . Очевидно, что D(K) = C(2)[R1] ⊂ C1[R
1].

Используя оценку (1.14), имеем

‖S(t;K)‖ ≤ 1

c6
sh(tc6) +

1

2c26c10
sh(2tc10) = σ2(t), t ≥ 0. (1.15)

Таким образом, абстрактная задача Коши (1.6), (1.7) равномерно корректна

и ее классическое решение дается [5, § 1.4] формулой

W (τ) = C(τ ;K)W0 + S(τ ;K)W1, τ ∈ R1

+,

для любых W0 ∈ D(K) и W1 ∈ C1[R
1].

Производя обратную замену (1.14): v(t, x) =
(
I − α3∂

2
x

)−1
w(t, x) и исполь-

зуя перестановочность резольвенты
(
I − α3∂

2
x

)−1
с косинус оператор-функцией

C(t;K), находим решение задачи Коши (0.1), (0.3):

v(t, x) = C(t;K)ϕ(x) + S(t;K)ψ(x), τ ∈ R1

+. (1.16)

Итак, имеет место

Лемма 1. Пусть коэффициенты уравнения (0.1) удовлетворяют услови-
ям (0.2) и (1.8), а начальные функции ϕ(x) и ψ(x) вместе с производными до
четвертого порядка включительно принадлежат пространству C[R1]. Тогда за-
дача Коши для линейного однородного уравнения (1.1) равномерно корректна,
классическое решение дается формулой (1.16) и для него справедлива оценка

sup
x∈R1

|v(t, x)| ≤ σ1(t) sup
x∈R1

|ϕ(x)| + σ2(t) sup
x∈R1

|ψ(x)| = σ3(t),

в которой функции σ1(t) и σ2(t) соответственно из (1.14) и (1.15).

Замечание 1. Классическое решениеW (t) абстрактной задачи Коши (1.6),

(1.7) принадлежит C(2)
(
R

1

+, C[R1]
)

и, значит, в силу формулы (1.4) найденное

решение v(t, x) принадлежит C2,4(R
1

+, R
1).

2. Локальное решение задачи

Коши для нелинейного уравнения

Применим к обеим частям уравнения (0.1) линейный ограниченный опе-

ратор
(
I − α3∂

2
x

)−1
. Тогда получим эквивалентное уравнению (0.1) нелинейное

интегро-дифференциальное уравнение, которое в пространстве C[R1] можно за-

писать в виде абстрактного полулинейного уравнения

Vtt = K · V + F (V ), (2.1)

где V = V (t): t→ v(t, x) — искомая вектор-функция, оператор K такой же, как

и в уравнении (1.6), а F (V ) — заданный нелинейный оператор:

F (g) =
(
I − α3∂

2
x

)−1
[α2(f(g))xx + kdβ2(f(g))x]

=

[
−α2

α3
I +

kdβ2

α3

(
1√
α3
I − ∂x

)−1

+
α2 − kd

√
α3β2

α2
3

(
1

α3
I − ∂2

x

)−1]
f(g),
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‖F (g)‖C ≤ c11‖f(g)‖C , c11 =
|kdβ2|√
α3

+
|α2|+ |α2 − kd

√
α3β2|

α3
, (2.2)

здесь f(g) — оператор суперпозиции C[R1]: f(g) = g2(x), g(x) ∈ C[R1].

Из ограниченности операторов
(
α
−1/2
3 I − ∂x

)−1
и
(
α−1

3 I − ∂2
x

)−1
и непре-

рывной дифференцируемости оператора суперпозиции f(·) в пространстве не-

прерывных функций следует непрерывная дифференцируемость по Фреше опе-

ратора F (·) в пространстве C[R1] и, следовательно, найдется промежуток [0, t0[,
в котором абстрактная задача Коши для уравнения (2.1):

V |t=0 = V0 = ϕ(x), Vt|t=0 = V1 = ψ(x), (2.3)

для любых V0 ∈ D(K) и V1 ∈ C1[R
1] имеет [8, § 3] единственное классическое

решение V = V (t), которое удовлетворяет абстрактному интегральному урав-

нению

V (t) = C(t;K)V0 + S(t;K)V1 +

t∫

0

S(t− τ ;K)F (V (τ)) dτ. (2.4)

Используя оценки (1.14) и (1.15) соответственно косинус C(t;K) и синус

S(t;K) оператор-функций и оценку (2.2) нелинейного оператора F (·), из аб-

страктного интегрального уравнения (2.4) выводим интегральное неравенство

‖V (t)‖C ≤ σ3(t) + c11

t∫

0

σ2(τ)‖V (τ)‖2C dτ ≤ c12 + c13

t∫

0

‖V (τ)‖2C dτ , (2.5)

в котором c12 = max
t∈[0,t0]

σ3(t) и c13 = c11 max
t∈[0,t0]

σ2(t).

Из интегрального неравенства (2.5) следует [9, гл. 1, § 2, теорема 1.11] оцен-

ка нормы решения абстрактной задачи Коши (2.1), (2.3):

‖V (t)‖C = sup
x∈R1

|v(t, x)| ≤ c12
1− c12c13t

= σ4(t) (2.6)

при 0 ≤ t ≤ t1, где t1 < 1/c12c13.
Таким образом, имеет место

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда при 0 ≤ t ≤ t1 <
1/c12c13 существует единственное классическое решение задачи Коши (0.1), (0.3)

в пространстве C[R1], для которого справедлива оценка (2.6) на временном от-
резке t ∈ [0, t1].

3. Существование глобального решения задачи Коши

В дальнейших рассмотрениях предполагается, что классическое решение

v = v(t, x), (t, x) ∈ [0, t1] × R1, принадлежит вместе с частными производ-

ными, входящими в уравнение (0.1), пересечению пространства C[R1] с про-

странством L2(R
1) функций с интегрируемым квадратом: ∂nt ∂

m
x v, ∂

k
xv, v

2, v2
x ∈

C[R1] ∩ L2(R
1), n = 1, 2, m = 0, 2; k = 0, 4. Такое решение v = v(t, x),

(t, x) ∈ [0, t1] × R1, будем называть локальным классическим решением зада-
чи Коши (0.1), (0.3) в пространстве L2(R

1).

Напомним, что скалярное произведение и норма в пространстве L2(R
1)

функций с интегрируемым квадратом определяются соответственно формулами

(ϕ, ψ) =

+∞∫

−∞

ϕ(x)ψ(x) dx, ‖ϕ‖2 =




+∞∫

−∞

|ϕ(x)|2 dx




1/2
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и что для функций g(x), принадлежащих пространству СоболеваW 1
2 (R1), спра-

ведлива оценка

‖g‖2C ≤ ‖g‖
2
W 1

2
=

+∞∫

−∞

[(g(x))
2

+ (g′(x))
2
] dx, (3.1)

означающая, что пространство W 1
2 (R1) непрерывно вложено в пространство

непрерывных ограниченных функций C(R1), причем если g(x) ∈ C(2)(R1), то

[10] предел функций g(x), g′(x) при x→ ±∞ равен нулю.

Теорема 1. Пусть выполнены условия лемм 1 и 2. Тогда локальное клас-
сическое решение задачи Коши (0.1), (0.3) в пространстве L2(R

1) продолжается
до единственного глобального классического решения задачи Коши (0.1), (0.3)

в пространстве L2(R
1), для которого справедлива оценка

sup
x∈R1

|v(t, x)| ≤ σ7(t), t ≥ 0,

в которой непрерывная при t ≥ 0 мажоранта σ7(t) определяется в ходе дока-
зательства теоремы и зависит от параметров αi, βj , kd и начальных функций
ϕ(x), ψ(x).

Доказательство. На временном отрезке t ∈ [0, t1] существования клас-

сического решения v = v(t, x) задачи Коши (0.1), (0.3) в пространстве L2(R
1)

введем в рассмотрение функционал

y(t) = (v, v) + α3(vx, vx) =

+∞∫

−∞

(
v2 + α3v

2
x

)
dx, t ∈ [0, t1]. (3.2)

Применяя к значению производной функционала (3.2)

y′(t) = 2((v, vt) + α3(vx, vtx))

неравенство Коши — Буняковского: |(ϕ, ψ)| ≤ ‖ϕ‖2‖ψ‖2, и обозначая через

z(t) = (vt, vt) + α3(vtx, vtx) =

+∞∫

−∞

(
v2
t + α3v

2
tx

)
dx, t ∈ [0, t1], (3.3)

еще один функционал, связанный с уравнением (0.1), выводим вспомогательные

оценки

y′(t) ≤ y(t) + z(t) (3.4)

и

[y′(t)]
2 ≤ 4y(t)z(t). (3.5)

Умножим обе части уравнения (0.1) на vt = vt(t, x) и проинтегрируем по

переменной x от −∞ до +∞. Интегрируя по частям, получим

(vtt, vt) + α1(vx, vtx) + 2α2(vvx, vtx) + α3(vttx, vtx) + α4(vxx, vtxx)

− kdβ1(vx, vt)− 2kdβ2(vvx, vt) + kdβ3(vxx, vtx) = 0,

откуда, обозначая

E(t) = z(t) + α1‖vx‖22 + α4‖vxx‖22,
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выводим

1

2

d

dt
E(t) = kdβ1(vx, vt) + 2kdβ2(vvx, vt)− kdβ3(vxx, vtx)− 2α2(vvx, vtx).

Интегрируя обе части последнего равенства по переменной t, имеем

E(t) = E0 + 2kdβ1

t∫

0

(vx, vτ ) dτ + 4kdβ2

t∫

0

(vvx, vτ ) dτ

− 2kdβ3

t∫

0

(vxx, vτx) dτ − 4α2

t∫

0

(vvx, vτx) dτ , (3.6)

где E0 = ‖ψ‖22 +α1‖ϕ′‖22 +α3‖ψ′‖22+α4‖ϕ′′‖22. Отметим, что по условию теоремы

E0 ≥ 0.

Применяя неравенство Коши — Буняковского и оценку нормы

‖vvx‖22 =

+∞∫

−∞

v2(τ, x)(vx(τ, x))
2
dx ≤ sup

x∈R1

(v(τ, x))
2

+∞∫

−∞

(vx(τ, x))
2
dx

≤ σ2
4(τ)‖vx‖

2
2 ≤ ‖vx‖

2
2 max
τ∈[0,t1]

σ2
4(τ) = c14‖vx‖22, (3.7)

где c14 = max
τ∈[0,t1]

σ2
4(τ), увеличим правую часть равенства (3.6):

E(t) ≤ E0 + (|kdβ1|+ (2|kdβ2|+ 2|α2|)c14)
t∫

0

‖vx‖22 dτ

+ (|kdβ1|+ 2|kdβ2|)
t∫

0

‖vτ‖22 dτ + (|kdβ3|+ 2|α2|)
t∫

0

‖vτx‖22 dτ + |kdβ3|
t∫

0

‖vxx‖22 dτ .
(3.8)

Увеличивая правую часть неравенства (3.8), получим интегральное нера-

венство

E(t) ≤ E0 + c15

t∫

0

E(τ) dτ , t ∈ [0, t1], (3.9)

где

c15 = max

{ |kdβ1|+ 2(|kdβ2|+ |α2|)c14
α1

; |kd|(|β1|+ 2|β2|);
|kdβ3|+ 2|α2|

α3
;
|kdβ3|
α4

}
.

Из интегрального неравенства (3.9) следует [9, гл. 1, § 1, следствие из тео-

ремы 1.6] оценка

E(t) = z(t) + α1‖vx‖22 + α4‖vxx‖22 ≤ E0e
c15t, t ∈ [0, t1]. (3.10)

Уменьшая левую часть неравенства (3.10), получим оценку функционала (3.3):

z(t) ≤ E0e
c15t. (3.11)
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Совместное рассмотрение оценок (3.4) и (3.11) приводит к интегральному

неравенству

y(t) ≤ y(0) +
E0

c15
ec15t +

t∫

0

y(τ) dτ

и, значит, справедлива оценка функционала (3.2):

y(t) ≤
(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22 +

E0

c15
ec15t

)
(1 + tet) = σ5(t). (3.12)

Из неравенства (3.12) следует, что классическое решение v = v(t, x) урав-

нения (0.1) в пространстве L2(R
1) на всей числовой полуоси t ≥ 0 принадлежит

пространству Соболева W 1
2 (R1):

‖v‖2W 1
2

= ‖v‖22 + ‖vx‖22 ≤
{
α−1

3 σ5(t), 0 < α3 < 1,

σ5(t), α3 ≥ 1,
= σ6(t),

поэтому в силу неравенства (3.1) справедлива оценка

‖v‖C = sup
x∈R1

|v(t, x)| ≤ ‖v‖W 1
2

=
√
σ6(t) = σ7(t), t ≥ 0,

обеспечивающая существование глобального классического решения задачи Ко-

ши (0.1), (0.3).

Замечание 2. При продолжении априорной оценки (3.12) на всю положи-

тельную полуось t ≥ 0 используется следующий алгоритм: принимая функции

v(t1, x) и vt(t1, x) за новые начальные функции и отмечая, что эти функции

обладают тем же набором свойств, которые будучи допущенными для функций

v(0, x) и vt(0, x) позволили получить оценку (3.12) на отрезке 0 ≤ t ≤ t1, оценку

(3.12) с отрезка [0, t1] можно продолжить на отрезок [0, t1 + T ], где величина T
зависит от параметров αi, βj , kd и начальных функций ϕ(x), ψ(x). Повторяя

этот процесс достаточно большое число раз, получим неограниченное расши-

рение временного отрезка, на котором справедлива оценка (3.12) и, значит, су-

ществование глобального классического решения задачи Коши в пространстве

L2(R
1).

Замечание 3. При выполнении условий теоремы 1 классическое решение

v = v(t, x) задачи Коши (0.1), (0.3) в пространстве L2(R
1) и его частные про-

изводные vt = vt(t, x) и vx = vx(t, x) принадлежат пересечению пространств

C[R1] ∩ L2(R
1) для всех t ≥ 0.

4. Разрушение решения задачи Коши

Найдем достаточные условия разрушения классического решения v = v(t, x)
задачи Коши (0.1), (0.3) в пространстве L2(R

1) на временном отрезке [0, t1], по-

нимая под этим возникновение разрыва второго рода для функционала y(t) на

некотором временном отрезке [0, t2] ⊆ [0, t1]. Отрезок [0, t2] выбираем так, что-

бы на нем выполнялись неравенства y(t) > 0 и y′(t) ≥ 0, которые следуют из

начальных условий

y(0) = ‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22 > 0,
1

2
y′(0) = (ϕ, ψ) + α3(ϕ

′, ψ′) > 0. (4.1)
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Умножим обе части уравнения (0.1) на v = v(t, x) и проинтегрируем от −∞
до +∞. Интегрируя по частям, получим

(vtt, v) + α1(vx, vx) + 2α2(vvx, vx) + α3(vttx, vx) + α4(vxx, vxx)

− kdβ1(vx, v) + kdβ2(v
2, vx) + kdβ3(vxx, vx) = 0. (4.2)

Рассмотрим каждое слагаемое в левой части равенства (4.2) в отдельности:

1) (vtt, v) = (vt, v)t − (vt, vt) =
(

1
2
d
dt‖v‖

2
2

)
t
− ‖vt‖22 = 1

2
d2

dt2 ‖v‖
2
2 − ‖vt‖

2
2,

2) α1(vx, vx) = α1‖vx‖22,
3) α4(vxx, vxx) = α4‖vxx‖22,
4) используя оценку (3.7), имеем

2α2(vvx, vx) ≤ |α2|
(
‖vvx‖22 + ‖vx‖22

)
≤ |α2|(1 + c14)‖vx‖22, (4.3)

5) α3(vttx, vx) = α3[(vtx, vx)t − (vtx, vtx)] = α3

2
d2

dt2 ‖vx‖
2
2 − α3‖vtx‖22,

6) kdβ1(vx, v) = kdβ1

2

+∞∫
−∞

(v2)x dx = kdβ1

2 v2|+∞−∞ = 0,

7) kdβ2(v
2, vx) ≤ kdβ2

2

(
‖v2‖22 + ‖vx‖22

)
, при этом

kdβ2(v
2, vx) = kdβ2

+∞∫

−∞

v2vx dx =
kdβ2

3

+∞∫

−∞

(v3)x dx =
kdβ2

3
v3

∣∣∣∣
+∞

−∞
= 0,

8) kdβ3(vxx, vx) = kdβ3

2

+∞∫
−∞

((vx)
2
)x dx = kdβ3

2 (vx)
2∣∣+∞
−∞ = 0.

Подставляя найденные представления в равенство (4.2), получим

1

2

d2

dt2
(
‖v‖22 + α3‖vx‖22

)
+ α1‖vx‖22 + 2α2(vvx, vx) + α4‖vxx‖22 = ‖vt‖22 + α3‖vtx‖22

или

y′′(t) + 4α2(vvx, vx) + 2
(
α1‖vx‖22 + α4‖vxx‖22

)
= 2z(t), t ∈ [0, t1]. (4.4)

Из равенства (4.4) найдем значение в нуле второй производной функцио-

нала (3.2) и потребуем, чтобы

‖ψ‖22 + α3‖ψ′‖22 − 2α2(ϕ, (ϕ
′)

2
)− α1‖ϕ′‖22 − α4‖ϕ′′‖22 > 0. (4.5)

Тогда на некотором отрезке [0, t3] ⊆ [0, t2] выполняется неравенство y′′(t) ≥ 0.

Используя неравенства (3.5), (3.10), (4.3) и ‖vx‖22 ≤ y(t), увеличим левую и

уменьшим правую части равенства (4.4):

y′′(t) + 4α2(vvx, vx) + 3
(
z(t) + α1‖vx‖22 + α4‖vxx‖22

)
≥ 5z(t),

или

y(t)y′′(t)− 5

4
[y′(t)]

2
+ c16y

2(t) + c17y(t) ≥ 0, t ∈ [0, t3], (4.6)

где c16 = 2|α2|(1 + c14), c17 = max
t∈[0,t1]

3E0e
c15t = 3E0e

c15t1 .

Сравнивая неравенство (4.6) с одним из основных обыкновенных диффе-

ренциальных неравенств для интеграла энергии [11, приложение, § 2, (2.38)],

заключаем, что если выполнены начальные условия

(y′(0))
2
> 4

(
c16(y(0))

2
+
c17
3
y(0)

)
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или в подробной записи

((ϕ, ψ) + α3(ϕ
′, ψ′))

2
>

(
c16
(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)
+
c17
3

)(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)
, (4.7)

то интервал определения функционала y(t) не может быть сколь угодно боль-

шим, а именно, имеет место оценка сверху

t3 ≤ T <
1

c18
(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)1/4 ,

где

c218 =
1

16
(y(0))

−5/2

[
(y′(0))

2 − 4c16(y(0))
2
+

4

3
c17y(0)

]
=

1

4

(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)−5/2

×
[
((ϕ, ψ) + α3(ϕ

′, ψ′))
2 −

(
c16
(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)
+
c17
3

)(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)]
,

причем для функционала y(t) справедлива оценка снизу

y(t) ≥ 1

((
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)−1/4 − c18t
)4 .

Таким образом, доказана

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1, 2, и пусть начальные функ-
ции ϕ(x) и ψ(x) удовлетворяют условиям

(4.1): ‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22 > 0 и (ϕ, ψ) + α3(ϕ
′, ψ′) > 0;

(4.5): ‖ψ‖22 + α3‖ψ′‖22 − 2α2(ϕ, (ϕ
′)2)− α1‖ϕ′‖22 − α4‖ϕ′′‖22 > 0;

(4.7): (ϕ, ψ)+α3(ϕ
′, ψ′) >

(
c16
(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)
+ c17

3

)1/2(‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22
)1/2

.
Тогда классическое решение v = v(t, x) задачи Коши (0.1), (0.3) в про-

странстве L2(R
1) разрушается за конечное время T ≤ c−1

18

(
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)−1/4
,

причем справедлива оценка снизу для функционала

y(t) = ‖v‖22 + α3‖vx‖22 ≥
((
‖ϕ‖22 + α3‖ϕ′‖22

)−1/4
− c18t

)−4

.
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Аннотация. Изучается обобщение понятия эффективно минимальной нумерации,
полученное его релятивизацией относительно тьюринговых скачков подмножеств
натурального ряда. На основе такого обобщения проводится классификация ми-
нимальных нумераций, вычислимых в арифметической и гиперарифметической
иерархиях.
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ная нумерация, вычислимость с оракулом, арифметическая нумерация.

1. Введение

В теории вычислимых нумераций одними из наиболее интенсивно иссле-

дуемых объектов являются минимальные нумерации. Это вызвано тем, что

образованный ими класс содержит как однозначные, так и позитивные нуме-

рации, а сами они определяют минимальные элементы полурешеток Роджерса

вычислимых семейств, ассоциированных с отношением сводимости нумераций.

Общие понятия, используемые в статье, содержатся в монографиях

Ю. Л. Ершова [1] и Соара [2]. В частности, для любого частичного отобра-

жения ϕ области его определения и значений обозначаются через domϕ и ranϕ
соответственно; пишем ϕ(x) ↓, если x ∈ domϕ, и ϕ(x) ↑ в противном случае.

Через c(x, y) обозначается возрастающая по каждому аргументу вычислимая

биекция из N× N в N.

Основными объектами исследований статьи являются нумерации, вычис-

лимые в уровнях арифметической иерархии, введенные и впервые изученные

С. С. Гончаровым и А. Сорби в работе [3]. Для произвольного натурального

n > 0 нумерация µ семейства �0
n-множеств называется �0

n-вычислимой, если

Gµ ⇌ {〈x, y〉 ∈ N× N : y ∈ µ(x)} ∈ �0
n.

Напомним, что нумерация µ называется сводимой к нумерации ν посредством
вычислимой функции f , если µ = ν ◦ f . Будем говорить, что µ сводима к ν и в

этом случае использовать обозначение µ ≤ ν, если µ сводится к ν посредством

некоторой вычислимой функции. Напомним также, что нумерация µ называет-

ся минимальной, если для любой нумерации ν ≤ µ множества ranµ имеет место

Работа поддержана грантом Российского научного фонда (проект № 24-11-00227) и вы-
полнена в рамках реализации программы развития Научно-образовательного математическо-
го центра Приволжского федерального округа (соглашение № 075-02-2024-1438).

c© 2025 Файзрахманов М. Х.
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сводимость µ ≤ ν. Отметим, что согласно [4] любое семейство �0
n-множеств,

n > 1, обладающее �0
n-вычислимой нумерацией, обладает и минимальной �0

n-

вычислимой нумерацией.

Цель статьи заключается в алгоритмической классификации минимальных

�0
n-вычислимых нумераций для любого наперед заданного n > 0. Она, в свою

очередь, основывается на классификации минимальных нумераций, предложен-

ной С. А. Бадаевым в работе [5]. В ней кроме однозначных, разрешимых и по-

зитивных нумераций были исследованы обобщающие их строго минимальные и

эффективно минимальные нумерации. Определение последних допускает сле-

дующую релятивизацию: для произвольного оракула A нумерация µ называет-

ся A-эффективно минимальной посредством частично A-вычислимой функции
ψ, если для каждого e, для которого отображение µ ◦ ϕe является нумерацией

множества ranµ, ψ(e) ↓ и µ сводится к µ ◦ ϕe посредством ϕψ(e). Будем го-

ворить, что нумерация µ A-эффективно минимальна, если она A-эффективно

минимальна посредством некоторой частично A-вычислимой функции.

Основным результатом статьи является

Теорема 1. Пусть n > 0. Тогда для любого m если 0 < m ≤ n+ 1, то су-
ществует ∅(m)-эффективно минимальная �0

n-вычислимая нумерация, которая
не является ∅(m−1)-эффективно минимальной.

Эта теорема представляет собой следствие теорем 2 и 3 более общего харак-

тера, которые формулируются и доказываются в последующих разделах статьи.

В заключительном разделе статьи теорема 1 распространяется на нумерации,

вычислимые в уровнях гиперарифметической иерархии.

2. A′-эффективно минимальная,

но не A-эффективно минимальная нумерация

Следуя [3, 6], для произвольного множества A нумерацию µ семейства под-

множеств N назовем A-вычислимой, если множество Gµ вычислимо перечисли-

мо относительно A. Таким образом, для любого n > 0 классы �0
n-вычислимых

и ∅(n−1)-вычислимых нумераций совпадают.

В доказательстве следующей теоремы через {0, 1}∗ обозначается множество

всех конечных строк в алфавите {0, 1}. Для произвольной строки σ ∈ {0, 1}∗
через |σ| будем обозначать ее длину. Если m < |σ|, то через σ(m) обозначаем

m-й символ строки σ. Если m ≤ |σ|, то через σ ↾ m обозначаем начальный

сегмент строки σ длины m. Для строк σ, ρ ∈ {0, 1}∗ используем запись σ <L ρ,
если существует такое m, что m < |σ|, m < |ρ|, σ(m) = 0, ρ(m) = 1 и σ(l) = ρ(l)
для всех l < m. Будем также использовать запись σ ≤L ρ, если σ <L ρ или

σ = ρ.
Зафиксируем какую-нибудь вычислимую биекцию d из множества всех

непустых строк в алфавите {0, 1} на N.

Теорема 2. Для любого множества A существует A′-эффективно мини-
мальная A-вычислимая нумерация, которая не является A-эффективно мини-
мальной.

Доказательство. Чтобы для произвольного множестваA определить ну-

мерацию µ, удовлетворяющую заключению теоремы, построим двойную сильно

A-вычислимую последовательность конечных множеств {µs(x)}s,x∈N такую, что

для всех x и s справедливо включение µs(x) ⊆ µs+1(x). После этого для всех x
определим µ(x) =

⋃
s
µs(x).



332 М. Х. Файзрахманов

Построение

Шаг 0. Положим µ0(x) = {x} для каждого x. На всех последующих

шагах s+1 построения для каждого x будем считать, что µs+1(x) = µs(x), если

не указано обратное.

В построении обеспечим, чтобы для каждого n такого, что частичная функ-

ция �An всюду определена, нашлось число e, для которого ϕe всюду определена

и ran(µ ◦ ϕe) = ranµ, но µ не сводится к µ ◦ ϕe посредством ϕ�A
n (e). Тем самым

мы добьемся, что нумерация µ не будет A-эффективно минимальной. Чтобы

для произвольного n обеспечить выполнение этого условия, а также условия

A′-эффективной минимальности µ, будем использовать конечное число стра-

тегий, каждая из которых зависит от одной из строк σ длины n + 1. Чтобы

одна из этих стратегий была успешной, на последующих шагах построения бу-

дем использовать двойную последовательность строк {σsn}n,s∈N, определенную

следующим образом. Для всех n и s строка σsn является такой строкой σ длины

n+ 1, что для всех m ≤ n и всех строк τ длины, не превышающей n−m, тогда

и только тогда выполняется равенство σ(m) = 0, когда существует тройка не

превышающих s чисел x0, x1, x2, в которой каждое xi, i = 0, 2, удовлетворяет

условию

ϕm,s(xi) ↓= 3d((σ ↾ m)0τ) + i.

Нетрудно видеть, что для каждого n существует конечный предел

σn ⇌ lim
s
σsn

и σs+1
n ≤L σsn для всех s. Далее в построении обеспечим, что строкам σn, n ∈ N,

будут соответствовать успешные стратегии.

Зафиксируем число b такое, что ϕb нигде не определена. В построении бу-

дем также определять последовательность вычислимых функций {fs}s∈N, отоб-

ражающих {0, 1}∗ в N. Для каждой строки σ положим f0(σ) = b. Для всех s и σ,

если не оговорено противное, будем считать, что fs+1(σ) = fs(σ). На последую-

щих шагах построения обеспечим, чтобы для каждого n существовал конечный

предел lim
s
fs(σn) = e такой, что ϕe всюду определена, ran(µ ◦ϕe) = ranµ и µ не

сводится к µ ◦ ϕe посредством ϕ�A
n (e), если �An всюду определена.

Шаг s+ 1. Действия этого шага построения разбиваются на три этапа.

1. Если существует n ≤ s, для которого fs(σ
s
n) = b, то выберем наименьшее

n с этим свойством и для всех i = 0, 2 определим

µs+1(3d(σ
s
n) + i) =

2⋃

k=0

µs(3d(σ
s
n) + k). (1)

После этого положим значение fs+1(σ
s
n) равным гёделевскому номеру вычисли-

мой функции g, определенной следующим образом:

g(3d(σsn) + 2) = 3d(σsn) + 1,

g(x) = x

для всех x, отличных от 3d(σsn) + 2.

2. Если существует n ≤ s, для которого

fs(σ
s
n) 6= b&ϕ�A

n,s(fs(σ
s
n))(3d(σ

s
n) + 2) ↓= 3d(σsn) + i (2)
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при некотором i = 0, 2 и

µs(3d(σ
s
n)) = µs(3d(σ

s
n) + 1) = µs(3d(σ

s
n) + 2), (3)

то выберем наименьшее n, удовлетворяющее этим условиям, и наименьшее

y > maxµs(3d(σ
s
n)),

а затем определим

µs+1(3d(σ
s
n)) = µs(3d(σ

s
n)) ∪ {y}, (4)

µs+1(3d(σ
s
n) + k) = µs(3d(σ

s
n)) ∪ {y + 1}, k = 1, 2, (5)

если i = 0. Если же i > 0, то полагаем

µs+1(3d(σ
s
n) + j) = µs(3d(σ

s
n)) ∪ {y}, j = 0, 2, (6)

µs+1(3d(σ
s
n) + 1) = µs(3d(σ

s
n)) ∪ {y + 1}. (7)

3. Чтобы обеспечить минимальность нумерации µ, для всех строк ρ таких,

что |ρ| ≤ s,
µs(3d(ρ) + i) = µs(3d(ρ) + k)

для некоторых различных i, k = 0, 2 и σsn <L ρ, где n = |ρ|, выберем наименьшее

y > maxµs(3d(ρ) + i), i = 0, 2,

и для каждого i = 0, 2 определим

µs+1(3d(ρ) + i) = µs(3d(ρ)) ∪ {y + i}.

Этим завершается описание построения. Непосредственно из построения

следует, что нумерация µ является A-вычислимой. Также нетрудно видеть, что

для произвольных строк ρ, σ и чисел i, k = 0, 2 если ρ 6= σ, то µ(3d(ρ) + i) 6=
µ(3d(σ)+k). Покажем, что нумерация µ удовлетворяет остальным заключениям

теоремы.

Лемма 1. Нумерация µ не является A-эффективно минимальной.

Доказательство. Предположим, напротив, что µ является A-эффектив-

но минимальной посредством некоторой частично A-вычислимой функции �An .

Выберем s ≥ n такое, что σsn = σn и n — наименьшее число, не превышающее

s, для которого fs(σn) = b. Тогда на первом этапе шага s + 1 построения зна-

чение fs+1(σn) полагается равным гёделевскому номеру определенной на нем

вычислимой функции g. Отметим, что ran g = N \ {3d(σn) + 2}. Отсюда и из

присваиваний (1) следует, что на втором этапе одного из последующих шагов

построения выполняются условия (2) для некоторого i = 0, 2 и (3). Стало быть,

присваивания (4)–(7) обеспечивают, что

µ(3d(σn) + 2) 6= µ(ϕfs+1(σn)(ϕ�A
n (fs+1(σn))(3d(σn) + 2))).

Таким образом, получаем противоречие с A-эффективной минимальностью µ
посредством �An .
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Лемма 2. Нумерация µ является A′-эффективно минимальной.

Доказательство. Выберем произвольное n и предположим, что отобра-

жение µ ◦ ϕn является нумерацией семейства ranµ. Покажем, что тогда для

любой строки ρ длины больше n и любого числа i = 0, 2 существует x, для

которого ϕn(x) = 3d(ρ) + i. Пусть |ρ| = l > n. Если σl−1 <L ρ, то действиями

третьих этапов шагов построения обеспечивается, что для каждого i = 0, 2 мно-

жество µ(3d(ρ)+ i) имеет единственный номер в нумерации µ. Непосредственно

из построения следует, что это же верно и в случае ρ <L σl−1. Пусть ρ = σl−1.

Тогда из определения последовательности {σsm}m,s∈N следует, что ρ(n) = 0 и

для каждого i = 0, 2 существует такое xi, что ϕi(xi) = 3d(ρ) + i. В самом деле,

в противном случае нашлись бы строка τ и число i = 0, 2 такие, что множество

µ(3d((ρ ↾ n)0τ) + i) имеет единственный номер, но ϕn(x) 6= 3d((ρ ↾ n)0τ) + i
для любого x. Это противоречит тому, что µ ◦ ϕn является нумерацией ranµ.

Отсюда следует, что существует лишь конечное число строк δ таких, что для

некоторых различных i, k = 0, 2 справедливо равенство

µ(3d(δ) + i) = µ(3d(δ) + k).

Длина каждой из них не превышает n. Согласно построению все эти строки

определяются эффективно по n относительно оракула A′.
Таким образом, эффективно по произвольному n относительно оракула A′

определяется число e такое, что если отображение µ ◦ ϕn является нумерацией

ranµ, то µ сводится к µ◦ϕn посредством ϕe. Этим завершается доказательство

леммы и теоремы в целом.

3. A′′-эффективно минимальная,

но не A′-эффективно минимальная нумерация

Заметим, что любая минимальная A-вычислимая нумерация µ является

A′′-эффективно минимальной. Действительно, частично A′′-вычислимая функ-

ция ψ, посредством которой µ является A′′-эффективно минимальной, может

быть определена следующим образом. Для каждого e если ϕe всюду определе-

на, то последовательно для каждого числа n проверяем выполнение условия

∀x [ϕn(x) ↓ &µ(x) = µ(ϕe(ϕn(x)))].

Полагаем значение ψ(e) равным наименьшему n, удовлетворяющему этому усло-

вию, если такое n существует. В противном случае полагаем ψ(e) ↑.
В доказательстве следующей теоремы используется метод построения ми-

нимальных нумераций из работы [4].

Теорема 3. Для любого множества A существует минимальная A-вычис-
лимая нумерация, которая не является A′-эффективно минимальной.

Доказательство. Пусть M — максимальное множество. Выберем про-

извольное множество A и построим A-вычислимую нумерацию µ бесконечного

семейства таким образом, чтобы для всех x, y ∈M выполнялось равенство

µ(x) = µ(y).

Тогда нумерация µ будет минимальной, поскольку если для вычислимой функ-

ции f отображение µ◦f есть нумерация семейства ranµ, то ввиду бесконечности

ranµ и минимальности M разность M \ ran f конечна. Пусть для каждого s

Ms = {bs0 < bs1 < bs2 < . . . }.
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Для каждого m через bm будем обозначать предел lim
s
bsm. Тройки вида bsc(n,i),

i = 0, 2, будем использовать, чтобы обеспечить отсутствие свойства A′-эффек-

тивной минимальности нумерации µ подобно тому, как тройки вида 3d(σsn) + i
использовались в доказательстве теоремы 2 для отсутствия свойства A-эффек-

тивной минимальности строящейся там нумерации. Используя лемму о пределе,

выберем тьюринговый функционал � такой, что для всех n и x справедливы

условия

∀s [�A(n, x, s) ↓],
�A

′

n (x) ↓⇒ �A
′

n (x) = lim
s
�A(n, x, s).

Построение.

Шаг 0. Положим µ0(x) = {x} для каждого x. В построении будем также

определять последовательность вычислимых функций {fs}s∈N, отображающих

N в N. Для каждого n положим f0(n) = b, где b — гёделевский номер нигде

не определенной частично вычислимой функции. На последующих шагах по-

строения мы обеспечим, чтобы для каждого n существовал конечный предел

lim
s
fs(n) = e такой, что ϕe всюду определена, ran(µ◦ϕe) = ranµ и µ не сводится

к µ ◦ ϕe посредством ϕ�A′
n (e), если �A

′

n всюду определена.

Для всех s и x будем считать, что µs+1(x) = µs(x) и fs+1(x) = fs(x), если

не указано обратное.

Шаг s + 1. Для всех x ∈ Ms полагаем µs+1(x) = N. Для каждого n ≤ s
рассмотрим три случая.

1. Либо fs(n) = b, либо для некоторого i = 0, 2 выполняется неравенство

bsc(n,i) 6= bs+1
c(n,i).

В этом случае для каждого i = 0, 2 положим

µs+1

(
bs+1
c(n,i)

)
=

2⋃

k=0

µs
(
bs+1
c(n,k)

)

и определим значение fs+1(n) равным гёделевскому номеру вычислимой функ-

ции g, определенной следующим образом:

g
(
bs+1
c(n,2)

)
= bs+1

c(n,1),

g(x) = x

для всех x, отличных от bs+1
c(n,2).

2. Условие предыдущего случая не выполняется и выполняется условие

�A(n, fs(n), s) 6= �A(n, fs(n), s+ 1).

В этом случае для каждого i = 0, 2 положим µs+1

(
bs+1
c(n,i)

)
=

2⋃
k=0

µs
(
bs+1
c(n,k)

)
.

3. Условия первых двух случаев не выполняются. Если

ϕ�A(n,fs(n),s)

(
bsc(n,2)

)
↓= bsc(n,i)

при некотором i = 0, 2 и

µs
(
bsc(n,0)

)
= µs

(
bsc(n,1)

)
= µs

(
bsc(n,2)

)
,
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то выберем наименьшее

y > maxµs(b
s
c(n,0)),

а затем определим

µs+1(b
s
c(n,0)) = µs(b

s
c(n,0)) ∪ {c(y, 0)},

µs+1(b
s
c(n,k)) = µs(b

s
c(n,0)) ∪ {c(y, 1)}, k = 1, 2,

если i = 0. Если же i > 0, то полагаем

µs+1(b
s
c(n,j)) = µs(b

s
c(n,0)) ∪ {c(y, 0)}, j = 0, 2,

µs+1(b
s
c(n,1)) = µs(b

s
c(n,0)) ∪ {c(y, 1)}.

Этим завершается описание построения. Для каждого x полагаем µ(x) =⋃
s
µs(x). Непосредственно из построения следует, что нумерация µ является A-

вычислимой. Также нетрудно видеть, для произвольных l, n ∈ N и i, k = 0, 2
если l 6= n, то µ(bc(l,i)) 6= µ(bc(n,k)). Отсюда следует, что семейство ranµ бес-

конечно. Поскольку µ(x) = N для всех x ∈ M , нумерация µ минимальна.

Рассуждениями, почти аналогичными доказательству леммы 1, нетрудно по-

лучить, что µ не является A′-эффективно минимальной. Этим завершается

доказательство теоремы.

Теперь доказательство теоремы 1 получается как следствие теорем 2 и 3.

Если m ≤ n, то по теореме 2 при A = ∅(m−1) получаем существование ∅(m)-

эффективно минимальной, но не ∅(m−1)-эффективно минимальной �0
m-вычис-

лимой (и, значит, �0
n-вычислимой) нумерации.

Если m = n + 1, то существование искомой нумерации получается приме-

нением теоремы 3 при A = ∅(n−1).

4. Классификации минимальных нумераций

семейств гиперарифметических множеств

Определение �0
n-вычислимых нумераций естественным образом распростра-

няется на уровни гиперарифметической иерархии. Согласно [7] для конструк-

тивного ординала α > 0 нумерация µ семейства �0
α-множеств называется �0

α-

вычислимой, если Gµ ∈ �0
α. Таким образом, для любого бесконечного конструк-

тивного ординала α классы �0
α-вычислимых и ∅(α)-вычислимых нумераций сов-

падают. Покажем, что теорема 1 также может быть распространена на уровни

гиперарифметической иерархии.

Теорема 4. Пусть α — произвольный бесконечный конструктивный ор-
динал. Тогда для любого ординала β если β ≤ α + 2, то существует ∅(β)-
эффективно минимальная �0

α-вычислимая нумерация, которая ни для какого
ординала γ < β не является ∅(γ)-эффективно минимальной.

Доказательство. В доказательстве теоремы используется тот факт, что

для любого конструктивного ординала α > 0 существует такое множество B,

что B′ ≡T ∅(α) и ∅(β) ≤T B для всех ординалов β < α, который может быть

установлен, например, следующим образом.

Пусть a — клиниевское обозначение ординала α и f — вычислимая функ-

ция такая, что ran f = {b ∈ O : b <O a}. Положим B0 = ∅. Предположим,
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что для некоторого s множество Bs определено. Определим конечное множе-

ство Fs, положив его равным непустому конечному множеству с наименьшим

каноническим индексом, удовлетворяющему условиям:

(a) для всех k и l если существуют x, y, для которых c(k, x) ∈ Bs и c(l, y) ∈ Fs,
то k < l,

(b) maxFs строго больше, чем значение use-функции вычисления �Bs∪Fs
s (s),

если �Bs∪Fs
s (s) ↓, и для всех k и x если c(k, x) > maxFs, то c(k, x) 6∈ Bs,

(c) �Bs∪Fs
s (s) ↓, если существует конечное F , удовлетворяющее условиям (a) и

(b) с F вместо Fs, для которого �Bs∪F
s (s) ↓.

Зафиксируем наименьшее k, для которого c(k, 0) > maxFs, и определим

Bs+1 =

{
Bs ∪ Fs ∪ {c(k, x) : x ∈ ∅(f(s))} ∪ {c(k + 1, 2s)}, если s 6∈ ∅(α),

Bs ∪ Fs ∪ {c(k, x) : x ∈ ∅(f(s))} ∪ {c(k + 1, 2s+ 1)}, если s ∈ ∅(α).

Полагаем B =
⋃
s
Bs. Нетрудно видеть, что условия (a)–(c) проверяются эф-

фективно по s относительно оракула ∅(α). Из определений множеств Bs+1,

s ∈ N, следует, что ∅(f(s)) ≤T B и что число k, для которого среди чисел вида

c(k+1, t) элементом B является только одно из чисел c(k+1, 2s), c(k+1, 2s+1),

определяется эффективно по s относительно оракула B′. Отсюда следует, что

B′ ≡T ∅(α).

Теперь предположим по индукции, что для всех бесконечных ординалов

α0 < α заключение теоремы верно. Тогда для любого ординала β < α су-

ществует �0
β-вычислимая (и, значит, �0

α-вычислимая) нумерация, которая ни

для какого ординала γ < β не является ∅(γ)-эффективно минимальной. Если

β = α, то возьмем построенное множество B и, применив теорему 2, получим

B-вычислимую нумерацию µ, которая является∅(β)-эффективно минимальной,

но не является B-эффективно минимальной. Таким образом, µ �0
α-вычислима

и не ∅(γ)-эффективно минимальна ни для какого γ < β. Если α+1 ≤ β ≤ α+2,

то искомая нумерация сразу получается применением теорем 2 и 3.
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