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Аннотация. Получен принцип больших уклонений для траекторий ломаных, по-
строенных по суммам независимых случайных величин, заданных в пространстве
гёльдеровских функций с гёльдеровой метрикой. Также найдены простые усло-
вия на моменты случайных величин, при которых удается получить такого рода
теоремы. В силу того, что гёльдерова метрика сильнее чем равномерная, полу-
ченный результат уточняет хорошо известные ранее теоремы, связанные с принци-
пом больших уклонений для траекторий таких ломаных, заданных в пространстве
непрерывных функций с равномерной метрикой.
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1. Введение, основной результат

Рассмотрим последовательность независимых одинаково распределенных
случайных величин (с.в.) X1, . . . , Xn, n ∈ N, заданных на некотором вероят-
ностном пространстве (�,F,P). Нас будет интересовать предельное поведение
в области больших уклонений траекторий случайной ломаной sn(t), t ∈ [0, 1], с
узлами в точках (

k

n
,
Sk
n

)
, 0 ≤ k ≤ n,

где Sk :=
k∑
r=1

Xr, S0 := 0, т. е.

sn(t) := Xk

(
t− k − 1

n

)
+
Sk−1

n
, t ∈

[
k − 1

n
,
k

n

]
, 1 ≤ k ≤ n.

Отметим, что траектории случайного процесса sn по определению при каждом
фиксированном n ∈ N с вероятностью 1 удовлетворяют условию Липшица.

Для удобства читателя напомним основные определения, которые будут
использоваться далее.

Работа выполнена при поддержке программы фундаментальных научных исследований
СО РАН, проект FWNF-2026-0030.
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Определение 1. Последовательность случайных элементов ηn экспонен-

циально плотна (э.п.) в метрическом пространстве (м.п.) (X, ρX) с нормирую-
щей функцией (н.ф.) ψ(n) : lim

n→∞
ψ(n) = ∞, если для любого C > 0 найдется

компакт KC ⊆ X такой, что

lim sup
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ηn ∈ KC) ≤ −C,

где KC — дополнение к множеству KC .

Определение 2. Последовательность случайных элементов ηn удовлетво-

ряет принципу больших уклонений (п.б.у.) в м.п. (X, ρX) с функционалом
уклонений (ф.у.) I = I(f) : X → [0,∞] и н.ф. ψ(n) : lim

n→∞
ψ(n) = ∞, если для

любого множества B ∈ B(X) выполнены неравенства

lim sup
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ηn ∈ B) ≤ −I([B]), (1.1)

lim inf
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ηn ∈ B) ≥ −I((B)), (1.2)

где B(X) — борелевская σ-алгебра подмножеств м.п. X, [B] и (B) замыкание и
внутренность множества B соответственно, I(B) = inf

x∈B
I(x), I(∅) =∞.

Замечание 1. Отметим, что если, кроме того, для любого c ≥ 0 множество
{x ∈ X : I(x) ≤ c} компакт, то ф.у. называется хорошим (good rate function, см.,
например, [1, 2]) или плотным (tight rate function, см., например, [3]). Далее в
этой работе будем использовать термин плотный.

Будем обозначать через C0[0, 1] пространство непрерывных на отрезке [0, 1]
функций f таких, что f(0) = 0. Определим в этом пространстве норму и рав-
номерную метрику

‖f‖ := sup
t∈[0,1]

|f(t)|, ρ(f, g) := ‖f − g‖, f, g ∈ C0[0, 1].

Сделаем обзор результатов, связанных с рассматриваемой тематикой. В ра-
ботах [4, 5] (см. также [6, гл. 4, теорема 4.4.2; 1, гл. 5, теорема 5.1.2; 2, пример 1.6;
7, теорема 2.4]) был получен п.б.у. для последовательности sn в м.п. (C0[0, 1], ρ)
при выполнении условия Крамера [C∞], т. е. когда для любого λ > 0 справед-
ливо неравенство

Eeλ|X1| <∞. (1.3)

Далее в цикле работ [7–9] было показано, что если выполнено более слабое
условие Крамера [C0]: найдется λ > 0 такое, что выполнено неравенство (1.3),
то, вообще говоря, не получится доказать классический п.б.у. для последова-
тельности sn в м.п. (C0[0, 1], ρ). В этом случае исследователи рассматривают
траектории последовательности случайных процессов sn либо в неполном про-
странстве функций без разрывов второго рода с топологией типа Скорохода и
им удается получить только расширенный п.б.у. (более подробно см. работы
[7–9]), либо рассматривают траектории в пространстве BV[0, 1] функций огра-
ниченной полной вариации на отрезке [0, 1] с метрикой

ρ∗(f, g) :=

1∫

0

|f(t)− g(t)| dt+ |f(1)− g(1)|, f, g ∈ BV[0, 1],
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и получают в таком м.п. стандартный п.б.у. (более подробно см. работу [10]).
При этом остается открытым вопрос о возможности получения более точ-

ной асимптотики больших уклонений для случаев, когда с.в. X1 удовлетворя-
ет более сильному показательному моментному условию, чем условие Крамера
[C∞]. Ответу на этот вопрос и посвящена данная работа. Далее приведены про-
стые моментные условия, при выполнении которых удается получить п.б.у. для
траекторий последовательности sn в пространствах гёльдеровских функций с
гёльдеровской метрикой. Такая метрика является более сильной, чем равномер-
ная при любом показателе Гёльдера α ∈ (0, 1) (см. формулу (1.6)). Благодаря
этому факту увеличивается класс множеств, для которых оценка сверху (1.1)
совпадает с оценкой снизу (1.2) (см. примеры после формулировки теоремы 1).

Введем необходимые нам моментные условия. Будем говорить, что с.в. X
удовлетворяет условию [CLκ,0] (здесь κ > 1 — фиксированная константа),
если найдется константа λ > 0 такая, что

Eeλ|X|
κ

<∞. (1.4)

Если неравенство (1.4) выполнено для любого λ > 0, то будем говорить,
что с.в. X удовлетворяет условию [CLκ,∞].

В случае, когда условие [CLκ,∞] выполнено для всех κ > 1, будем говорить,
что с.в. X удовлетворяет условию [CL∞,∞].

Легко видеть, что приведенные выше показательные моментные условия
удовлетворяют следующему соотношению:

[CL∞,∞]⇒ [CLκ,∞]⇒ [CLκ,0]⇒ [CLr,∞]⇒ [CLr,0]⇒ [C∞]⇒ [C0],

где 1 < r < κ.
Для фиксированного α ∈ [0, 1) обозначим через C0,α[0, 1] подпространство

функций f ∈ C0[0, 1] таких, что

lim
δ→0

sup
s,t∈[0,1],

0<|t−s|≤δ

|f(t)− f(s)|
|t− s|α = 0. (1.5)

Определим в пространстве C0,α[0, 1] гёльдеровы норму и метрику

‖f‖α := sup
s,t∈[0,1],
s6=t

|f(t)− f(s)|
|t− s|α , ρα(f, g) := ‖f − g‖α, f, g ∈ C0,α[0, 1].

Отметим, что м.п. (C0,α[0, 1], ρα) является польским (см., например, [11]).
Легко видеть, что

‖f‖α = sup
s,t∈[0,1],
s6=t

|f(t)− f(s)|
|t− s|α ≥ sup

t∈(0,1]

|f(t)− f(0)|
|t− 0|α ≥ sup

t∈[0,1]

|f(t)− 0|
1

≥ ‖f‖. (1.6)

Таким образом, метрика ρα является более сильной чем метрика ρ. При этом в
силу того, что ρα и ρ — метрики, а не псевдометрики, будет выполнено соотно-
шение

‖f‖α = 0⇔ ‖f‖ = 0⇔ f ≡ 0.

Отметим, что м.п. (C0,α[0, 1], ρα) является замкнутым подпространством

м.п. (C̃0,α[0, 1], ρα) функций, удовлетворяющих условию Гёльдера с показате-
лем α, т. е.

C̃0,α[0, 1] :=

{
f ∈ C0[0, 1] : sup

s,t∈[0,1],
s6=t

|f(t)− f(s)|
|t− s|α <∞

}
.
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Однако решение задач, связанных с асимптотикой больших уклонений в м.п.

(C̃0,α[0, 1], ρα), затруднительно ввиду его несепарабельности.
Также обратим внимание на тот факт, что бессмысленно рассматривать

пространство C0,α[0, 1] с показателем α = 1, так как в силу условия (1.5) такое
пространство будет содержать только функцию f ≡ 0, что не дает возможности
получить содержательные результаты в области больших уклонений.

Положим A(a) := lnEeaX1 , a ∈ R, �(x) := sup
a∈R

(ax − A(a)) и определим

функционал

I(f) :=





1∫
0

�(f ′(s)) ds, если f ∈ AC0[0, 1],

∞, если f 6∈ AC0[0, 1],

где AC0[0, 1] — множество абсолютно непрерывных на отрезке [0, 1] функций f
таких, что f(0) = 0.

Сформулируем основной результат работы.

Теорема 1. (0) Пусть с.в. X1 удовлетворяет условию [C∞].
Тогда
(0.1) ф.у. I является плотным в м.п. (C0[0, 1], ρ);

(0.2) lim
|x|→∞

�(x)
|x| =∞;

(0.3) последовательность случайных процессов sn удовлетворяет п.б.у. в
м.п. (C0[0, 1], ρ) с н.ф. ψ(n) = n и ф.у. I.

(1) Пусть с.в. X1 удовлетворяет условию [CLκ,0], где κ > 1.
Тогда
(1.1) для любого 0 ≤ α < κ−1

κ ф.у. I является плотным в м.п. (C0,α[0, 1], ρα);

(1.2) lim
|x|→∞

�(x)
|x|r =∞ для любого r < κ;

(1.3) для любого 0 ≤ α < κ−1
κ последовательность случайных процессов sn

удовлетворяет п.б.у. в м.п. (C0,α[0, 1], ρα) с н.ф. ψ(n) = n и ф.у. I.
(2) Пусть с.в. X1 удовлетворяет условию [CLκ,∞], где κ > 1.
Тогда
(2.1) для любого 0 ≤ α ≤ κ−1

κ ф.у. I является плотным в м.п. (C0,α[0, 1], ρα);

(2.2) lim
|x|→∞

�(x)
|x|κ =∞;

(2.3) для любого 0 ≤ α ≤ κ−1
κ последовательность случайных процессов sn

удовлетворяет п.б.у. в м.п. (C0,α[0, 1], ρα) с н.ф. ψ(n) = n и ф.у. I.
(3) Пусть с.в. X1 удовлетворяет условию [CL∞,∞].
Тогда
(3.1) для любого 0 ≤ α < 1 ф.у. I является плотным в м.п. (C0,α[0, 1], ρα);

(3.2) lim
|x|→∞

�(x)
|x|r =∞ для любого r ∈ R;

(3.3) для любого 0 ≤ α < 1 последовательность случайных процессов sn
удовлетворяет п.б.у. в м.п. (C0,α[0, 1], ρα) с н.ф. ψ(n) = n и ф.у. I.

Отметим, что, в частности, теорема 1 дает дополнительную информацию
о свойствах функционала I, который удается выписать в явном виде лишь в
редких случаях. Например, пусть известно, что с.в. X1 удовлетворяет усло-
вию (1), (2) или (3), а α ∈ (0, 1) удовлетворяет условиям (1.1), (2.1), (3.1) соот-
ветственно. Тогда можно утверждать, что для функции f(t) = tα выполнено
равенство I(f) =∞.
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Действительно, в этом случае из формул (1.2), (2.2), (3.2) соответственно

следует, что при достаточно больших x > 0 выполнено неравенство �(x) ≥ x 1
1−α .

Поэтому для достаточно малого δ > 0 будем иметь

I(f) =

1∫

0

�(f ′(s)) ds =

1∫

0

�(αsα−1) ds ≥
δ∫

0

α
1

1−α

s
ds =∞.

Приведем теперь несколько примеров, которые сравнивают п.б.у. в м.п.
(C0,α[0, 1], ρα) при различных значениях 0 ≤ α < 1.

Пример 1. Пусть с.в. X1 удовлетворяет условию [CLκ,0] для некоторого
κ > 1. Зафиксируем α и α̃ так, чтобы выполнялось неравенство 0 ≤ α̃ <
α < κ−1

κ , и рассмотрим множество B = C0,α[0, 1]. Используя п.б.у. в м.п.
(C0,α[0, 1], ρα) (т. е. утверждение (1.3) теоремы 1) и тот факт, что множество B
совпадает со всем пространством C0,α[0, 1], будем иметь

lim
n→∞

1

n
lnP(sn ∈ B) = 0.

Если же использовать п.б.у. в м.п. (C0,α̃[0, 1], ρα̃), то получим тривиальные
оценки

lim
n→∞

1

n
lnP(sn ∈ B) ≤ lim sup

n→∞

1

n
lnP(sn ∈ [B])

= lim sup
n→∞

1

n
lnP(sn ∈ C0,α̃[0, 1]) = 0,

lim
n→∞

1

n
lnP(sn ∈ B) ≥ lim inf

n→∞
1

n
lnP(sn ∈ (B)) = lim inf

n→∞
1

n
lnP(sn ∈ ∅) = −∞,

где [B] и (B) — замыкание и внутренность множества B в м.п. (C0,α̃[0, 1], ρα̃)
соответственно.

Рассмотрим более сложный пример.

Пример 2. Пусть с.в. X1 такая, что P(X1 = −1) = P(X1 = 1) = 1
2 ;

X̃1 ∼ N(0, 1). Легко видеть, что в этом случае с.в. X1, X̃1 удовлетворяют
условиям [CL∞,∞], [CL2,0] соответственно. Поэтому нормированная сумма sn
независимых копий с.в. X1 удовлетворяет п.б.у. в м.п. (C0,α[0, 1], ρα) для лю-
бого 0 ≤ α < 1 (см. утверждение (3.3) теоремы 1); нормированная сумма s̃n
независимых копий с.в. X̃1 удовлетворяет п.б.у. в м.п. (C0,α̃[0, 1], ρα̃) для лю-

бого 0 ≤ α̃ < 1
2 (см. утверждение (1.3) теоремы 1). Так как EX1 = EX̃1 = 0, в

обоих случаях соответствующие функционалы уклонений I и Ĩ обращаются в
нуль на функции, тождественно равной нулю.

Зафиксируем 0 ≤ α̃ < 1
2 < α < 1. Рассмотрим множество

B :=



f ∈ C0[0, 1] :




1∫

0

|f(s)|p ds




b
a

< l

1∫

0

|f(s)|m ds



,

где константа l > 0 и фиксированные положительные константы a, b, m, p
удовлетворяют неравенствам

b > a,
1

2
≤ b− a
am− bp < α.
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Из леммы 5 (см. разд. 3) следует, что

inf
f∈B∩C0,α[0,1]

‖f‖α > 0, inf
f∈B∩C

0,α̃
[0,1]
‖f‖α̃ = 0.

Поэтому

lim sup
n→∞

1

n
lnP(sn ∈ [B]α) < 0, lim sup

n→∞

1

n
lnP(s̃n ∈ [B]α̃) ≤ 0,

где [B]α, [B]α̃ — замыкания множества B в м.п. (C0,α[0, 1], ρα), (C0,α̃[0, 1], ρα̃)
соответственно, т. е. для последовательности sn оценка сверху в п.б.у. на мно-
жестве B нетривиальна, а для последовательности s̃n тривиальна.

Таким образом, оба примера показывают, что чем больше значение 0 ≤ α <
1, для которого удается получить п.б.у., тем богаче класс множеств с нетриви-
альными оценками в п.б.у. Также отметим, что множествоB типа приведенного
в примере 2, рассматривалось ранее в работе [12].

В заключение этого раздела сделаем краткий обзор результатов, в кото-
рых изучались большие уклонения в м.п. (C0,α[0, 1], ρα). В [12] был получен
п.б.у. и доказан закон повторного логарифма в форме Штрассена для вине-
ровского процесса в м.п. (C0,α[0, 1], ρα), где α ∈

[
0, 1

2

)
; работы [13, 14] посвя-

щены п.б.у. для решений стохастических дифференциальных уравнений Ито
в м.п. (C0,α[0, 1], ρα), где α ∈

[
0, 1

2

)
; в работе [15] был получен п.б.у. для ре-

шений стохастических дифференциальных уравнений Маккина–Власова в м.п.
(C0,α[0, 1], ρα), где α ∈

[
0, 1

2

)
, а также доказан закон повторного логарифма в

форме Штрассена; в статье [16] изучались большие уклонения для дробных ви-
неровских процессов заданных в м.п. (C0,α[0, 1], ρα), где допустимые значения
α зависят от показателя Херста.

Оставшаяся часть работы состоит из двух разделов, содержащих доказа-
тельство основного результата и вспомогательные утверждения соответственно.

2. Доказательство основного результата

Сформулируем и докажем две важные леммы, которые являются основным
инструментом доказательства теоремы 1.

Лемма 1. Пусть выполнены условия
(1) последовательность случайных элементов ηn удовлетворяет п.б.у. в м.п.

(X, ρX) с н.ф. ψ(n) и полунепрерывным снизу ф.у. J ;
(2) последовательность случайных элементов ηn ∈ Y п.н. и является э.п. в

м.п. (Y, ρY) с н.ф. ψ(n), где Y ⊆ X и ρY(f, g) ≥ ρX(f, g) для любых f, g ∈ Y.
Тогда последовательность случайных элементов ηn удовлетворяет п.б.у. в

м.п. (Y, ρY) с н.ф. ψ(n) и плотным ф.у. J .

Замечание 2. Отметим, что в формулировке леммы 1 изначально не тре-
буется, чтобы ф.у. J был плотным, требуется только чтобы последовательность
ηn удовлетворяла п.б.у. (т. е. должны выполняться неравенства (1.1), (1.2)). В
этом случае ф.у. J всегда имеет полунепрерывную снизу модификацию (см.,
например, [2, замечание 3.1]). Также заметим, что в условиях леммы 1 нет
никаких требований, касающихся полноты и сепарабельности м.п. (X, ρX) и
(Y, ρY).

Доказательство. Покажем сначала, что J(f) = ∞, если f 6∈ Y. Для
этого достаточно показать, что для таких f

lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ρX(ηn, f) < ε) = −∞. (2.1)
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Легко видеть, что

P(ρX(ηn, f) < ε) ≤ P(ρX(ηn, f) < ε, ηn ∈ KC) + P(ηn ∈ KC), (2.2)

где KC — компакт в м.п. (Y, ρY) такой, что

lim sup
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ηn ∈ KC) ≤ −C.

Используя утверждение (ii) леммы 3 (см. разд. 3) и тот факт, что f 6∈ KC , для
всех достаточно малых ε > 0 получаем

P(ρX(ηn, f) < ε, ηn ∈ KC) = 0. (2.3)

Из формул (2.2), (2.3) следует, что для любого C > 0

lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ρX(ηn, f) < ε) ≤ lim sup

n→∞

1

ψ(n)
lnP(ηn ∈ KC) ≤ −C.

Предельный переход C →∞ завершает доказательство формулы (2.1).
Пусть теперь f ∈ Y. Применяя условие ρY(f, g) ≥ ρX(f, g), п.б.у. для ηn в

м.п. (X, ρX) и полунепрерывность снизу функционала J , получаем

lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ρY(ηn, f) < ε) ≤ lim

ε→0
lim sup
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ρX(ηn, f) < ε)

≤ lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ρX(ηn, f) ≤ ε)

≤ − lim
ε→0

J({g ∈ X : ρX(g, f) ≤ ε}) = −J(f). (2.4)

Осталось показать, что для f ∈ Y справедливо неравенство

lim
ε→0

lim inf
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ρY(ηn, f) < ε) ≥ −J(f). (2.5)

Если J(f) =∞, то очевидно, что неравенство (2.5) выполнено.
Пусть J(f) < ∞. Из утверждения (i) леммы 3 (см. разд. 3) следует, что

для любых ε > 0, C > 0 найдется δ(ε) > 0 такое, что

P(ρY(ηn, f) < ε) ≥ P(ρX(ηn, f) < δ(ε), ρY(ηn, f) < ε)

≥ P(ρX(ηn, f) < δ(ε))−P(ρX(ηn, f) < δ(ε), ρY(ηn, f) ≥ ε)
≥ P(ρX(ηn, f) < δ(ε))−P(ρX(ηn, f) < δ(ε), ρY(ηn, f) ≥ ε, ηn ∈ KC)−P(ηn ∈ KC)

= P(ρX(ηn, f) < δ(ε))−P(ηn ∈ KC). (2.6)

Используя формулу (2.6), п.б.у. для ηn в м.п. (X, ρX) и выбирая C = 2J(f) + 1,
для любого ε > 0 получаем

lim inf
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ρY(ηn, f) < ε)

≥ lim inf
n→∞

1

ψ(n)
ln(P(ρX(ηn, f) < δ(ε))−P(ηn ∈ KC))

= lim inf
n→∞

1

ψ(n)

(
lnP(ρX(ηn, f) < δ(ε)) + ln

(
1− P(ηn ∈ KC)

P(ρX(ηn, f) < δ(ε))

))

= lim inf
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ρX(ηn, f) < δ(ε)) ≥ −J(f).
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Неравенство (2.5) доказано.
Из неравенств (2.1), (2.4), (2.5) следует, что выполнен слабый п.б.у. (см.,

например, [2, замечание 3.1,с)]). Используя этот факт, э.п. последовательности
ηn в м.п. (Y, ρY) и [3, теорема 2.19] (см. также [2, абзац перед леммой 3.5]),
получаем п.б.у. для последовательности ηn в м.п. (Y, ρY) с н.ф. ψ(n) и плотным
ф.у. J . �

Замечание 3. Заметим, что если в формулировке леммы 1 условие (2)
заменить условием

(2′) последовательность случайных элементов ηn является э.п. в м.п. (Y, ρY)
с н.ф. ψ(n), где X ⊆ Y и ρX(f, g) ≥ ρY(f, g) для любых f, g ∈ X,

то утверждение этой леммы будет простым следствием из "contraction principle"
(см., например, [1, теорема 4.2.1]).

Лемма 2. Пусть для любого n ∈ N траектория случайного процесса ηn
принадлежит пространству C0,α[0, 1] с вероятностью 1, lim

n→∞
ψ(n) = ∞ и для

любого ε > 0 выполнено равенство

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

1

ψ(n)
lnP

(
sup

u,v∈[0,1]:
0<|v−u|≤δ

|ηn(v)− ηn(u)|
|v − u|α > ε

)
= −∞. (2.7)

Тогда последовательность ηn э.п. в м.п. (C0,α[0, 1], ρα) с нормирующей функ-
цией ψ(n).

Доказательство. Обозначим

gn(δ, ε) :=
1

ψ(n)
lnP

(
sup

u,v∈[0,1]:
0<|v−u|≤δ

|ηn(v)− ηn(u)|
|v − u|α > ε

)
.

Из (2.7) и леммы 6 (см. разд. 3) или леммы 7 работы [17] следует, что для
любых Q > 0, ε > 0 найдутся N(Q, ε) <∞ и δ(ε,Q) ∈ (0, 1) такие, что для всех
n ≥ N(Q, ε), h ∈ (0, δ(ε,Q)) выполняется

gn(h, ε) ≤ −Q; (2.8)

так как ηn ∈ C0,α[0, 1] п.н. для любого фиксированного n, то для любого 1 ≤
n < N(Q, ε) будем иметь

lim
h↓0

gn(h, ε) = −∞. (2.9)

Из (2.8), (2.9) следует, что можно выбрать такое δ̃(ε,Q) ∈ (0, 1), что для

всех h ∈ (0, δ̃(ε,Q)) неравенство (2.8) будет справедливо при всех n ∈ N, т. е.

для всех h ∈ (0, δ̃(ε,Q)) имеет место неравенство

sup
n∈N

gn(h, ε) ≤ −Q. (2.10)

Покажем, что из неравенства (2.10) следует э.п. последовательности ηn.
Рассмотрим последовательность εr ↓ 0 при r → ∞. Из (2.10) следует, что для
любых C > 0 и εr ∈ (0, 1) найдется hr > 0 такое, что

sup
n∈N

gn(hr, εr) ≤ −rC. (2.11)
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Из неравенства (2.11) следует, что для всех n ∈ N, r ∈ N

P

(
sup

u,v∈[0,1]:
0<|v−u|≤hr

|ηn(v)− ηn(u)|
|v − u|α > εr

)
= eψ(n)gn(hr,εr) ≤ e−Crψ(n). (2.12)

Для определенной выше последовательности (εr, hr) обозначим через KC

множество функций f ∈ C0,α[0, 1] таких, что для любого r ∈ N выполняется
неравенство

sup
u,v∈[0,1]:

0<|v−u|≤hr

|f(v)− f(u)|
|v − u|α ≤ εr.

Используя аналог теоремы Арцела — Асколи для пространства (C0,α[0, 1], ρα)
(см. разд. 3, теорема 2) и учитывая тот факт, что множество KC замкнутое в
этом пространстве, можем заключить, что KC — компакт в м.п. (C0,α[0, 1], ρα).

Применяя неравенство (2.12), получаем

lim sup
n→∞

1

ψ(n)
lnP(ηn 6∈ KC) ≤ lim sup

n→∞

1

ψ(n)
ln

( ∞∑

r=1

e−Crψ(n)

)

= lim sup
n→∞

1

ψ(n)
ln

(
e−Cψ(n)

1− e−Cψ(n)

)
= −C. �

Перейдем к доказательству основного результата.

Доказательство теоремы 1. Утверждение (0) не является новым. Оно
приведено для удобства читателя по двум причинам: во-первых, мы будем ис-
пользовать этот результат для доказательства утверждений (1.3), (2.3), и (3.3);
во–вторых, для того, чтобы было понятнее, чем результат текущей работы от-
личается от ранее полученных результатов, связанных с рассматриваемой тема-
тикой. Утверждения (0.1), (0.3) следуют из теоремы 2.4 работы [7] (см. также
[6, гл. 4, теорема 4.4.2]); результат (0.2) содержится, например, в [6, гл. 1, утвер-
ждение �6)].

Докажем утверждение (1.2). Из условия [CLκ,0] и леммы 4 следует, что
найдется l > 0 такое, что для всех a ∈ R справедливо неравенство

EeaX1 ≤ 2 exp{bκ|a|
κ

κ−1 + l}, (2.13)

где bκ = λ−
1

κ−1 .
Рассмотрим случай, когда x → ∞. Используя формулу (2.13) и тот факт,

что если для всех a ∈ R выполнено неравенство A(a) ≤ g(a), то для преобра-
зований Лежандра от функций A и g справедливы обратные неравенства (см.,
например, [18, разд. 3.3]), для x ≥ 0 получаем

�(x) = sup
a∈R

(ax−A(a)) ≥ sup
a∈R

(ax− l̃− bκ|a|
κ

κ−1 )

= sup
a≥0

(ax− l̃− bκ|a|
κ

κ−1 ) = sup
a≥0

(ax− l̃ − bκa
κ

κ−1 ), (2.14)

где l̃ := l + ln 2.
Применяя неравенство (2.14) и стандартные методы дифференциального

исчисления, получаем для x ≥ 0

�(x) ≥
(
κ− 1

κbκ

)κ−1(
1− κ− 1

κ

)
xκ − l̃. (2.15)
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Откуда следует утверждение (1.2) для случая, когда x → ∞. Случай x→ −∞
рассматривается аналогичным образом.

Докажем утверждение (2.2). Из условия [CLκ,∞] и следствия 1 вытекает,
что для любого γ > 0 найдется lγ > 0 такое, что для всех a ∈ R справедливо
неравенство

EeaX1 ≤ 2 exp{γ|a| κ
κ−1 + lγ}. (2.16)

Поэтому, используя неравенство (2.16) и приведенные выше рассуждения, по-
лучим для любого фиксированного γ > 0 и достаточно больших x ≥ 0

�(x) ≥
(
κ− 1

κγ

)κ−1(
1− κ− 1

κ

)
xκ − l̃γ ≥

1

2

(
κ− 1

κγ

)κ−1(
1− κ− 1

κ

)
xκ,

где l̃γ := lγ + ln 2.
Следовательно, для любого γ > 0 будем иметь

lim
x→∞

�(x)

xκ
≥ 1

2

(
κ− 1

κγ

)κ−1(
1− κ− 1

κ

)
.

Предельный переход γ → 0 завершает доказательство утверждения (2.2) для
случая, когда x→∞. Случай x→ −∞ рассматривается аналогичным образом.

Если выполнено условие [CL∞,∞], то неравенство (2.15) выполнено для
любого κ > 1. Следовательно справедливо утверждение (3.2).

Далее будем использовать следующий план доказательства: вначале с по-
мощью леммы 2 докажем, что случайная последовательность sn э.п. в м.п.
(C0,α[0, 1], ρα) с н.ф. ψ(n) = n (для α, соответствующих утверждениям (1.3),
(2.3), (3.3)); затем, применяя лемму 1 и утверждение (0.3), получим соответ-
ствующие случаям (1.3), (2.3), (3.3) п.б.у.

Перейдем к доказательству э.п. последовательности sn. Зафиксируем ε > 0
и δ ∈ (0, 1) и оценим сверху

Pn,ε,δ := P

(
sup

u,v∈[0,1]:
0<|v−u|≤δ

|sn(v)− sn(u)|
|v − u|α > ε

)
.

Пусть u, v ∈ [0, 1]. Легко видеть, что если 0 < |v − u| ≤ 1
n , то

|sn(v)− sn(u)|
|v − u|α ≤

max
1≤k≤n

|Xk| · |v − u|

|v − u|α = |v − u|1−α max
1≤k≤n

|Xk|; (2.17)

если для некоторого 2 ≤ r < n выполнено неравенство r−1
n < |v − u| ≤ r

n , то

|sn(v)− sn(u)| ≤
1

n
max

1≤j≤n−r
(|Xj |+ · · ·+ |Xj+r |). (2.18)

Используя формулы (2.17), (2.18) и тот факт, что случайные величины
X1, . . . , Xn независимы и одинаково распределены, получаем для достаточно
малых δ ∈ (0, 1) и достаточно больших n

Pn,ε,δ ≤ P

(
[δn]+1⋃

r=1

{
sup

u,v∈[0,1]:
r−1
n <|v−u|≤ r

n

|sn(v)− sn(u)|
|v − u|α > ε

})
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≤ P( sup
u,v∈[0,1]:

0<|v−u|≤ 1
n

|v − u|1−α max
1≤k≤n

|Xk| > ε)

+ P

(
[δn]+1⋃

r=2

{
sup

u,v∈[0,1]:
r−1
n <|v−u|≤ r

n

1
n max

1≤j≤n−r
(|Xj |+ · · ·+ |Xj+r|)

|v − u|α > ε

})

≤ P( max
1≤k≤n

|Xk| > n1−αε)+

[δn]+1∑

r=2

P( max
1≤j≤n−r

(|Xj |+ · · ·+ |Xj+r|) > (r− 1)αn1−αε)

≤ nP(|X1| > n1−αε) + n

[δn]+1∑

r=2

P

(
1+r∑

k=1

|Xk| > (r − 1)αn1−αε

)

=: nP1 + n

[δn]+1∑

r=2

Pr, (2.19)

здесь и далее [a] := max{b ∈ Z : b ≤ a}.
Применяя лемму 4 (см. разд. 3), неравенство Чебышева и тот факт, что

случайные величины X1, . . . , Xn независимы и одинаковы распределены, для
любых достаточно малых δ ∈ (0, 1), 2 ≤ r ≤ [δn] + 1 и всех достаточно больших
C > 0 будем иметь

Pr = P

(
C

1+r∑

k=1

|Xk| > C(r − 1)αn1−αε

)
≤

E exp

{
C

1+r∑
k=1

|Xk|
}

exp{C(r − 1)αn1−αε}

=
(E exp{C|X1|})1+r

exp{C(r − 1)αn1−αε} ≤ exp{(r + 1)(bκC
κ

κ−1 + ln 2)− C(r − 1)αn1−αε}

≤ exp

{
2r(bκC

κ
κ−1 + ln 2)− Crα

(
1− 1

r

)α
n1−αε

}

≤ exp

{
4rbκC

κ
κ−1 − Crαn1−αε

2

}
, (2.20)

где, напомним, bκ = λ−
1

κ−1 .
Рассмотрим случай, когда 0 ≤ α < κ−1

κ и случайная величина X1 удовле-
творяет условию [CLκ,0]. Выберем

C =
1

δ
(1−α)κ−1

κ

(n
r

)α
.

Используя формулу (2.20), для любых 0 ≤ α < κ−1
κ , 2 ≤ r ≤ [δn] + 1,

достаточно малых 0 < δ ≤
(

ε
32bκ

) κ
(1−α)κ−1 и n > 1

δ получаем

Pr ≤ exp

{
4rbκ

δ
(1−α)κ−1

κ−1

(n
r

) ακ
κ−1 −

(n
r

)α rαn1−αε

2δ
(1−α)κ−1

κ

}

≤ exp

{
4r1−

ακ
κ−1 bκ

n
ακ
κ−1

δ
(1−α)κ−1

κ−1

− nε

2δ
(1−α)κ−1

κ

}

≤ exp

{
4([δn] + 1)1−

ακ
κ−1 bκ

n
ακ
κ−1

δ
(1−α)κ−1

κ−1

− nε

2δ
(1−α)κ−1

κ

}
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≤ exp

{
4

(
δ +

1

n

)1− ακ
κ−1

bκ
n

δ
(1−α)κ−1

κ−1

− nε

2δ
(1−α)κ−1

κ

}

≤ exp

{
4(2δ)1−

ακ
κ−1 bκ

n

δ
(1−α)κ−1

κ−1

− nε

2δ
(1−α)κ−1

κ

}
≤ exp

{
8bκn−

nε

2δ
(1−α)κ−1

κ

}

≤ exp

{
8bκn−

(
nε

4 ε
32bκ

+
nε

4δ
(1−α)κ−1

κ

)}
≤ exp

{
− nε

4δ
(1−α)κ−1

κ

}
. (2.21)

Полностью аналогичными рассуждениями, которые мы опускаем, можно
получить такую же оценку сверху для P1.

Из формул (2.19), (2.21) следует, что для любого ε > 0

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

1

n
lnPn,ε,δ ≤ lim

δ↓0
lim sup
n→∞

1

n
ln

(
n2 exp

{
− nε

4δ
(1−α)κ−1

κ

})

= − lim
δ↓0

ε

4δ
(1−α)κ−1

κ

= −∞. (2.22)

Применяя формулу (2.22) и лемму 2, завершаем доказательство э.п. последова-
тельности sn в м.п. (C0,α[0, 1], ρα) с н.ф. ψ(n) = n в случае, когда 0 ≤ α < κ−1

κ
и случайная величина X1 удовлетворяет условию [CLκ,0].

Пусть теперь α = κ−1
κ и случайная величина X1 удовлетворяет условию

[CLκ,∞]. В этом случае можно выбрать любое фиксированное λ > 0. Положим

C =
(n
r

)α C1

ε
=
(n
r

) κ−1
κ C1

ε
, λ =

16κ−1C1

εκ
,

где константа C1 > 0.
Из формулы (2.20) следует, что для любых 2 ≤ r ≤ [δn] + 1, достаточно

малых δ > 0 и достаточно больших n справедливо неравенство

Pr ≤ exp

{
4bκn

(
C1

ε

) κ
κ−1

− C1n

2

}

= exp

{
4

(
16κ−1C1

εκ

)− 1
κ−1

n

(
C1

ε

) κ
κ−1

− C1n

2

}

= exp

{
C1n

4
− C1n

2

}
= exp

{
−C1n

4

}
. (2.23)

Оценка сверху для P1 получается аналогичным образом.
Используя формулы (2.19), (2.23), для любых ε > 0, C1 > 0 получаем

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

1

n
lnPn,ε,δ ≤ lim

δ↓0
lim sup
n→∞

1

n
ln

(
n2 exp

{
−C1n

4

})
= −C1

4
.

Делая предельный переход C1 → ∞ и применяя лемму 2, завершаем доказа-
тельство э.п. последовательности sn в м.п. (C0,α[0, 1], ρα) с н.ф. ψ(n) = n
для случая, когда α = κ−1

κ и случайная величина X1 удовлетворяет условию
[CLκ,∞].

В случае, когда случайная величина X1 удовлетворяет условию [CL∞,∞],
приведенные выше рассуждения верны для любого α ∈ [0, 1). Следовательно,
в этом случае последовательность sn является э.п. в м.п. (C0,α[0, 1], ρα) с н.ф.
ψ(n) = n для любого α ∈ [0, 1).

Теперь, когда э.п. последовательности sn доказана для всех случаев (1)–
(3), осталось применить утверждение (0.3) и лемму 1 и тем самым завершить
доказательство утверждений (1.3), (2.3), (3.3).

Утверждения (1.1), (2.1), (3.1) являются следствиями полученных п.б.у.
(см., например, [1, лемма 1.2.18]). �
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3. Вспомогательные результаты

Лемма 3. Пусть м.п. (X, ρX) и (Y, ρY) удовлетворяют условиям

(1) Y ⊆ X;

(2) ρY(f, g) ≥ ρX(f, g) для любых f, g ∈ Y.

Тогда

(i) для любой фиксированной функции f ∈ Y, фиксированного множества
K, которое компактно в м.п. (Y, ρY) и фиксированной константы ε > 0 найдется
δ(ε) > 0 такое, что

H := {g ∈ Y : ρY(g, f) ≥ ε} ∩K ⊆ {g ∈ X : ρX(g, f) ≥ δ(ε)}; (3.1)

(ii) для любой фиксированной функции f ∈ X \Y, фиксированного множе-
ства K, которое компактно в м.п. (Y, ρY) найдется δ > 0 такое, что

K ⊆ {g ∈ X : ρX(g, f) ≥ δ}.

Доказательство. Докажем утверждение (i). Если H = ∅, то очевидно,
что формула (3.1) верна для любого δ(ε) > 0.

Пусть H 6= ∅. Используем метод доказательства от противного. Допу-
стим, что утверждение леммы неверно, тогда найдется последовательность эле-
ментов gm ∈H такая, что

lim
m→∞

ρX(gm, f) = 0. (3.2)

В силу того, что K — компакт, а множество {g : ρY(g, f) ≥ ε} замкнутое, мно-
жество H также будет компактом. Следовательно найдутся подпоследователь-
ность mr и элемент g̃ ∈H такие, что

lim
r→∞

ρY(gmr , g̃) = 0.

Так как ρY(gmr , g̃) ≥ ρX(gmr , g̃), то

lim
r→∞

ρX(gmr , g̃) = 0.

Элемент g̃ принадлежит H , а следовательно, g̃ 6= f , что противоречит равен-
ству (3.2).

Докажем утверждение (ii). В силу неравенства ρY(g1, g2) ≥ ρX(g1, g2), g1, g2
∈ Y, множество K также будет компактом в м.п. (X, ρX). Поэтому в силу того,
что f 6∈ K, имеем

inf
g∈K

ρX(g, f) > 0. �

Лемма 4. Пусть h := Eeλ|X|
κ

< ∞, где λ > 0, κ > 1 — фиксированные
константы. Тогда для всех достаточно больших C > 0 справедливо неравенство

EeC|X| ≤ 2 exp{bκC
κ

κ−1 },

где bκ := λ−
1

κ−1 .
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Доказательство. Легко видеть, что для всех достаточно больших C > 0

EeC|X| =

∞∫

0

eCt dF (t) =

(C
λ )

1
κ−1∫

0

eCt dF (t) +

∞∫

(C
λ )

1
κ−1

eCt−λt
κ

eλt
κ

dF (t)

≤ exp

{
C

κ
κ−1

λ
1

κ−1

} (C
λ )

1
κ−1∫

0

dF (t) +

∞∫

(C
λ )

1
κ−1

eλt
κ

dF (t)

≤ exp

{
C

κ
κ−1

λ
1

κ−1

}
+ h ≤ 2 exp

{
bκC

κ
κ−1

}
,

здесь F (t) — функция распределения случайной величины |X |. �

Следствие 1. Если случайная величинаX удовлетворяет условию [CLκ,∞],
то для любого фиксированного γ > 0 найдется Cγ такое, что для всех C ≥ Cγ
справедливо неравенство

EeC|X| ≤ 2 exp
{
γC

κ
κ−1

}
.

Лемма 5. Пусть 0 ≤ α̃ < α < 1 и для положительных констант a, b, m, p
выполнены неравенства

b > a, α̃ <
b− a

am− bp < α. (3.3)

Тогда

(1) inf
f∈B∩C0,α[0,1]

‖f‖α > 0,

(2) inf
f∈B∩C

0,α̃
[0,1]
‖f‖α̃ = 0, где

B :=



f ∈ C0[0, 1] :




1∫

0

|f(s)|p ds




b
a

< l

1∫

0

|f(s)|m ds



, l > 0.

Доказательство. Легко видеть, что если u ∈ B, то v := c · u ∈ B′, где
c = l

a
am−bp ,

B′ :=




f ∈ C0[0, 1] :




1∫

0

|f(s)|p ds




b
a

<

1∫

0

|f(s)|m ds




.

Поэтому далее, не теряя общности, будем полагать, что l = 1.

Докажем утверждение (1). Будем использовать метод доказательства от
противного. Предположим, что это утверждение леммы 5 неверно. Тогда най-
дется последовательность функций fn ∈ B, n ∈ N, такая, что

lim
n→∞

‖fn‖α = 0.
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В этом случае для любого ε > 0 существует nε ∈ N такое, что для всех
n ≥ nε выполнены неравенства

sup
t∈[0,1]

|fn(t)| ≤ ε, (3.4)

|fn(t)− fn(s)| ≤ |t− s|α, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1. (3.5)

Положим |fn|max := max
t∈[0,1]

|fn(t)|,

µk := µ

({
t ∈ [0, 1] : |fn(t)| ∈

( |fn|max

2k
,
|fn|max

2k−1

]})
,

где µ — мера Лебега, k ∈ N.
Используя тот факт, что b

a > 1, получаем




1∫

0

|fn(s)|p ds




b
a

≥
( ∞∑

k=1

|fn|pmax

2kp
µk

) b
a

≥
∞∑

k=1

|fn|
pb
a

max

2
kpb
a

µ
b
a

k . (3.6)

Обозначим tk := min
{
t ∈ [0, 1] : |fn(t)| = |fn|max

2k−1

}
, k ∈ N. Так как функ-

ция |fn| стартует из нуля, то из неравенства (3.5) следует, что для всех t ∈(
tk −

( |fn|max

2k

) 1
α , tk

]
и n ≥ nε выполнено соотношение |fn(t)| ∈

( |fn|max

2k , |fn|max

2k−1

]
.

Поэтому для n ≥ nε будем иметь

µk ≥
( |fn|max

2k

) 1
α

, k ∈ N. (3.7)

Применяя неравенства (3.6), (3.7), для n ≥ nε получаем




1∫

0

|fn(s)|p ds




b
a

≥
∞∑

k=1

|fn|
pb
a
max

2
kpb
a

µkµ
b
a−1

k ≥
∞∑

k=1

|fn|
pb
a
max

2
kpb
a

µk

( |fn|max

2k

) b−a
aα

=

∞∑

k=1

|fn|
pb
a + b−a

aα
max

2
kpb
a +

k(b−a)
aα

µk. (3.8)

Положим c := pb
a + b−a

aα . Из неравенств (3.3) следует, что

c <
pb

a
+
am− bp

a
= m. (3.9)

Используя формулы (3.4), (3.8), (3.9) и определение множества B, для лю-

бых ε ∈ (0, 2−
c

m−c ], n ≥ nε будем иметь

1∫

0

|fn(s)|m ds >




1∫

0

|fn(s)|p ds




b
a

≥ 1

2c

∞∑

k=1

|fn|cmax

2c(k−1)
µk

≥ 1

2c|fn|m−cmax

∞∑

k=1

|fn|mmax

2m(k−1)
µk ≥

∞∑

k=1

|fn|mmax

2m(k−1)
µk ≥

1∫

0

|fn(s)|m ds.

Полученное противоречие завершает доказательство утверждения (1).
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Докажем утверждение (2). Положим h := 1
2

(
b−a

am−bp + α̃
)

и определим по-

следовательность функций

gn(t) :=





th, если t ∈ [0, βn],

(2βn − t)h, если t ∈ (βn, 2βn],

0, если t ∈ (2βn, 1],

где последовательность βn такова, что lim
n→∞

βn = 0.

Легко видеть, что




1∫

0

|gn(s)|p ds




b
a

=


2

βn∫

0

shp ds




b
a

=

(
2

1 + hp
β1+hp
n

) b
a

=

(
2

1 + hp

) b
a

β
b+hpb

a
n ,

1∫

0

|gn(s)|m ds = 2

βn∫

0

shm ds =
2

1 + hm
β1+hm
n .

Используя условие (3.3), сравним степени у βn:

b + hpb

a
− 1− hm =

b

a
+

b− a
2a(am− bp)pb+

α̃bp

2a
− 1− b− a

2(am− bp)m−
mα̃

2

=
b− a
2a
− α̃ma− bp

2a
>
b− a
2a
− b− a
ma− bp

ma− bp
2a

= 0.

Таким образом, b+hpb
a > 1 + hm, а следовательно, в силу условия lim

n→∞
βn = 0

при всех достаточно больших n будем иметь gn ∈ B. Осталось заметить, что
lim
n→∞

‖gn‖α̃ = 0. �

Для удобства читателя приведем лемму 2.3 статьи [17] и теорему 1.1 работы
[13] (аналог теоремы Арцела — Асколи для пространства (C0,α[0, 1], ρα)).

Лемма 6. Пусть последовательность функций gn(δ, ε), n ∈ N, удовлетво-
ряет условиям:

(1) для любого ε > 0

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

gn(δ, ε) = −∞;

(2) для любых n ∈ N, ε > 0, δ ∈ (0, 1), h ∈ (0, δ)

gn(δ, ε) ≥ gn(h, ε).
Тогда для любых Q > 0, ε > 0 найдутся N(Q, ε) ∈ N и δ(ε,Q) ∈ (0, 1) такие,

что для всех n ≥ N(Q, ε), h ∈ (0, δ(ε,Q)) выполняется

gn(h, ε) ≤ −Q.

Теорема 2. Множество функций K ⊆ (C0,α[0, 1], ρα) относительно ком-
пактно тогда и только тогда, когда

(1) sup
f∈K
‖f‖ <∞;

(2) для любого ε > 0 найдется δ(ε) > 0 такое, что

sup
f∈K

sup
s,t∈[0,1],

0<|t−s|≤δ(ε)

|f(t)− f(s)|
|t− s|α < ε.
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Замечание 4. В формулировке теоремы 2 в силу того, что все функции
пространства C0,α[0, 1] стартуют из нуля, условие (1) следует из условия (2).
Мы записали эту теорему в приведенном выше виде, следуя работе [13], в ней
рассматривалось пространство функций, удовлетворяющих условию (1.5), ко-
торые стартуют из произвольной точки.
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