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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ВЕСТЕРВЕЛЬТА

В. Г. Романов

Аннотация. Рассматривается нелинейное уравнение Вестервельта. В этом уравне-
нии опускается член, описывающий диффузию звука. Тогда уравнение Вестервель-
та становится квазилинейным гиперболическим уравнением. Далее это уравнение
линеаризуется и для него ставится и изучается обратная задача об определении
коэффициента при нелинейности, зависящего от пространственных переменных.
Выписывается структура решения задачи Коши в окрестности фронта волны. На
этой основе обратная задача сводится к задаче интегральной геометрии на семей-
стве прямых линий с заданной весовой функцией. Весовая функция, так же как
и семейство прямых, инвариантна относительно всевозможных вращений вокруг
фиксированной точки. Это свойство позволяет установить теорему единственности
решения обратной задачи и предложить удобный и эффективный метод построения
ее решения.
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§ 1. Постановка задачи

Нелинейное распространение слабо нелинейных акустических волн описы-
вается уравнением Вестервельта (см. [1–5]):

ptt −�p− b�pt = q(x)(p2)tt + f(x, t), (x, t) ∈ (R3 × (0, T )), (1)

в котором p(x, t) — давление, b и T— постоянные положительные числа, q(x)
— гладкая финитная функция, носитель которой расположен в шаре BR0 =
{x ∈ R3 | |x| < R0}, f(x, t) — внешняя сила. В этом уравнении члены b�pt
и q(x)(p2)tt описывают эффекты второго порядка малости (с учетом того, что
само давление p(x, t) предполагается малым). Уравнение Вестервельта нахо-
дит большие приложения в диагностической медицине (см., например, [5–8]).
Основная задача диагностики здесь — отыскание функции q(x) по некоторой
известной информации о решениях уравнения (1).

Пренебрегая в уравнении (1) членом b�pt, описывающим диффузию звука,
получаем нелинейное уравнение гиперболического типа

ptt −�p = q(x)(p2)tt + f(x, t), (x, t) ∈ (R3 × (0, T )), (2)
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которое в дальнейшем и будем рассматривать. Используя предположение о
малости коэффициента q(x), линеаризуем уравнение (2). Для этого представим
функцию p(x, t) в виде

p(x, t) = p0(x, t) + u(x, t),

в котором функция u(x, t) мала по сравнению с p0(x, t). Тогда для функций
p0(x, t) и u(x, t) получим уравнения

(p0)tt −�p0 = f(x, t), (x, t) ∈ (R3 × (0, T )), (3)

utt −�u = q(x)(p2
0)tt, (x, t) ∈ (R3 × (0, T )). (4)

Поставим задачи Коши для уравнений (3) и (4). Пусть p0(x, t) является реше-
нием задачи Коши

(p0)tt −�p0 = δ(x− y)r(t), (x, t) ∈ (R3 × (0, T )), p0|t=0 = 0, (p0)t|t=0 = 0, (5)

в которой δ(x− y) — дельта-функция Дирака, локализованная в точке y ∈ SR,
SR = {x ∈ R3 | |x| = R}, R > R0, r(t) — гладкая функция для всех t ≥ 0 и
такая, что r(0) = 0, r′(0) = 1.

Решение задачи (5) дается формулой

p0(x, t) = H(t− |x− y|)r(t − |x− y|)
4π|x− y| , (x, t) ∈ (R3 × [0, T ]),

где H(t) — функция Хевисайда: H(t) = 1, если t ≥ 0, и H(t) = 0, если t < 0.
Тогда задача Коши для функции u(x, t) имеет вид

utt −�u = q(x)
(
p2
0

)
tt
, (x, t) ∈ (R3 × (0, T )); u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0. (6)

Решение задачи (6) зависит от параметра y ∈ SR. Обозначим его через u(x, t,y).

Постановка обратной задачи. Пусть T > 2R. Найти q(x) в области
BR0 , если задана функция

F (x,y) = ut(x, t,y)|t=|x−y|+0, (x,y) ∈ (SR × SR), (7)

где u(x, t,y) — решение задачи (6).

Исследованию обратных задач для уравнений нелинейной акустики посвя-
щены публикации [6–11] и ряд других. В них выполнен анализ возможности
определения параметра нелинейности q(x), который связан с определенными
физическими величинами, представляющими непосредственный интерес в диа-
гностической медицине. В основном эти публикации связаны с исследованием
поведения пучка волн определенной частоты и извлечением соотношений, на
основе которых определяется желаемый параметр. В настоящей работе пред-
лагается другой подход к исследованию обратной задачи, основанный на вычис-
лении амплитудных характеристик бегущей акустической волны на ее фронте
для волн, проходящих через неоднородность среды. Это позволяет свести ис-
ходную обратную задачу к задаче, очень близкой в качественном отношении к
задаче рентгеновской томографии. Отличие ее от обычной задачи томографии
состоит в появлении в заданных интегралах известного весового множителя.
В работе выполнено исследование этой задачи, в результате которого установ-
лена теорема единственности решения обратной задачи и предложен эффектив-
ный алгоритм ее решения.
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§ 2. Структура решения задачи (6)

Теорема 1. Пусть

q ∈ C(R3), q(x) = 0 для |x| ≥ R0, r ∈ C∞[0, T ], r(0) = 0, r′(0) = 1. (8)

Тогда решение задачи (6) в окрестности фронта t = |x− y| сферической волны
представимо в виде

u(x, t,y) = H(t− |x− y|)[α(x,y)(t − |x− y|) + v(x, t,y)], (9)

в котором v(x, t,y) непрерывная функция, бесконечно малая более высокого
порядка, чем (t− |x− y|), при (t− |x− y|)→ 0, а функция α(x,y) вычисляется
по формуле

α(x,y) =
1

(4π)2|x− y|

∫

L(x,y)

q(ξ)
ds

|ξ − y| , (10)

в которой L(x,y) — отрезок прямой, соединяющей точки x и y, ξ = y+sν(x,y),
s — длина отрезка [y, ξ], ds — ее элемент, ν(x,y) = (x − y)/|x− y|.

Доказательство. В силу условий (8) функцию
(
p2
0

)
tt

можно представить
в виде (

p2
0

)
tt

= H(t− |x− y|)A(x,y)[1 + (t− |x− y|)B(x, t,y)], (11)

в котором A(x,y) вычисляется по формуле

A(x,y) =
2

(4π|x− y|)2 , (12)

а B(x, t,y) является бесконечно дифференцируемой функцией всех аргументов.
Решение задачи (6) с учетом формулы (11) дается формулой Кирхгофа

u(x, t,y) =
H(t− |x− y|)

4π

×
∫

|ξ−x|≤t−|ξ−y|

q(ξ)A(ξ,y)[1 +B(ξ, t− |ξ − x|,y)(t − |ξ − x| − |ξ − y|)]
|ξ − x| dξ. (13)

В этой формуле интеграл берется по области

D(x,y, t) = {ξ ∈ R3 | |ξ − x|+ |ξ − y| ≤ t},

ограниченной поверхностью эллипсоида вращения

E(x,y, t) = {ξ ∈ R3 | |ξ − x|+ |ξ − y| = t}

с фокусами в точках x и y. Заметим, что при t→ |x−y|+0 эллипсоид E(x,y, t)
вырождается в отрезок L(x,y).

Преобразуем интеграл в формуле (13), введя криволинейные координаты
точки ξ. С этой целью введем, следуя [12], семейство софокусных эллипсоидов
формулой

E(x,y, τ) = {ξ ∈ R3 | |ξ − x|+ |ξ − y| = τ},
где τ ∈ [|x − y|, t]. Параметр τ примем в качестве одной из криволинейных
координат.
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Введем также декартову систему координат ξ′ = (ξ′1, ξ
′
2, ξ
′
3) с центром в

точке y и связанную с ней сферическую систему координат r, θ, ϕ. Положим

ξ = y +

3∑

i=1

ξ′iei, ξ′1 = r sin θ cosϕ, ξ′2 = r sin θ sinϕ, ξ′3 = r cos θ, (14)

θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π).

Единичные орты ei, i = 1, 2, 3, выберем так, чтобы орт e3 совпал с единичным
вектором

ν(x,y) =
x− y
|x− y| = (sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ), ϑ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π),

а орты e1, e2 примем ортогональными друг другу и орту e3. При этом ϑ и φ
являются функциями x и y. Более точно, выберем ei, i = 1, 2, 3, в виде

e1 = (cosϑ cosφ, cosϑ sinφ,− sinϑ),

e2 = (− sinφ, cosφ, 0),

e3 = (sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ).

Тогда из формулы (14) следует, что

|ξ − y| = r, |ξ − x| = (|x − y|2 − 2r|x− y| cos θ + r2)1/2, (15)

и уравнение, определяющее эллипсоид E(x,y, τ), имеет вид

r =
τ2 − |x− y|2

2(τ − |x− y| cos θ)
.

В качестве второй криволинейной координаты примем угол ϕ, а в качестве
третьей — цилиндрическую координату

z = ξ′3 = r cos θ =
(τ2 − |x− y|2) cos θ

2(τ − |x− y| cos θ)
, θ ∈ [0, π].

Выразим cos θ и sin θ через z, τ . Используя предыдущую формулу, находим, что

cos θ(z, τ) =
2zτ

τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y| , (16)

sin θ(z, τ) =
[(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|)2 − 4z2τ2]1/2

τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y| . (17)

Формула (17) позволяет найти уравнение эллипсоида в координатах z, τ :

r = r(z, τ) =
z

cos θ(z, τ)
=

1

2τ
(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|). (18)

Из формулы (16) следует, что

z ∈ [z1(τ), z2(τ)], z1(τ) =
|x− y| − τ

2
, z2(τ) =

|x− y|+ τ

2
.

При этом

r ∈ [r1(τ), r2(τ)], r1(τ) =
τ − |x− y|

2
, r2(τ) =

τ + |x− y|
2

.
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Из формул (17) и (18) следует также равенство

r(z, τ) sin θ =
1

2τ
[(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|)2 − 4z2τ2]1/2 =: h(z, τ). (19)

В результате этих вычислений формула (14) преобразуется к виду

ξ = y +
3∑

i=1

ξ′iei, ξ
′
1 = h(z, τ) cosϕ, ξ′2 = h(z, τ) sinϕ, ξ′3 = z, ϕ ∈ [0, 2π). (20)

В криволинейных координатах z, ϕ, τ имеем

dξ = h(z, τ)
∂h(z, τ)

∂τ
dτdzdϕ.

Вычисляя 1
2
∂h2(z,τ)

∂τ , находим, что

1

2

∂h2(z, τ)

∂τ
=

1

4τ3
(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|)(τ2 + |x− y|2 − 2z|x− y|).

Из формул (15) и (18) находим, что

|ξ − x| = τ2 + |x− y|2 − 2z|x− y|
2τ

.

Следовательно,

dξ

|ξ − x| =
1

2τ2
(τ2 − |x− y|2 + 2z|x− y|) dτdzdϕ =

r(z, τ)

τ
dτdzdϕ. (21)

Учитывая формулу (21), запишем уравнение (13) в виде

u(x, t,y) =
H(t− |x− y|)

4π

×
t∫

|x−y|

z2(τ)∫

z1(τ)

2π∫

0

q(ξ)A(ξ,y)[1 +B(ξ, t− |ξ − x|,y)(t − τ)] r(z, τ)
τ

dϕdzdτ, (22)

в котором переменная ξ определена формулами (19) и (20). Заменим в интегра-
ле переменные z и τ на новые переменные ζ и τ ′:

z = z1(τ) + (z2(τ) − z1(τ))ζ =
|x− y| − τ

2
+ τζ, τ = |x− y|+ (t− |x− y|)τ ′.

При такой замене
dzdτ

τ
= (t− |x− y|) dζdτ ′.

Обозначим

ẑ(ζ, τ ′, t) = −τ
′(t− |x− y|)

2
+ ζ (|x− y|+ (t− |x− y|)τ ′) ,

ĥ(ζ, τ ′, t) = h(ẑ(ζ, τ ′, t), |x− y| + (t− |x− y|)τ ′),
r̂(ζ, τ ′, t) = r(ẑ(ζ, τ ′, t), |x− y| + (t− |x− y|)τ ′),

ξ = y +

3∑

i=1

ξ′iei,

ξ′1 = ĥ(ζ, τ ′, t) cosϕ, ξ′2 = ĥ(ζ, τ ′, t) sinϕ, ξ′3 = ẑ(ζ, τ ′, t), ϕ ∈ [0, 2π).

(23)
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Уравнение (22) при указанной выше замене переменных интегрирования и вве-
денных обозначениях принимает вид

u(x, t,y) =
H(t− |x− y|)

4π
(t− |x− y|)

×
1∫

0

1∫

0

2π∫

0

q(ξ)A(ξ,y)[1 +B(ξ, t− |ξ − x|,y)(t − |x− y|)(1 − τ ′)]r̂(ζ, τ ′, t) dϕdζdτ ′.
(24)

Так как согласно условию (8) теоремы 1 носитель функции q(x) содержится
внутри шара BR0 , то

u(x, t,y) = 0, если D(x,y, t) ∩BR0 = ∅.

Отсюда следует также, что

u|t→|x−y|+0 = 0, если L(x,y) ∩BR0 = ∅.

Нас интересует поведение функции u(x, t,y) в окрестности фронта волны, т. е.
при t, близких к |x − y| + 0, и при условии L(x,y) ∩ BR0 6= ∅. В этом случае
|ξ−y| > R−R0. Поэтому подынтегральное выражение в формуле (24) представ-
ляет собой непрерывную функцию всех переменных при t, близких к |x−y|+0,
и интеграл определяет непрерывную функцию переменных x, t,y в окрестности
фронта. Кроме того, согласно обозначениям (23) при t→ |x−y|+0 имеют место
соотношения

ẑ(ζ, τ ′, t)→ ζ|x − y|, ĥ(ζ, τ ′, t)→ 0, r̂(ζ, τ ′, t)→ ζ|x− y|, ξ → y + ζ(x− y).

Учитывая эти соотношения и формулу (12), находим, что

1∫

0

1∫

0

2π∫

0

q(ξ)A(ξ,y)[1 +B(ξ, t− |ξ − x|,y)(t − |x− y|)(1 − τ ′)]r̂(ζ, τ ′, t) dϕdζdτ ′

→ 2π|x− y|
1∫

0

q(ξ)A(ξ,y)|ξ=y+ζ(x−y) ζ dζ

=
2π

|x− y|

|x−y|∫

0

q(ξ)A(ξ,y)|ξ=y+sν(x,y) s ds =
1

4π|x− y|

∫

L(x,y)

q(ξ)
ds

s
, (25)

где s и ds — длина отрезка [y, ξ] и ее элемент соответственно, ν(x,y) — единич-
ный вектор ν(x,y) = (x− y)/|x − y|.

Из формул (24) и (25) следует представление (9), в котором v(x, t,y) =
o(t− |x− y|) при t→ |x− y|, а α(x,y) определена формулой (10). Кроме того,
из формулы (9) вытекает равенство

ut(x, t,y)|t→|x−y|+0 = lim
τ→+0

u(x, |x− y|+ τ,y)

τ
= α(x,y). � (26)

§ 3. Анализ обратной задачи

Из формул (7) и (26) следует равенство

α(x,y) = F (x,y), (x,y) ∈ (SR × SR). (27)
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Воспользуемся формулой (10). Тогда из равенства (27) следует, что задача о
восстановлении функции q(x) в области BR0 приводит к задаче интегральной
геометрии

∫

L(x,y)

q(ξ)
ds

|ξ − y| = (4π)2|x− y|F (x,y) =: F1(x,y), (x,y) ∈ (SR × SR), (28)

об отыскании q(x) по заданным формулой (28) интегралам от этой функции.
Если бы в формуле (28) отсутствовал множитель 1/|ξ − y|, то эта задача сов-
падала бы с обычной задачей рентгеновской томографии. В данном случае она
отличается от задачи томографии за счет этого множителя. Тем не менее реше-
ние задачи единственно и для нее существуют удобные для численного решения
алгоритмы. В основе этих фактов лежит инвариантность семейства L(x,y) и
весовой функции 1/|ξ−y| к всевозможным вращениям вокруг начала координат.
Кроме того, задача распадается на серию задач о реконструкции функции q(x)
в произвольных сечениях шара BR плоскостями, проходящими через центр ша-
ра. Таким образом, построение функции q(x) сводится к однопараметрической
серии плоских задач. Теорема единственности и алгоритм построения функ-
ции через интегралы от нее по семейству кривых линий с известной весовой
функцией, которые обладают свойством инвариантности к всевозможным вра-
щениям вокруг фиксированной точки, были получены ранее в работе [13]. Для
удобства читателя кратко изложим основные идеи, на которых основан этот
результат.

Задачи решения уравнения (28) для любого сечения шара плоскостью, про-
ходящей через центр шара, идентичны друг другу. Для определенности рас-
смотрим такую задачу на плоскости x1, x2. Введем полярные координаты r, ϕ
и выпишем уравнение (28) для функции q̂(r, ϕ) = q(r cosϕ, r sinϕ, 0). Обозна-
чим через CR = SR∩{x3 = 0} окружность радиуса R и поставим в соответствие
сегменту L(x,y), x ∈ CR, y ∈ CR, полярные координаты (ρ, θ) средней точки
((x1 + y1)/2, (x2 + y2)/2, 0) на L(x,y). Очевидно, что эта точка является на
L(x,y) ближайшей к центру окружности CR. В дальнейшем будем рассматри-
вать только (ρ, θ) ∈ DR0 , DR0 = [0, R0] × [0, 2π), так как только в этом случае
интегралы от функции q̂(r, ϕ) не равны нулю. Уравнение сегмента L(x,y) с
координатами (ρ, θ) удобно записать в виде

ϕ = θ + (−1)j arccos
(ρ
r

)
, j = 1, 2, r ∈ [ρ,R], (29)

в котором ветвь j = 1 соответствует части сегмента L(x,y), соединяющего на
плоскости x3 = 0 точки (ρ, θ) и (x1, x2), а ветвь j = 2 соответствует отрезку
прямой, соединяющему точки (y1, y2) и (ρ, θ). При этом

x1 = R cosϕ1(ρ, θ), x2 = R sinϕ1(ρ, θ), ϕ1(ρ, θ) = θ − arccos
( ρ
R

)
,

y1 = R cosϕ2(ρ, θ), y2 = R sinϕ2(ρ, θ), ϕ2(ρ, θ) = θ + arccos
( ρ
R

)
,

s = |ξ − y| =
√
R2 − ρ2 + (−1)j+1

√
r2 − ρ2, j = 1, 2,

ds

s
=

r dr√
r2 − ρ2(

√
R2 − ρ2 + (−1)j+1

√
r2 − ρ2)

, j = 1, 2.

Здесь ds — элемент длины. Обозначим

F̂ (ρ, θ) = F1(R(cosϕ1(ρ, θ), sinϕ1(ρ, θ), 0), R(cosϕ2(ρ, θ), sinϕ2(ρ, θ), 0)).
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Уравнение для функции q̂(r, ϕ) в принятых выше обозначениях имеет вид

2∑

j=1

R0∫

ρ

q̂
(
r, θ + (−1)j arccos

(ρ
r

)) r dr√
r2 − ρ2(

√
R2 − ρ2 + (−1)j+1

√
r2 − ρ2)

= F̂ (ρ, θ), (30)

ρ ∈ [0, R0], θ ∈ [0, 2π].

Сопоставим функции q̂(r, ϕ) ее ряд Фурье

q̂(r, ϕ) =

∞∑

k=−∞
qk(r)e

ikϕ, qk(r) =
1

2π

2π∫

0

q̂(r, ϕ)e−ikϕ dϕ, k = 0,±1,±2, . . . .

Умножая уравнение (30) на e−inθ и интегрируя его по переменной θ в пределах
от 0 до 2π, приходим к уравнению

R0∫

ρ

qn(r)
Tn(r, ρ)r dr√

r2 − ρ2
= Fn(ρ), ρ ∈ [0, R0], n = 0,±1,±2, . . . , (31)

в котором

Tn(r, ρ) =

2∑

j=1

exp
(
in(−1)j arccos

(
ρ
r

))
√
R2 − ρ2 + (−1)j+1

√
r2 − ρ2

, Fn(ρ) =
1

2π

2π∫

0

F̂ (ρ, θ)e−inθ dθ.

При каждом фиксированном n уравнение (31) является уравнением типа Абе-
ля. При этом Tn(r, ρ) является ограниченной и бесконечно дифференцируемой
функцией по обеим аргументам в области {(r, ρ) | ε ≤ ρ ≤ r ≤ R0}, где ε —
произвольно малое положительное число. Кроме того,

Tn(ρ, ρ) =
2√

R2 − ρ2
6= 0.

Хорошо известно, что эти свойства функции Tn(r, ρ) позволяют свести уравне-
ние (31) к уравнению Вольтерра второго рода с непрерывным ядром. Для этого
надо применить к обеим частям уравнения (31) оператор дифференцирования
половинного порядка. В данном случае удобно использовать оператор

d

ds

R0∫

s

(·) dρ√
ρ2 − s2

.

Его применение приводит (31) при каждом n к уравнению Вольтерра второго
рода с непрерывным ядром при ε ≤ s ≤ r ≤ R0. Отсюда следует единственность
решения задачи об отыскании любого коэффициента Фурье qn(r), а значит, и
функции q̂(r, ϕ) для всех r ∈ [ε,R0], а в силу произвольности ε и непрерывности
qn(r) и для r ∈ [0, R0]. Для уравнения Вольтерра второго рода с непрерыв-
ным ядром факториально быстро сходится метод последовательных приближе-
ний. Поэтому его можно успешно использовать для определения коэффициента
Фурье qn(r). Однако для суммирования ряда Фурье надо использовать мето-
ды регуляризации, развитые в работах А. Н. Тихонова, М. М. Лаврентьева,
В. К. Иванова и других авторов.

Резюмируя выполненный анализ обратной задачи, приходим к следующему
утверждению.
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Теорема 2. Обратная задача имеет не более одного решения. Эта задача
сводится к решению уравнения (28), которое, в свою очередь, приводит к ре-
шению однопараметрической серии плоских задач в сечениях шара BR плоско-
стями, проходящими через его центр. Типичной задачей здесь является задача
решения уравнения (30). Последнее уравнение сводится к уравнению Вольтерра
второго рода с непрерывным ядром для коэффициентов Фурье qn(r) функции
q̂(r, ϕ). Далее для суммирования ряда Фурье надо использовать методы регу-
ляризации.

Замечание. Поставленная обратная задача является переопределенной,
так как для определения функции трех пространственных переменных q(x) ис-
пользуется функция четырех переменных F (x,y), (x,y) ∈ SR × SR. Однако
эту переопределенность легко снять. Для этого достаточно рассмотреть од-
нопараметрическое семейство плоскостей �(ψ) = {ξ | ξ · ν(ψ) = 0}, ν(ψ) =
(0, cosψ, sinψ), ψ ∈ [0, π), и задать функцию F (x,y) только для (x,y) ∈ (SR ∩
�(ψ)) × (SR ∩ �(ψ)) при ψ ∈ [0, π). При этом размерность данных обратной
задачи снижается и совпадает с размерностью искомой функции.
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