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КОВРОВЫЕ КОЛЬЦА ЛИ, НЕ ИНВАРИАНТНЫЕ

ОТНОСИТЕЛЬНО КОВРОВЫХ ПОДГРУПП

Я. Н. Нужин

Аннотация. Эта статья является продолжением работ автора (Тр. ИММ УрО
РАН, 2012; Журн. СФУ. Сер. Математика и физика, 2023; Сиб. мат. журн., 2026).
В первой найдены необходимые и достаточные условия инвариантности коврового
кольца Ли относительно ковровой подгруппы, а во второй и в третьей установлено,
что они являются достаточными для замкнутости исходного ковра. Здесь строятся
примеры неприводимых замкнутых ковров над полем такие, что ковровые кольца
Ли не инвариантны относительно соответствующих ковровых подгрупп, при этом
на характеристику поля накладываются некоторые ограничения в зависимости от
типа системы корней, ассоциированной с ковром, в частности, если характеристика
поля не меньше 5, то такие ковры существуют для любого типа. Из получен-
ных результатов следует существование неприводимых замкнутых элементарных
матричных ковров над полем любой характеристики, не дополняемых до полных
матричных ковров. Примеры таких элементарных матричных ковров над полями
характеристики 2 и 0 указал ранее В. А. Койбаев (Тр. ИММ УрО РАН, 2011; Сиб.
мат. журн., 2021).
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1. Введение

Пусть � — приведенная неразложимая система корней ранга l, � — мно-
жество ее фундаментальных корней. Простая комплексная алгебра Ли типа �
обладает базисом Шевалле

{er, r ∈ �; hs, s ∈ �}, (1)

структурные константы которого являются целыми числами. Поэтому можно
определить кольцо (алгебру) Ли L(�,K) с базисом Шевалле (1) над произволь-
ным коммутативным кольцом K (см., например, [1, с. 62]).

Элементарная группа Шевалле E(�,K) типа � над кольцом K порожда-
ется корневыми подгруппами xr(K) = {xr(t) | t ∈ K}, r ∈ �. Подгруппы xr(K)
абелевы и для каждого r ∈ � и любых t, u ∈ K справедливы соотношения

xr(t)xr(u) = xr(t+ u). (2)

Ковром типа � ранга l над K называется набор подгрупп A = {Ar | r ∈ �}
аддитивной группы кольца K с условиями

Cij,rsA
i
rA

j
s ⊆ Air+js при r, s, ir + js ∈ �, i > 0, j > 0, (3)
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где Air = {ai | a ∈ Ar}, а константы Cij,rs = ±1,±2,±3 определяются коммута-
торной формулой Шевалле

[xs(u), xr(t)] =
∏

i,j>0

xir+js(Cij,rs(−t)iuj), r, s, ir + js ∈ �. (4)

Заметим, что при l = 1 условия ковровости (3) вырождаются, и в этом случае
любой паре подгрупп аддитивной группы кольца коэффициентов K соответ-
ствует ковер A = {Ar,A−r} ранга 1.

Всякий ковер A определяет ковровую подгруппу E(A) = 〈xr(Ar) | r ∈ �〉
группы E(�,K), где 〈M〉 — подгруппа, порожденная множеством M . Ковер A
типа � над кольцом K называется замкнутым, если его ковровая подгруппа
E(A) не имеет новых корневых элементов, т. е. если E(A)∩xr(K) = xr(Ar) для
любого r ∈ �. По определению ковер называется неприводимым, если все его
аддитивные подгруппы Ar ненулевые.

Как и в [2], по определению считаем, что подкольцо L(A) кольца Ли L(�,K)
порождается относительно обеих операций (сложение и лиево умножение) всеми
множествами Arer, r ∈ �, где элементы er из базиса (1). Будем называть L(A)
ковровым подкольцом Ли. Отметим, что базисные элементы er, hs не обязаны
лежать в L(A).

Группа E(�,K) действует на L(�,K), следовательно, подгруппа E(A) так-
же действует на кольце Ли L(�,K), но его ковровое подкольцо L(A) уже не
обязано быть инвариантным относительно ковровой подгруппы E(A). В дей-
ствительности автором установлен следующий критерий: подкольцо L(A) инва-
риантно относительно подгруппы E(A) тогда и только тогда, когда A2

rA−r ⊆ Ar,
r ∈ � [2, теорема 3.1].

Основным результатом статьи является

Теорема 1. Пусть p 6= 0, 2, если � типа Bl (l ≥ 2), Cl (l ≥ 2) или F4, и
p 6= 0, 2, 3, если � типа G2. Тогда существует неприводимый замкнутый ковер
A типа � над полем характеристики p такой, что ковровое кольцо Ли L(A) не
инвариантно относительно ковровой подгруппы E(A), в частности, при p ≥ 5
такой ковер существует для любой системы корней �.

Если кратко, то доказательство теоремы 1 заключается в следующем. Для
фиксированного корня r0 ∈ � определяем подгруппу G = 〈xr0(y), xs(z) | s ∈
� \ {r0}〉, где y, z — свободные переменные над полем F характеристики p, и
показываем, что аддитивные подгруппы Ar = {t | xr(t) ∈ G} составляют за-
мкнутый ковер A типа � над кольцом полиномов F [y, z] такой, что нарушается
по крайней мере одно из включений A2

rA−r ⊆ Ar, r ∈ �. В частности, в этом до-
казательстве указывается способ построения неприводимых замкнутых ковров
любого типа �.

2. Некоторые результаты
о коврах и ковровых кольцах Ли

Здесь и далее мы используем обозначения и определения, указанные во
введении, остальные приводятся по мере надобности.

Замыкание A исходного ковра A типа � над кольцом K по определению
состоит из аддитивных подгрупп

Ar = {t ∈ K | xr(t) ∈ E(A)}, r ∈ �.
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Если все корни из � имеют одинаковую длину, то замыкание является ковром
(см., например, [3, с. 528]). В общем случае ответ неизвестен — это вопрос
автора из Коуровской тетради [4, вопрос 19.61]. Однако справедлив следующий
частичный результат

Лемма 1 [5, теорема 1]. Замыкание A ковра A типа � над кольцом K
нечетной характеристики p является ковром, если 3 не делит p, когда � типа
G2.

На самом деле доказательство теоремы 1 из [5] проходит для следующего
более сильного утверждения, поскольку в [5] используется только определение
ковра и инвариантность любой подгруппы G группы E(�,K), порожденной сво-
ими пересечениями G ∩ xr(K), r ∈ �, относительно сопряжений элементами из
диагональной подгруппы над подкольцом, порожденным 1.

Лемма 2. Пусть G — подгруппа группы E(�,K) над кольцом K характе-
ристики p, и пусть p 6= 0, 2 для � типа Bl (l ≥ 2), Cl (l ≥ 2) или F4, и p 6= 0, 2, 3
для � типа G2. Тогда набор аддитивных подгрупп Gr = {t ∈ K | xr(t) ∈ G},
r ∈ �, является ковром типа � над кольцом K.

Следующий результат доказан в работах автора [6, 7]; в [6] он доказан для
всех типов кроме симплектического, в [7] — для симплектического типа Cl.

Лемма 3. Включения A2
rA−r ⊆ Ar, r ∈ �, являются достаточными для

замкнутости ковра аддитивных подгрупп A = {Ar | r ∈ �}. В частности, любой
ковер идеалов замкнут.

Как уже отмечалось выше, доказательство теоремы 1 настоящей статьи
состоит в том, что устанавливается существование неприводимых замкнутых
ковров A любого типа �, для которых нарушается включение A2

rA−r ⊆ Ar для
некоторого r ∈ �. Таким образом, утверждение леммы 3 нельзя обратить.

Ковер A назовем L-замкнутым, если L(A) ∩ Ker = Arer, r ∈ �, т. е. ес-
ли в ковровом кольце Ли L(A) не появятся элементы вида ter, отличные от
порождающих. (В [2] такой ковер называется L-допустимым.)

Лемма 4 [2, теорема 2.1]. Ковер A типа � над кольцом K является L-
замкнутым тогда и только тогда, когда 2ArA−rAr ⊆ Ar, r ∈ �. В частности,
над кольцом K характеристики 2 любой ковер L-замкнут.

Лемма 5 [2, теорема 3.1]. Подкольцо L(A) инвариантно относительно ков-
ровой подгруппы E(A) тогда и только тогда, когда A2

rA−r ⊆ Ar, r ∈ �.

Лемма 6 [2, с. 199]. Всякое ковровое подкольцо L(A), инвариантное отно-
сительно соответствующей ковровой подгруппы E(A), является L-замкнутым.

Лемма 6 подчеркивает согласованность определений инвариантности ков-
рового кольца Ли относительно соответствующей ковровой подгруппы и L-
замкнутости исходного ковра.

Пусть F [x1, . . . , xn] — кольцо полиномов от коммутативных переменных
x1, . . . , xn над полем F , N — множество целых неотрицательных чисел. Ли-
нейный лексикографический порядок множества Nn = {(i1, . . . , in) | ij ∈ N}
индуцирует такой же порядок на множестве Mf всех мономов

cxi11 · · ·xinn , (i1, . . . , in) ∈ Nn, 0 6= c ∈ F},
входящих в произвольный полином f ∈ F [x1, . . . , xn]. Наибольший элемент мно-
жества Mf называется высшим членом полинома f . Утверждение следующей
леммы хорошо известно.
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Лемма 7. Высший член произведения двух полиномов кольца F [x1, . . . , xn]
равен произведению высших членов сомножителей.

Через G1 ∗G2 будем обозначать свободное произведение групп G1 и G2.

Лемма 8. Пусть A и B — нетривиальные аддитивные подгруппы коль-
ца полиномов F [x1, . . . , xn] над полем F , состоящие из полиномов с нулевыми
свободными членами. Тогда

G :=

〈(
1 0
A 1

)
,

(
1 B
0 1

)〉
=

〈(
1 0
A 1

)〉
∗
〈(

1 B
0 1

)〉
.

В частности, ковер A = {Ar,A−r} ранга 1, где Ar = A, A−r = B, является
замкнутым.

Доказательство. Пусть полиномы f2, f4 ∈ A и f1, f3 ∈ B ненулевые.
Тогда матрицы из правых частей следующих равенств:

(
1 0
f2 1

)(
1 f1
0 1

)
=

(
1 f1
f2 1 + f1f2

)
,

(
1 f3
0 1

)(
1 0
f2 1

)(
1 f1
0 1

)
=

(
1 + f2f3 f1 + f3 + f1f2f3

f2 1 + f1f2

)
,

(
1 0
f4 1

)(
1 f3
0 1

)(
1 0
f2 1

)(
1 f1
0 1

)

=

(
1 + f2f3 f1 + f3 + f1f2f3

f2 + f4 + f2f3f4 1 + f1f2 + f1f4 + f3f4 + f1f2f3f4

)
,

лежат в группе G, причем степени высших членов полиномов на всех четырех
позициях (для наших целей достаточно лишь одной позиции) этих матриц не
убывают по лемме 7. Индукцией по числу сомножителей получим, что это
справедливо для любого числа сомножителей. Таким образом, поочередное
произведение неединичных элементов из групп

〈(
1 0
A 1

)〉
,

〈(
1 B
0 1

)〉

никогда не будет единичной матрицей. Следовательно, группа G есть свободное
произведение двух указанных групп. Отсюда, очевидно, следует утверждение
«в частности».

Лемма доказана.

3. Доказательство теоремы 1

Пусть y, z — свободные переменные над полем F , а F1 — подкольцо поля F ,
порожденное единицей 1. Зафиксируем корень r0 ∈ � и определим подгруппы

Gr0 = G−r0 = 〈xr0 (y), x−r0(z)〉, Gr = 〈xr(z), x−r(z)〉, r ∈ � \ {r0,−r0}.

Мы считаем, что они являются подгруппами универсальной группы Шевалле
E(�,K) над полем рациональных функций K = F (y, z). Каждая из групп Gr,
r ∈ �, является свободным произведением двух циклических групп, а именно,

Gr0 = 〈xr0(y)〉 ∗ 〈x−r0(z)〉, Gr = 〈xr(z)〉 ∗ 〈x−r(z)〉, r ∈ � \ {r0,−r0}.



Ковровые кольца Ли 687

Это следует из леммы 8 в силу изоморфизма 〈Xr, X−r〉 ≃ SL2(K), который
справедлив для любого r ∈ �, и он получается продолжением отображения

φ

(
1 0
v 1

)
= xr(v), φ

(
1 v
0 1

)
= x−r(v), v ∈ K;

см., например, [1, теорема 6.3.1] или [8, с. 45, следствие 6].

Пусть

G = 〈Gr0 , Gr | r ∈ � \ {r0,−r0}〉 = 〈Gr | r ∈ �〉.
В силу предположений теоремы и леммы 2 набор аддитивных подгрупп

A = {Ar | r ∈ �}, где Ar = {t ∈ K | xr(t) ∈ G},

является ковром, и, очевидно, он замкнутый. Покажем, что ковровое кольцо
Ли L(A) не инвариантно относительно ковровой подгруппы E(A).

Пусть ранг � равен 1. Тогда по определению G = Gr0 и A = {Ar0 , A−r0},
где Ar0 = F1y, A−r0 = F1z. Включение A2

r0A−r0 ⊆ Ar0 нарушается, так как

y2z 6∈ Ar0 . Следовательно, в этом случае теорема верна в силу леммы 5.

Пусть ранг � больше 1. Тогда определяющие соотношения группы E(�,K)
состоят из соотношений в группах 〈Xr, X−r〉 и коммутаторных соотношений (4)
в силу известной теоремы Стейнберга [8, теорема 8], а группа G порождается
пересечениями Gr ∩Xr, r ∈ �. Следовательно, все соотношения в группе G для
порождающих множествGr∩Xr, r ∈ �, состоят только из соотношений (2) и (4),
которые определяют условия ковровости. Конечно, пересечения G ∩ Xr будут
больше пересечений Gr ∩ Xr для всех r ∈ �, но в силу леммы 8 справедливо
равенство

〈G ∩Xr, G ∩X−r〉 = 〈G ∩Xr〉 ∗ 〈G ∩X−r〉,
поскольку коэффициенты fr и f−r у корневых элементов xr(fr) ∈ G ∩ Xr и
x−r(f−r) ∈ G ∩X−r лежат в F [y, z] и имеют нулевой свободный член. Поэтому
элементы подгрупп Ar, r ∈ �, возникают в качестве коэффициентов исходных
порождающих xr0(y) и xr(z), r ∈ � \ {r0}, а затем — в качестве коэффициентов
новых корневых элементов, полученных из коммутаторной формулы Шевалле
(4). Оценим вид подгрупп Ar, r ∈ �, сверху.

Пусть I и соответственно J — идеалы кольца F1[y, z], порожденные элемен-
тами z и соответственно z2. Тогда

Ar ⊆
{
I, если r ∈ � \ {r0},
F1y + J, если r = r0.

✲✛
✡

✡
✡

✡✡✢

✡
✡
✡
✡✡✣

❏
❏

❏
❏❏❪

❏
❏
❏
❏❏❫

✁
✁

✁
✁

❆
❆

❆
❆ ✁

✁
✁
✁

❆
❆

❆
❆

−a
z

a
z

b
z

−b
z

a+ b
y

−a− b
z

Рис. 1.

Данные включения аддитивных подгрупп Ar, r ∈
�, нетрудно получить для � типа A2, используя рис. 1,
где r0 = a+ b. Для остальных систем корней ситуация
подобна.

Поскольку Ar0 ⊆ F1y + J , то y2z 6∈ Ar0 . С другой
стороны, по лемме 5 для инвариантности кольца Ли
L(A) относительно ковровой подгруппы E(A) необхо-
димо, чтобы выполнялось включение A2

r0A−r0 ⊆ Ar0 ,
из которого следует, что y2z ∈ Ar0 . Таким образом, необходимое условие инва-
риантности нарушается.

Теорема доказана.
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4. Следствие для матричных ковров

Для любого натурального числа n ≥ 2 набор аддитивных подгрупп

A = {Aij | 1 ≤ i, j ≤ n} (5)

кольца K, удовлетворяющих включениям

AirArj ⊆ Aij , 1 ≤ i, r, j ≤ n, (6)

называется полным матричным ковром степени n. В силу (6) диагональные
множества Aii являются подкольцами из K.

Удалив из набора (5) диагональные множества Aii, получим так называе-
мый элементарный матричный ковер

A = {Aij | 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j}. (7)

В действительности такой подход существенно ограничивает множество эле-
ментарных ковров. По определению элементарным матричным ковром степе-

ни n назовем произвольный набор аддитивных подгрупп (7), удовлетворяющих
включениям

AirArj ⊆ Aij , 1 ≤ i, r, j ≤ n, i 6= r, r 6= j, i 6= j. (8)

Элементарный ковер называется дополняемым, если можно определить диа-
гональные множества Aii так, что дополненное множество аддитивных под-
групп является полным ковром. Отметим, что возможное дополнение элемен-
тарного ковра до полного определяется неоднозначно, а любой дополняемый
элементарный ковер замкнут. Хорошо известен следующий критерий (см., на-
пример, [9, с. 25] или [10, лемма 6]).

Лемма 9. Элементарный матричный ковер A дополняется до полного ков-
ра тогда и только тогда, когда

AijAjiAij ⊆ Aij , 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j. (9)

В частности, любой элементарный матричный ковер идеалов дополняется до
полного ковра.

Если � типа An−1, то универсальная группа Шевалле E(�,K) над полем
K изоморфна группе матриц SLn(K) с определителем 1. Ковер типа An−1

совпадает с элементарным матричным ковром, и в лиевой терминологии условие
(9) записывается так:

ArA−rAr ⊆ Ar, r ∈ �. (10)

Конечно, включения (10) сильнее включений A2
rA−r ⊆ Ar, r ∈ �, поэтому при

� типа An−1 из теоремы 1 и леммы 5 вытекает

Следствие 1. Для любого n ≥ 2 существует неприводимый замкнутый
элементарный матричный ковер степени n над полем любой характеристики,
не дополняемый до полного ковра.

Ранее примеры элементарных матричных ковров над полями характери-
стики 2 и 0, не дополняемых до полных ковров, указал В. А. Койбаев в работах
[11, 12], где аддитивные подгруппы, составляющие ковер, приводятся в явном
виде.
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