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ПОНЯТИЕ t–БАЗИСА И ПРИМЕНЕНИЕ

К НЁТЕРОВОСТИ ОДНОЙ БАНАХОВОЗНАЧНОЙ

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ С КОСОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

Б. Т. Билалов, C. Р. Садыгова, Й. Сезер

Аннотация. Рассматривается понятие t-базиса, порожденного тензорным произ-
ведением банаховых пространств. Вводится понятие *-гармонической банаховознач-
ной (X-значной) функции, где рассматриваемое пространство X обладает инво-
люцией (*). Используя тот факт, что классическая система экспонент образу-
ет t-базис в бохнеровом пространстве X-значных функций, обладающем UMD-
свойством, определяется класс Харди *-гармонических в единичном круге функций.
Рассматривается краевая задача с косой производной в этом классе и устанавлива-
ется критерий нётеровости и, в частности, разрешимости этой задачи. Приведены
конкретные примеры.
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1. Введение

В связи с приложениями в теории дифференциальных уравнений (в особен-
ности в теории эволюционных уравнений) интерес к анализу в пространствах
банаховозначных функций очень большой. В этом направлении сделаны боль-
шие успехи после того, как обобщены многие результаты гармонического анали-
за на банаховозначный случай, когда рассматриваемое пространство обладает
так называемым UMD-свойством. Эти направления освещены в монографиях
различных математиков (см. например, [1–4]). Отметим, что теория банахо-
возначных (в основном гильбертовозначных) дифференциальных уравнений от
одной переменной с операторными коэффициентами по сравнению со случаем
многих переменных достаточно хорошо развита (см., например, монографии
[5–8] и др.). В последнее время число работ, посвященных банаховозначным
эллиптическим уравнениям, возрос (см., например, [9–16] и библиографию в
них).

В данной работе результаты, полученные в работах [16, 17], применяются к
одной банаховозначной граничной задаче. А именно, рассматриваются понятие
t-базиса в банаховом тензорном произведении и вопрос о t-базисности системы
экспонент {eint}n∈Z в пространстве Бохнера Lp(J ;X), 1 < p < +∞, на про-
межутке J = [−π, π) в случае, когда X обладает UMD-свойством. Вводится
∗-условие Коши — Римана, порожденное инволюцией (∗) в X . Определяется
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класс X-значных гармонических в единичном круге на комплексной плоскости
функций hRp (X). В этом классе рассматривается одна краевая задача с косой
производной для уравнения Лапласа и дан критерий разрешимости этой задачи.
Также устанавливается критерий нётеровости этой задачи. Скалярный случай
полученных результатов ранее был рассмотрен в работе [18].

Следует отметить, что ранее обобщения условий Коши — Римана на бана-
ховозначный случай были даны в монографиях [5, 6]. А именно, в монографии
Дьедонне [5] (см. утверждение (9.10.2)) в случае одной комплексной переменной
эти условия приобретают следующий вид. Пусть A ⊂ C — открытое множество,
f(x; y) : A→ X — непрерывно дифференцируемое отображение на комплексное
банахово пространство X . Тогда для того чтобы функция g(x + iy) = f(x; y)
была аналитической в A, необходимо и достаточно, чтобы в A выполнялось
соотношение ∂f

∂x + i∂f∂y = 0. Аналогичное обобщение на случай комплексно-

го аффинного пространства дано в монографии Л. Шварца [6] (см. с. 327).
Обобщение на случай многих комплексных переменных (относительно скаляр-
нозначных функций) дано в монографии [19].

Представленное в данной работе условие Коши — Римана носит иной ха-
рактер, оно является непосредственным обобщением классического условия Ко-
ши — Римана. А именно, если в качестве B-пространства X взять X = C и в
C инволюцию определить как λ∗ = λ — комплексное сопряжение, то ∗-условия
Коши — Римана превращаются в обычные условия Коши — Римана.

Рассмотренная задача продемонстрирует применения понятия t-базиса, вве-
денного в работах [16, 17, 20]. Более того, при получении основных результатов
используются современные средства анализа в банаховых пространствах, а так-
же предложен абстрактный подход к определению гармонических функций.

2. Необходимые сведения

2.1. Обозначения. N — натуральные числа; Z+ = {0}∪N ; Z — целые чис-
ла; R — действительные числа; C — комплексные числа; ω = {z ∈ C : |z| < 1};
γ = {z ∈ C : |z| = 1}; ω = ω ∪ γ;ωc = C\ω; H-пространство — гильберто-
во пространство; (·) — комплексное сопряжение; B-пространство — банахово
пространство; B — множество всех банаховых пространств; ‖ · ‖X — норма в
X ; [X ;Y ] — B-пространство линейных ограниченных операторов, действующих
из X в Y ; [X ] = [X ;X ]; X∗ — сопряженное к X пространство; RT — область
значений оператора T ; KerT — ядро оператора T ; M — замыкание множества
M ; J ≡ [−π;π); δij — символ Кронекера; p′ — сопряженное к p число: 1

p′ +
1
p = 1.

Через c будем обозначать постоянные (может быть, различные в разных
местах). Будем считать, что все рассматриваемые B-пространства определены
над полем C.

2.2. Понятие t-базиса. Пусть X,Y, Z ∈ B и t : X ×Y → Z — билинейное
отображение, которое удовлетворяет условию

∃δ > 0 : δ‖x‖X‖y‖Y ≤ ‖t(x; y)‖Z ≤ δ−1‖x‖X‖y‖Y ∀(x; y) ∈ X × Y.
Для простоты обозначений в дальнейшем примем xy = t(x; y). Для мно-

жества M ⊂ Y через Lt[M ] будем обозначать его t-оболочку, определенную
соотношением

Lt[M ] =

{
z ∈ Z : ∃{(xk; yk)}n0

1 ⊂ X ×M → z =

n0∑

k=1

xkyk

}
.
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Систему ~y ≡ {yk}k∈N ⊂ Y будем называть t-полной в Z, если Lt[{yk}k∈N ] =
Z (замыкание берется в Z).

Систему операторов {tn}n∈N ⊂ [Z;X ] будем называть t-биортогональной к

системе {yk}k∈N ⊂ Y , если tn(xyk) = δnkx ∀x ∈ X для любых n, k ∈ N .
Систему {yk}k∈N ⊂ Y назовем t-базисом в Z, если произвольное z ∈ Z

имеет единственное разложение вида

z =
∞∑

k=1

xkyk,

где {xk}k∈N ⊂ X .
Тройку (X ;Y ;Z) будем называть tY -инвариантной, если из

{(xk; ỹk)}n1 ⊂ X × Y :

n∑

k=1

xkỹk = 0

следует
n∑

k=1

v(ỹk)xk = 0 ∀v ∈ Y ∗.

Тройку (X ;Y ;Z) назовем t-плотной, если L[X × Y ] = Z (замыкание берет-
ся в Z), где L[M ] — линейная оболочка M .

Справедлив следующий критерий t-базисности.

Теорема 2.1. Пусть тройка (X ;Y ;Z) является tY -инвариантной и t-плот-
ной. Система ~y ≡ {yk}k∈N ⊂ Y образует t-базис в Z тогда и только тогда, когда
выполнены следующие утверждения:

(i) ~y t-полна в Z;
(ii) ~y имеет t-биортогональную систему {tn}n∈N ⊂ [Z;X ];
(iii) проекторы

{Pm}m∈N ⊂ [Z] : Pm(z) =

m∑

n=1

tn(z)yn, z ∈ Z, m ∈ N,

равномерно ограничены, т. е.

sup
m
‖Pm‖[Z] < +∞.

Более подробно с этими понятиями можно познакомится в [16, 17, 20].
Рассмотрим случай, когда X ;Y ∈ B и X⊗Y = Z — банахово тензорное

произведение. Билинейное отображение t : X × Y → Z определим выражением
t(x; y) = x⊗y, где x⊗y — элементарное тензорное произведение элементов x ∈ X
и y ∈ Y . Ясно, что тройка (X ;Y ;Z) в этом случае является tY -инвариантной и
t-плотной (см., например, [21]). Из теоремы 2.1 вытекает

Следствие 2.1. Пусть X ;Y ∈ B и Z = X⊗Y . Система ~y ⊂ Y образует
t-базис в Z тогда и только тогда, когда выполнены условия (i)–(iii) теоремы 2.1.

2.3. Пространство Бохнера Lp(S;X). UMD-свойство. Пусть (S; A ;µ)
— измеримое пространство с мерой µ. Как обычно, через Lp(S;X), 1 ≤ p < +∞,
обозначим пространство Бохнера X-значных на S функций с нормой

‖f‖Lp(S;X) =

(∫

S

‖f‖pX dµ
) 1

p

.
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Напомним UMD-свойство.

Определение 2.1. Говорят, что пространство X ∈ B обладает UMD-
свойством, если для любого p ∈ (1,∞) существует константа β ≥ 0 (зависящая
только от p и X) такая, что если (S; A ;µ) — σ-конечное измеримое простран-
ство (с мерой µ), {Fn}mn=0 — фильтрация и {fn}mn=0 — конечные мартингалы в
Lp(S;X), то для любого {εn} : |εn| = 1, n = 1,m, выполнено

∥∥∥∥∥

m∑

n=1

εndfn

∥∥∥∥∥
Lp(S;X)

≤ β
∥∥∥∥∥

m∑

n=1

dfn

∥∥∥∥∥
Lp(S;X)

,

где dfn = fn − fn−1.

Множество всех пространств, обладающих UMD-свойством, обозначим че-
рез UMD.

Более подробно с фактами, связанными с UMD-свойством, можно познако-
мится в [1].

Для дальнейшего изложения примем следующее соглашение. Отождествим
единичную окружность γ и полуинтервал J отображением eit : J → γ. Ана-
логично пространству Lp(J ;X), порожденному мерой Лебега dx в J , сопостав-
ляется бохнерово пространство Lp(γ;X), порожденное мерой dl (dl — элемент
длины γ) на γ. Отображение eit позволяет отождествить также пространства
Lp(J ;X) и Lp(γ;X). Примем Lp(X) =: Lp(J ;X) ∼= Lp(γ;X). Для функции
f : ω → X примем fr(t) = f(reit), reit ∈ ω.

Линейное пространство всех X-значных тригонометрических полиномов
вида

Pn(t) =

n∑

k=−n
ake

ikt

с коэффициентами {ak} ⊂ X обозначим через P (X).

2.4. Мультипликатор. t-Рисс свойство. На P (X) определим мульти-
пликатор m : P (X)→ Lp(X), полагая

(mP )(t) = P̃ (t) = −i
∑

k

sign(k)ake
ikt,

где

P (t) =
∑

k

ake
ikt ∈ P (X), sign(k) =





1, k > 0,

0, k = 0,

−1, k < 0.

Рассмотрим следующее X-значное преобразование Гильберта:

(Hf)(x) =
1

π
p.v.

∫

R

f(y)

x− y dy, x ∈ R.

Хорошо известна следующая

Теорема 2.2 [1]. Пусть X ∈ B, p ∈ (1,∞). Тогда следующие утверждения
эквивалентны: (1) X ∈UMD; (2) H ∈ [Lp(R;X)].

Также справедливо
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Утверждение 2.1 [1]. Пусть X ∈ B, p ∈ (1,+∞). Если H ∈ [Lp(R;X)],
то m ∈ [Lp(X)].

Всюду в дальнейшем для f ∈ L1(X) примем

f̂k := tk(f) :=
1

2π

π∫

−π

f(t)e−ikt dt, k ∈ Z.

С использованием теоремы 2.2 и утверждения 2.1 в работе [22] доказана
следующая

Теорема 2.3 [22]. Пусть X ∈ UMD, p ∈ (1,+∞). Тогда система экспо-
нент E ≡ {eint}n∈Z образует t-базис в Lp(X), т. е. любая f ∈ Lp(X) имеет
единственное разложение в Lp(X) вида

f(t) =
∑

n∈Z
f̂ne

int.

Более того, для любого m ∈ Z t-Рисс проекторы

(R+
mf)(t) := f+(t) :=

+∞∑

n=m

f̂ne
int, (R−mf)(t) := f−(t) :=

m−1∑

n=−∞
f̂ne

int

oграничены в Lp(X), т. е. R±m ∈ [Lp(X)].

2.5 hp(X)-класс гармонических функций. ∗-Cопряженные гармо-
нические функции. В этой части будем предполагать, что X ∈ UMD, p ∈
(1,+∞). Пусть X снабжено инволюцией (∗), которая обладает следующими
свойствами:

(i) ∗ : X → X является сопряженно линейным биективным отображением
X на X ;

(ii) x∗∗ = x, x ∈ X ;
(iii) ‖x∗‖X = ‖x‖X , x ∈ X.
Следуя [22], примем XR = {x ∈ X : x∗ = x}, и пусть X iR = {ix : x ∈ XR}.
Таким образом, произвольное ̟ ∈ X имеет единственное представление в

виде
̟ = u+ iϑ, u, ϑ ∈ XR.

Примем обозначения u = Re∗̟, ϑ = Im∗̟ и назовем u ∗-действительной (ϑ —
∗-мнимой) частью элемента ̟. Тогда справедлива прямая сумма

X = XR+̇X iR = XR+̇iXR. (2.1)

Пространство X с инволюцией «∗» будем обозначать через (X ; ∗). Далее
нам понадобятся следующие пространства X-значных функций. Для z ∈ ω
определим частные производные

∂xf(z) := lim
R∋h→0

f(z + h)− f(z)

h
, ∂yf(z) := lim

R∋h→0

f(z + ih)− f(z)

h
.

Положим
C1(ω;X) = {f : ω → X : ∂xf, ∂yf ∈ C(ω;X)},

где C(ω;X) — линейное пространство всех непрерывных функций f : ω → X .
Аналогичным образом определяем

C2(ω;X) = {f ∈ C1(ω;X) : ∂xxf, ∂xyf, ∂yyf ∈ C(ω;X)}.
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Пусть
�f(z) = ∂xxf(z) + ∂yyf(z),

где z = x+ iy.
Введем следующий класс X-значных гармонических в ω функций:

H(ω;X) = {f ∈ C2(ω;X) : �f(z) = 0, z ∈ ω}.

Прямая сумма (2.1) порождает прямую сумму

H(ω;X) = HR(ω;X)+̇iHR(ω;X),

где
HR(ω;X) = {f ∈ H(ω;X) : f(z) ∈ XR, z ∈ ω}.

Для z ∈ ω определим комплексную производную:

f ′(z) = lim
�z→0

f(z +�z)− f(z)

�z
,

и введем в рассмотрение следующий класс X-значных аналитических в ω функ-
ций:

A(ω;X) = {f ∈ C(ω;X) : f ′ ∈ C(ω;X)}.
Пусть AR(ω;X) = Re∗A(ω;X). Положим

A0(ω;X) = {̟ ∈ A(ω;X) : (Im∗̟)(0) = 0}.

В работе [22] установлена следующая

Лемма 2.1. Пусть X ∈ B снабжено инволюцией (∗). Тогда относительно
классов гармонических функций H(ω;X) и аналитических функций A(ω;X)
справедливы следующие утверждения:

(1) имеет место прямая сумма H(ω;X) = HR(ω;X)+̇iHR(ω;X), а также
справедливо A(ω;X) ⊂ AR(ω;X)+̇iAR(ω;X);

(2) A(ω;X) ⊂ H(ω;X) (собственное включение);
(3) пусть ̟ ∈ H(ω;X), тогда ̟ ∈ A(ω;X) → u = Re∗̟ и v = Im∗̟

удовлетворяют ∗-условию Коши — Римана

∂xu = ∂yv, ∂xv = −∂yu;

(4) AR(ω;X) ≡ HR(ω;X);
(5) линейные пространства HR(ω;X) и A0(ω;X) изоморфны и оператор

T = I + iI∗ осуществляет соответствующий изоморфизм, где I — единичный в
HR(ω;X) оператор и

(I ∗ u)(x; y) =

(x;y)∫

0

−∂yudx+ ∂xu dy, (x; y) ∈ ω, u ∈ HR(ω;X).

Через K обозначим следующий X-значный интеграл типа Коши:

(Kf)(z) =
1

2πi

∫

γ

f(ξ)dξ

ξ − z , z ∈ ω.

Положим L+
p (X) = R+(Lp(X)), где R+ = R+

0 — t-Рисс проектор, и пусть

Hp(ω;X) = {F ∈ A(ω;X) : ∃f ∈ L+
p (X)→ F = Kf}.
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Исходя из класса Hp(X), определим

hRp (X) = Re∗Hp(X).

По результатам работы [22] относительно функции f ∈ Hp(X) имеет место так-
же представление в виде интеграла Пуассона — Бохнера

f(reit) = (Pf+)(reit) =
1

2π

π∫

−π

Pr(t− s)f+(s) ds, reit ∈ ω, (2.2)

где Pr(t) — ядро Пуассона для единичного круга

Pr(t) =
1− r2

1− 2r cos t+ r2
,

f+ = θf — некасательные граничные значения функции f на γ и θ — соответ-
ствующий оператор следа. Норма в Hp(X) определяется выражением

‖f‖Hp(X) = ‖θf‖Lp(X),

и оператор θ ∈ [Hp(X);L+
p (X)] является изометрическим изоморфизмом.

Из формулы (2.2) непосредственно получаем

u(reit) = Re∗ f(reit) = (P(Re∗ f+))(reit) = (Pu+)(reit),

где u+ = θu. Как установлено в работе [22], оператор θ ∈
[
hRp (X);LRp (X)

]
тоже

является изометрическим изоморфизмом, где LRp (X) = Re∗ Lp(X). Положим

hp(X) = hRp (X)+̇ihRp (X).

Очевидно, что θ ∈ [hp(X);Lp(X)] тоже является изометрическим изоморфиз-
мом, если принять

‖u‖hp(X) = ‖θu‖Lp(X).

Тогда из теоремы 2.3 непосредственно получаем справедливость следующей
леммы.

Лемма 2.2. Пусть X ∈ UMD, p ∈ (1,∞). Тогда система

{1; rn cosnt; rn sinnt}n∈N (2.3)

образует t-базис в hRp (X) (также в hp(X)). Более того, если для u ∈ hRp (X)
имеет место

u(reit) = u+
0 +

∞∑

n=1

(u+
n cosnt+ u−n sinnt)rn, (2.4)

то

u+(eit) = (θu)(eit) = u+
0 +

∞∑

n=1

(u+
n cosnt+ u−n sinnt).
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3. Основные результаты

3.1. Постановка задачи. Нётеровость. Прежде чем перейти к поста-
новке задачи, введем в рассмотрение класс гармонических функций

h(1)
p (X) = {u ∈ hp(X) : θ(∂ru), θ(∂ϕu) ∈ Lp(X)}

с нормой

‖u‖
h
(1)
p (X)

= ‖u‖hp(X) + ‖θ(∂ru)‖Lp(X) + ‖θ(∂ϕu)‖Lp(X).

Здесь θg для g = ∂ru или g = ∂ϕu понимается как предел limr→1− g(r; ·) в

Lp(J ;X), если такой предел существует. В классе h
(1)
p (X) рассмотрим следую-

щую задачу с косой производной:

�r;ϕu = ∂rru+
1

r
∂ru+

1

r2
∂ϕϕu = 0 в ω,

cosϕθ(∂ru) + sinϕθ(∂ϕu) = f(ϕ), ϕ ∈ J,
(3.1)

где f ∈ Lp(X) — заданная функция и θ ∈
[
h

(1)
p (X);Lp(X)

]
— оператор следа.

Рассмотрим оператор T ∈
[
h

(1)
p (X);Lp(X)

]
, определенный выражением

(Tu)(ϕ) = cosϕθ(∂ru) + sinϕθ(∂ϕu).

Найдем KerT (ядро) и RT (область значений) этого оператора.

Итак, пусть u ∈ h
(1)
p (X) и (2.4) есть разложение u по базису (2.3). Для

удобства последующих вычислений представим это разложение в виде

u(r;ϕ) = u(reiϕ) =

+∞∑

n=−∞
anr

|n|einϕ,

где

an =





u+
0 , n = 0,

1
2 (u+

n − iu−n ), n > 0,
1
2 (u+

|n| + iu−|n|), n < 0.

Имеем
∂ru =

∑

n6=0

|n|anr|n|−1einϕ, ∂ϕu =
∑

n6=0

inanr
|n|einϕ.

Из леммы 2.2 непосредственно следует

θ(∂ru) =
∑

n6=0

|n|aneinϕ; θ(∂ϕu) =
∑

n6=0

inane
inϕ.

Разложим функцию f ∈ Lp(X) по t-базису E :

f(ϕ) =

+∞∑

n=−∞
tn(f)einϕ.

Учитывая граничные условия (3.1), получаем

eiϕ + e−iϕ

2

∑

n6=0

|n|aneinϕ +
eiϕ − e−iϕ

2i

∑

n6=0

inane
inϕ =

+∞∑

n=−∞
tn(f)einϕ.
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Совершив соответствующие преобразования, имеем

∞∑

n=2

(n− 1)an−1e
inϕ −

−2∑

n=−∞
(n+ 1)an+1e

inϕ =

+∞∑

n=−∞
tn(f)einϕ. (3.2)

Из этого соотношения следует, что для разрешимости задачи (3.1) выпол-
нение условий

t−1(f) = t0(f) = t1(f) = 0 (3.3)

является необходимым.
Коэффициент a0 не входит в левую часть соотношения (3.2) и, значит, он

остается произвольной постоянной из X . Для остальных коэффициентов {an}
получаем

an =

{ 1
n tn+1(f), n ≥ 1,

− 1
n tn−1(f), n ≤ −1.

В результате для решения u ∈ h(1)
p (X) задачи (3.1) имеем формальное пред-

ставление

u(r;ϕ) = a0 +
−1∑

n=−∞

tn−1(f)

|n| r|n|einϕ +
∞∑

n=1

tn+1(f)

n
rneinϕ. (3.4)

Покажем, что (3.4) на самом деле является решением задачи (3.1). Совер-

шенно очевидно, что �r;ϕu(r;ϕ) = 0 ∀reiϕ ∈ ω. Покажем, что u ∈ h(1)
p (X).

Ясно, что u(0;ϕ) = a0 = const . Следовательно, для u(r;ϕ) имеем

u(r;ϕ) =

r∫

0

∂ρu(ρ;ϕ) dρ+ a0.

Из этого представления следует, что если sup
0<ρ<1

‖∂ρu(ρ;ϕ)‖Lp(J;X) < +∞, то

u ∈ hp(X). Продифференцировав, из (3.4) получаем

∂ru =

−1∑

n=−∞
tn−1(f)r|n|−1einϕ +

∞∑

n=1

tn+1(f)rn−1einϕ.

Положим

u1(r;ϕ) =
−1∑

n=−∞
tn−1(f)r|n|−1einϕ, u2(r;ϕ) =

∞∑

n=1

tn+1(f)rn−1einϕ.

Покажем, что θ(uk) ∈ Lp(X), k = 1, 2. Достаточно доказать, что θ(u2) ∈ Lp(X)
(для u1 доказательство аналогичное). Примем

u2(r;ϕ) = e−iϕr−2ũ(r;ϕ),

где

ũ(r;ϕ) =

∞∑

n=2

tn(f)rneinϕ.

Нетрудно заметить, что функция u2(r;ϕ) при r → +0 стремится равномерно на
γ к функции t2(f)eiϕ. Поэтому справедливо соотношение

sup
0<r<1

‖u2(r; ·)‖Lp(J;X) < +∞⇔ sup
0<r<1

‖ũ(r; ·)‖Lp(J;X) < +∞. (3.5)
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Очевидно, что ũ ∈ A(X). С другой стороны, так как f ∈ Lp(J ;X), то из
теоремы 2.3 следует, что ũ ∈ Hp(X). Тогда из (3.5) непосредственно получаем,
что θ(u2) ∈ Lp(X). Также имеем

∂ϕu = −i
−1∑

n=−∞
tn−1(f)r|n|einϕ + i

∞∑

n=1

tn+1(f)rneinϕ.

Из аналогичных соображений получаем ∂ϕu ∈ hRp (X). В результате установле-

но, что u ∈ h(1)
p (X). Итак, справедлива следующая основная

Теорема 3.1. Пусть X ∈ UMD снабжено инволюцией (∗) и 1 < p < +∞.

Задача (3.1) разрешима в классе h(1)
p (X) для заданной функции f ∈ Lp(X) тогда

и только тогда, когда выполнены условия t-ортогональности (3.3).

Рассмотрим вопрос о нётеровости оператора T ∈
[
h

(1)
p (X);Lp(X)

]
. Подпро-

странство h
(1)
p (X), состоящее из X-значных постоянных функций, отождествим

с X . Из соотношения (3.2) непосредственно вытекает, что KerT = X . Следова-
тельно, если dimX =∞, то оператор T не является нётеровым (в классическом
смысле). Пусть dimX = r < +∞ и, значит, κ+ = dimKerT = r. С другой
стороны, из условий t-ортогональности (3.3) и теоремы 3.1 следует, что фак-
тор-пространство Lp(X)/RT и пространство X3 = X×X×X изоморфны. Дей-
ствительно, рассмотрим оператор � : Lp(X)→ X3, �(f) = (t−1(f), t0(f), t1(f)).
По теореме 3.1 имеем RT = Ker�. Оператор � сюръективен: для произвольных
x−1, x0, x1 ∈ X достаточно взять f(ϕ) = x−1e

−iϕ + x0 + x1e
iϕ. Следовательно,

Lp(X)/RT ≃ X3. Тем самым dim(Lp(X)/RT ) = 3r и в результате индекс κ(T )
оператора T равен κ(T ) = dim KerT − dim(Lp(X)/RT ) = −2r. Подытожив
вышеизложенное, приходим к справедливости следующей теоремы.

Теорема 3.2. Пусть X ∈ UMD снабжено инволюцией (∗) и 1 < p < +∞.

Тогда задача (3.1) нётерова (т. е. оператор T ∈
[
h

(1)
p (X), Lp(X)

]
нётеров) в том

и только в том случае, если dimX = r < +∞. При этом если r < +∞, то индекс
κ(T ) оператора T равен κ(T ) = −2r.

3.2. Примеры. Рассмотрим некоторые конкретные случаи относительно
пространства X c инволюцией (∗).

I. X ≡ C. В этом случае в качестве инволюции (∗) возьмем комплексное
сопряжение (·). Задача (3.1) относительно этого случая изучена в работе [18].

Так как dimC = 1, то по теореме 3.2 задача (3.1) в h
(1)
p (C) нётерова и ее индекс

равен κ(T ) = −2.
II. X ≡ Lq(S; dµ), 1 < q < +∞. Здесь Lq(S; dµ) — лебегово пространство

функций f : S → C на измеримом пространстве (S; A ;µ) с σ-конечной мерой µ
с нормой

‖f‖Lq(S;dµ) =

(∫

S

|f |q dµ
) 1

q

.

Положим (f∗)(x) = f(x), x ∈ S. Очевидно, что f∗ является инволюцией в
Lq(S; dµ). По утверждению 4.2.15 из [1, с. 291] Lq(S; dµ), 1 < q < +∞, обладает
UMD-свойством. Следовательно, относительно таких пространств результаты
теоремы 3.2 верны, т. е. соответствующий этому случаю оператор T не является
нётеровым.
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III. X ≡ σq-классы Шаттена. σq ⊂ [H ] — класс компактных операто-
ров, где H — некоторое сепарабельное H-пространство. Для полноты изло-
жения определим этот класс. Пусть σ∞ ⊂ [H ] — класс вполне непрерывных

операторов. Собственные числа оператора (T ∗ T )
1
2 , где T ∈ σ∞, называют-

ся s-числами оператора T , и их обозначим через {si(T )}. Будем считать, что
. . . si ≥ si+1 ≥ · · · → 0, i→∞. Тогда

σq =

{
T ∈ σ∞ :

∞∑

i=1

sqi (T ) < +∞
}
.

Относительно нормы

‖T ‖q =





( ∞∑
i=1

sqi (T )

) 1
q

, 1 ≤ q < +∞,

s1(T ), q = +∞,

σq — B-пространство. Относительно классов σq и их свойств более подробно
см., например, [21, 23, 24].

Определим в σq инволюцию ∗(T ) = T ∗. Из соотношения si(T ) = si(T
∗) (см.

например, [23]) непосредственно следует справедливость всех условий (i)–(iv)
инволюции. Более того, из [1, с. 297, пример 4.2.21] следует, что σq, 1 < q < +∞,
обладает UMD-свойством. Таким образом, результаты теоремы 3.2 верны и
относительно пространства Шаттена X ≡ σq , 1 < q < +∞, т. е. и в этом случае
оператор T не является нётеровым.
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