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Аннотация. Рассматриваются вопросы корректности обратных задач восстанов-
ления коэффициента теплопередачи с использованием набора значений решения
в фиксированных точках на границе области. Условия типа дифракции исполь-
зуются на границе раздела сред. Граничные условия нелинейные и коэффициент
теплопередачи представим в виде конечного отрезка ряда с неизвестными коэффи-
циентами, зависящими от времени. При определенных условиях на данные доказы-
вается, что существует единственное решение задачи локально по времени, которое
зависит от данных задачи непрерывно. Доказательство опирается на априорные
оценки и принцип сжимающих отображений.
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1. Введение

В статье исследуются обратные задачи об определении коэффициента теп-

лопередачи по точечным данным. Рассматривается параболическое уравнение

вида

Mu = ut − Lu = f(t, x), (t, x) ∈ Q = (0, T )×G, (1)

где

Lu =

n∑

i,j=1

aij(t, x)uxixj +

n∑

i=1

ai(t, x)uxi + a0(t, x)u, aij = aji ∀i, j,

G ∈ Rn — ограниченная область с границей � . Считаем, что область G разделе-

на на два открытые множества G+ и G−, G− ⊂ G, G+ ∪G− = G,G+ ∩G− = ∅,
положим �0 = ∂G+ ∩ ∂G−, S0 = (0, T ) × �0, S = (0, T ) × � . Уравнение (1)

дополняется начально-краевыми условиями:

Bu =
∂u

∂N
+ β(t, x)(ϕ(u) − ϕ(u0)) = g, u|t=0 = u0(x), (2)
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где

∂u

∂N
=

n∑

i,j=1

aijniuxj ,

и условиями сопряжения

∂u+

∂N
(t, x) =

∂u−

∂N
(t, x), u+(t, x) = u−(t, x), (t, x) ∈ S0, (3)

∂u±

∂N
(t, x0) = lim

x∈G±, x→x0∈�0

n∑

i,j=1

aijuxiνj , u±(t, x0) = lim
x∈G±, x→x0∈�0

u(t, x),

~ν = (ν1, ν2, . . . , νn) и ~n — внешние единичные нормали к ∂G− и � . Условия

переопределения имеют вид

u(t, bi) = ψi(t), i = 1, 2, . . . , r, (4)

где bi ∈ � , {bi}ri=1 — некоторый набор точек. Задача состоит в нахождении реше-

ния уравнения (1), удовлетворяющего условиям (2)–(4), и неизвестной функции

β(t, x) =

r∑

i=1

βi(t)�i(t, x),

где функции �i заданы, а функции βi(t) считаются неизвестными.

Обратные задачи возникают в самых различных задачах при описании про-

цессов тепломассопереноса, диффузии, фильтрации, в экологии и т. п. (см.

[1–3]). В частности, задача (1)–(4) возникает при идентификации параметров

тепломассопереноса в задачах описания тепловых режимов мерзлых грунтов и

техногенного загрязнения почв [4–6]. В настоящее время имеется большое ко-

личество работ, посвященных численному решению задач (1)–(4) в различных

постановках, возникающих в приложениях, точки {bi} в (4) могут быть как

внутренними [7–12] так и граничными точками [13–15] области G (см. стацио-

нарный случай в [16]). Имеется ряд работ, посвященных определению коэффи-

циента теплопередачи в нелинейном граничном условии вида

∂u

∂N
+ ρ(t)ϕ(u) = g,

где функция ρ считается неизвестной (см. [17]). Отметим работы (см. биб-

лиографию в [18–20]), где восстанавливается функция вида ϕ(t, x, u) (иногда

не зависящая от независимых переменных) в граничном условии Робина вида
∂u
∂N + ϕ(t, x, u) = g или близком условии. В этих работах используются инте-

гральные условия переопределения различного вида и в некоторых случаях по-

лучены теоремы существования и единственности решений таких задач локаль-

но по времени. Основной метод построения приближенного решения — сведение

задачи к задаче управления и минимизация соответствующего квадратичного

функционала. Отметим, что очень часто эти две задачи не эквивалентны.

Теоретических результатов, посвященных задаче (1)–(4), немного. По-ви-

димому, первая работа, посвященная задаче (1)–(4) в многомерном случае, есть

работа [21] (см. также [22]), где в случае Mu = ut − �u и r = 1 были пока-

заны теорема существования и единственности классических решений задачи

об определении потока и теорема единственности в задаче об определении ко-

эффициента теплопередачи. Другой подход описан в работе [23], где получена

теорема существования и единственности решений в случае ϕ(u) = u и задача

рассматривалась в обычной постановке (т. е. условия сопряжения отсутству-

ют). В данной работе мы используем ту же самую идею и получаем теорему

существования и единственности решений в пространствах Соболева.
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2. Определения и вспомогательные результаты

Пусть E — банахово пространство. Обозначения для пространств Лебега

Lp(G;E), Соболева W s
p (G;E), W s

p (Q;E) и Гёльдера Cα(G;E) (α ≥ 0) стандарт-

ные (см. [24, 25]). Если E = R или E = Rn, то пишем просто W s
p (G) и т. д. Все

рассматриваемые пространства и коэффициенты уравнения (1) считаем веще-

ственными. Под нормой вектора понимаем сумму норм координат. Для данного

интервала J = (0, T ) положим W s,r
p (Q) = W s

p (J ;Lp(G)) ∩ Lp
(
J ;W r

p (G)
)
. Соот-

ветственно W s,r
p (S) = W s

p (J ;Lp(� ))∩Lp
(
J ;W r

p (� )
)
. Пусть (u, v) =

∫
G

u(x)v(x) dx

и Bδ(bi) — шар радиуса δ с центром в точке bi. Положим Gδ = G ∩
r⋃
i=1

Bδ(bi),

�δ = � ∩
r⋃
i=1

Bδ(bi), Q
±
τ = (0, τ)×G±, Qτ = (0, τ)×G, Sτ = (0, τ)× � .

Далее считаем, что � , �0 ∈ C2, �δ ∈ C3 (см. определение в [26, гл. 1])

для некоторого δ > 0. Без ограничения общности можем считать, что для

каждого i = 1, 2, . . . , r найдутся окрестность Yi точки bi и система координат

y (локальная система координат), полученная с помощью поворота и переноса

начала координат из исходной, такие, что Yi ∩ �0 = ∅, ось yn направлена по

внутренней нормали к � в точке bi, уравнение части границы Yi ∩ � имеет

вид yn = γi(y
′), γi(0) = 0, |y′| < δ, y′ = (y1, . . . , yn−1), причем γi ∈ C3(B′δ)

(B′δ = {y′ : |y′| < δ}) и G ∩ Yi = {y : |y′| < δ, 0 < yn − γi(y′) < δ1}, (Rn \G) ∩ Yi =

{y : |y′| < δ,−δ1 < yn−γi(y′) < 0}, δ1 > (M +1)δ, где M — постоянная Липшица

функции γi. Иначе уменьшим параметр δ. Далее считаем, что параметр δ > 0

зафиксирован. Мы используем выпрямление границы: zn = yn − γi(y′), z′ = y′,
где y — локальная система координат в точке bi. Оно и обратное к нему yn =

zn+γi(z
′), y′ = z′ принадлежат классу C3 (т. е. y = y(z) ∈ C3(Yi)). То же самое

утверждение имеет место и для преобразований x = x(y(z)) = xi(z). Пусть

U = {z : |z′| < δ, 0 < zn < δ1}, Qτ1 = (0, τ)×U , Q1 = (0, T )×U и Sτ1 = (0, τ)×B′δ,
S1 = (0, T )×B′δ.

Будем использовать в пространстве W s
p (0, β;E) (s ∈ (0, 1), β > 0, E —

банахово пространство) норму

‖q(t)‖W s
p (0,β;E) =

(
‖q‖pLp(0,β;E) + 〈q〉ps,β

)1/p
,

〈q〉ps,β =

β∫

0

β∫

0

‖q(t1)− q(t2)‖pE
|t1 − t2|1+sp

dt1dt2.

При s ∈ (0, 1) положим

W̃ s
p (0, β;E) =

{
q ∈ W s

p (0, β;E) : t−sq(t) ∈ Lp(0, β;E)
}
.

Наделим это пространство нормой

‖q(t)‖p
W̃ s

p (0,β;E)
=
∥∥∥ q
ts

∥∥∥
p

Lp(0,β;E)
+ 〈q〉ps,β .

Если s 6= 1/p, то эта норма и обычная норма ‖ · ‖W s
p (0,β;E) для функций q(t)

таких, что q(0) = 0 при s > 1/p, эквивалентны (см. [24, п. 3.2.6, лемма 1]).

Положим

W̃ s,2s
p (Qβ) = W̃ s

p (0, β;Lp(G)) ∩ Lp
(
0, β;W 2s

p (G)
)
.
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Нормы ‖ · ‖
W̃ s,2s

p (Qβ)
, ‖ · ‖

W̃ s
p (0,β;Lp(G))

определяются естественным образом, на-

пример,

‖u‖
W̃ s,2s

p (Qβ)
=
(
‖u‖p

W̃ s
p (0,β;Lp(G))

+ ‖u‖pLp(0,β;W 2s
p (G))

)1/p
.

Аналогично определяем пространства W̃ s
p (0, β;Lp(� )), W̃ s,2s

p (Sβ). Далее счита-

ем, что параметр p > n+2 зафиксирован. Следующие две леммы известны (см.

[27, леммы 1.19, 1.20]).

Лемма 1. Существует постоянная C, не зависящая от τ ∈ (0, T ], такая,
что

‖v‖
W̃

s1,2s1
p (Sτ )

≤ C‖v‖W 1,2
p (Qτ ),

∥∥∥∥
∂v

∂n

∥∥∥∥
W̃

s0,2s0
p (Sτ )

≤ C‖v‖W 1,2
p (Qτ )

для всех v ∈ W 1,2
p (Qτ ) таких, что v(x, 0) = 0. Здесь s1 = 1− 1

2p и s0 = 1
2 − 1

2p .

Лемма 2. Пусть s ∈ ((n + 2)/2p, 1). Тогда если q ∈ W̃ s,2s
p (Qτ ) и v ∈

W s,2s
p (Qτ ), то qv ∈ W̃ s,2s

p (Qτ ) и справедлива оценка

‖qv‖
W̃ s,2s

p (Qτ )
≤ c0‖q‖W̃ s,2s

p (Qτ )
(‖v‖W s,2s

p (Qτ ) + ‖v‖L∞(Qτ )).

Если v ∈W s,2s
p (Q), то последнее неравенство можно переписать в виде

‖qv‖
W̃ s,2s

p (Qτ )
≤ c1‖q‖W̃ s,2s

p (Qτ )
‖v‖W s,2s

p (Q),

а если v ∈ W̃ s,2s
p (Qτ ), то в виде

‖qv‖
W̃ s,2s

p (Qτ )
≤ c2‖q‖W̃ s,2s

p (Qτ )
‖v‖

W̃ s,2s
p (Qτ )

.

Для функций v ∈ W̃ s,2s
p (Qτ ) имеет место оценка

‖v‖W s,2s
p (Qτ ) + ‖v‖L∞(Qτ ) ≤ c3‖v‖W̃ s,2s

p (Qτ )
.

Постоянные ci, i = 0, 1, 2, 3, не зависит от q, v и τ ∈ (0, T ]. Множество Qτ в
этих утверждениях может быть заменено на Sτ (при этом считаем, что s ∈
((n+ 1)/2p, 1)).

Замечание 1. Условие s ∈ ((n+2)/2p, 1) гарантирует включение W s,2s
p (Q)

⊂ C(Q) (см. теорему 1.22 в [27]).

Лемма 3. Пусть ϕ(u) ∈ W 2
∞(−R,R) для всех R > 0. Пусть v ∈ W s0,2s0

p (Sτ )
и ‖v‖L∞(Sτ ) = M . Тогда

‖ϕ(v)‖
W

s0,2s0
p (Sτ )

≤ c1(M) + c2(M)‖v‖
W

s0,2s0
p (Sτ )

, s0 = 1/2− 1/2p. (5)

Пусть vi ∈ W s0,2s0
p (Sτ ), i = 1, 2, ‖vi‖L∞(Sτ ) + ‖vi‖W s0,2s0

p (Sτ )
≤ M и v1(0, x) =

v2(0, x). Тогда

‖ϕ(v1)− ϕ(v2)‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

≤ c3(M)‖v1 − v2‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

. (6)

Здесь постоянные ci(M), i = 1, 2, 3, не зависят от τ ≤ T .

Доказательство. Оценка (5) вытекает непосредственно из определения

нормы в пространстве W s0,2s0
p (Sτ ). Чтобы получить оценку (6), воспользуемся

равенством

ϕ(v1)− ϕ(v2) =

1∫

0

ϕ′(v2 + ξ(v1 − v2)) dξ(v1 − v2).



512 А. А. Потапков, С. Г. Пятков

Используя лемму 2 и неравенство (5), получим

‖ϕ(v1)− ϕ(v2)‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

≤
1∫

0

(‖ϕ′(v2 + ξ(v1 − v2))‖W s0,2s0
p (Sτ )

+‖ϕ′(v2 +ξ(v1−v2))‖L∞(Sτ )) dξ‖v1−v2‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

≤ c3(M)‖v1−v2‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

.

Приведем условия на данные. Оператор L предполагается эллиптическим,

т. е. существует постоянная δ0 > 0 такая, что

n∑

i,j=1

aijξiξj ≥ δ0|ξ|2 для всех (t, x) ∈ Q, ξ ∈ Rn.

Кроме того, предположим, что

ai ∈ Lp(Q), akl|Q± ∈ C(Q±), akl|� ∈ W s0,2s0
p (S), a±kl

∣∣
�0
∈W s0,2s0

p (S0), (7)

∂u+
0

∂N
=
∂u−0
∂N

, u+
0 = u−0 , x ∈ �0, s0 =

1

2
− 1

2p
, (8)

β ∈W s0,2s0
p (S), g(0, x) = B(x, 0, ∂x)u0|� , ϕ(u) ∈ W 2

∞(−R,R) ∀R > 0, (9)

u0(x)|G± ∈W
2− 2

p
p (G±), f ∈ Lp(Q), g, u0 ∈W s0,2s0

p (S), (10)

ai ∈ L∞
(
0, T ;W 1

p (Gδ)
)
, akl ∈ L∞

(
0, T ;W 1

∞(Gδ)
)
, ϕ(u) ∈W 3

∞(−R,R) (11)

для каждого R > 0.
Построим функции ϕi(x) ∈ C∞0 (Rn) такие, что ϕi(x) = 1 вBδ/2(bi) и ϕi(x) =

0 в Rn \B3δ/4(bi).
Пусть Yi — координатная окрестность точки bi ∈ � . Выпрямим границу и

перейдем к системе координат z = (z′, zn). Мы также предполагаем, что

∇z′β(t, xi(z′, 0)) ∈W s0,2s0
p (S1), (12)

∇z′ϕig(t, xi(z′, 0)), ∇z′ϕiu0(t, x
i(z′, 0)) ∈ W s0,2s0

p (S1), (13)

∇z′ϕiu0(x
i(z)) ∈W 2−2/p

p (U), ∇z′akl(t, xi(z′, 0)) ∈W s0,2s0
p (S1),

∇z′ϕif(t, xi(z)) ∈ Lp(Q1),
(14)

где k, l = 1, 2, . . . , n, i ≤ r. Можно показать, что условия (12)–(14) не зависят

от введенной локальной системы координат y и системы координат z.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (7)–(10). Тогда на некотором про-
межутке [0, τ0] существует единственное решение u задачи (1)–(3) такое, что
u|Q±τ0 ∈ W

1,2
p (Q±τ0). Если β = 0, то справедлива оценка

‖u‖W 1,2
p (Q+

τ0
) + ‖u‖W 1,2

p (Q−τ0 ) ≤ C0(‖u0‖W 2−2/p
p (G+)

+ ‖u0‖W 2−2/p
p (G−)

+ ‖f‖Lp(Qτ0 ) + ‖g‖
W

s0,2s0
p (Sτ0)

). (15)

Если u0 ≡ 0, β = 0, то оценка может быть переписана в виде

‖u‖W 1,2
p (Q+

τ0
) + ‖u‖W 1,2

p (Q−τ0 ) ≤ C1(‖f‖Lp(Qτ0 ) + ‖g‖
W̃

s0,2s0
p (Sτ0 )

), (16)
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где постоянная C1 не зависит от τ .

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную задачу

M� = f, �|t=0 = u0,
∂�

∂N

∣∣∣∣
S

= g0, g0|t=0 =
∂u0

∂N
,

∂�+

∂N
(t, x) =

∂�−

∂N
(t, x), �+(t, x) = �−(t, x), (t, x) ∈ S0.

Фиксируем τ ≤ T . По теореме 2.19 в [27] существует единственное решение

этой задачи из класса � ∈ W 1,2
p (Q+

τ ) ∩W 1,2
p (Q−τ ) (обозначим его через Rτ (g0)),

причем имеет место оценка

‖Rτg0‖W 1,2
p (Q+

τ ) + ‖Rτg0‖W 1,2
p (Q−τ ) ≤ C1(‖g0‖W s0,2s0

p (Sτ )

+ ‖u0‖W 2−2/p
p (G+)

+ ‖u0‖W 2−2/p
p (G−)

+ ‖f‖Lp(Qτ )).

Если u0 = 0, то последнюю оценку можно уточнить:

‖Rτg0‖W 1,2
p (Q+

τ ) + ‖Rτg0‖W 1,2
p (Q−τ ) ≤ C2(‖g0‖W̃ s0,2s0

p (Sτ )
+ ‖f‖Lp(Qτ )), (17)

где постоянная C2 не зависит от параметра τ . Доказательство этой оценки

повторяет соответствующее в теореме 2 в [28], поэтому его опустим. Тогда

u ∈ W 1,2
p (Q+

τ )∩W 1,2
p (Q−τ ) — решение задачи (1)–(3) в том и только в том случае,

если

u|S = Rτ (g − β(t, x)(ϕ(u) − ϕ(u0)))|S , u|S ∈W s1,2s1
p (Sτ ).

Покажем, что это уравнение имеет единственное решение, если параметр τ до-

статочно мал. Сделаем замену u = v + �, � = Rτ (g − β(ϕ(u0) − ϕ(u0)). Тогда

имеем уравнение

v|S = Rτ (g − β(t, x)(ϕ(v + �)− ϕ(u0)))|S − �|S = R0τ (v|S). (18)

Ищем решение этого уравнения в классе v ∈ W̃ s1,2s1
p (Sτ ), s1 = 1− 1

2p . Возьмем

v = 0. Получим R0τ (0) — решение задачи

Mv = 0, v|t=0 = 0,
∂v

∂N

∣∣∣∣
Sτ

= −β(ϕ(�)− ϕ(u0)) ∈ W̃ s0,2s0
p (Sτ ).

Возьмем R1 = 2‖R0T (0)‖
W̃p

s1,2s1(S)
. Пусть ‖vi‖W̃p

s1,2s1(Sτ )
≤ R1. В силу теорем

вложения ‖vi‖C(Sτ) ≤ C0R1, где C0 — некоторая постоянная. По определению

оператора Rτ правая часть в (18) обращается в нуль при t = 0. Покажем, что на

малом промежутке времени оператор R0τ (v) удовлетворяет условиям теоремы

о неподвижной точке. В силу (17) и лемм 2, 3 имеем оценку

‖R0τ (v1)−R0τ (v2)‖W̃ s1,2s1
p (Sτ)

≤ c1‖β(ϕ(v1)− ϕ(v2))‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

≤ c2‖ϕ(v1)− ϕ(v2)‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

≤ c3(R1)‖v1 − v2‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

. (19)

Отметим, что справедливо неравенство

‖v‖
W̃p

s0,2s0(Sτ )
≤ cτ1/2‖v‖

W̃p
s1,2s1 (Sτ)

, s1 = 1− 1/2p, (20)

где постоянная c не зависит от τ ≤ T . Действительно, непосредственно из

определения нормы имеем

‖v‖
W̃

s0
p (0,τ ;Lp(� ))

≤ cτ1/2‖v‖
W̃

s1
p (0,τ ;Lp(� ))

.
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Далее,

‖v‖
Lp(0,τ ;W

2s0
p (� ))

≤ c‖v‖θ
Lp(0,τ ;W

2s1
p (� ))

‖v‖1−θLp(Sτ ) ≤ c4τ
s1(1−θ)‖v‖

W̃p
s1,2s1(Sτ )

,

где s1(1 − θ) = 1/2, θ = s0/s1, используем лемму 1.14 в [27] и определение

нормы в W s1
p (0, τ ;Lp(� )). Две последние оценки гарантируют (20). Используя

оценки (20), (19), получим

‖R0τ (v1)−R0τ (v2)‖W̃p
s1,2s1 (Sτ )

≤ c5(R1)τ
1
2 ‖v1 − v2‖W̃p

s1,2s1 (Sτ )
.

Выберем τ0 такое, что τ1/2c5(R1) ≤ 1
2 при τ ≤ τ0. Тогда выполняются условия

теоремы о неподвижной точке и уравнение (18) имеет решение. Если u0 = 0,

то легко увидеть, что постоянные в используемых неравенствах не зависят от

τ ≤ τ0 и, значит, имеет место оценка (16).

Замечание 1. Без ограничения общности можем считать, что параметр

τ0 — убывающая функция от величины R1. В свою очередь, величина R1 огра-

ничена постоянной cM с M = ‖β‖
W

s0,2s0
p (Sτ )

+ ‖β‖L∞(Sτ ), c — постоянная, не

зависящая от β, при этом норма v в W s1,2s1
p (Sτ0) оценивается через 2R1 и норма

v в W 1,2
p (Q+

τ0) и W 1,2
p (Q−τ0) оценивается постоянной, зависящей от R1.

В следующей теореме используем локальную систему координат z.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (7)–(14) и β = 0. Тогда решение
задачи (1)–(3), полученное в теореме 1, обладает свойством ∇z′ϕiu(xi(z)) ∈
W 1,2
p (Qτ1), i = 1, . . . , r, причем если u0 ≡ 0, то имеет место оценка

r∑

i=1

‖∇z′ϕiu(t, xi(z))‖W 1,2
p (Qτ

1 ) ≤ C1(‖g‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

+ ‖f‖Lp(Qτ )

+

r∑

i=1

(‖∇z′ϕif‖Lp(Qτ
1 ) + ‖∇z′ϕig(xi(z′, 0))‖

W̃
s0,2s0
p (Sτ

1 )
)),

где постоянная C1 не зависит от τ ∈ (0, τ0].

Доказательство. Доказательство дословно повторяет рассуждения из

теоремы 2 в [23] и использует оценку (17).

3. Основные результаты

Далее считаем, что функции �i(t, x) обладают следующими свойствами:

�i ∈ W s0,2s0
p (S), ∇z′�i(t, xj(z′, 0)) ∈W s0,2s0

p (S1), i, j = 1, 2, . . . , r. (21)

Пусть �(t) — матрица с элементами φij = �j(t, bi), i, j = 1, 2, . . . , r. В силу

теорем вложения �i(t, bj) ∈ C1/2−(n+2)/2p([0, T ]) (см. [27, теорема 1.22]). Допол-

нительные условия на данные имеют вид

|ϕ(ψi(t))− ϕ(u0)(t, bi)| ≥ δ1, | det�| ≥ δ1 > 0 ∀t ∈ [0, T ],

ψi ∈W s1
p (0, T ), u0(bi) = ψi(0), i = 1, 2, . . . , r,

(22)

где δ1 — положительная постоянная. Возьмем первое из равенств (2) в точке

(0, bj). Имеем

r∑

i=1

βi(0)�i(0, bj) =
1

(ϕ(u0(bj))− ϕ(u0(0, bj)))

(
g(0, bj)−

∂u0(bj)

∂N

)
, (23)
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где j = 1, . . . , r. Отсюда определяем величины βi(0). Если решение задачи (1)–

(4) существует, то выполнено равенство

∂u0(x)

∂N
+ β(0, x)[ϕ(u0)− ϕ(u0)] = g(0, x), x ∈ � , (24)

где постоянные βj(0) — решение системы (23). Положим

β0 =

r∑

i=1

βi(0)�i(t, x), α = β − β0, αi = βi(t)− βi(0), ~α = (α1, . . . , αr).

В силу условия (21) β0 ∈ W s0,2s0
p (S), ∇z′β0(x

j(z′, 0)) ∈ W s0,2s0
p (S1) для всех j.

Построим функцию w0 как решение задачи (1)–(3) c β = β0. Решение суще-

ствует на некотором промежутке [0, τ0] и обладает свойствами, указанными в

теоремах 1, 2. Сделаем замену u = v + w0 в (1)–(4). Функция v есть решение

обратной задачи

Mv = vt − Lv = 0, (t, x) ∈ Q = (0, T )×G, (25)

v|t=0 = 0,
∂v

∂N
+ β0(ϕ(v + w0)− ϕ(w0)) = −α(ϕ(v + w0)− ϕ(u0)), (26)

∂v+

∂N
(t, x) =

∂v−

∂N
(t, x), v+(t, x) = v−(t, x), (t, x) ∈ S0, (27)

v(t, bi) = ψ̃i(t) = ψi(t)− w0(t, bi). (28)

Теорема 3. Пусть выполнены условия (7), (8), (10), (11), (13), (14), (21),

(22), (24). Тогда на некотором промежутке [0, τ0] существует единственное ре-
шение задачи (1)–(4) такое, что u ∈ W 1,2

p (Q+
τ ) ∩W 1,2

p (Q−τ ), βi(t) ∈ W s0
p (0, τ0),

i = 1, 2, . . . , r, причем ∇z′ϕiu(xi(z)) ∈W 1,2
p

(
Qτ01

)
, i = 1, . . . , r.

Доказательство. Достаточно доказать утверждение для вспомогатель-

ной задачи (25)–(28).

Построение операторного уравнения для нахождения вектор-
функции ~α. Фиксируем R2 > 0 (эту величину определим позже) и предпо-

ложим, что ~α ∈ BR2 =
{
~α ∈ W̃ s0

p (0, τ) : ‖~α‖
W̃

s0
p (0,τ)

≤ R2

}
. Фиксируя ~α ∈ BR2

и решая задачу (25)–(27) на некотором промежутке [0, τ0], мы тем самым по-

строим отображение ~α→ v(~α). Кроме этого отображения нам понадобится еще

одно отображение. Фиксируя i и умножая уравнение (25) на ϕi, имеем

Mvi = vit − Lvi = [ϕi, L]v = f0, vi|t=0 = 0, vi = ϕiv, (29)

где

[ϕi, L]v = ϕiLv − L(ϕiv) = −2

n∑

l,k=1

alkvxk
ϕixl
−

n∑

l,k=1

alkϕixlxk
v −

n∑

k=1

akϕixk
v.

Сделав замену переменных x = xi(z), перепишем уравнение в (29) в виде

vit − cnn(t, z)viznzn =
∑

l+k<2n

cklvizkzl +

n∑

k=1

ckvizk + c0vi + f0 = f1i, z ∈ U. (30)

Отметим, что cnn > 0 для всех t, z. В силу свойств решения v и условий на коэф-

фициенты имеем ϕf1i ∈ Lp(Qτ1), ∇z′ϕif1i ∈ Lp(Qτ1) и, более того, f1i(t, z
′, zn) ∈
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Cα(B′δ;Lp((0, τ) × (0, δ1))) с α ≤ 1 − (n − 1)/p (см. теорему 1.22 в [27]), после

может быть изменение на множестве меры нуль. Рассмотрим задачу

ωit(t, zn)− cnn(t, 0, zn)ωiznzn = f1i(t, 0, zn), i ≤ r, zn ∈ (0, δ1), (31)

ωi(0, zn) = 0, ωi|zn=0 = ψ̃i(t), ωi|zn=δ1 = 0, i = 1, 2, . . . , r. (32)

Пусть v(~α) — решение задачи (25)–(27), построим функции ωi как решения за-

дач (31), (32). Таким образом, каждому ~α отвечает функция v и набор функций

ωi (i = 1, 2, . . . , r). Имеем

∂vi
∂N

=

n∑

j=1

ηj(t, z
′)vizj (t, x

i(z′, 0)).

Полагая z′ = 0 и используя (28), запишем равенства

ηn(t, 0)ωjzn(t, 0) +

n−1∑

i=1

ηi(t, 0)vzi(t, x
j(0))

+ β0(ϕ(ψj)− ϕ(w0(t, bj))) = −α(t, bj)(ϕ(ψj)− ϕ(u0)), (33)

которые также можно переписать в виде

α(t, bj) =
1

ϕ(u0(t, bj))− ϕ(ψj)

(
ηn(t, 0)ωjzn(t, 0)

+

n−1∑

i=1

ηi(t, 0)vzi(t, bj) + β0(ϕ(ψj)− ϕ(w0(t, bj)))

)
, (34)

где ϕ(ψj) − ϕ(u0(t, bj)) 6= 0 (см. (22)). Это и есть система для нахождения

вектора ~α. Она может быть переписана в виде

~α = �−1 ~F (~α) = R(~α), (35)

где координата Fj вектора ~F есть правая часть (34). Отметим, что лемма 2

гарантирует оценку

‖�−1 ~F‖
W̃

s0
p (0,τ)

≤ c‖ ~F‖
W̃

s0
p (0,τ)

. (36)

Покажем, что оператор R(~α) является сжимающим в некотором шаре BR2 =

{~α : ‖~α‖W s0
p (0,τ) ≤ R2} и переводит его в себя. Рассмотрим систему (35) и найдем

R(0). Если ~α = 0, то в силу теоремы единственности решение v задачи (25)–(27)

есть 0. Тогда правая часть в (31) равна нулю и решения wi задачи (31), (32) не

зависит от ~α. Положим R2 = 2‖R(0)‖
W̃

s0,2s0
p (S)

. Величина R2 зависит только от

известных данных задачи и не зависит от ~α, τ .
Оценки для решений задачи (25)–(27). Без ограничения общности мо-

жем считать (см. замечание 1 и теорему 1), что промежуток [0, τ0], на котором

решение задачи (25)–(27) существует и единственно, не зависит от ~α ∈ BR2 =

{~α : ‖~α‖
W̃

s0,2s0
p (Sτ )

≤ R2}, а зависит только от величины R2. Далее, имеет место

оценка (теорема 1)

‖v‖W 1,2
p (Q+

τ ) + ‖v‖W 1,2
p (Q−τ ) ≤ C2(R2),

где постоянная C2 зависит от R2, но не зависит от параметра τ . Пусть

g0 = −β0(ϕ(v + w0)− ϕ(w0))− α(ϕ(v + w0)− ϕ(u0)).
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Из теоремы 2 вытекает, что найдется постоянная c3 такая, что

r∑

i=1

‖∇z′ϕiv(t, xi(z))‖W 1,2
p (Qτ

1 )

≤ c
(
‖g0‖W̃ s0,2s0

p (Sτ )
+

r∑

i=1

‖ϕi∇z′g0(t, xi(z′, 0))‖
W̃

s0
p (Sτ

1 )

)
.

Воспользовавшись леммами 2, 3, получим

‖g0‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

≤ c(R2).

Далее,

∂zkg0 = −β0zk(ϕ(v + w0)− ϕ(w0))− αzk(ϕ(v + w0)− ϕ(u0))

− β0(ϕ
′(v + w0)(vzk + w0zk)− ϕ′(w0)(w0zk ))−

− α(ϕ′(v + w0)(vzk + w0zk)− ϕ′(u0)u0zk).

Каждое слагаемое оценивается с использованием лемм 2, 3. Рассмотрим, на-

пример, третье слагаемое. Имеем

‖ϕiβ0(ϕ
′(v + w0)(vzk + w0zk)− ϕ′(w0)(w0zk))||

W̃
s0 ,2s0
p (Sτ

1 )

≤ c‖ϕ′(v + w0)(vzk + w0zk)− ϕ′(w0)w0zk ||W̃ s0,2s0
p (Sτ

1 )

≤ c1‖(ϕ′(v + w0)− ϕ′(w0))(vzk + w0zk) + ϕ′(w0)vzk ||W̃ s0,2s0
p (Sτ

1 )

≤ c2(‖ϕ′(v+w0)−ϕ′(w0)‖W̃ s0,2s0
p (Sτ

1 )
(‖vzk +w0zk‖W s0,2s0

p (Sτ
1 )

+‖vzk +w0zk‖L∞(Sτ
1 ))

+ (‖ϕ′(w0)‖W s0,2s0
p (Sτ

1 )
+ ‖ϕ′(w0)‖L∞(Sτ

1 ))‖vzk‖W̃ s0,2s0
p (Sτ

1 )
). (37)

Далее используем оценки

‖∇z′w0‖W s0,2s0
p (Sτ

1 )
+ ‖∇z′w0‖L∞(Sτ

1 ) ≤ c1‖w0‖W s1,2s1
p (S1)

, (38)

‖∇z′v‖W̃ s0,2s0
p (Sτ

1 )
≤ c2‖v‖W̃ s1,2s1

p (Sτ
1 )
, v ∈ W̃ s1,2s1

p (Sτ1 ), (39)

где постоянные c1, c2 не зависят от τ . Первая вытекает из [27, следствие 1.3,

теорема 1.22]. Вторая также вытекает из следствия 1.3 в [27], но надо показать,

что постоянная c2 не зависит от τ . Существует оператор продолжения P функ-

ций, заданных на B′δ в Rn−1, такой, что P ∈ L
(
W s
p (B′δ),W

s
p (Rn−1)

)
для всех

s ∈ [0, 2] (метод Хестенса [24, § 4.2]). Поэтому достаточно получить оценки в

случае, когда Sτ1 заменено на S̃τ1 = (0, τ)×Rn−1. Мы используем эквивалентные

нормы в W̃ s0,2s0
p (S̃τ1 ), W̃ s1,2s1

p (S̃τ1 ) (см. нормы в [24, п. 2.5.1]):

‖v‖p
W̃

s0,2s0
p (S̃τ

1 )
= ‖vt−s0‖p

Lp(S̃τ
1 )

+ 〈v〉ps0,τ

+

τ∫

0

∫

Rn−1

∫

Rn−1

|v(t, z1)− v(t, z2)|p
|z1 − z2|n−1+2s0p

dx1dx2dt,

‖v‖p
W̃

s1,2s1
p (S̃τ

1 )
= ‖vt−s1‖p

Lp(S̃τ
1 )

+ 〈v〉ps1,τ

+

τ∫

0

∫

Rn−1

∫

Rn−1

n−1∑

k=1

|vzk(t, z1)− vzk(t, z2)|p
|z1 − z2|n−1+2ps0

dx1dx2.
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Сделаем замену переменных t = ξτ , x =
√
τy, z1 =

√
τy1, z

2 =
√
τy2. Имеем

‖∇z′v‖p
W̃

s0,2s0
p (S̃τ

1 )
= τ1−s0p−p/2+(n−1)/2‖∇y′v(τξ,

√
τy)‖p

W̃
s0,2s0
p (S̃1

1)
.

Правая часть оценивается через τ1−s0p−p/2+(n−1)/2c‖v(τξ,√τy)‖p
W̃

s1,2s1
p (S̃1

1)
(см.

[27, cледствие 1.3]). Сделав обратную замену переменных, придем к (39). Ис-

пользуя (39), (38) и лемму 3, получим, что правая часть в (37) оценивается

через c3(R2), эта постоянная зависит от ‖v‖
W̃

s1,2s1
p (Sτ )

, ‖w0‖W s1,2s1
p (S1)

, т. е. от

R2. Таким образом,
r∑
i=1

‖∇z′ϕiv(t, xi(z))‖W 1,2
p (Qτ

1 ) ≤ C4(R2). Окончательно име-

ем оценку

‖v‖W 1,2
p (Q+

τ ) + ‖v‖W 1,2
p (Q−τ ) +

r∑

i=1

‖∇z′ϕiv(t, xi(z))‖W 1,2
p (Qτ

1 ) ≤ C5(R2). (40)

Оценки для разности решений задачи (25)–(27). Пусть ~αi = (αi1,
αi2, . . . , αir) ∈ BR2 , i = 1, 2, и vi — соответствующие решения задачи (25)–(27),

где функция α заменяется соответствующими функциями

αj =

r∑

i=1

αji�i, j = 1, 2.

Каждая из этих функций удовлетворяет оценке (40). Тогда разности v1−v2 = ω̃,

α̃ = α1 − α2 есть решение задачи

Mω̃ = ω̃t − Lω̃ = 0, ω̃|t=0 = 0, (x, t) ∈ Q = G× (0, T ), (41)

∂ω̃

∂N
= −β0(ϕ(v1 + w0)− ϕ(v2 + w0))−

(α1 + α2)

2
(ϕ(v1 + w0)− ϕ(v2 + w0))

− α̃

2
(ϕ(v1 + w0) + ϕ(v2 + w0)− 2ϕ(u0)) = g0. (42)

∂ω̃+

∂N
(t, x) =

∂ω̃−

∂N
(t, x), ω̃+(t, x) = ω̃−(t, x), (t, x) ∈ S0. (43)

В силу леммы 2 и (21) α̃, αj ∈ W̃ s0,2s0
p (Sτ ), ∇z′ α̃(t, xi(z′, 0)),∇z′αj(t, xi(z′, 0)) ∈

W̃ s0,2s0
p (Sτ1 ), i = 1, . . . , r, и имеем оценки

‖α̃‖
W̃

s0,2s0
p (Sτ )

≤ c1‖~α1 − ~α2‖W̃ s0
p (0,τ)

, (44)

‖α1 + α2‖
W̃

s0,2s0
p (Sτ )

≤ c1(‖~α1‖W̃ s0
p (0,τ)

+ ‖~α2‖W̃ s0
p (0,τ)

) ≤ 2c1R2, (45)

r∑

i=1

‖∇z′ α̃(t, xi(z′, 0))‖
W̃

s0,2s0
p (Sτ

1 )
≤ c2‖~α1 − ~α2‖W̃ s0

p (0,τ)
, (46)

r∑

i=1

‖∇z′(α1 + α2)(t, xi(z′, 0))‖
W̃

s0,2s0
p (Sτ

1 )
≤ 2c2R2, (47)

где постоянная c2 не зависит от τ . В силу теоремы 1, лемм 2, 3 и оценок (44)–

(47), (40) не так трудно получить неравенства

‖w̃‖W 1,2
p (Q+

τ ) + ‖w̃‖W 1,2
p (Q−τ ) ≤ c‖g0‖W̃ s0,2s0

p (Sτ )
,

‖g0‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

≤ c5(R2)‖w̃‖W̃ s0,2s0
p (Sτ )

+ c6(R2)‖~α1 − ~α2‖W̃ s0
p (0,τ)

.
(48)



Определение коэффициента теплопередачи 519

Воспользовавшись неравенством (20) и леммой 1, получим оценку

‖w̃‖W 1,2
p (Q+

τ ) + ‖w̃‖W 1,2
p (Q−τ ) ≤ c7(R2)τ

1/2(‖w̃‖W 1,2
p (Q+

τ )

+ ‖w̃‖W 1,2
p (Q−τ )) + c6(R2)‖~α1 − ~α2‖W̃ s0

p (0,τ)
. (49)

Выберем τ1 ≤ τ0 так, чтобы c7(R2)τ
1/2 ≤ 1/2 при τ ≤ τ1. Тогда из (48), (49)

вытекает неравенство

‖w̃‖W 1,2
p (Q+

τ ) + ‖w̃‖W 1,2
p (Q−τ ) ≤ 2c6(R2)‖~α1 − ~α2‖W̃ s0

p (0,τ)
, τ ≤ τ1. (50)

Соответственно из леммы 1 и (48) имеем

‖g0‖W̃ s0,2s0
p (Sτ

1 )
≤ c7(R2)‖~α1 − ~α2‖W̃ s0

p (0,τ)
.

Далее, используя теорему 2, запишем оценку для решений задачи (41)–(43).

Имеем

r∑

i=1

‖∇z′ϕiw̃(t, xi(z))‖W 1,2
p (Qτ

1 )

≤ c
(
‖g0‖W̃ s0,2s0

p (Sτ
1 )

+

r∑

i=1

‖ϕi∇z′g0(t, xi(z′, 0)‖
W̃

s0,2s0
p (Sτ

1 )

)
.

Первое слагаемое уже оценено. Оценим второе. Имеем

∂zkg0 = −β0zk(ϕ(v1 +w0)− ϕ(v2 +w0))−
(α1
zk

+ α2
zk

)

2
(ϕ(v1 +w0)− ϕ(v2 +w0))

− α̃zk
2

(ϕ(v1 + w0) + ϕ(v2 + w0)− 2ϕ(u0))− β0(ϕ
′(v1 + w0)(v1zk + w0zk)

− ϕ′(v2 + w0)(v2zk + w0zk))− (α1 + α2)

2
(ϕ′(v1 + w0)(v1zk + w0zk)

− ϕ′(v2 + w0)(v2zk + w0zk))− α̃

2
(ϕ′(v1 + w0)(v1zk + w0zk)

+ ϕ′(v2 + w0)(v2zk + w0zk)− 2ϕ′(u0)u0zk).

Используя леммы 2,3, получение оценки (50) и саму оценку (50), выводим, что

при τ ≤ τ1 имеет место оценка

r∑

i=1

‖∇z′ϕiω̃(t, xi(z))‖W 1,2
p (Qτ

1 ) ≤ c8‖~α1 − ~α2‖W̃ s0
p (0,τ)

. (51)

Используя неравенства (50), (51), можем записать

‖w̃‖W 1,2
p (Q+

τ ) + ‖w̃‖W 1,2
p (Q−τ ) +

r∑

i=1

‖∇z′ϕiω̃(t, xi(z))‖W 1,2
p (Qτ

1 )

≤ c5‖~α1 − ~α2‖W̃ s0
p (0,τ)

. (52)

Оценки для решений задачи (31), (32). Оценим правую часть в (31)

в Lp((0, τ)× (0, δ1)). Имеем

‖f1i(t, 0, zn)‖Lp((0,τ)×(0,δ1)) ≤ c6‖f1i(t, z′, zn)‖W s
p (B′δ ;Lp((0,τ)×(0,δ1))) = J
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при s > (n − 1)/p (лемма 1.9 в [27]). Далее используем интерполяционные

неравенства (см. теорему 1.19 в [27]). Имеем

J ≤ c7‖f1i(t, z)‖θW 1
p (B′

δ
;Lp((0,τ)×(0,δ1)))

‖f1i(t, z)‖1−θW−1
p (B′

δ
;Lp((0,τ)×(0,δ1)))

, (53)

где 2θ − 1 = s. Исходя из определения f1i и условий на коэффициенты, имеем

‖f1i‖W−1
p (B′

δ
;Lp((0,τ)×(0,δ1)))

≤ c‖v‖Lp(0,τ ;W 1
p (U)) ≤ c8τ1/2‖v‖W 1,2

p (Q+
τ ), (54)

где постоянная c1 не зависит от τ . Последняя оценка получается, если мы

применим интерполяционное неравенство

‖v‖Lp(0,τ ;W 1
p (U)) ≤ c9‖v‖1/2Lp(0,τ ;W 2

p (U))‖v‖
1/2
Lp(0,τ ;Lp(U))

и оценку ‖v‖Lp(0,τ ;Lp(U)) ≤ τ‖vt‖Lp(0,τ ;Lp(U)), вытекающую из формулы Ньюто-

на — Лейбница. Оценки (53), (54) влекут, что

‖f1i(t, 0, zn)‖Lp((0,τ)×(0,δ1))) ≤ c10τ (1−θ)/2(‖∇z′ϕiv(t, z)‖W 1,2
p (Qτ

1 )

+ ‖v‖W 1,2
p (Q+

τ ) + ‖v‖W 1,2
p (Q−τ )) ≤ C8(R2)τ

(1−θ)/2, (55)

где C8 — постоянная, не зависящая от τ . Используя свойства решений первой

начально-краевой задачи [27, теорема 2.9], получаем

r∑

i=1

‖wi(t, zn)‖W 1,2
p ((0,τ)×(0,δ1))

≤ c
r∑

i=1

‖f1i(t, 0, zn)‖Lp((0,τ)×(0,δ1)))

≤ C9(R2)τ
(1−θ)/2 +

r∑

i=1

‖ψ̃i‖W̃ s1,2s1
p (0,τ)

.

Оценки для разности решений задачи (31), (32). Пусть, как и ранее,

~αi = (αi1, αi2, . . . , αir) ∈ BR2 , i = 1, 2, и vi — соответствующие решения задачи

(25)–(27), где функция α заменяется соответствующими функциями

αj =

r∑

i=1

αji�i, j = 1, 2.

Пусть wji , j = 1, 2, — решения задач (31), (32) c новыми правыми частями, где

вместо v стоят функции vj и w0 = ϕiω̃. Тогда разности ki = w1
i − w2

i суть

решения задач

kit − cnn(t, 0, zn)kiznzn =
∑

m+l<2n

cmlω
0
zmzl

+

n∑

m=1

cmω
0
zm + c0ω

0

+ [ϕi, L]ω̃|z′=0 = f̃i, ki|t=0 = 0, ki|zn=0 = 0, ki|zn=δ1 = 0, i ≤ r.
Из известных свойств параболических задач (см., например, теорему 2.1 в [27]

или [26]) имеем оценку

r∑

i=1

‖ki‖W 1,2
p ((0,τ)×(0,δ1))

≤
r∑

i=1

‖f̃i‖Lp((0,τ)×(0,δ1)).

Используя аналог оценки (55) для оценки правой части, получим

r∑

i=1

‖ki‖W 1,2
p ((0,τ)×(0,δ1))

≤ c2τ
1−θ
2

(
‖ω̃‖W 1,2

p (Qτ ) +

r∑

i=1

‖∇z′ϕiω̃(t, xi(z))‖W 1,2
p (Qτ

1 )

)
.
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В частности, отсюда, из леммы 1 и (52) вытекает неравенство

r∑

i=1

‖kizn(t, 0)‖
W̃

s0
p (0,τ)

≤ c4τ (1−θ)/2‖~α1 − ~α2‖W̃ s0
p (0,τ)

. (56)

Оценки для оператора R. Считаем, что ~αi ∈ BR2 , i = 1, 2. Из (36)

имеем

‖R(~α1)−R(~α2)‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c
r∑

i=1

‖Fi(~α1)− Fi(~α2)‖W̃ s0
p (0,τ)

.

Используем старые обозначения: vi, i = 1, 2, w̃ = v1 − v2, ki = ω1
i − ω2

i , ω
i
j ,

i = 1, 2, — решения задач (31), (32). Рассмотрим первое слагаемое в координате

Fi(~α1)− Fi(~α2). Оно записывается в виде

J1 =
1

ϕ(u0(t, bj))− ϕ(ψj)
ηn(t, 0)kjzn(t, 0),

где

ηn = −
√

1 + |∇γj |2
n∑

k,l=1

ãkl(y
j(z))nknl|zn=0.

Здесь nk = γizk(z′)/
√

1 + |∇γi|2 при k < n, nn = −1/
√

1 + |∇γi|2 и ãkl — стар-

шие коэффициенты оператора L, записанного в локальной системе координат

y. В силу леммы 2 и неравенства (56)

‖J1‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c1‖kizn(t, 0)‖
W̃

s0
p (0,τ)

≤ c2τβ1‖~α1 − ~α2‖W̃ s0
p (0,τ)

, (57)

где все постоянные не зависят от τ и β1 — положительная постоянная. Рассмот-

рим второе слагаемое

J2 =
1

ϕ(u0(t, bj))− ϕ(ψj)

n−1∑

m=1

ηm(t, 0)w̃zm(t, bj).

В силу леммы 2

‖J2‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c2
r∑

i=1

(‖w̃(t, xi(0))‖
W̃

s0
p (0,τ)

+ ‖∇z′w̃(t, xi(0))‖
W̃

s0
p (0,τ)

).

Здесь каждое из слагаемых оценивается одинаково. Оценка (39) влечет, что

‖w̃‖
W 1

p (B′
δ
;W̃

s0
p (0,τ))

≤ c‖w̃‖
W̃

s1,2s1
p (Sτ

1 )
≤ c1‖w̃‖W 1,2

p (Q+
τ ).

В силу теорем вложения (теорема 1.22 в [27])

‖∇z′w̃(t, xi(z))|z=0‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c2‖∇z′ϕi(w̃(t, xi(z′, 0)))‖
W s

p (B′
δ
;W̃

s0
p (0,τ))

,

при s ∈ ((n− 1)/p, 1). Далее, из вышеприведенных неравенств получим

c2‖∇z′ϕiw̃(t, xi(z′, 0))‖
W s

p (B′
δ
;W̃

s0
p (0,τ))

≤ c3‖∇z′ϕiw̃(t, xi(z′, 0))‖θ
W 1

p (B′
δ
;W̃

s0
p (0,τ))

‖∇z′ϕiw̃(t, xi(z′, 0))‖1−θ
W−1

p (B′
δ
;W̃

s0
p (0,τ))

≤ c4‖∇z′ϕi(w̃(t, xi(z))‖θ
W 1,2

p (Qτ
1 )
‖ϕiw̃(t, xi(z′, 0))‖1−θ

Lp(B′
δ
;W̃

s0
p (0,τ))

≤ c5‖∇z′ϕiw̃(t, xi(z′, 0))‖θ
W 1,2

p (Qτ
1 )
τ (1−θ)/2‖ϕiw̃(t, xi(z′, 0))‖1−θ

Lp(B′δ;W̃
s1
p (0,τ))

.
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Ссылаясь на лемму 1 и используя (52), получим оценку

‖∇z′w̃(t, xi(z))|z=0‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c6τβ2‖~α1 − ~α2‖W̃ s0
p (0,τ)

.

Аналогично оцениваются оставшиеся слагаемые в ‖J2‖, и можно сказать, что

‖J2‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c7τβ2‖~α1 − ~α2‖W̃ s0
p (0,τ)

(58)

для некоторой постоянной β2 > 0 и не зависящей от τ постоянной c7. Оконча-

тельная оценка, как вытекает из (57), (58), имеет вид

‖R(~α1)−R(~α2)‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c8τβ0‖~α1 − ~α2‖W̃ s0
p (0,τ)

,

где β0 = min(β1, β2) и постоянная c8 не зависит от τ . Возьмем τ2 ≤ τ1 такое, что

c8τ
β0

2 ≤ 1/2. В этом случае оператор R переводит шар BR2 в себя при τ ≤ τ2
и является в нем сжимающим. Следовательно, уравнение (35) имеет решение

~α ∈ W̃ s0
p (0, τ2). Найдено v как решение задачи (25)–(27).

Покажем выполнение (28). Возьмем равенства (26), записанные в системе

координат z и взятые в точке t, xi(0) (xi(0) = bi), и вычтем их из соответству-

ющих равенств (33). Используя равенство wj(t, 0) + w0(t, bj) = ψj , получим

ηn(t, 0)(wjzn(t, 0)− vzn(t, xj(0)))

+ (β0 + α)(ϕ(wj(t, 0) + w0(t, bj))− ϕ(v(t, bj) + w0(t, bj))) = 0, (59)

где i = 1, 2, . . . , r. Функция w0i = ϕiv удовлетворяет уравнению (30). Возьмем

в этом уравнении z′ = 0 и вычтем его из равенства (31). Получим равенства

wit(t, zn)− w0it(t, x
i(t, 0, zn))− cnn(t, 0, zn)(wiznzn − w0iznzn(t, xi(t, 0, zn))) = 0,

(60)

где i ≤ r. Функции wi(t, zn)−w0i(t, x
i(t, 0, zn)) удовлетворяют уравнениям (60),

начальному условию wi(t, zn)− w0i(t, x
i(t, 0, zn))|t=0 = 0, равенству (59) и

wi(t, zn)− w0i(t, x
i(t, 0, zn))|zn=δ1 = 0, i = 1, 2, . . . , r.

Для этой задачи справедлив аналог теоремы 1 (доказательство ничем не отлича-

ется), и тогда в силу единственности решений смешанной начально-краевой за-

дачи wi(t, zn) = w0i(t, x
i(t, 0, zn)). Следовательно, w0i(t, x

i(0)) = v(t, xi(0)) = ψ̃i
для всех i. Поскольку локально по времени задача сводится к уравнению со

сжимающим оператором, утверждение о единственности решений здесь оче-

видно.
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