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1. Введение

Преобразование Лапласа широко используется при исследовании диффе-

ренциальных уравнений и связанных с ними задач, в частности, задачи Коши.

Статья Ю. И. Любича [1] является убедительным подтверждением тому.

Задаче Коши для уравнений соболевского типа посвящено много работ (см.

[2–4] и литературу в них). Работ, в которых рассматривалась разрешимость

задачи Коши для уравнений соболевского типа с постоянными коэффициентами

в классах функций, растущих на бесконечности, сравнительно немного (см. [5–

11] и литературу в них).

В настоящей работе преобразование Лапласа обобщенных функций приме-

няется для построения обобщенного решения задачи Коши

P (Dx, ∂t)u ≡
m∑

k=0

Pk(Dx)∂
k
t u = f, x ∈ Rn, t ≥ 0, (1.1)

∂kt u
∣∣
t=0

= gk, k = 0, . . . ,m− 1, (1.2)

где

Dx = (Dx1 , . . . , Dxn), Dxk
= −i ∂

∂xk
, ∂t =

∂

∂t
, Pk(σ), k = 0, . . . ,m,

— многочлены c комплексными коэффициентами.

Предполагается, что многочлен Pm(σ) имеет вещественные нули, т. е. урав-

нение (1.1) является уравнением соболевского типа. Так называют уравнения,
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не разрешенные относительно старшей производной по выделенной переменной.

Исследование задач для таких уравнений начато С. Л. Соболевым в [12].

Обобщенным решением задачи Коши (1.1), (1.2) называют семейство обоб-

щенных функций u(t), t ≥ 0, гладко зависящее от t и удовлетворяющее (1.1),

(1.2) в обобщенном смысле [13]:

m∑

k=0

dk(Pk(Dx)u(t), ϕ)

dtk
= (f, ϕ),

dk(u(t), ϕ)

dtk

∣∣∣∣
t=0

= (gk, ϕ), k = 0, . . . ,m− 1,

где ϕ — произвольная функция основного пространства. Такое решение будем

называть сильным обобщенным решением задачи Коши (1.1), (1.2).

Слабым обобщенным решением задачи Коши (1.1), (1.2) будем называть

обобщенную функцию u в Rn+1, suppu ⊂ Rn+1

+ = {(x, t) : x ∈ Rn, t ≥ 0},
удовлетворяющую уравнению

P (Dx, ∂t)u = f +

m−1∑

j=0

m−j−1∑

k=0

Pj+k+1(Dx)gk ⊗ δ(j)t , (1.3)

где f — обобщенная функция в Rn+1, supp f ⊂ Rn+1

+ .

Если к обобщенным функциям u и f в (1.3) можно применить преобразо-

вание Фурье — Лапласа, т. е. применить преобразование Фурье по простран-

ственным переменным и преобразование Лапласа по выделенной переменной, то

построение решения уравнения (1.3) сводится к построению решения уравнения

P (σ, λ)û(λ) = f̂(λ) +

m−1∑

j=0

m−j−1∑

k=0

Pj+k+1(σ)ĝkλ
j , (1.4)

где û(λ), f̂(λ) — преобразование Фурье — Лапласа обобщенных функций u и f .

Целью настоящей работы является исследование разрешимости уравнения

(1.3) в пространствах обобщенных функций, определенных на основе простран-

ства обобщенных функций медленного роста и его подпространств. Вводятся

пространства обобщенных функций, отражающие анизотропную регулярность

и анизотропный рост их элементов на бесконечности, дается определение преоб-

разования Лапласа в этих пространствах, доказываются его свойства и теорема

обращения, применяется преобразование Лапласа для построения слабых обоб-

щенных решений задачи Коши (1.1), (1.2) с использованием уравнения (1.4).

Основы теории преобразования Лапласа обобщенных функций заложены

Л. Шварцем и Лионсом. Элементы теории преобразования Лапласа обобщен-

ных функций медленного роста, носители которых содержатся в замкнутом,

выпуклом, остром конусе в Rn с вершиной в точке 0, и примеры ее применения

в математической физике изложены в [14]. Теория преобразования Лапласа в

специально конструируемых пространствах основных и обобщенных функций

представлена в [15], в одномерном случае подробно, в многомерном — конспек-

тивно.

В данной работе рассмотрение преобразования Лапласа обобщенных функ-

ций ориентировано на его применение к исследованию разрешимости задачи

Коши (1.1), (1.2) в классах функций, растущих на бесконечности. В опреде-

ленной степени в ней реализовано обобщение теории преобразования Лапласа

векторнозначных функций, широко используемой в теории абстрактной задачи

Коши (см., например, [1„ 16, 17]), на случай обобщенных функций.
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Преобразование Лапласа обобщенных функций применено в работе для до-

казательства существования обобщенных решений задачи Коши (1.1), (1.2), су-

щественно усиливает результаты, полученные автором в [7–11].

Будем предполагать, что уравнение (1.1) удовлетворяет условию Петров-

ского [18] в такой форме:

(∃γ ∈ R)(Reλ(σ) ≤ γ, если P (σ, λ(σ)) = 0, σ ∈ Rn\N), (P)

гдеN — множество общих вещественных нулей многочленов Pk(σ), k = 0, . . . ,m.

Если N = ∅, то это условие эквивалентно условию

(∃γ ∈ R)(P (σ, λ) 6= 0, σ ∈ Rn, Reλ > γ). (P′)

Как показано в [7], условие N = ∅ является необходимым и достаточным

условием единственности решения задачи Коши (1.1), (1.2) в классе обобщенных

функций медленного роста. Этот факт отражает существенные различия в

исследовании задачи Коши (1.1), (1.2) при N = ∅ и N 6= ∅.

Существование слабого обобщенного решения характеристической задачи

Коши в пространстве обобщенных функций конечной регулярности D′F (Rn+1) с

носителем в R
n+1

+ для уравнения (1.1), правая часть которого принадлежит это-

му пространству, доказано Хермандером (см. [19, теорема 12.8.1]) при выпол-

нении условия, более слабого, чем условие Петровского. Доказательство это-

го фундаментального результата существенно связано с особенностями свойств

пространства D′F (Rn+1), в частности, при решении проблемы деления, и не

позволяет отслеживать рост на бесконечности и регулярность решения в зави-

симости от свойств правой части в уравнении (1.1).

В настоящей работе приведены достаточные условия существования сла-

бых обобщенных решений задачи Коши (1.1), (1.2) в пространствах, постро-

енных на основе пространства обобщенных функций медленного роста и его

подпространств, учитывающих регулярность и поведение на бесконечности на-

чальных данных и правой части уравнения (1.1). В частности, для уравнения

(1.1), удовлетворяющего условию

N = {σ1, . . . , σp}, (D)

доказано существование слабого обобщенного решения задачи Коши (1.1), (1.2)

для любых начальных данных из пространства S′(Rn) и любых обобщенных

функций f из указанных пространств.

Условиям (P) и (D) удовлетворяют многие линейные уравнения соболев-

ского типа, возникающие в приложениях, в частности, уравнение Соболева,

уравнение медленных волн Россби, уравнение динамики стратифицированной

жидкости и др.

С помощью преобразования Фурье — Лапласа построение слабого обобщен-

ного решения задачи Коши (1.1), (1.2) сводится к построению решения урав-

нения (1.4), существенной особенностью которого является обращение в нуль

многочлена P (σ, λ) при σ ∈ N , λ ∈ �γ = {λ ∈ C : Reλ > γ}. Поэтому основная

трудность в нахождении решения уравнения (1.4) состоит в решении задачи о

делении обобщенной функции из S′(Rn), голоморфно зависящей от параметра,

на многочлен P (σ, λ), имеющий вещественные нули. Эта задача рассмотрена в

[20]. Полученный в ней результат применяется в данной работе для построения

слабого обобщенного решения задачи (1.1), (1.2) в шкале пространств, учитыва-

ющих регулярность и поведение на бесконечности рассматриваемых функций.
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Для уравнения (1.1), удовлетворяющего условию (P′), построение слабо-

го обобщенного решения задачи Коши в работе основано на описании мульти-

пликаторов в рассматриваемых функциональных пространствах и получении

оценок для производных функции P−1(σ, λ).

Полученные результаты являются основой для построения сильных обоб-

щенных решений задачи Коши (1.1), (1.2). Речь идет о поиске условий на на-

чальные данные и правую часть уравнения (1.1), обеспечивающих существова-

ние у слабых обобщенных решений следов на гиперплоскостях t = const, гладко

зависящих от t, и принятие начальных данных в (1.2). Некоторые результаты

в этом направлении содержатся в [7–11].

2. Функциональные пространства

и мультипликаторы в них

Пространство обобщенных функций медленного роста S′ = S′(Rn) является

пространством линейных непрерывных функционалов над основным простран-

ством S(Rn), состоящим из бесконечно дифференцируемых функций ϕ(x), для

которых конечны полунормы

‖ϕ(x)‖l,k = sup
x∈Rn

[
(1 + |x|)l

∑

|α|≤k

∣∣Dα
xϕ(x)

∣∣
]
, l, k = 0, 1, 2, . . . .

Рассмотрим семейство подпространств S′, зависящих от параметров s и l:

Hs
l =

{
f ∈ S′ : ‖f‖sl ≡

[∫
(1 + |σ|2)s|Fx((1 + |x|2)l/2f)|2 dσ

]1/2
< +∞

}
,

где Fxg — преобразование Фурье обобщенной функции g ∈ S′ [18]. Это двупа-

раметрическое семейство пространств является семейством гильбертовых про-

странств и обладает следующими свойствами:

1) сопряженное к пространству Hs
l изоморфно пространству H−s−l ;

2) пространстваHs
l и H l

s двойственны относительно преобразования Фурье;

3) S′ является индуктивным пределом семейства пространств Hs
l .

Из свойства 3 следует, что для любой обобщенной функции g ∈ S′ суще-

ствуют числа s и l такие, что g ∈ Hs
l .

Пространство Hs
l можно рассматривать как пополнение S(Rn) по указан-

ной норме. Следовательно, пространство S(Rn) плотно в Hs
l .

При целых неотрицательных l пространство H l
0 совпадает с пространством

Соболева W l
2, в частности, H0

0 = L2.

Как показано в [18], f ∈ H l
s тогда и только тогда, когда справедливы ра-

венства

f = (1 + |σ|2)− s
2 (1 + |D|2)− l

2h = (1 + |D|2)− l
2 (1 + |σ|2)− s

2 g, (2.1)

где через (1 + |D|2)− l
2 обозначен псевдодифференциальный оператор, символ

которого равен (1 + |x|2)− l
2 , h ∈ L2, g ∈ L2 и

‖h‖L2 = ‖g‖L2 = ‖f‖ls.

Через Crl , r ∈ Z+, l ∈ R, обозначим пространство непрерывно дифферен-

цируемых функций ϕ до порядка r с конечной нормой

|ϕ|rl = sup
x∈Rn, |α|≤r

|(1 + |x|2) l
2 ∂αϕ(x)|.
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Пространство Crl банахово. Связь шкал пространств
{
Crl
}

и
{
Hs
l

}
отра-

жают неравенства [18]

‖ϕ‖rl−p ≤ c1|ϕ|rl ≤ c2‖ϕ‖r+ql , p, q >
n

2
. (2.2)

Через Cr[γ](R+, H
l
s), r ∈ Z+, γ ∈ R, обозначим множество r раз непрерывно

дифференцируемых отображений υ(t) замкнутой полуоси R+ = {t ∈ R : t ≥ 0}
в гильбертово пространство H l

s с конечной нормой

|||υ(t)|||Cr
[γ]

(R+,Hl
s)

= sup
t∈R+, 0≤ν≤r

[
e−γt

∥∥∥∥
dνυ(t)

dtν

∥∥∥∥
l

s

]
.

Пространство Cr[γ](R+, H
l
s) банахово. Преобразование Фурье по простран-

ственным переменным отображает изоморфно пространство Cr[γ]

(
R+, H

l
s

)
на

Cr[γ]

(
R+, H

s
l

)
.

Через D(Rn) обозначают множество бесконечно дифференцируемых функ-

ций с компактным носителем, а через D′(Rn) — пространство, состоящее из

линейных форм на D(Rn) таких, что для всякого компакта K ⊂ Rn существу-

ют постоянные C(K), p(K), удовлетворяющие неравенству

|(f, ϕ)| ≤ C(K)
∑

|α|≤p(K)

sup
σ∈K
|∂αϕ(σ)|, ϕ ∈ D(Rn), suppϕ ⊂ K.

ЧерезE′+(Rn) будем обозначать множество обобщенных функций простран-

ства E′(Rn), где E(Rn) — некоторое пространство основных функций, носители

которых содержатся в полупространстве R
n

+.

Через H (G,E′) обозначим множество голоморфных функций со значени-

ями в пространстве обобщенных функций E′, определенных в области G ⊂ C:

H (G,E′) = {f(λ) ∈ E′, λ ∈ G; ∀ϕ ∈ E (f(λ), ϕ) ∈H (G)},
где H (G) — пространство функций, голоморфных в области G.

Для исследования слабых обобщенных решений задачи Коши (1.1), (1.2)

рассмотрим функциональные пространства обобщенных функций, носители ко-

торых содержатся в полупространстве.

Через S′+(R, S′(Rn)) обозначим множество, состоящее из обобщенных функ-

ций f ∈ S′(Rn+1), удовлетворяющих условиям:

1) supp f ⊂ Rn+1

+ ;

2) для любой функции ψ ∈ S(R) имеет место включение fψ = (f, (·)ψ) ∈
S′(Rn), т. е. существуют числа l, s ∈ R такие, что для любой функции ϕ ∈ S(Rn)
справедливо неравенство

|(fψ, ϕ)| ≡ |(f, ϕψ)| ≤ cls(ψ)‖ϕ‖ls; (2.3)

3) последовательность fψk
сходится к fψ в слабой топологии пространства

S′(Rn), если последовательность функций ψk(t) ∈ S(R) сходится к ψ в S(R).

Так как

S′(Rn+1) = ind lim
l,s
H l
s(R

n+1),

то для любой обобщенной функции f ∈ S′+(R, S′(Rn)) существуют числа l и s

такие, что f ∈ H l
s+(Rn+1), где

H l
s+(Rn+1) =

{
f ∈ H l

s(R
n+1) : supp f ⊂ Rn+1

+

}
.

Следовательно, для любых ϕ ∈ S(Rn) и ψ ∈ S(R) справедливо неравенство

|(f, ϕψ)| ≤ ‖f‖ls‖ϕψ‖−l−s. (2.4)
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Лемма 2.1. Для любых функций ϕ ∈ S(Rn) и ψ ∈ S(R) при l ∈ R+, s ∈ R
справедливо неравенство

‖ϕ(σ)ψ(t)‖ls ≤ C‖ϕ(σ)‖ls‖ψ(t)‖θ(l)s′ , (2.5)

где s′ =

{
s, если s ≥ 0,

0, если s < 0,
θ(l) =

{
l, если l ∈ Z+,

[l] + 1, если l ∈ R+\Z+.

Доказательство. Если l ∈ Z+, то, пользуясь оценкой нормы в H l
s, при-

веденной в [8, лемма 2.1], получим неравенство

‖ϕ(σ)ψ(t)‖ls ≤ C1

(∑

|α|≤l

∫
(1 + |σ|2 + t2)s|∂α(ϕ(σ)ψ(t))|2 dσdt

) 1
2

.

При s ≥ 0 из полученной оценки следует неравенство

‖ϕ(σ)ψ(t)‖ls

≤ C2

( ∑

|(α′αn+1)|≤l

∫
(1 + |σ|2)s|∂α′ϕ(σ)|2(1 + t2)s|∂αn+1ψ(t)|2 dσdt

) 1
2

= C2

( ∑

|(α′αn+1)|≤l

∫
(1 + |σ|2)s|∂α′ϕ(σ)|2 dσ ·

∫
(1 + t2)s|∂αn+1ψ(t)|2 dt

) 1
2

≤ C3‖ϕ(σ)‖ls max
αn+1≤l

(∫
(1 + t2)s|∂αn+1ψ(t)|2 dt

) 1
2

≤ C4‖ϕ‖ls‖ψ‖ls.

Аналогичные рассуждения при s < 0 с использованием неравенства

(1 + |σ|2 + t2)s ≤ (1 + |σ|2)s

приводят к неравенству

‖ϕ(σ)ψ(t)‖ls ≤ C′4‖ϕ‖ls‖ψ‖l0.

Следовательно, при l ∈ Z+, s ∈ R неравенство (2.5) справедливо.

К произвольным l ∈ R+ можно перейти с помощью интерполяции. Ме-

тод построения интерполяционных пространств между двумя гильбертовыми

пространствами, предложенный Лионсом (см., например, [21]), примененный к

пространствам Hm+1
s и Hm

s , m ∈ Z+, дает пространства Hm+1−θ
s , 0 ≤ θ ≤ 1.

Неравенство (2.5) выражает непрерывность оператора изH l
s(R

n) вH l
s(R

n+1),

который элементам ϕ пространства H l
s(R

n) ставит в соответствие элементы ϕψ
пространстваH l

s(R
n+1), где ψ ∈ S(R). Выше доказано, что этот оператор непре-

рывен при l ∈ Z+ и справедливо неравенство

‖ϕ(σ)ψ(t)‖ls ≤ C′‖ϕ(σ)‖ls‖ψ(t)‖ls′ ,

где s′ = s, если s ≥ 0, и s′ = 0, если s < 0.

На основании теоремы об интерполяции (см. [21, гл. I, теорема 5.1]) он

непрерывен для любого l ∈ R+ и неравенство (2.5) справедливо. Лемма дока-

зана.

Если в определении пространства S′+(R, S′(Rn)) заменить S′(Rn) его под-

пространством H l
s(R

n), то получим определение пространства S′+
(
R, H l

s(R
n)
)
.

При этом последовательность обобщенных функций fψk
сходится к fψ по норме
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пространства H l
s, если последовательность функций ψk ∈ S(R) сходится к ψ в

S(R).

Пусть f ∈ S′+
(
R, H l

s(R
n)
)
. Тогда для любой функции ψ ∈ S(R) опреде-

лена функция fψ ∈ H l
s(R

n). Следовательно, для любой функции ϕ ∈ S(Rn)
выполняется неравенство

|(fψ, ϕ)| ≤ ‖fψ‖ls‖ϕ‖−l−s. (2.6)

Лемма 2.2. Справедливо равенство

S′+(R, S′(Rn)) =
⋃

s,l

S′+
(
R, H l

s(R
n)
)
. (2.7)

Доказательство. Так как S′+
(
R, H l

s(R
n)
)
⊂ S′+(R, S′(Rn)) по определе-

нию, достаточно показать, что для любой f ∈ S′+(R, S′(Rn)) существуют числа

l и s такие, что f ∈ S′+
(
R, H l

s(R
n)
)
.

Как отмечено выше, для любой обобщенной функции f ∈ S′+(R, S′(Rn))

существуют числа l и s такие, что f ∈ H l
s(R

n+1) и справедливо неравенство

(2.4).

Если l ≤ 0, то из неравенств (2.4) и (2.5) следует неравенство

|(fψ, ϕ)| ≤ C‖f‖ls‖ϕ(σ)‖−l−s‖ψ(t)‖θ(−l)−s′ .

Из этого неравенства следует, что для любой функции ψ ∈ S(R) обобщенная

функция fψ ∈ S′(Rn) может быть продолжена по непрерывности на простран-

ство H−l−s(R
n), т. е. fψ ∈ H l

s и справедливо неравенство

‖fψ‖ls ≤ C‖f‖ls‖ψ‖
θ(−l)
−s′ . (2.8)

Из неравенства (2.8) вытекает, что последовательность обобщенных функ-

ций fψk
сходится к fψ в H l

s(R
n), если последовательность ψk(t) ∈ S(R) сходится

к ψ(t) в пространстве S(R). Следовательно, при l ≤ 0 будет f ∈ S′+
(
R, H l

s(R
n)
)
.

Если l > 0 и f ∈ H l
s+(Rn+1), то справедливо включение

(1 + |σ|2 + t2)
s
2 (1 + |Dσ|2)

l
2 f(σ, t) ∈ L2(R

n+1).

Применяя теорему Фубини и неравенство Коши — Буняковского, для про-

извольных ϕ ∈ S(Rn) и ψ ∈ S(R) получим

|(fψ, ϕ)| = |(f, ϕψ)| = |((1 + |Dσ|2)
l
2 f, (1 + |Dσ|2)−

l
2ϕ(σ)ψ(t)|)

=

∣∣∣∣
∫

(1 + |σ|2) s
2 (1 + |Dσ|2)

l
2 f(σ, t)(1 + |σ|2)− s

2 (1 + |Dσ|2)−
l
2ϕ(σ)ψ(t) dσdt

∣∣∣∣

≤
∫ ∣∣∣∣
∫

(1 + |σ|2) s
2 (1 + |Dσ|2)

l
2 f(σ, t)(1 + |σ|2)− s

2 (1 + |Dσ|2)−
l
2ϕ(σ) dσ

∣∣∣∣ |ψ(t)| dt

≤
∫ (∫

|(1 + |σ|2) s
2 (1 + |Dσ|2)

l
2 f(σ, t)|2 dσ

) 1
2

×
(∫
|(1 + |σ|2)− s

2 (1 + |Dσ|2)−
l
2ϕ(σ)|2 dσ

) 1
2

|ψ(t)| dt

≤ ‖ϕ‖−l−s
∫ (∫

|(1 + |σ|2) s
2 (1 + |Dσ|2)

l
2 f(σ, t)|2 dσ

) 1
2

|ψ(t)| dt.
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Дальнейшее оценивание зависит от знака s. Если s ≤ 0, то справедливо

неравенство

(1 + |σ|2) s
2 (1 + t2)

s
2 ≤ (1 + |σ|2 + t2)

s
2 .

Используя это неравенство, получим оценку

|(fψ, ϕ)| ≤ ‖ϕ‖−l−s‖ψ‖0−s
(∫
|(1 + |σ|2 + t2)

s
2 (1 + |Dσ|2)

l
2 f(σ, t)|2 dσdt

) 1
2

.

Следовательно, при s ≤ 0 справедливо неравенство

|(fψ, ϕ)| ≤ C(f)‖ψ‖0−s‖ϕ‖−l−s,

где

C(f) =

(∫
|(1 + |σ|2 + t2)

s
2 (1 + |Dσ|2)

l
2 f(σ, t)|2 dσdt

) 1
2

.

Если s > 0, то справедливо неравенство

(1 + |σ|2) s
2 ≤ (1 + |σ|2 + t2)

s
2 .

Используя это неравенство, получим аналогичную оценку при s > 0:

|(fψ , ϕ)| ≤ C(f)‖ψ‖00‖ϕ‖−l−s.

Следовательно, при l > 0 обобщенная функция fψ может быть продолжена

по непрерывности на пространство H−l−s(R
n), т. е. fψ ∈ H l

s(R
n) и справедливо

неравенство

‖fψ‖ls ≤ C(f)‖ψ‖0s′ , (2.9)

где s′ = 0, если s > 0, и s′ = −s, если s ≤ 0.

Из этого неравенства следует непрерывная зависимость fψ от ψ ∈ S(R),

т. е. при l > 0 будет f ∈ S′+
(
R, H l

s(R
n)
)
. Лемма доказана.

Обозначим через S′[γ](R, S
′(Rn)) множество таких обобщенных функций f ∈

D′+(R, S′(Rn)), что e−γtf ∈ S′+(R, S′(Rn)), т. е. f = eγtg, g ∈ S′+(R, S′(Rn)).

Пространство S′[γ](R, S
′(Rn)) инвариантно относительно дифференцирова-

ния. Это следует из описания элементов пространства S′[γ](R, S
′(Rn)) и равен-

ства
∂f

∂t
= γeγtg + eγt

∂g

∂t
= eγt

(
γg +

∂g

∂t

)
.

Аналогично определяются пространства S′[γ]

(
R, H l

s(R
n)
)
:

S′[γ](R, H
l
s(R

n)) =
{
f ∈ S′[γ](R, S

′(Rn) : e−γtf ∈ S′+
(
R, H l

s(R
n)
)}
.

Умножение на бесконечно дифференцируемую функцию a(σ) является ли-

нейным непрерывным отображением пространства S′ в себя, т. е. функция a(σ)

является мультипликатором в пространстве S′ тогда и только тогда, когда для

всех α ∈ Zn+ выполняются неравенства

|∂αa(σ)| ≤ cα(1 + |σ|)q(α), σ ∈ Rn, (2.10)

где cα > 0, q(α) — числа, зависящие от производной функции a(σ) порядка α
(см. [18]).

Так как S′ является объединением пространствH l
s, l, s ∈ R, то представляет

интерес описание действия мультипликатора a(σ) в шкале пространств H l
s.
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Теорема 2.1. Умножение на функцию a(σ), удовлетворяющую неравен-
ствам (2.10), является непрерывным отображением из пространстваH l

s, l, s ∈ R,
в H l

s−q(l), где

q(l) = max
|α|≤ν(l)

q(α), ν(l) =

{ |l|, если l ∈ Z,
[|l|] + 1, если l /∈ Z,

и для любой обобщенной функции g ∈ H l
s справедливо неравенство

‖a(σ)g‖ls−q(l) ≤ C( max
|α|≤ν(l)

cα)‖g‖ls, (2.11),

где C > 0 — некоторое число, не зависящее от функции a(σ).

Доказательство теоремы 2.1 приведено в [8]. В нем используются только

производные функции a(σ) и их оценки до порядка ν(l). Поэтому справедливо

следующее утверждение.

Следствие 2.1. Умножение на функцию a(σ) ∈ Cν(l)(Rn), удовлетворяю-
щую неравенствам (2.10) при |α| ≤ ν(l), является непрерывным отображением
из пространства H l

s, l, s ∈ R, в пространство H l
s−q(l) и справедливо неравенство

(2.11).

Приведенное утверждение означает, что функция a(σ) ∈ Cν(l)(Rn), удовле-

творяющая неравенствам (2.10) при |α| ≤ ν(l), является мультипликатором в

H l
−∞ =

⋃
s
H l
s.

Рассмотрим семейство функций a(σ, λ), σ ∈ Rn, λ ∈ G ⊂ C, непрерывно

дифференцируемых по σ до порядка ν ∈ Z+ при каждом λ ∈ G, голоморф-

ных по переменной λ в области G вместе с производными по σ до порядка ν и

удовлетворяющих неравенствам

|∂αa(σ, λ)| ≤ cα(1 + |λ|)p(α)(1 + |σ|)q(α), |α| ≤ ν, λ ∈ G, σ ∈ Rn, (2.12)

где cα > 0, p(α), q(α) — некоторые числа, зависящие от α.

Теорема 2.2. Умножение на функцию a(σ, λ), удовлетворяющую неравен-
ствам (2.12) при ν = ν(l), l ∈ R, является непрерывным отображением простран-
ства H

(
G,H l

s

)
, s ∈ R, в пространство H

(
G,H l

s−q(l)

)
и для любой функции

f(λ) ∈H
(
G,H l

s

)
справедливо неравенство

‖a(σ, λ)f(λ)‖ls−q(l) ≤ Cl(1 + |λ|)p(l)‖f(λ)‖ls, (2.13)

где Cl > 0 — некоторое число, p(l) = max
|α|≤ν(l)

p(α).

Доказательство. Из условия теоремы и теоремы 2.1 следует, что обоб-

щенная функция a(σ, λ)f(λ) при каждом λ ∈ G принадлежит пространству

H l
s−q(l) и справедливо неравенство (2.13).

Докажем голоморфность функции a(σ, λ)f(λ). Для произвольной точки

λ0 ∈ G функцию f(λ) ∈ H (G,H l
s) в некотором замкнутом круге Vr(λ0) можно

представить в виде

f(λ) =

∞∑

m=0

fm(λ0)(λ − λ0)
m, λ ∈ Vr(λ0),
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где fm(λ0) ∈ H l
s и справедливы неравенства

‖fm(λ0)‖ls ≤
M

rm
, M = max

λ∈Vr(λ0)
‖f(λ)‖ls, m = 0, 1, . . . . (2.14)

Аналогичное представление в круге Vr(λ0) имеет голоморфная в области G
функция a(σ, λ), гладко зависящая от σ ∈ Rn:

a(σ, λ) =

∞∑

k=0

ak(σ, λ0)(λ− λ0)
k, λ ∈ Vr(λ0),

где ak(σ, λ0) ∈ Cν(l)(Rn). Это следует из интегрального представления функции

ak(σ, λ0):

ak(σ, λ0) =
1

2πi

∫

|λ−λ0|=r

a(σ, λ)

(λ− λ0)k+1
dλ.

Пользуясь этим представлением и неравенствами (2.12), получим оценки

производных по σ функций ak(σ, λ0):

|∂αak(σ, λ0)| ≤
1

2π

∫

|λ−λ0|=r

|∂αa(σ, λ)| |dλ|
rk+1

≤ C′α(1 + |σ|)q(α) 1

rk+1

∫

|λ−λ0|=r

(1 + |λ|)p(α) |dλ| ≤ C′′α(1 + |λ0|)p(α)(1 + |σ|)q(α) 1

rk
,

(2.15)

где C′α, C′′α(r) — числа, не зависящие от k. Следовательно, функции ak(σ, λ0),

k = 0, 1, . . . , удовлетворяют условию следствия 2.1.

Из следствия 2.1 и неравенств (2.15) при r < 1 следует неравенство

‖ak(σ, λ0)fm(λ0)‖ls−q(l) ≤ Cl
1

rk
(1 + |λ0|)p(l)‖fm(λ0)‖ls.

Из этого неравенства и неравенства (2.14) следует, что обобщенная функция

gτ (λ0) =
∑

m+k=τ

ak(σ, λ0)fm(λ0)

принадлежит пространству H l
s−q(l) и справедливо неравенство

‖gτ (λ0)‖ls−q(l) ≤
C̃l
rτ1

(1 + |λ0|)p(l) max
λ∈Vr(λ0)

‖f(λ)‖ls, r1 < r.

Следовательно, внутри круга Vr1(λ0) сходится ряд

F (λ) =

∞∑

τ=0

gτ (λ0)(λ − λ0)
τ .

Из равенства a(σ, λ)f(λ) = F (λ) вытекает, что a(σ, λ)f(λ) ∈H
(
G,H l

s−q(l)

)
.

Непрерывная зависимость a(σ, λ)f(λ) от f(λ) ∈ H
(
G,H l

s

)
следует из неравен-

ства (2.13). Теорема доказана.

Важным примером функции a(σ, λ), удовлетворяющей неравенствам (2.12),

является функция P−1(σ, λ), где P (σ, λ) — многочлен, удовлетворяющий усло-

вию (P ′). Из этого условия следует, что функция P−1(σ, λ) является бесконеч-

но дифференцируемой по переменной σ ∈ Rn и голоморфной по переменной

λ ∈ �γ .
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Теорема 2.3. Если многочлен P (σ, λ) удовлетворяет условию (P′), то спра-
ведливо неравенство

1

|P (σ, λ)| ≤ C(1 + |λ|)p(1 + |σ|)q, (σ, λ) ∈ Rn ×�γ′ , (2.16)

где C(γ′) > 0, p, q — некоторые числа, γ′ > γ.

Теорема 2.3 является частным случаем теоремы 3.3 в [22], доказанной с

помощью оценки модуля многочлена от вещественных переменных (см. [23,

§ 21.4, теорема А.3]).

Обобщением теоремы 2.3 является следующее утверждение.

Теорема 2.4. Если многочлен P (σ, λ) удовлетворяет условию (P′), то для
любого α ∈ Zn+ справедливо неравенство∣∣∣∣∂

α 1

P (σ, λ)

∣∣∣∣ ≤ Cα(γ′)(1 + |σ|)q(α)(1 + |λ|)p(α), (σ, λ) ∈ Rn ×�γ′ , (2.17)

где Cα(γ′) > 0, q(α) = |α|(q + degσ P (σ, λ)) + q, p(α) = |α|(p+m) + p, γ′ > γ.

Доказательство. При |α| = 0 неравенство (2.17) справедливо, так как

совпадает с неравенством (2.16). Предположим, что неравенство (2.17) спра-

ведливо для всех β ∈ Zn+, |β| ≤ k и α′ = α+ γi, |α| = k, |γi| = 1.

Воспользовавшись формулой Лейбница и предположением, получим∣∣∣∣∂
α′ 1

P (σ, λ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂
α

(
∂iP (σ, λ)

P 2(σ, λ)

)∣∣∣∣ ≤ c
′
α

∑

β≤α

∣∣∣∣∂
α−β 1

P (σ, λ)

∣∣∣∣
∣∣∣∣∂
β ∂iP (σ, λ)

P (σ, λ)

∣∣∣∣

≤ c′′α
∑

β≤α

∣∣∣∣∂
α−β 1

P (σ, λ)

∣∣∣∣
∑

γ≤β

∣∣∣∣∂
β−γ 1

P (σ, λ)

∣∣∣∣ |∂
γ∂iP (σ, λ)|

≤ c′′′α
∑

β≤α, γ≤β

(1 + |σ|)q(α−β)+q(β−γ)+degσ P (σ,λ)(1 + |λ|)p(α−β)+p(β−γ)+m

≤ cα′(1 + |σ|)q̃(α′)(1 + |λ|)p̃(α′),
где

q̃(α′) = sup
β≤α, γ≤β

(q(α − β) + q(β − γ) + degσ P (σ, λ))

= sup
β≤α, γ≤β

[(|α| − |β|)(q + degσ P (σ, λ)) + q + (|β| − |γ|)(q + degσ P (σ, λ)) + q

+ degσ P (σ, λ)] = |α′|(q + degσ P (σ, λ)) + q = q(α′),

p̃(α′) = sup
β≤α : : γ≤β

(p(α− β) + p(β − γ) +m)

= sup
γ≤α

[(|α| − |γ|+ 1)(p+m) + p] = |α′|(p+m) + p = p(α′).

Следовательно, неравенство (2.17) справедливо. Теорема доказана.

3. Преобразование Лапласа

обобщенных функций и его свойства

Определение преобразования Лапласа обобщенных функций, носители ко-

торых содержатся в полупространстве R
n+1

+ , основано на определении преобра-

зования Лапласа скалярных функций f(t), t ≥ 0, по формуле

f̂(λ) =

∞∫

0

f(t)e−λt dt.
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Если e−γt|f(t)| < C, t ≥ 0, то преобразование Лапласа f̂(λ) функции f(t)
определено и является голоморфной функцией в полуплоскости �γ .

Приведенное определение преобразования Лапласа обобщается на случай

векторнозначных функций со значениями в банаховых и локально выпуклых

пространствах. Это обобщение находит применение в теории абстрактной за-

дачи Коши (см. [1, 16, 17, 24]).

Такой же подход может быть использован для определения преобразования

Лапласа обобщенных функций, носители которых содержатся в полупростран-

стве R
n+1

+ .

Пусть f ∈ S′[γ](R, S
′(Rn)). Рассмотрим обобщенную функцию f̂(λ), λ ∈ �γ ,

определенную равенством

(f̂(λ), ϕ) ≡ (e−γtf, ϕηε(t)e
(γ−λ)t), ϕ ∈ S(Rn), (3.1)

где ηε(t) ∈ C∞(R), ηε(t) =

{
1, t ≥ 0,

0, t < −ε.
Так как ϕ(σ)ηε(t)e

(γ−λ)t ∈ S(Rn+1), λ ∈ �γ и e−γtf ∈ S′+(R, S′(Rn)), то

правая часть в (3.1) определена и непрерывна в S(Rn). Следовательно, f̂(λ) ∈
S′(Rn), λ ∈ �γ .

Независимость f̂(λ) от ε следует из того, что функция ηε1(t)− ηε2(t) обра-

щается в нуль вместе с производными любого порядка при t ≥ 0, а supp e−γtf ⊂
R
n+1

+ . Поэтому справедливо равенство

(e−γtf, ϕ(ηε1(t)− ηε2(t))e(γ−λ)t) = 0, ϕ ∈ S(Rn). (3.2)

Для его доказательства рассмотрим разбиение единицы {ϕi, �i},
⋃
i
�i =

Rn+1, �i ⋐ Rn+1. Тогда ϕie
−γtf ∈ E ′(Rn+1) и suppϕie

−γtf = suppϕi ∩ R
n+1

+ =

Ki ⋐ R
n+1

+ . По теореме 2.3.3 из [25] (ϕie
−γtf, ϕ(ηε1 (t) − ηε2 (t))e(γ−λ)t) = 0 для

любой функции ϕ ∈ S(Rn). Следовательно, равенство (3.2) справедливо, т. е.

значение правой части в (3.1) от ε не зависит. А это означает, что оно не зависит

от значений функции ηε(t) при t < 0.

Функция f̂(λ) ∈ S′(Rn), λ ∈ �γ , называется преобразованием Лапласа обоб-

щенной функции f ∈ S′[γ](R, S
′(Rn)) и обозначается через Lf .

Теорема 3.1. Если обобщенная функция f принадлежит S′[γ](R, S
′(Rn)),

то ее преобразование Лапласа f̂(λ) принадлежит пространству H (�γ , S
′(Rn)).

Доказательство. Из равенства (3.1) при Re�λ > γ − Reλ, λ ∈ �γ , ϕ ∈
S(Rn) следуют равенства

(f̂(λ +�λ)− f̂(λ), ϕ) = (e−γtf, ϕ(σ)ηε(t)(e
(γ−(λ+�λ))t − e(γ−λ)t))

= (e−γtf, ϕ(σ)ηε(t)e
(γ−λ)t

(
−t�λ+

t2

2
e−θ(�λ)t(�λ)2)

)

= (e−γtf, ϕ(σ)ηε(t)(−t)e(γ−λ)t)�λ+

(
e−γtf, ϕ(σ)ηε(t)

t2

2
e(γ−(λ+θ(�λ)))t

)
(�λ)2,

где 0 ≤ θ = θ(�λ) ≤ 1.

Из определения пространства S′+(R, S′(Rn)) следует справедливость равен-

ства

lim
�λ→0

(
e−γtf, ϕ(σ)ηε(t)

t2

2
e(γ−(λ+θ(�λ)))t

)
=

(
e−γtf, ϕ(σ)ηε(t)

t2

2
e(γ−λ)t

)
.
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Следовательно, функция (f̂(λ), ϕ) дифференцируема по λ в полуплоскости �γ ,

т. е. обобщенная функция f̂(λ) голоморфна в полуплоскости �γ как функция

со значениями в локально выпуклом пространстве S′(Rn). Теорема доказана.

Согласно определению преобразования Лапласа обобщенной функции f ∈
S′[γ](R, S

′(Rn)) в (3.1) отображение f → f̂(λ) линейно. Это отображение обра-

тимо.

Теорема 3.2. Если f ∈ S′[γ](R, S
′(Rn)) и f̂(λ) = 0, λ ∈ �γ , то f = 0.

Доказательство. Предположим, что f 6= 0. Тогда существует функция

ϕ ∈ S(Rn) такая, что не равна нулю обобщенная функция gϕ ∈ S′[γ](R) : (gϕ, ψ) =

(f, ϕψ), ψ ∈ S(R).
Так как S′(R) =

⋃
l,s

H l
s, существуют числа l и s такие, что ~ϕ = e−γtgϕ ∈ H l

s.

Если l ≥ 0, то ~ϕ ∈ H0
l и справедливо равенство

(~ϕ, ηε(t)e
(γ−λ)(t)) = (ηε(t)e

(γ−Reλ)t~ϕ, e
−iηt),

η = Imλ, Reλ > γ. По построению ηε(t)e
(γ−Reλ)t~ϕ ∈ L1(R). По условию

левая часть полученного равенства равна нулю при Re λ > γ, а правая является

преобразованием Фурье функции из L1(R). Следовательно, ηε(t)~ϕ = 0. А тогда

gϕ = 0, так как supp gϕ ⊂ R+, что противоречит предположению.

Если l < 0, то ~ϕ ∈ H−2k
l для некоторого k ∈ N . Из равенства (2.1) следует

равенство

ηε(t)~ϕ = (1− ∂2
t )
k(1 + |t|)− l

2u, u ∈ L2(−2ε,+∞).

Тогда справедливы равенства

(~ϕ, ηε(t)e
(γ−λ)t) =

(
(1 + |t|)− l

2u,
(
1− ∂2

t

)k
e(γ−λ)t

)

= ((1+ |t|)− l
2 u,Q(γ−λ)e(γ−λ)t) = (Q(γ−λ)e(γ−Reλ)t(1+ |t|)− l

2 u, e−iηt), η ∈ R,

где Q(γ − λ) — некоторый многочлен от γ − λ.

Рассуждениями, аналогичными предыдущим, приходим к противоречию и

в этом случае. Следовательно, f = 0. Теорема доказана.

Теорема 3.3. Если обобщенная функция f принадлежит S′[γ]

(
R, H l

s

)
, то ее

преобразование Лапласа f̂(λ) принадлежит пространству H
(
�γ , H

l
s

)
.

Доказательство. Принадлежность f̂(λ) при λ ∈ �γ пространству H l
s

следует из определения пространства S′[γ]

(
R, H l

s(R
n)
)

и равенства

(f̂(λ), ϕ) = (e−γtf, ϕ(σ)ηε(t)e
(γ−λ)t),

которое имеет смысл для всех ϕ ∈ H−l−s.
Из этого равенства следует равенство норм

‖f̂(λ)‖ls = ‖(e−γtf)ψ(ε,k)‖ls, (3.3)

где ψ(ε, λ) = ηε(t)e
(γ−λ)t.

Голоморфность функции (f̂(λ), ϕ), ϕ ∈ H−l−s, устанавливается рассуждени-

ями, аналогичными использованным в доказательстве теоремы 3.1.

Обобщенная функция f̂(λ) как функция со значениями в H l
s сильно непре-

рывна. Это следует из определения пространства S′[γ](R, H
l
s) и непрерывной



500 А. Л. Павлов

зависимости функции ψ(ε, λ) от λ ∈ �γ в пространстве S(R). Следовательно,

обобщенная функция f̂(λ) сильно голоморфна по переменной λ в полуплоско-

сти �γ как функция со значениями в пространстве H l
s (см. [26, теорема 3.31]).

Теорема доказана.

Если u(t) ∈ C0
[γ]

(
R+, H

l
s

)
, то преобразование Лапласа обобщенной функции

η(t)u(t) ∈ S′[γ]

(
R, H l

s

)
, где η(t) = 1, если t ≥ 0, и η(t) = 0, если t < 0, совпадает

с обычным определением преобразования Лапласа u(t) как функции со значе-

ниями в банаховом пространстве [1]. Это следует из справедливости для любой

функции ϕ ∈ S(Rn) равенств

(L(η(t)u(t)), ϕ) = (e−γtη(t)u(t), ϕηε(t)e
(γ−λ)t)

=

∞∫

0

(u(t), ϕ)ηε(t)e
−λt dt =

∞∫

0

(u(t), ϕ)e−λtdt =



∞∫

0

u(t)e−λt dt, ϕ


 .

Так как S(Rn) плотно в H−l−s, из приведенных равенств следует равенство

Lηu(λ) =

∞∫

0

u(t)e−λt dt.

Преобразование Лапласа L обобщенных функций пространства S′[γ](R, S
′(Rn))

обладает свойством

L
∂f

∂t
= λLf. (3.4)

Его справедливость следует из равенств
(
L
∂f

∂t
, ϕ

)
=

(
e−γt

∂f

∂t
, ϕ(σ)ηε(t)e

(γ−λ)t

)

=

(
e−γtf,− ∂

∂t
(ηε(t)e

(γ−λ)t)ϕ(σ)

)
+ (e−γtf, γηε(t)e

(γ−λ)tϕ(σ))

=

(
e−γtf, ϕ(σ)

(
−∂ηε(t)

∂t
e(γ−λ)t − (γ − λ)ηε(t)e

(γ−λ)t + γηε(t)e
(γ−λ)t

))

= (e−γtf, λϕ(σ)ηε(t)e
(γ−λ)t) = λ(Lf, ϕ).

Здесь использованы такие же рассуждения, как и при доказательстве равен-

ства (3.2).

Если u(t) ∈ C1
[γ](R+, H

l
s), то из равенства (3.4) следует равенство

L

(
η(t)

du

dt

)
(λ) = λLu(λ)− u(0), (3.5)

где du
dt — обычная производная функции u(t). Его справедливость следует из

равенств
(
L

(
η(t)

du

dt

)
(λ), ϕ

)
=

(
e−γtη(t)

du

dt
, ϕηε(t)e

(γ−λ)t

)

=

∞∫

0

(
du

dt
, ϕ

)
e−λt dt =

∞∫

0

(
d[(u(t), ϕ)e−λt]

dt
+ λ(u(t), ϕ)e−λt

)
dt

= (λLu(λ), ϕ) − (u(0), ϕ) = (λLu(λ)− u(0), ϕ).
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Преобразованием Фурье — Лапласа обобщенной функции f ∈ S′[γ](R, S
′(Rn))

называется обобщенная функция f̃(λ), определенная равенством

(f̃(λ), ϕ) ≡ (e−γtf, ϕ̂(σ)ηε(t)e
(γ−λ)t), ϕ ∈ S(Rn),

где ϕ̂(σ) — преобразование Фурье функции ϕ(σ).

Будем обозначать преобразование Фурье — Лапласа обобщенной функции

f через L Ff .

Если u(t) ∈ Cm[γ](R+, H
l
s) является сильным обобщенным решением зада-

чи Коши (1.1), (1.2), то, используя свойства преобразований Лапласа и Фурье

обобщенных функций, нетрудно показать, что преобразование Фурье — Лапла-

са обобщенной функции η(t)u(t) является решением уравнения (1.4).

Применение преобразования Лапласа при изучении задачи Коши основано

на теоремах обращения преобразования Лапласа. Классическая теорема обра-

щения приведена, например, в [27]. Теоремы обращения преобразования Ла-

пласа векторнозначных функций содержатся в [1, 17, 24].

Для доказательства теоремы обращения рассматриваемого преобразования

Лапласа обобщенных функций приведем утверждение типа теоремы Пэли —

Винера — Шварца (см. [25, теорема 7.3.1]).

Теорема 3.4. Если f ∈ S′[γ]

(
R, H l

s

)
, l, s ∈ R, то справедливо неравенство

‖f̂(λ)‖ls ≤ C′(f)C(δ, γ)(1 + |λ|)µ, Reλ ≥ γ + δ, δ > 0, (3.6)

где C(δ, γ), µ — числа, зависящие от f .

Доказательство. Из условия следует, что e−γtf ∈ H l′

s′(R
n+1), supp e−γtf

⊂ Rn+1
+ , где l′, s′ — некоторые числа. Из равенства (3.3) и неравенств (2.8) и

(2.9) следует неравенство

‖f̂(λ)‖ls ≤ C′(f)‖ηε(t)e(γ−λ)t‖l′′s′′ , (3.7)

где l′′, s′′ — числа, зависящие от l′, s′, а C′(f) — число, зависящее от e−γtf .

Если l′′ > 0, то справедливы неравенства

‖ηε(t)e(γ−λ)t‖l′′s′′ ≤ C1

∑

k≤ν(l′′)



∞∫

−ε

(1 + t2)s
′′ |∂k(ηε(t)e(γ−λ)t|2 dt




1
2

≤ C2

∑

k≤ν(l′′)




k∑

i=0

∞∫

−ε

(1 + t2)s
′′ |∂iηε(t)|2|γ − λ|2(k−i)e2(γ−Reλ)t dt




1
2

.

Оценим каждое слагаемое в правой части полученного неравенства, поль-

зуясь оценкой

|∂iηε(t)| ≤ Cε−i,
которая может быть обеспечена построением функции ηε(t) (см., например, [25,

теорема 1.4.1]).

Так как функция f̂(λ) не зависит от выбора ε, то для каждого λ ∈ �γ
выберем ε = 1

1+|λ| . Тогда при i ≥ 1 имеем неравенство

∞∫

−ε

(1 + t2)s
′′ |∂iηε(t)|2|γ − λ|2(k−i)e2(γ−Reλ)t dt

≤
0∫

−ε

(1 + t2)s
′′

(1 + |λ|)2i|γ − λ|2(k−i)e−
2(γ−Re λ)

1+|λ| dt.
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При λ ∈ �γ справедливы неравенства

(1 + |λ|)2i|γ − λ|2(k−i) ≤ C1(γ)(1 + |λ|)2k, e−
2(γ−Re λ)

1+|λ| ≤ C2(γ).

Следовательно, для рассматриваемого слагаемого верна оценка

∞∫

−ε

(1 + t2)s
′′ |∂iηε(t)|2|γ − λ|2(k−i)e2(γ−Reλ)t dt ≤ C3(γ)(1 + |λ|)2k.

Если i = 0 и ε = 1
1+|λ| , то

∞∫

−ε

(1 + t2)s
′′ |ηε(t)|2|γ − λ|2ke2(γ−Reλ)t dt

≤
0∫

−ε

(1 + t2)s
′′ |γ − λ|2ke−

(γ−Re λ)
1+|λ| dt+

∞∫

0

(1 + t2)s
′′ |γ − λ|2ke2(γ−Reλ)t dt.

Первое слагаемое в правой части этого неравенства не превосходит величи-

ны C1(γ)(1 + |λ|)2k.
При оценке второго слагаемого воспользуемся тем, что Reλ− γ ≥ δ, δ > 0:

∞∫

0

(1 + t2)s
′′ |γ − λ|2ke2(γ−Reλ)t dt ≤ C5(δ, γ)(1 + |λ|)2k.

Учитывая все полученные оценки, при l′′ ≥ 0 имеем неравенство

‖ηε(t)e(γ−λ)t‖l′′s′′ ≤ C6(δ, γ)(1 + |λ|)ν(l′′).
Из этого неравенства и (3.7) следует справедливость неравенства (3.6) при l′′ ≥ 0.

Если l′′ < 0, то

‖ηε(t)e(γ−λ)t‖l′′s′′ ≤ ‖ηε(t)e(γ−λ)t‖0s′′ ≤
∞∫

−ε

(1 + t2)s
′′ |ηε(t)|2e2(γ−Reλ)t dt ≤ C7(δ, γ).

Следовательно, и при l′′ < 0 неравенство (3.6) справедливо. Теорема доказана.

Теорема 3.5. Если обобщенная функция υ(λ) принадлежит пространству
H
(
�γ , H

l
s

)
и справедливо неравенство

‖υ(λ)‖ls ≤ C(1 + |λ|)r , Reλ > γ, r ∈ Z+, (3.8)

то существует обобщенная функция u ∈ S′[γ]

(
R, H l

s

)
такая, что û(λ) = υ(λ).

Доказательство. Рассмотрим обобщенную функцию ω(t), заданную фор-

мулой

ω(t) =
1

2πi

ξ+i∞∫

ξ−i∞

υ(λ)λ−r−2eλt dτ, ξ > γ, τ = Imλ, t > 0. (3.9)

Из неравенства (3.8) следует справедливость неравенства

ξ+i∞∫

ξ−i∞

‖υ(λ)λ−r−2‖ls dτ ≤ C
ξ+i∞∫

ξ−i∞

(
1 + |λ|
|λ|

)r
1

|λ|2 dτ < +∞, ξ > γ,
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и равенства

lim
λ→+∞

υ(λ)λ−r−2 = 0.

Из теоремы 2.6 в [1] следует, что функция ω(t), определенная в (3.9), при-

надлежит пространству C0
[γ]

(
R+, H

l
s

)
и ее преобразование Лапласа совпадает в

полуплоскости �γ с функцией υ(λ)λ−r−2.

Рассмотрим обобщенную функцию u = ∂r+2
t (η(t)ω(t)). По построению

suppu ⊂ Rn+1

+ . Так как для произвольных функций ϕ ∈ S(Rn) и ψ ∈ S(R)

справедливы равенства

(e−γtu, ϕ(σ)ψ(t)) = (η(t)ω(t), (−1)r+2∂r+2
t (ψ(t)e−γt)ϕ)

=

∞∫

0

(e−γtω(t), ϕ)(−1)r+2eγt∂r+2
t (ψ(t)e−γt) dt, (3.10)

то u ∈ S′[γ](R, S
′(Rn)).

Докажем, что u ∈ S′[γ](R, H
l
s). Так как ω(t) ∈ C0

[γ]

(
R+, H

l
s

)
, то справедливо

неравенство

|(e−γtω(t), ϕ)| ≤ ‖e−γtω(t)‖ls‖ϕ‖−l−s ≤ C‖ϕ‖−l−s. (3.11)

Из (3.10) и (3.11) следует справедливость неравенств

|(e−γtu, ϕψ)| ≤ C1

∞∫

0

|(e−γtω(t), ϕ)|
r+2∑

k=0

∣∣∂kt ψ(t)
∣∣ dt

≤ C2

∞∫

0

‖ϕ‖−l−s
r+2∑

k=0

∣∣∂kt ψ(t)
∣∣ dt ≤ C3‖ϕ‖−l−s‖ψ‖r+2

0 .

Следовательно, uψ принадлежит H l
s и непрерывно зависит от ψ ∈ S(R), т. е.

e−γtu ∈ S′+(R, H l
s).

Пользуясь определением обобщенной функции u, найдем ее преобразование

Лапласа. Для произвольной функции ϕ ∈ S(Rn) справедливы равенства

(Lu, ϕ) = (e−γtu, ϕηε(t)e
(γ−λ)t) = (η(t)ω(t), (−1)r+2∂r+2

t (ηε(t)e
−λt)ϕ)

=

∞∫

0

(ω(t), ϕ)(−1)r+2
r+2∑

k=0

Ck∂
k
t ηε(t)∂

r+2−k
t e−λt dt

=

∞∫

0

(ω(t), ϕ)λr+2e−λt dt = λr+2

∞∫

0

(ω(t), ϕ)e−λt dt

= λr+2(υ(λ)λ−r−2, ϕ) = (υ(λ), ϕ).

Следовательно, û(λ) = υ(λ). Теорема доказана.

4. Построение слабого обобщенного

решения задачи Коши

Для построения слабого обобщенного решения задачи Коши (1.1), (1.2) вос-

пользуемся преобразованием Фурье — Лапласа. Задача (1.1), (1.2) при этом пре-

образовании переходит в задачу нахождения решения уравнения (1.4) в клас-

се функций, голоморфных в полуплоскости �γ , со значениями в пространстве
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S′(Rn) и являющихся преобразованиями Фурье — Лапласа обобщенных функ-

ций из пространства S′[γ](R, S
′(Rn)).

Рассмотрим уравнение

P (σ, λ)υ(λ) = g(λ). (4.1)

В работе [20] доказано следующее утверждение.

Теорема 4.1. Если выполнены условия (P) и (D), то для любой обобщен-
ной функции g(λ) ∈ H (�γ , H

l
s) можно построить обобщенную функцию υ(λ),

принадлежащую пространству H
(
�γ0 , H

l̃
s̃

)
, где γ0 ≥ γ, l̃, s̃ — некоторые числа,

зависящие от многочлена P (σ, λ) и чисел l и s, которая удовлетворяет уравне-
нию (4.1), и справедливо неравенство

‖υ(λ)‖l̃s̃ ≤ c(1 + |λ|)ν‖g(λ)‖ls, λ ∈ �γ0 , (4.2)

где c > 0, ν — некоторые числа, зависящие от s и l.

Доказательство теоремы 4.1 состоит в построении сначала регуляриза-

ции обобщенной функции P−1(σ, λ)g(λ) ∈ D′(Rn\N), λ ∈ �γ , голоморфно зави-

сящей от параметра λ, а затем нахождении обобщенной функции, носитель ко-

торой принадлежит множеству общих вещественных нулей многочленов Pi(σ),

i = 0, 1, . . . ,m, голоморфно зависящей от параметра λ и такой, что сумма по-

строенной регуляризации и этой обобщенной функции является решением урав-

нения (4.1), голоморфно зависящим от параметра λ. Следовательно, указанное

в теореме 4.1 решение уравнения (4.1) имеет вид

υ(λ) = [P−1(σ, λ)g(λ)]q +

p∑

i=1

∑

|α|≤ri

uiα(λ, g(λ))δ(α)
σi
. (4.3)

Первое слагаемое в (4.3) является регуляризацией семейства обобщенных

функций P−1(σ, λ)g(λ) ∈ D′(Rn\N), λ ∈ �γ , где g(λ) ∈ H
(
�γ , H

l
s

)
, принадле-

жащей пространству H
(
�γ , H

l′

s′
)
, где l′, s′ — некоторые числа, зависящие от l

и s. При выполнении условий (Р) и (D) существование указанной регуляризации

доказано в [20]. Вектор q = (q1, . . . , qp) ∈ Zp+ зависит от порядка особенностей

функции P−1(σ, λ) в точках σ1, . . . , σp. При этом справедливо неравенство [20,

лемма 2.2]

‖[P−1(σ, λ)g(λ)]q‖l
′

s′ ≤ C(1 + |λ|)ν̃‖g(λ)‖ls, λ ∈ �γ , (4.4)

где C > 0, ν̃ — некоторые числа, не зависящие от g(λ).

Во втором слагаемом в (4.3) δσi — дельта-функция, сосредоточенная в точ-

ке σi, uiα(λ, g(λ)) — голоморфные функции, являющиеся решением системы

линейных уравнений

∑

|γ|≤ri−|α|

Cαα+γbiγ(λ)uiγ+α(λ, g(λ)) = h̃iα(λ, g(λ)), |α| ≤ ri, (4.5)

где biγ(λ) = (−1)|γ|∂γP (σi, λ) — многочлены, Cαβ = β!
α!(β−α)! ,

p∑

i=1

∑

|α|≤qi

h̃iα(λ, g(λ))δ(α)
σi

= g(λ)− P (σ, λ)[P−1(σ, λ)g(λ)]q .
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В [20] доказано существование решения системы (4.5), удовлетворяющего

неравенствам

|uiβ(λ, g(λ))| ≤ c(1 + |λ|)ν′‖g(λ)‖ls, λ ∈ �γ0 , i = 1, . . . , p, |β| ≤ ri, (4.6)

где γ0 ≥ γ, ν′ — некоторые числа.

Из равенства (4.3) и неравенств (4.4), (4.6) следует справедливость нера-

венства (4.2).

Теорема 4.1 обеспечивает существование слабого обобщенного решения за-

дачи Коши (1.1), (1.2).

Теорема 4.2. Если выполнены условия (P) и (D), то для любых начальных

данных gi ∈ Hs
l , i = 0, . . . ,m− 1, и любой обобщенной функции f ∈ S′[γ]

(
R, Hs′

l′

)

существует слабое обобщенное решение задачи Коши (1.1), (1.2), принадлежа-

щее пространству S′
[γ̃]

(
R, H s̃

l̃

)
, где γ̃ > γ, s̃, l̃ — некоторые числа, зависящие от

s, l, s′, l′.

Доказательство. Из условия теоремы и теоремы 4.1 следует, что суще-

ствует семейство обобщенных функций υ(λ) ∈ H
(
�γ0 , H

l̃
s̃

)
, удовлетворяющее

уравнению (1.4), и справедливо неравенство

‖υ(λ)‖l̃s̃ ≤ c(1 + |λ|)ν
∥∥∥∥∥f̃(λ) +

m−1∑

j=0

m−j−1∑

k=0

Pj+k+1(σ)λj ĝk

∥∥∥∥∥

l′′

s′′

, (4.7)

где l′′ = min{l, l′}, s′′ = min{s′, s− degσ P (σ, λ)}.
Так как функция f̃(λ) является преобразованием Фурье — Лапласа обоб-

щенной функции f ∈ S′[γ](R, H
s′

l′ ), то из теоремы 3.4 следует справедливость

неравенства

‖f̃(λ)‖l′′s′′ ≤ C(γ′)(1 + |λ|)µ, Reλ ≥ γ′, (4.8)

где γ′ > γ, а C(γ′), µ — числа, зависящие от f .

Из неравенств (4.7) и (4.8) следует справедливость неравенства

‖υ(λ)‖l̃s̃ ≤ c̃(γ̃)(1 + |λ|)ν′ , Reλ ≥ γ̃,
где γ̃ = max{γ0, γ

′}, ν′ = max{ν + µ, ν +m}, c̃(γ̃), µ — числа, зависящие от f и

gi, i = 0, . . . ,m− 1.
По теореме 3.5 существует обобщенная функция u = (L F )−1υ(λ), при-

надлежащая пространству S′
[γ̃]

(
R, H s̃

l̃

)
. По построению она удовлетворяет урав-

нению (1.3), т. е. является слабым обобщенным решением задачи Коши (1.1),

(1.2). Теорема доказана.

Для уравнения (1.1), удовлетворяющего условию (P ′), построение слабого

обобщенного решения задачи Коши (1.1), (1.2) упрощается. Решение уравнения

(4.1) в этом случае сводится к умножению обобщенной функции g(λ), голоморф-

но зависящей от λ ∈ �γ , на функцию P−1(σ, λ).

Теорема 4.3. Если уравнение (1.1) удовлетворяет условию (P ′), то для
любых начальных данных gi ∈ Hs

l , i = 0, . . . ,m− 1, и любой обобщенной функ-

ции f ∈ S′[γ]

(
R, Hs′

l′

)
существует единственное слабое обобщенное решение за-

дачи Коши (1.1), (1.2), принадлежащее пространству S′[γ′]
(
R, H s̃

l̃

)
, где γ′ > γ,

l̃ = min{l, l′}, s̃ = min{s′, s− degσ P (σ, λ)} − q(l̃).
Доказательство. Из условия (P ′) следует, что функция P−1(σ, λ) удо-

влетворяет условиям теоремы 2.2 в полуплоскости �γ′ , γ
′ > γ. Это следует
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из неравенств (2.17). Из этой теоремы следует, что решением уравнения (4.1),

где g(λ) ∈ H
(
�γ , H

l̃
ŝ

)
, является обобщенная функция υ(λ) = P−1(σ, λ)g(λ),

принадлежащая пространству H
(
�γ′ , H

l̂
ŝ−q(̃l)

)
, и справедливо неравенство

‖υ(λ)‖l̃
ŝ−q(̃l)

≤ C(l̃, γ′)(1 + |λ|)ν(̃l)(p+m)+p‖g(λ)‖l̃ŝ, Reλ ≥ γ′, (4.9)

где C(l̃, γ′) > 0, p — константа в (2.16), а q(l̃) — функция, определенная в

теореме 2.1.

Если уравнение (4.1) получено в результате применения преобразования

Фурье — Лапласа к уравнению (1.3), то его правая часть имеет вид

g(λ) = f̃(λ) +

m−1∑

j=0

m−j−1∑

k=0

Pj+k+1(σ)λj ĝk

и принадлежит пространству H (�γ , H
l̃
ŝ
), где l̃ = min{l, l′}, ŝ = min{s′, s −

degσ P (σ, λ)}. Тогда искомое решение уравнения (1.4) имеет вид

υ(λ) = P−1(σ, λ)

(
f̃(λ) +

m−1∑

j=0

m−j−1∑

k=0

Pj+k+1(σ)λj ĝk

)
,

а неравенство (4.9) принимает вид

‖υ(λ)‖l̃s̃ ≤ C(l̃, γ′)(1 + |λ|)ν(̃l)(p+m)+p

(
‖f̃(λ)‖l′s′ + (1 + |λ|)m

m−1∑

k=0

‖ĝk‖ls

)
,

где Reλ ≥ γ′, s̃ = ŝ− q(l̃).
Так как это неравенство аналогично неравенству (4.7), дальнейшие рассуж-

дения совпадают с приведенными в доказательстве теоремы 4.2 после получе-

ния неравенства (4.7). Следовательно, по теореме 3.5 существует обобщенная

функция u = (L F )−1υ(λ), принадлежащая пространству S′[γ′]
(
R+, H

s̃
l̃

)
, кото-

рая по построению является решением уравнения (1.3), т. е. является слабым

обобщенным решением задачи Коши (1.1), (1.2).

Единственность решения задачи Коши (1.1), (1.2) в рассматриваемых про-

странствах следует из теоремы 3.2. Теорема доказана.

Представляют интерес условия на начальные данные в (1.2) и правую часть

в (1.1), при которых построенные слабые обобщенные решения задачи Коши

(1.1), (1.2) являются сильными обобщенными решениями.
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