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ПРИНЦИП СУБОРДИНАЦИИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ

С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ХИЛФЕРА

В. Е. Федоров, А. С. Скорынин

Аннотация. Принцип субординации для дифференциальных уравнений в бана-
ховых пространствах означает, что порождение линейным оператором A сильно
непрерывного разрешающего семейства операторов уравнения порядка влечет по-
рождение им разрешающего семейства операторов уравнения меньшего порядка.
Ранее такой принцип был доказан для уравнений с производной Герасимова — Ка-
путо, в том числе распределенной, дискретно распределенной, для уравнений с про-
изводной Римана — Лиувилля. В данной работе доказан принцип субординации по
порядку производной для уравнений с дробными производными Хилфера вне зави-
симости от типов этих производных. Получены достаточные условия выполнения
обратного принципа субординации. Кроме того, доказан принцип субординации по
типу производных Хилфера в уравнениях, порядки которых равны. Абстрактные
результаты использованы при изучении начальных задач в пространстве равномер-
но непрерывных и ограниченных на прямой функций для уравнений с дифферен-
циальным или разностным по пространственным переменным оператором A для
доказательства существования и единственности их решения и получения вида ре-
шения.
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§ 1. Введение

Дробное интегро-дифференциальное исчисление в последние годы активно
используется в задачах математического моделирования [1–3] и поэтому вызы-
вает большой интерес у исследователей [4–6]. Его активно развивающимся на-
правлением является теория разрешающих семейств операторов для уравнений
с дробными производными в банаховых пространствах. Результаты этой теории
позволяют с помощью операторов таких семейств получать представления ре-
шений начальных задач для линейных однородных и неоднородных уравнений,
исследовать вопросы однозначной разрешимости начальных задач для квазили-
нейных уравнений методом сжимающих отображений, изучать различные ас-
пекты качественного поведения решений. Абстрактные результаты для уравне-
ний в банаховых или более общих локально выпуклых пространствах находят
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свои многочисленные приложения при исследовании начально-краевых задач
для уравнений и систем уравнений в частных производных [7–9]. Теория разре-
шающих семейств операторов является обобщением теории полугрупп операто-
ров и теории операторных косинус-функций для уравнений первого и второго
порядков соответственно на случай интегральных, интегро-дифференциальных
уравнений и уравнений с дробными производными [10–13].

Разрешающее семейство дифференциального (интегро-дифференциально-
го) уравнения в банаховом пространстве состоит из операторов S(t), зависящих
от параметра t, которые отображают начальные данные задачи в решение соот-
ветствующей начальной задачи в момент времени t. Ключевыми результатами
о разрешающих семействах операторов уравнения в банаховом пространстве Z

Dαz(t) = Az(t), t ∈ R+, (1)

гдеDα — некоторая дробная производная порядка α, являются теоремы об усло-
виях на оператор A в терминах расположения его резольвентного множества и
оценок на резольвенту, необходимых и достаточных для существования, к при-
меру, сильно непрерывного или аналитического в секторе, содержащем положи-
тельную полуось, разрешающего семейства {S(t) : t ∈ R+}. Такие результаты
для сильно непрерывных и аналитических разрешающих семейств операторов
уравнения с дробной производной Герасимова — Капуто получены в работах
[12, 14] (см. также [15]), для уравнений с производной Римана — Лиувилля — в
работах [16] (аналитический случай), [17, 18] (сильно непрерывный случай), для
уравнений с производной Хилфера — в [19] (аналитический случай), в работе
[20] (сильно непрерывный случай).

Принцип субординации для уравнений вида (1) означает, что существова-
ние сильно непрерывного разрешающего семейства операторов уравнения (1)
при α = α1 влечет существование разрешающего семейства уравнения (1) с тем
же операторомA при α = α2 < α1. Для таких уравнений с дробной производной
Герасимова — Капуто принцип субординации доказан в работах [12, 14, 21], для
уравнений с производной Римана — Лиувилля — в [22], для различных урав-
нений с распределенной, в том числе дискретно, производной Герасимова —
Капуто — в работах [23–25], для интегральных уравнений Вольтерры — в мо-
нографии [11]. Принцип субординации по двум параметрам α и γ в уравнениях
вида Dαz(t) + (−A)γz(t) = 0 изучен в работах [26, 27].

В данной работе исследуется принцип субординации для уравнений

Dα,βz(t) = Az(t), t ∈ R+, (2)

где Dα,β — производная Хилфера [28, с. 113] порядка α ∈ (m − 1,m], m ∈ N, и
типа β ∈ [0, 1], которая для достаточно гладкой функции z имеет вид Dα,βz(t) =
Jβ(m−α)DmJ (1−β)(m−α)z(t), где Jδ — оператор дробного интегрирования Рима-
на — Лиувилля порядка δ > 0, Dm — оператор дифференцирования целого
порядка m.

В § 2 введено определение регуляризованной производной Хилфера, при-
ведены вспомогательные результаты, доказана новая теорема 3 о существова-
нии сильно непрерывного разрешающего семейства операторов уравнения (2),
используемая в дальнейших рассуждениях. В § 3 приведены формулировка и
доказательство основного результата данной работы — теоремы о принципе суб-
ординации по параметру α вне зависимости от типов β1 и β2 производных Хил-
фера в двух рассматриваемых уравнениях. В § 4 найдены достаточные условия
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выполнения обратной теоремы о принципе субординации. В § 5 доказан прин-
цип субординации по параметру β при равных значениях порядка α1 = α2

дробных производных Хилфера. Это обобщение полученного ранее в работе
[22] результата о том, что всякий оператор A, порождающий сильно непрерыв-
ное разрешающее семейство уравнения (1) с производной Римана — Лиувилля,
порождает и сильно непрерывное разрешающее семейство уравнения (1) с про-
изводной Герасимова — Капуто. В последнем параграфе полученные результа-
ты используются для рассмотрения некоторых начальных задач для уравнений
вида (2) c α < 1 и дифференциальным по пространственной переменной или
разностным оператором A в пространстве Z равномерно непрерывных и огра-
ниченных на прямой функций, порождающим сильно непрерывную разреша-
ющую полугруппу уравнения (1) при α = 1. С помощью теоремы о принципе
субординации доказана однозначная разрешимость рассмотренных задач и по-
лучены представления их решений.

§ 2. Сильно непрерывные и аналитические
разрешающие семейства операторов

Пусть Z — банахово пространство, h ∈ L1,loc(R+; Z ). Дробным интегра-

лом Римана — Лиувилля порядка β > 0 для функции h называется

Jβh(t) :=
1

� (β)

t∫

0

(t− s)β−1h(s) ds, t > 0.

Дробная производная Римана — Лиувилля порядка α имеет вид Dαh(t) :=
DmJm−αh(t), где m− 1 < α ≤ m ∈ N, Dm — оператор дифференцирования це-
лого порядка m. При α > 0 будем использовать обозначение Jαh(t) = D−αh(t).

Обозначим Dγh(0) := lim
t→0+

Dγh(t), γ ∈ R. Производную Хилфера порядка

α ∈ (m− 1,m], m ∈ Z, и типа β ∈ [0, 1] определим как

Dα,βh(t) = Dm−β(m−α)

(
J (1−β)(m−α)h(t)−

m−1∑

k=0

Dk−(1−β)(m−α)h(0)
tk

k!

)

= Dm

(
Jm−αh(t)−

m−1∑

k=0

Dk−(1−β)(m−α)h(0)tk+β(m−α)

� (k + β(m− α) + 1)

)
. (3)

Для достаточно гладкого h равенство (3) влечет стандартную форму производ-
ной Хилфера Dα,βh(t) = Jβ(m−α)DmJ (1−β)(m−α)h(t) [28, с. 113].

Замечание 1. Понятно, что при β = 0 дробная производная Хилфера
совпадает с дробной производной Римана — Лиувилля, а при β = 1 — с дробной
производной Герасимова — Капуто.

Замечание 2. При α = m имеем Dα,β = Dm,β = Dm при любом β ∈ [0, 1].
Преобразование Лапласа для функции h : R+ → Z обозначим через ĥ или

L[h]. Далее всюду будем использовать обозначение R+ := R+ ∪ {0} и главную
ветвь степенной функции комплексного переменного.

Лемма 1 [19]. Пусть m − 1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1], h : R+ → Z имеет

преобразование Лапласа, J (1−β)(m−α)h ∈ Cm−1(R+; Z ). Тогда

L[Dα,βh](λ) = λαL[h](λ)−
m−1∑

k=0

Dk−(1−β)(m−α)h(0)λm−1−k−β(m−α).
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Символом L (Z ) будем обозначать банахово пространство всех линейных
ограниченных операторов на пространстве Z , а через C l(Z ) — множество всех
линейных замкнутых операторов, плотно определенных в пространстве Z и
действующих в это пространство. Снабдим область определения DA оператора
A ∈ C l(Z ) нормой его графика ‖ · ‖DA := ‖ · ‖Z + ‖A · ‖Z и получим тем самым
банахово пространство DA.

Через ACm(R+; Z ) обозначим множество всех функций h ∈ Cm−1(R+; Z ),
имеющих абсолютно непрерывную на каждом отрезке [t0, T ] ⊂ R+ производную
порядка m− 1.

Рассмотрим задачу типа Коши

Dk−(1−β)(m−α)z(0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (4)

для линейного уравнения

Dα,βz(t) = Az(t), t ∈ R+, (5)

где m − 1 < α ≤ m ∈ N, A ∈ C l(Z ). Решением задачи (4), (5) будем на-
зывать такую функцию z ∈ C(R+;DA) ∩ L1,loc(R+; Z ), что J (1−β)(m−α)z ∈
Cm−1(R+; Z ) ∩ ACm(R+; Z ), Dα,βz ∈ C(R+; Z ), выполняются условия (4) и
равенство (5) при t ∈ R+.

Пусть m− 1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1]. Семейство операторов {S(t) ∈ L (Z ) :
t ∈ R+} называется разрешающим семейством типа ω ≥ 0 для уравнения (5),
если выполняются следующие условия:

(i) существует такое K > 0, что ‖S(t)‖L (Z ) ≤ Kt−(1−β)(m−α)eωt для всех
t ∈ R+;

(ii) S(t)z0 ∈ C(R+; Z ), s- lim
t→0+

J (1−β)(m−α)S(t) = I при любом z0 ∈ Z ;

(iii) S(t)[DA] ⊂ DA, S(t)Az0 = AS(t)z0 при всех z0 ∈ DA, t ∈ R+;
(iv) для любого z0 ∈ DA функция S(t)z0 является решением задачи типа

Коши D−(1−β)(m−α)z(0) = z0, Dk−(1−β)(m−α)z(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,m − 1, для
уравнения (5).

Нетрудно показать, что
m−1∑
k=0

JkS(t)zk при любых z0, z1, . . . , zm−1 ∈ DA яв-

ляется решением задачи (4), (5).

Замечание 3. Для A ∈ L (Z ) разрешающее семейство операторов урав-
нения (5) имеет вид (см., например, [29])

S(t) =
∞∑

l=0

tαl+(1−β)(α−m)Al

� (αl + (1− β)(α −m) + 1)
= t(1−β)(α−m)Eα,(1−β)(α−m)+1(t

αA),

t ∈ R+, где Eα,β(z) :=
∞∑
n=0

zn

� (αn+β) — функция Миттаг-Леффлера.

При m − 1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1] оператор A ∈ C l(Z ) будем называть
оператором класса Cα,β(K,ω) при K > 0, ω ≥ 0, если выполняются следующие
два условия:

(i) если Reλ > ω, то λα ∈ ρ(A) := {µ ∈ C : (µ−A)−1 ∈ L (Z )};
(ii) при всех Reλ > ω и n ∈ N0 := N ∪ {0}∥∥∥∥

dn

dλn
(λm−1−β(m−α)(λα −A)−1)

∥∥∥∥
L (Z )

≤ K� ((1− β)(α −m) + n+ 1)
(Reλ− ω)(1−β)(α−m)+n+1

.

Введем обозначения

Cα,β(ω) :=
⋃

K>0

Cα,β(K,ω), Cα,β :=
⋃

ω≥0

Cα,β(ω).
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Теорема 1 [20]. Пусть β ∈ [0, 1], α > 2. Тогда Cα,β ⊂ L (Z ).

Пусть A ∈ Cα,β(ω), Hβ(λ) := λm−1−β(m−α)(λα − A)−1 для Reλ > ω, при
n ∈ N, t ∈ R+ определим операторы

Sn(t) := e−nt
∞∑

k=0

(−1)k(n(n+ ω)t)k+1

k!(k + 1)!
H

(k)
β (n+ ω).

Теорема 2 [20]. Пусть m − 1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1]. Тогда существует

разрешающее семейство операторов уравнения (5) типа ω ≥ 0 в том и только

в том случае, когда A ∈ Cα,β(ω). При этом S(t) = s- lim
n→∞

Sn(t) для всех t ∈
R+ и существует преобразование Лапласа Ŝ(λ) = λm−1−β(m−α)(λα − A)−1 при

Reλ > ω.

Теорема 3. Пустьm−1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1]. Существует разрешающее

семейство операторов {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} типа ω ≥ 0 для уравнения (5),
если и только если {µ ∈ C : Reµ > ω} ⊂ ρ(A) и имеется некоторое сильно

непрерывное семейство операторов {S0(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} такое, что

∃K > 0 ∀t ∈ R+ ‖S0(t)‖L (Z ) ≤ Kt−(1−β)(m−α)eωt

и

λm−1−β(m−α)(λα −A)−1z0 =

∞∫

0

e−λtS0(t)z0 dt

для всех z0 ∈ Z , Reλ > ω. В таком случае S(t) = S0(t) при всех t ∈ R+.

Доказательство. Пусть существует семейство {S0(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+}
операторов с соответствующими свойствами. Tогда

dn

dλn
(λm−1−β(m−α)(λα −A)−1z0) =

∞∫

0

(−t)ne−λtS0(t)z0 dt, n ∈ N0,

∥∥∥∥
dn

dλn
(λm−1−β(m−α)(λα −A)−1)

∥∥∥∥
L (Z )

≤ K
∞∫

0

e(ω−Reλ)ttn−(1−β)(m−α) dt

=
K� ((1− β)(α −m) + n+ 1)
(Reλ− ω)(1−β)(α−m)+n+1

, Reλ > ω, n ∈ N0.

Следовательно, A ∈ Cα,β(ω) и по теореме 2 существует разрешающее семейство
операторов {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} типа ω ≥ 0, а его преобразование Ла-
пласа имеет вид λm−1−β(m−α)(λα − A)−1. Тогда равенство S ≡ S0 следует из
единственности обратного преобразования Лапласа.

Обратно, если существует разрешающее семейство {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+}
операторов, то можно взять S0 ≡ S. �

Обозначим Sθ,ω := {µ ∈ C : | arg(µ− ω)| < θ, µ 6= ω} при θ ∈ [π/2, π], ω ≥ 0,
�ψ := {t ∈ C : | arg t| < ψ, t 6= 0} при ψ ∈ (0, π].

Разрешающее семейство операторов называется аналитическим, если оно
аналитически продолжимо в сектор �ψ0 при некотором ψ0 ∈

(
0, π2

]
. Анали-

тическое в �ψ0 разрешающее семейство {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} имеет тип
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(ψ0, ω0) при ψ0 ∈ (0, π2 ], ω0 ≥ 0, если для любых ψ ∈ (0, ψ0), ω > ω0 су-
ществует такое C(ψ, ω) > 0, что при всех t ∈ �ψ справедливо неравенство
‖S(t)‖L (Z ) ≤ C(ψ, ω)eωRe t.

Следуя [12], рассмотрим класс Aα(θ0, ω0) при некоторых θ0 ∈
(
π
2 , π

]
, ω0 ≥ 0

как множество всех операторов A ∈ C l(Z ), для которых выполняются следую-
щие условия:

(i) при любом λ ∈ Sθ0,ω0 выполняется λα ∈ ρ(A);
(ii) при любом θ ∈

(
π
2 , θ0

)
, ω > ω0 существует такое K(θ, ω) > 0, что при

всех λ ∈ Sθ,ω
‖(λα −A)−1‖L (Z ) ≤

K(θ, ω)
|λ|α .

Теорема 4 [19]. Пусть m− 1 < α ≤ m ∈ N, β ∈ [0, 1]. Тогда уравнение (5)
имеет аналитическое разрешающее семейство операторов {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈
R+} типа

(
θ0 − π

2 , ω0

)
, если и только если A ∈ Aα(θ0, ω0). При этом

S(t) =
1

2πi

∫

�

µm−1−β(m−α)(µαI −A)−1eµt dµ, t ∈ R+,

где � = {δeiϕ : ϕ ∈ (−θ, θ)} ∪ {reiθ : r ∈ [δ,∞)} ∪ {re−iθ : r ∈ [δ,∞)} при

некоторых δ > 0, θ ∈
(
π
2 , θ0

)
.

Замечание 4. Из определения класса Aα(θ0, ω0) и теоремы 4 следует, что
существование аналитического разрешающего семейства уравнения (5) не зави-
сит от типа β ∈ [0, 1] производной Хилфера. Обозначим

Aα :=
⋃

θ0∈(π2 ,π],
ω0≥0

Aα(θ0, ω0).

§ 3. Принцип субординации
по порядку производной Хилфера

Пусть α1 > α2 > 0, β1, β2 ∈ [0, 1]. Рассмотрим два уравнения с одним и тем
же оператором A

Dα1,β1z(t) = Az(t), t ∈ R+, (6)

Dα2,β2z(t) = Az(t), t ∈ R+. (7)

Найдем условия, при которых существование разрешающего семейства уравне-
ния (6) влечет существование разрешающего семейства операторов для уравне-
ния младшего порядка (7).

Разрешающее семейство для уравнения (6) и для уравнения (7) будем обо-
значать через {S1(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} и {S2(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} соответствен-
но.

Если α1 > 2, A ∈ Cα1,β1 , то в силу теоремы 1 оператор A ограничен. А
значит, с учетом замечания 3 A ∈ Cα2,β2 . Поэтому будем рассматривать только
случай α1 ∈ (0, 2].

Возьмем γ := α2

α1
∈ (0, 1), функция Райта имеет вид [30]

�γ,δ(λ) :=
∞∑

n=0

(−λ)n
n!� (δ − γn)

=
1

2πi

∫

�R,ε

ν−δeν−λν
γ

dν, γ ∈ (0, 1), δ ∈ R,
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где �R,ε =
{
Reiϕ : ϕ ∈

[
− π

2 − ε, π2 + ε
]}
∪ {rei(π2 +ε) : r ∈ (R,+∞)} ∪ {re−i( π2 +ε) :

r ∈ (R,+∞)} — контур Ганкеля, R > 0, ε ∈ (0, π2 ). Функция �γ,δ(λ) целая.
Преобразование Меллина для функции h : R+ → Z имеет вид

M[h](ρ) :=

∞∫

0

tρ−1h(t) dt,

обратное преобразование Меллина есть

h(t) =
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

M[h](ρ)t−ρ dρ, d > 0.

Введем обозначения для символов Похгаммера (a)0 = 1, (a)1 = a, . . . ,
(a)n = a(a+ 1) . . . (a+ n− 1) и для обобщенной функции Миттаг-Леффлера

Eρα,β(z) =
∞∑

n=0

(ρ)n
� (αn+ β)

zn

n!
, α, β, ρ ∈ R, z ∈ C.

Теорема 5. Пусть m1 − 1 < α1 ≤ m1 ∈ {1, 2}, m2 − 1 < α2 ≤ m2 ∈ {1, 2},
α1 > α2, γ = α2

α1
∈ (0, 1), β1, β2 ∈ [0, 1] и A ∈ Cα1,β1 . Тогда A ∈ Aα2 , при этом

порождаемое оператором A аналитическое разрешающее семейство операторов

имеет вид

S2(t)z0 = tγς1−ς2−1

∞∫

0

�γ,γς1−ς2(st
−γ)S1(s)z0 ds

=
tγς1−ς2−1+γ

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)t−γσM[S1(t)z0](σ) dσ
� (γ(1− σ) + γς1 − ς2)

, z0 ∈ Z ,

где ςi := mi − 1− βi(mi − αi), i = 1, 2, d ∈ (0, 1). Кроме того, если выполняется

один из наборов соотношений : m1 = m2 = 1, −γβ1(1 − α1) + β2(1 − α2) ≥ 0;
m1 = 2, m2 = 1; m1 = m2 = 2, γ − 1 − γβ1(2 − α1) + β2(2 − α2) ≥ 0, то для всех

t > 0

‖S2(t)‖L (Z ) ≤ K� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)t(1−β2)(α2−m2)

×
∣∣E(1−β1)(α1−m1)+1

γ,(1−β2)(α2−m2)+1(ωt
γ)
∣∣. (8)

Доказательство. Известно асимптотическое представление функции
Райта (см. [31, c. 238]), где �γ,δ(λ) = W−γ,δ(−λ))

�γ,δ(λ) ∼ Cλ
1
2
−δ

1−γ e−
1−γ
γ (γλ)

1
1−γ

, |λ| → ∞, | argλ| < ψ, (9)

при ψ ∈
(
0, π2

)
. Так как 1

1−γ > 1, при t ∈ �ψ1 , где ψ1 := min
{
ψ, ψ(1−γ)

γ

}
∈
(
0, π2

)
,

имеем
∥∥∥∥∥∥

∞∫

0

sβ�γ,δ(st−γ)S1(s) ds

∥∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ K
∞∫

0

sβ+(1−β1)(α1−m1)|�γ,δ(st−γ)|eωs ds
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= K|t|γ(β+(1−β1)(α1−m1)+1)

∞∫

0

rβ+(1−β1)(α1−m1)|�γ,δ(re−iγ arg t)|eωr|t|γ dr

≤ C1|t|γ(β+(1−β1)(α1−m1)+1)

∞∫

0

rβ+(1−β1)(α1−m1)r
1
2
−δ

1−γ e−
1−γ
γ (γr)

1
1−γ cosψ1eωr|t|

γ

dr

= C2|t|γ(β+(1−β1)(α1−m1)+1)

∞∫

0

uβ+(1−β1)(α1−m1)+
1
2
−δ

1−γ e−u
1

1−γ
e

ωu|t|γ

(1−γ)1−γγγ cos1−γ ψ1 du

≤ C3|t|β+(1−β1)(α1−m1)+γ−δ exp

(
C4(γ)ω1/γ |t|
cos

1−γ
γ ψ1

)
, (10)

так как при q > 1 (см. [32, c. 141])

∞∫

0

speys−s
q

ds ∼ Cy
2p−q+2
2q−2 ea(q)y

q
q−1

, y → +∞.

Возьмем µ = λγ , тогда

λς2−γς1Ŝ1(λγ) = µ
ς2
γ −ς1 Ŝ1(µ) = µ

ς2
γ (µα1 −A)−1 = λς2(λα2 −A)−1 = Ŝ2(λ).

Для достаточно большого R > 0 и 0 < ε < min
{
π
2γ − π

2 ,
π
4

}
получим Reλγ > 0

при любом λ ∈ �R,ε. Поэтому для всех t ∈ �
min{ψ,

ψ(1−γ)
γ }

, z0 ∈ Z

S2(t)z0 =
1

2πi

∫

ω1/γ+�R,ε

λς2−γς1Ŝ1(λγ)eλtz0 dλ

=
tγς1−ς2−1

2πi

∫

t·(ω1/γ+�R,ε)

νς2−γς1eν
∞∫

0

S1(s)z0e−ν
γst−γ dsdν

= tγς1−ς2−1

∞∫

0

�γ,γς1−ς2(st
−γ)S1(s)z0 ds.

Таким образом, обозначим для z0 ∈ Z

S2(t)z0 := tγς1−ς2−1

∞∫

0

�γ,γς1−ς2(st
−γ)S1(s)z0 ds.

Имеем

lim
t→0+

J (1−β2)(m2−α2)S2(t)z0

= lim
t→0+

J (1−β2)(m2−α2)


tγς1−ς2−1+γ

∞∫

0

�γ,γς1−ς2(r)S1(rt
γ)z0 dr




= lim
t→0+

∞∫

0

J (1−β2)(m2−α2)�γ,γς1−ς2(r)
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×
[
tγς1−ς2−1+γ

(
r(1−β1)(α1−m1)tγ(1−β1)(α1−m1)

� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)
+ o(tγ(1−β1)(α1−m1))

)]
z0 dr

= lim
t→0+

� (γα1 −m2 + β2(m2 − α2) + 1)
� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)

∞∫

0

(r(1−β1)(α1−m1) + o(1))�γ,γς1−ς2(r)z0 dr

=
� ((1− β2)(α2 −m2) + 1)
� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)

1
2πi

∞∫

0

∫

�R,ε

νς2−γς1eν−rν
γ

dνr(1−β1)(α1−m1)z0 dr

=
� ((1− β2)(α2 −m2) + 1)
� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)

1
2πi

∫

�R,ε

∞∫

0

r(1−β1)(α1−m1)e−rν
γ

drνς2−γς1eνz0 dν

=
� ((1− β2)(α2 −m2) + 1)

2πi

∫

�R,ε

νς2−γς1eνz0 dν

νγ((1−β1)(α1−m1)+1)
= z0

в силу формулы Ганкеля.
Далее,

tγς1−ς2−1�γ,γς1−ς2(st
−γ) =

1
2πi

∫

t−1·�R,ε

λς2−γς1etλ−sλ
γ

dλ,

поэтому для s > 0, Reµ > 0, ε ∈
(
0,min

{
π
2γ − π

2 ,
π
4

})
и R ∈ (0, |µ|)

L[tγς1−ς2−1�γ,γς1−ς2(st
−γ)](µ) =

1
2πi

∫

t−1·�R,ε

λς2−γς1e−sλ
γ

∞∫

0

etλ−µt dtdλ

=
1

2πi

∫

t−1·�R,ε

λς2−γς1
e−sλ

γ

µ− λ dλ = µς2−γς1e−sµ
γ

,

где L — преобразование Лапласа по переменной t. При этом мы учитываем, что
контур t−1 · �R,ε обходит точку µ в отрицательном направлении и −sRe λγ =
−s|λ|γ cos(γ argλ) < 0 для всех λ ∈ t−1 · �R,ε в силу выбора параметра ε. По
теореме Фубини при любом z0 ∈ Z

L[S2(t)z0](µ) =

∞∫

0

L[tγς1−ς2−1�γ,γς1−ς2(st
−γ)](µ)S1(s)z0 ds

= µς2−γς1
∞∫

0

e−sµ
γ

S1(s)z0 ds = µς2−γς1L[S1(t)z0](µγ)

= µς2−γς1µγς1(µα2 −A)−1z0 = µς2(µα2 −A)−1z0.

В силу теоремы 3 получаем первое из требуемых равенств.
Для функции Райта известны равенства Dn�γ,δ(λ) = (−1)n�γ,δ−γn(λ), n ∈

N. Поэтому при s > 0, t ∈ �
min{ψ,ψ(1−γ)

γ }

D1(tβ�γ,δ(st−γ)) = βtβ−1�γ,δ(st−γ) + sγtβ−1−γ�γ,δ−γ(st−γ).

Параметр δ(β1, β2) := γς1 − ς2 является линейной функцией по переменным
(β1, β2) ∈ [0, 1]× [0, 1], поэтому экстремальные значения может принимать толь-
ко в углах квадрата [0, 1] × [0, 1], т. е. в точках (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Имеем
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δ(0, 0) = γ(m1 − 1)−m2 + 1. Возможны три случая различных значений пары
m1,m2. Если m1 = m2 = 1, то δ(0, 0) = 0; если m1 = 2, m2 = 1, то δ(0, 0) =
γ ∈ (0, 1); если m1 = m2 = 2, то δ(0, 0) = γ − 1 ∈ (−1, 0). Далее рассматриваем
значение δ(0, 1) = γ(m1−1)−m2+1+m2−α2 = γ(m1−1)+1−α2. Если m1 = 1,
то δ(0, 1) = 1−α2 ∈ (0, 1); если m1 = 2, то δ(0, 1) = γ+1−α2 = α2(α

−1
1 −1)+1 ∈

(0, 1), поскольку при этом α2 ∈ (0, 2), α1 ∈ (1, 2], α−1
1 −1 ∈ [− 1

2 , 0), α2(α
−1
1 −1) ∈

(−1, 0). Для δ(1, 0) = γ(α1 − 1) − m2 + 1 имеем: δ(1, 0) = γ(α1 − 1) ∈ (−1, 1)
при m2 = 1, δ(1, 0) = γ(α1 − 1)− 1 ∈ (−1, 0) при m2 = 2, так как в этом случае
α1 ∈ (1, 2]. Наконец, δ(1, 1) = γ(α1− 1)−α2 + 1 = 1− γ ∈ (0, 1). Таким образом,
при всех значениях (β1, β2) ∈ [0, 1]× [0, 1] имеем |δ(β1, β2)| < 1. Следовательно,
при t ∈ �

min{ψ,ψ(1−γ)
γ }

D1S2(t)z0 = (γς1 − ς2 − 1)tγς1−ς2−2

∞∫

0

�γ,γς1−ς2(st
−γ)S1(s)z0 ds

+ γtγς1−ς2−γ−2

∞∫

0

s�γ,γς1−ς2−γ(st
−γ)S1(s)z0 ds.

При этом принимается во внимание, что полученный интеграл сходится рав-
номерно по t на компактных подмножествах сектора �

min{ψ,ψ(1−γ)
γ }

. Таким об-

разом, семейство операторов S2(t) аналитично в секторе �ψ1 . При малых по
модулю t ∈ �

min{ψ,ψ(1−γ)
γ } имеем

‖S2(t)‖L (Z ) ≤ |t|γς1−ς2−1+γ

∞∫

0

|�γ,γς1−ς2(r)|‖S1(rtγ)‖L (Z ) dr

≤ C1|t|γς1−ς2−1+γ+γ(1−β1)(α1−m1)

∞∫

0

r(1−β1)(α1−m1)|�γ,γς1−ς2(r)| dr

= C2|t|(1−β2)(α2−m2)

в силу соотношения (9), аналитичности � в C и включения (1− β1)(α1 −m1) ∈
(−1, 0]. С учетом (10) отсюда получаем, что при всех t ∈ �

min{ψ,ψ(1−γ)
γ }

‖S2(t)‖L (Z ) ≤ C3|t|(1−β2)(α2−m2) exp

(
C4(γ)ω1/γ |t|
cos

1−γ
γ ψ1

)

≤ C3|t|(1−β2)(α2−m2)eC5(γ,ψ1)Re t.

Поэтому {S2(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} — аналитическое в секторе �ψ1 разреша-
ющее семейство операторов типа (ψ1, C5(γ, ψ1)). По теореме 4 A ∈ Aα2(ψ1 +
π
2 , C5(γ, ψ1)).

Преобразование Меллина функции Райта, как известно, имеет вид

M[�γ,δ](ρ) =
� (ρ)

� (γρ+ δ)
, Re ρ > 0,

поэтому при d ∈ (0, 1) по формуле обратного преобразования Меллина

�γ,δ(t) =
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (ρ)
� (γρ+ δ)

t−ρ dρ.
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А значит, для любого z0 ∈ Z

S2(t)z0 = tγς1−ς2−1

∞∫

0

1
2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (ρ)s−ρtγρdρ
� (γρ+ γς1 − ς2)

S1(s)z0 ds

= tγς1−ς2−1 1
2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (ρ)tγρ

� (γρ+ γς1 − ς2)

∞∫

0

s−ρS1(s)z0 dsdρ

= tγς1−ς2−1+γ 1
2πi

1−d+i∞∫

1−d−i∞

� (1− σ)t−γσ

� (γ(1− σ) + γς1 − ς2)

∞∫

0

sσ−1S1(s)z0 dsdσ.

Отсюда сразу следует второе представление S2(t) из формулировки теоремы.
В [30, формула (2.2.77)] показано, что

�γ,δ(λ) =
1

π(1− γ)

π∫

0

r(ϕ)1−δ
(
γ sin((1 − γ − δ)ϕ)

sin(γϕ)
+

sin(δϕ)
sinϕ

)
e−λr(ϕ)γk(ϕ) dϕ

при некоторых неотрицательных функциях r(ϕ) и k(ϕ). Пусть выполняется
один из наборов соотношений: m1 = m2 = 1, δ := γς1 − ς2 = −γβ1(1 − α1) +
β2(1−α2) ≥ 0; m1 = 2,m2 = 1, тогда δ := γς1−ς2 = γ−γβ1(2−α1)+β2(1−α2) ≥ 0;
m1 = m2 = 2, δ := γς1 − ς2 = γ − 1 − γβ1(2 − α1) + β2(2 − α2) ≥ 0. В силу [30,
лемма 2.2.4] �γ,δ(λ) > 0 при λ > 0 и для t > 0

‖S2(t)‖L (Z ) ≤ Ktγς1−ς2−1

∞∫

0

|�γ,γς1−ς2(st−γ)|s(1−β1)(α1−m1)eωs ds

= Ktγς1−ς2−1

∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∞∫

0

∫

�R,ε

ν−γς1+ς2eν−st
−γνγdνs(1−β1)(α1−m1)eωs ds

∣∣∣∣∣∣

= Ktγς1−ς2−1 1
2πi

∣∣∣∣∣∣

∫

�R,ε

∞∫

0

s(1−β1)(α1−m1)es(ω−t
−γνγ)dsν−γς1+ς2eν dν

∣∣∣∣∣∣

= Ktγς1−ς2−1

∣∣∣∣
� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)

2πi

∫

�R,ε

ν−γς1+ς2eν dν

(t−γνγ − ω)(1−β1)(α1−m1)+1

∣∣∣∣

= K

∣∣∣∣
� ((1 − β1)(α1 −m1) + 1)t(1−β2)(α2−m2)

2πi

∫

�R,ε

ν−(1−β2)(α2−m2)−1eν dν

(1− tγν−γω)(1−β1)(α1−m1)+1

∣∣∣∣

= K� ((1− β1)(α1 −m1) + 1)t(1−β2)(α2−m2)

×
∣∣∣∣

1
2πi

∞∑

n=0

ωntγn

n!
((1− β1)(α1 −m1) + 1)n

∫

�R,ε

ν−(1−β2)(α2−m2)−1−γneν dν

∣∣∣∣

= K� ((1−β1)(α1−m1)+1)t(1−β2)(α2−m2)

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

((1 − β1)(α1 −m1) + 1)nωntγn

n!� ((1− β2)(α2 −m2) + 1 + γn)

∣∣∣∣∣ .

Теорема доказана.
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Замечание 5. Утверждение теоремы 5 при β1 = β2 = 1, т. е. для уравне-
ний с производными Герасимова — Капуто разных порядков, ранее доказано в
работе [12].

Замечание 6. Утверждение теоремы 5 при β1 = β2 = 0, т. е. для уравне-
ний с производными Римана — Лиувилля разных порядков, ранее доказано в
работе [22].

§ 4. Обращение принципа
субординации по порядку производной

ПустьA ∈ Cα,β(0), 0 ∈ ρ(A). Тогда при Re σ ∈ (m−β(m−α)−α,m−β(m−α))
можно определить дробные степени оператора −A:

(−A)−σ :=
sinπσ
π

∞∫

0

sm−1−β(m−α)−σ(sαI −A)−1 ds.

Теорема 6. Пусть α ∈ (0, 2], β ∈ [0, 1], A ∈ Cα,β(0), {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈
R+} — сильно непрерывное разрешающее семейство операторов для уравнения

Dα,βz(t) = Az(t), 0 ∈ ρ(A),

∃K > 0 ∃δ > m− β(m− α)− α ∀t ≥ 0 ‖S(t)‖L (Z ) ≤
K

1 + tδ
. (11)

Тогда при Reσ ∈ (m− β(m− α)− α,min{1, δ,m− β(m− α)})

(−A)−σ =
M[S](σ)
� (σ)

.

Доказательство. В силу условий теоремы
∥∥∥∥∥∥

∞∫

0

tσ−1S(t)dt

∥∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ K
∞∫

0

tReσ−1 dt

1 + tδ
<∞,

так как m− β(m−α)−α = (1− β)(m−α) ∈ [0, 1), Reσ ∈ (m− β(m−α)−α, δ).
Согласно теореме 2 и в силу включения Re σ ∈ (m − β(m − α) − α,min{1,m −
β(m− α)}) имеем

(−A)−σ =
1

� (σ)� (1 − σ)

∞∫

0

s−σ
∞∫

0

e−stS(t) dtds

=
1

� (σ)

∞∫

0

S(t)

∞∫

0

e−sts−σ

� (1− σ)
dsdt =

1
� (σ)

∞∫

0

tσ−1S(t) dt.

Лемма 2. Пусть α ∈ (0, 2], β ∈ [0, 1], A ∈ Aα(θ0, 0) при некотором θ0 ∈
(π/2, π], 0 ∈ ρ(A), {S(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} — аналитическое разрешающее се-

мейство операторов для уравнения Dα,βz(t) = Az(t), удовлетворяющее условию

(11). Тогда при Reσ ∈ (m− β(m− α)− α,min{1, δ,m− β(m− α)})
∀θ ∈ (π/2, θ0)∀ω > 0∃C(θ, ω) > 0

‖(−A)−σ‖L (Z ) ≤ C(θ, ω)e(π−θ)| Imσ|

∞∫

0

y−Reσ dy

1 + y(1−β)(α−m)+1
.
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Доказательство. Из теорем 4 и 6 следует, что при Re σ ∈ (m − β(m −
α)− α,min{1, δ,m− β(m− α)})

(−A)−σ =
1

� (σ)

∞∫

0

tσ−1 1
2πi

∫

�

µm−1−β(m−α)(µαI −A)−1eµt dµdt

=
1

2πi

∫

�

µm−1−β(m−α)

(−µ)σ
(µαI −A)−1 dµ,

поэтому при θ ∈ (π2 , θ0), ω > 0

‖(−A)−σ‖L (Z ) ≤
K(θ, ω)

2π

∫

�

|dµ|
|Reµ− ω|(1−β)(α−m)+1|(−µ)σ|

≤ C(θ, ω)e(π−θ)| Imσ|

∞∫

0

y−Reσ dy

1 + y(1−β)(α−m)+1
<∞,

так как 0 ≤ (1− β)(m− α) < Reσ < 1. �

Как и прежде, будем использовать обозначения ςi := mi − 1 − βi(mi − αi),
i = 1, 2.

Теорема 7. Пусть m1 − 1 < α1 ≤ m1 ∈ {1, 2}, m2 − 1 < α2 ≤ m2 ∈ {1, 2},
α1 > α2, γ = α2

α1
∈ (0, 1), β1, β2 ∈ [0, 1], A ∈ Aα2(θ0, 0) при некотором θ0 ∈

( π2γ , π), 0 ∈ ρ(A), {S2(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+} удовлетворяет условию (11) при

δ > m2 − β2(m2 − α2)− α2,

max{m2 − β2(m2 − α2)− α2, γς1 − ς2 + 1} < min{1, δ,m2 − β2(m2 − α2)}.
Тогда A ∈ Cα1,β1(0) и при z0 ∈ Z и

d ∈ (max{m2 − β2(m2 − α2)− α2, γς1 − ς2 + 1},min{1, δ,m2 − β2(m2 − α2)})
будет

S1(t)z0 =
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (σ)� (1 − σ)t
1
γ (ς2−σ+1)−ς1−1

�
(

1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1

) (−A)−σz0 dσ

=
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)t
1
γ
(ς2−σ+1)−ς1−1

�
(

1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1

) M[S2(t)z0](σ) dσ, t > 0.

Доказательство. Для σ = d+ iη, η ∈ R согласно (3.25) в [12] при |η| → ∞
имеем

� (σ) =
√

2π|η|d−1/2e−
π
2 |η|(1 +O(1/η)), (12)

� (σ)� (1 − σ)

� ( 1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1)

=
√

2π|η|− 1
γ (ς2−d+1)+ς1+

1
2 e−(1− 1

2γ )π|η|(1 +O(1/η)).

Согласно лемме 2 при Re σ = d ∈ (m2 − β2(m2 −α2)−α2,min{1, δ,m2− β2(m2 −
α2)}), θ ∈ ( π2γ , θ0), ω > 0

‖(−A)−σ‖L (Z ) ≤ C(θ, ω)e(π−θ)|η|
∞∫

0

y−Reσ dy

1 + y(1−β2)(α2−m2)+1
,
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∥∥∥∥∥∥

d+i∞∫

d−i∞

� (σ)� (1 − σ)t
1
γ (ς2−σ+1)−ς1−1

�
(

1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1

) (−A)−σ dσ

∥∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ C1t
1
γ (ς2−d+1)−ς1−1

∞∫

−∞

(1+|η|)− 1
γ (ς2−d+1)+ς1+

1
2 e(

π
2γ−θ)|η| dη

∞∫

0

y−d dy

1 + y(1−β2)(α2−m2)+1

= C2t
1
γ (ς2−d+1)−ς1−1

∞∫

−∞

(1 + |η|)− 1
γ (ς2−d+1)+ς1+

1
2 e(

π
2γ−θ)|η| dη.

Последний интеграл сходится при всех t > 0. С учетом теоремы 6 оператор-
функция

S(t)z0 :=
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)t
1
γ (ς2−σ+1)−ς1−1

� ( 1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1)

M[S2(t)z0](σ) dσ

определена при t > 0. Заметим, что условие данной теоремы d > γς1 − ς2 + 1
влечет неравенство 1

γ (ς2 + Reσ − 1)− ς1 > 0.
ПосколькуM[e−t](ρ) = � (ρ), то при d ∈ (0, 1), t > 0

e−t =
1

2πi

1−d+i∞∫

1−d−i∞

� (ρ)t−ρ dρ =
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)tσ−1 dσ. (13)

В силу (12) последний интеграл сходится и бесконечно дифференцируем по
параметру при всех t ∈ �π, поэтому по теореме о единственности аналитической
функции равенство (13) выполняется на �π. Следовательно, при Reλ > 0

∞∫

0

e−λtS(t)z0 dt

=

∞∫

0

e−λt
1

2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)t
1
γ (ς2−σ+1)−ς1−1

�
(

1
γ (ς2 − σ + 1)− ς1

)
∞∫

0

sσ−1S2(s)z0 dsdσdt

= λς1−
1
γ ς2

∞∫

0

1
2πi

d+i∞∫

d−i∞

� (1− σ)(λ
1
γ s)σ−1 dσS2(s)z0 ds

= λς1−
1
γ ς2

∞∫

0

e−sλ
1
γ
S2(s)z0 ds = λς1−

1
γ ς2λ

1
γ ς2(λ

α2
γ I −A)−1 = λς1(λα1I −A)−1.

Поэтому по теореме 3 S(t) ≡ S1(t).

§ 5. Принцип субординации
по типу производной Хилфера

В [17] было напрямую доказано, что Cα,0(ω) ⊂ Cα,1(ω) при α ∈ (0, 1), в [18,
лемма 2.1] этот результат был распространен на случай любого α > 0.

Используя подход, аналогичный доказательству теоремы 5, покажем, что
Cα,β1(ω) ⊂ Cα,β2(ω) при 0 ≤ β1 < β2 ≤ 1.

Будем, как и в предыдущем параграфе, обозначать разрешающее семейство
операторов уравнения Dα,βiz(t) = Az(t) через {Si(t) ∈ L (Z ) : t ∈ R+}, i = 1, 2.
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Теорема 8. Пусть m − 1 < α ≤ m ∈ {1, 2}, 0 ≤ β1 < β2 ≤ 1, ω ≥ 0,

A ∈ Cα,β1(ω). Тогда A ∈ Cα,β2(ω) и S2(t) = J (β2−β1)(m−α)S1(t).

Доказательство. При Reλ > ω имеем

λ(β1−β2)(m−α)Ŝ1(λ) = λm−1−β2(m−α)(λα −A)−1,

поэтому для c > ω и всех t > 0, z0 ∈ Z определим

S2(t)z0 :=
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

λ(β1−β2)(m−α)Ŝ1(λ)eλtz0 dλ

=
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

λ(β1−β2)(m−α)eλt
∞∫

0

S1(s)z0e
−λs dsdλ

=
1

2πi

∞∫

0

S1(s)z0

c+i∞∫

c−i∞

λ(β1−β2)(m−α)eλ(t−s) dλds

=

t∫

0

(t− s)(β2−β1)(m−α)−1

� ((β2 − β1)(m− α))
S1(s)z0 ds = J (β2−β1)(m−α)S1(t).

Тогда при t > 0 имеем

‖S2(t)‖L (Z ) ≤
t∫

0

(t− s)(β2−β1)(m−α)−1

� ((β2 − β1)(m− α))
‖S1(s)‖L (Z ) ds

≤ Keωt
t∫

0

(t− s)(β2−β1)(m−α)−1

� ((β2 − β1)(m− α))
s−(1−β1)(m−α) ds

= Kt−(1−β2)(m−α)eωt
B((β2 − β1)(m− α), 1 − (1− β1)(m− α))

� ((β2 − β1)(m− α))

=
K� (1− (1− β1)(m− α))t−(1−β2)(m−α)eωt

� (1− (1− β2)(m− α))
.

По теореме 3 отсюда следует, что A ∈ Cα,β2(ω) и {S2(t) ∈ L (Z ) : t ≥ 0} —
разрешающее семейство операторов уравнения Dα,β2z(t) = Az(t).

Замечание 7. Утверждение теоремы 8 при β1 = 0, β2 = 1, т. е. для
уравнений с производной Римана — Лиувилля и Герасимова — Капуто соответ-
ственно, ранее доказано в работе [22].

Замечание 8. Обратное вложение Cα,β2(ω) ⊂ Cα,β1(ω) при 0 ≤ β1 < β2 ≤
1, вообще говоря, не выполняется. В частности, в [18] показано, что при α ∈
(0, 1) оператор A{zn} = {neiπα/2zn} с областью определения DA = {{zn} ∈ l1 :
{nzn} ∈ l1} в пространстве последовательностей l1 принадлежит классу Cα,1(0),
но не лежит в Cα,0(0).

Однако в случае аналитического разрешающего семейства {S2(t) ∈ L (Z ) :
t > 0} оператор A лежит в классе Aα(θ0, ω), который не зависит от параметра
β2. Поэтому A порождает и аналитическое разрешающее семейство {S1(t) ∈
L (Z ) : t ≥ 0}, операторы которого в силу аналитичности по t и теоремы 8
имеют вид S1(t) = D(β2−β1)(m−α)S2(t) при t > 0.
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§ 6. Примеры

При α ∈ (0, 1), β ∈ [0, 1] рассмотрим задачу типа Коши

Dα,β
t v(ξ, t) =

∂v

∂ξ
(ξ, t), (ξ, t) ∈ R× R+, (14)

J
(1−β)(1−α)
t v(ξ, 0) = v0(ξ), ξ ∈ R, (15)

где нижний индекс t обозначает переменную, по которой вычисляется дробная
производная или дробный интеграл. Выберем пространство Z = C(R) ограни-
ченных и равномерно непрерывных функций на R. В таком пространстве опе-
ратор A1 = D1

ξ = ∂
∂ξ с областью определения DA1 =

{
w ∈ C(R) : D1

ξw ∈ C(R)
}

является генератором сжимающей полугруппы операторов сдвига S1(t)v0(ξ) =
v0(ξ + t) класса (C0) [7, с. 325], т. е. A1 ∈ C1,δ(0) при любом δ ∈ [0, 1]. По
теореме 5 для α < 1 будет A1 ∈ Aα, а значит, при любом v0 ∈ DA1 существует
единственное решение задачи (14), (15), при этом оно имеет вид

v(ξ, t) = S2(t)v0(ξ) = tβ(1−α)−1

∞∫

0

�α,β(1−α)(st
−α)v0(ξ + s) ds, (16)

так как в данном случае ς1 = 0, ς2 = −β(1− α), γ = α.
Для уравнения

Dα,β
t v(ξ, t) =

1
2
∂2v

∂ξ2
(ξ, t), (ξ, t) ∈ R× R+, (17)

возьмем то же пространство Z = C(R) и оператор A2 = 1
2D

2
ξ = 1

2
∂2

∂ξ2 с обла-

стью определения DA2 =
{
w ∈ C(R) : D2

ξw ∈ C(R)
}
. Поскольку оператор A2

порождает сжимающую (C0)-непрерывную полугруппу операторов [7, с. 335]

S1(t)v0(ξ) =
1√
2πt

∞∫

−∞

e−
(ξ−r)2

2t v0(r) dr, t > 0,

по теореме 5 A2 ∈ Aα. Следовательно, при любом v0 ∈ DA2 существует един-
ственное решение задачи (15), (17), при этом оно имеет вид

v(ξ, t) =
tβ(1−α)−1

√
2π

∞∫

0

s−
1
2�α,β(1−α)(st

−α)

∞∫

−∞

e−
(ξ−r)2

2s v0(r) drds. (18)

При λ, µ > 0 рассмотрим дифференциально-разностное уравнение

Dα,β
t v(ξ, t) = λ(v(ξ − µ, t)− v(ξ, t)), (ξ, t) ∈ R× R+. (19)

В пространстве Z = C(R) зададим оператор A3w(ξ) = λ(w(ξ − µ)− w(ξ)) с об-
ластью определения DA3 = {w ∈ C(R) : w(ξ−µ)−w(ξ) ∈ C(R)}, порождающий
[7, с. 337] сжимающую (C0)-непрерывную полугруппу операторов

S1(t)v0(ξ) = e−λt
∞∑

k=0

λktk

k!
v0(ξ − kµ), t > 0.

Следовательно, A3 ∈ Aα и при любом v0 ∈ DA3 существует единственное реше-
ние задачи (15), (19), при этом оно имеет вид

v(ξ, t) = tβ(1−α)−1

∞∫

0

�α,β(1−α)(st
−α)e−λs

∞∑

k=0

λksk

k!
v0(ξ − kµ) ds. (20)

Замечание 9. Из полученных результатов следует, что решения (16), (18),
(20) аналитичны по t в секторе �θ0−π2 при некотором θ0 ∈

(
π
2 , π

)
.
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