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1. Введение и основные определения

Данная работа посвящена исследованию регулярных гипоэллиптических
операторов, которые являются специальным подклассом гипоэллиптических
операторов по Хёрмандеру (см. [1]). Характеристические многочлены этих
операторов являются мультиквазиэллиптическими, в силу чего данный класс
операторов естественным образом обобщает эллиптические, параболические, 2b-
параболические и квазиэллиптические операторы. Регулярные гипоэллиптиче-
ские операторы были введены в 1960–1970-х гг. и активно исследовались в ра-
ботах С. М. Никольского [2], В. П. Михайлова [3], Фриберга [4], Л. Р. Волевича и
С. Г. Гиндикина [5], Г. Г. Казаряна [6] и других авторов. Анализ регулярных ги-
поэллиптических операторов связан с определенными трудностями, поскольку
соответствующие характеристические многочлены, в отличие от эллиптическо-
го и квазиэллиптического случаев, не являются однородными или обобщенно
однородными. Условия разрешимости, априорные оценки, а также фредголь-
мовы и спектральные свойства регулярных гипоэллиптических операторов изу-
чены лишь для отдельных классов операторов в специальных функциональных
пространствах, при этом большинство известных результатов относится к эл-
липтическим и квазиэллиптическим операторам.

Фредгольмовы свойства эллиптических операторов в различных функцио-
нальных пространствах исследованы в работах Л. А. Багирова [7], Локкарта и
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Маккоуна [8, 9], Шроэ [10] и других авторов. Априорные оценки и фредгольмо-
ва разрешимость квазиэллиптических операторов изучены в работах Л. А. Ба-
гирова [11], Г. А. Карапетяна и А. А. Дарбиняна [12], А. А. Дарбиняна и А. Г. Ту-
манян [13] и др.

Вопросы корректной разрешимости и изоморфизма квазиэллиптических
операторов в специальной шкале весовых соболевских пространств изучены в
работах Г. В. Демиденко (см. [14–16]).

В работах Родино, Боггиатто, Бузано (см. [17]) исследованы фредгольмовы
и спектральные свойства специальных классов регулярных гипоэллиптических
псевдодифференциальных операторов в мультианизотропных пространствах с
полиномиальными весами. Спектральные свойства гипоэллиптических псевдо-
дифференциальных операторов типа Шредингера, а также операторов, являю-
щихся относительно ограниченными возмущениями операторов с постоянными
коэффициентами, изучены в работах Бузано и Зигиотто (см. [18, 19]). Условия
фредгольмовости для регулярных гипоэллиптических операторов на соболев-
ских шкалах Hk,R,p

q (Rn) со специальными весовыми функциями установлены
в [20, 21].

В настоящей работе исследованы нормальная разрешимость, фредголь-
мовость и спектральные свойства одного класса регулярных гипоэллиптиче-
ских операторов с переменными коэффициентами на всем Rn. При некото-
рых условиях на коэффициенты получены априорные оценки для дифференци-
альных операторов, действующих в мультианизотропных весовых соболевских
пространствах. Установлен критерий фредгольмовости для рассматриваемого
класса операторов в мультианизотропных пространствахHR,p

q (Rn) с ограничен-
ной весовой функцией q из специального класса. В работе также приводится
описание существенного спектра таких операторов в случае q ≡ 1. Спектраль-
ные свойства рассматриваемых операторов отличаются от свойств операторов
на весовых шкалах, изученных в предыдущих работах (см. [20–22]).

Определение 1.1. Линейный ограниченный оператор A, определенный
на всем банаховом пространстве X и действующий в банахово пространство Y ,
назовем n-нормальным оператором, если выполняются следующие условия:

1) образ оператора A замкнут (Im(A) = Im(A));
2) ядро оператора A конечномерно (dim Ker(A) <∞).
Оператор A назовем фредгольмовым, если выполняются условия 1, 2 и
3) коядро оператора A конечномерно (dim coker(A) = dim(Y/ Im(A)) <∞).

Определение 1.2. Пусть A — замкнутый оператор с плотной областью
определения в банаховом пространстве X . Существенным спектром σess(A)
назовем множество комплексных чисел λ, для которых A−λI не является фред-
гольмовым.

Разность между размерностями ядра и коядра оператора A называется ин-
дексом оператора:

ind(A) = dim Ker(A)− dim coker(A).

Определение 1.3. Для линейного ограниченного оператора A, действу-
ющего из банахова пространства X в банахово пространство Y (A : X → Y ),
линейные ограниченные операторы R1 : Y → X и R2 : Y → X назовем соот-
ветственно левым и правым регуляризаторами, если выполняются следующие
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условия: R1A = IX + T1, AR2 = IY + T2, где IX , IY — единичные операторы, а
T1 : X → X и T2 : Y → Y — компактные операторы. Линейный ограниченный
оператор R : Y → X назовем регуляризатором для оператора A : X → Y , если
он одновременно является и левым, и правым регуляризатором.

Пусть n ∈ N и Rn — n-мерное евклидово пространство, Zn+, Nn соответ-
ственно множества n-мерных мультииндексов и n-мерных мультииндексов с на-
туральными компонентами. Пусть N ⊂ Zn+ — некоторое конечное множество
мультииндексов, R = R(N ) — минимальный выпуклый многогранник, содер-
жащий элементы из N .

Определение 1.4. Многогранник R назовем вполне правильным, если вы-
полняются следующие условия:

а) R является полным многогранником: R имеет вершины в начале коор-
динат и на каждой оси координат Rn, отличные от начала координат;

б) все компоненты внешних нормалей (n− 1)-мерных некоординатных гра-
ней R положительные.

Пусть R — вполне правильный многогранник. Обозначим через R
n−1
j ,

j = 1, . . . , In−1, (n − 1)-мерные некоординатные грани R с соответствующими
внешними нормалями µj такими, что для всех мультииндексов α ∈ R

n−1
j вы-

полняется (α : µj) = α1

µj1
+ · · · + αn

µjn
= 1, ∂R =

In−1⋃
j=1

R
n−1
j . Для k > 0 обозначим

kR := {kα = (kα1, kα2, . . . , kαn) : α ∈ R}.
Рассмотрим дифференциальный оператор

P (x,D) =
∑

α∈R

aα(x)Dα, (1.1)

где

Dα = Dα1

1 . . .Dαn
n , Dj = i−1 ∂

∂xj
, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, aα(x) ∈ C∞(Rn).

Обозначим
P (x, ξ) =

∑

α∈R

aα(x)ξα.

Для ξ ∈ Rn обозначим

|ξ|R =
∑

α∈R

|ξα|, |ξ|∂R =
∑

α∈∂R

|ξα|.

Определение 1.5. Дифференциальный оператор P (x,D) назовем регу-

лярным в точке x0 ∈ Rn, если существует постоянная δ > 0 такая, что

1 + |P (x0, ξ)| ≥ δ|ξ|R ∀ξ ∈ Rn.

Оператор P (x,D) назовем регулярным в Rn, если P (x,D) является регулярным
в каждой точке x ∈ Rn, и равномерно регулярным в Rn, если существует посто-
янная δ > 0 такая, что

1 + |P (x, ξ)| ≥ δ|ξ|R ∀ξ ∈ Rn, ∀x ∈ Rn.

Рассмотрим примеры таких операторов.
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1. Пусть m ∈ N и R — многогранник Ньютона для точек (0, 0, . . . , 0),
(m, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . ,m). В этом случае определения (определение 1.5) со-

ответствуют определениям эллиптичности с |ξ|∂R = |ξ|m =
n∑
i=1

∣∣ξmi
∣∣.

2. Пусть ν ∈ Nn и R — многогранник Ньютона для точек (0, 0, . . . , 0),
(ν1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , νn). В этом случае определения (определение 1.5) со-
ответствуют определениям квазиэллиптичности с

|ξ|∂R = |ξ|ν =
n∑

i=1

∣∣ξνii
∣∣.

3. Пусть n = 2 и R — многогранник Ньютона для точек (0, 0), (8, 0), (0, 8)
и (6, 4). Тогда

P (x,D) = a1D
8
1 + a2D

6
1D

4
2 + a3D

8
2 + q(x),

где a1, a2, a3 > 0 и q ∈ C(R2), является регулярным в R2.
4. Пусть n = 3 и R — многогранник Ньютона для точек (0, 0, 0), (8, 0, 0),

(0, 8, 0), (6, 4, 0), (6, 0, 6), (0, 6, 6) и (0, 0, 12). Тогда

P (x,D) = D8
1 +D6

1D
4
2 +D8

2 +D6
1D

6
3 +D6

2D
6
3 +D12

3 + q(x),

где q ∈ C(R3), является регулярным в R3.
5. Пусть R — вполне правильный многогранник с вершинами, имеющими

четные координаты. Тогда

P (x,D) =
∑

α∈∂R

Dα + q(x),

где q ∈ C(Rn), является регулярным в Rn.
Пусть последовательность {ai}∞i=0 ⊂ R+ такая, что lim

i→∞
ai =∞ и выполня-

ется неравенство ai+1 < γai, где γ > 0 и i = 0, 1, . . . . Аналогично определениям
из работ [7, 20], используя последовательность {ai}∞i=0, определим специальное
покрытие {Wm}∞m=1 пространства Rn с помощью конечного открытого покры-
тия {Uj}lj=1 единичной сферы, где l не зависит от m, а также системы функций
{ϕm}∞m=1 и {ψm}∞m=1. Системы функций {ϕm}∞m=1 и {ψm}∞m=1 обладают следу-
ющими свойствами:

1) suppϕm ⊂ suppψm ⊂Wm;
2) ψm(x)ϕm(x) = ϕm(x) для всех x ∈ Rn;
3) для произвольного α ∈ Zn+ существует постоянная Cα > 0 такая, что

|Dαψm(x)| ≤ Cα(a[m−1
l ])

−|α|, |Dαϕm(x)| ≤ Cα(a[m−1
l ])

−|α| ∀x ∈ Rn,m = 1, 2, . . . ;

4)
∞∑
m=1

ϕm(x) ≡ 1.

Обозначим Q := {g ∈ C(Rn) : g(x) > 0 ∀x ∈ Rn}.
Для вполне правильного многогранника R обозначим через QR множество

функций g ∈ Q, удовлетворяющих следующим условиям:
1) 1

g(x) → 0 при |x| → ∞;

2) Dβg(x) ∈ C(Rn) для β ∈ Rβ 6= 0 и существует Cβ > 0 такая, что
|Dβg(x)|

g(x)1+(β:µj )
≤ Cβ для всех x ∈ Rn, j = 1, . . . , In−1;
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3) для произвольного ε > 0 существуют δ = δ(ε) > 0 и m0 = m0(ε) > 0
такие, что для всех m > m0 при max

j=1,...,l
diamUj < δ выполняется

max
x,y∈Wm

|g(x)− g(y)|
g(y)

< ε, max
x,y∈Wm

1

g(x)
1

µmax a[m−1
l ]

< ε,

где µmax = max
1≤i≤In−1

max
1≤j≤n

{µij}.

Примеры весовых функций из множества QR включают как полиномиаль-
ные, так и экспоненциальные весовые функции, например, |x|l

R
, exp (|x|r

R
) при

l, r > 0.
Для вполне правильного многогранника R обозначим через Q̃R множество

функций g ∈ Q, удовлетворяющих следующим условиям:
1) существует постоянная C > 0 такая, что 0 < g(x) ≤ C;
2) Dβg(x) ∈ C(Rn) для β ∈ R, β 6= 0, и существует Cβ > 0 такая, что

|Dβg(x)|

g(x)1+(β:µj )
≤ Cβ для всех x ∈ Rn, j = 1, . . . , In−1;

3) для произвольного ε > 0 существуют δ = δ(ε) > 0 и m0 = m0(ε) > 0
такие, что для всех m > m0 при max

j=1,...,l
diamUj < δ выполняется

max
x,y∈Wm

|g(x)− g(y)|
g(y)

< ε, max
x,y∈Wm

1

g(x)
1

µmin a[m−1
l ]

< ε,

где µmin = min
1≤i≤In−1

min
1≤j≤n

{µij}.

Например, в класс весовых функций Q̃R входит |x|l
R

, где − µmin

µmax
< l ≤ 0.

Для k ∈ R, вполне правильного многогранника R и 1 < p <∞ обозначим

Hk,R,p(Rn) := {u ∈ S
′ : ‖u‖k,R,p := ‖F−1(1 + |ξ|∂R)kFu‖Lp(Rn) <∞},

где S ′ — пространство обобщенных функций медленного роста.
Для � ⊂ Rn обозначим через Ḣk,R,p(�) пополнение C∞0 (�) по норме

‖ · ‖k,R,p.
Для k ∈ Z+, q ∈ Q, вполне правильного многогранника R и 1 < p < ∞

обозначим

Hk,R,p
q (Rn) :=

{
u : ‖u‖Hk,R,pq (Rn) := ‖u‖k,R,p,q

:=
∑

α∈kR

‖Dαu · qk−max
i

(α:µi)‖Lp(Rn) <∞
}
.

В случае k ∈ Z+ и q ≡ 1 введенные пространства совпадают.
Для k = 1 обозначим HR,p

q (Rn) := H1,R,p
q (Rn), HR,p(Rn) := H1,R,p(Rn).

Для � ⊂ Rn и x0 ∈ Rn обозначим

Hk,R,p
q (�) :=

{
u : ‖u‖Hk,R,pq (�) :=

∑

α∈kR

‖Dαu · qk−max
i

(α:µi)‖Lp(�) <∞
}
,

Hk,R,p
q(x0)

(Rn) :=
{
u : ‖u‖Hk,R,p

q(x0)
(Rn) := ‖u‖k,R,p,q(x0)

:=
∑

α∈kR

‖Dαu · q(x0)
k−max

i
(α:µi)‖Lp(Rn) <∞

}
.

Введенные пространства являются обобщением мультианизотропных собо-
левских пространств (см. [6]).
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2. Априорные оценки и нормальная разрешимость

Рассмотрим дифференциальный оператор P (x,D) (см. (1.1)), представи-
мый в следующем виде:

P (x,D) =
∑

α∈R

aα(x)Dα =
∑

α∈R

(
a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
+ a1

α(x)
)
Dα, (2.1)

где q ∈ Q, a0
α(x), a1

α(x) — ограниченные непрерывные функции на Rn, a1
α(x) =

o(q(x)
1−max

i
(α:µi)

) при |x| → ∞ для всех α ∈ R.
Легко проверить, что P (x,D) порождает линейный ограниченный оператор,

действующий из HR,p
q (Rn) в Lp(Rn).

Для N > 0 и x0 ∈ Rn обозначим

KN(x0) := {x ∈ Rn : |x− x0| ≤ N}, KN := KN (0).

В дальнейшем будем использовать следующую теорему, которая является
следствием теоремы 7.1 из работы [23].

Теорема 2.1. Пусть q ∈ Q и P (x,D) — дифференциальный оператор (2.1).
Тогда P (x,D) : HR,p

q (Rn) → Lp(Rn) является n-нормальным тогда и только

тогда, когда существуют постоянные κ > 0 и N > 0 такие, что имеет место

оценка

‖u‖R,p,q ≤ κ(‖Pu‖Lp(Rn) + ‖u‖Lp(KN )) ∀u ∈ HR,p
q (Rn).

Теорема 2.2. Пусть q ∈ Q̃R и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0

для всех α ∈ R. Пусть существуют постоянные κ > 0 и N > 0 такие, что

‖u‖R,p,q ≤ κ(‖Pu‖Lp(Rn) + ‖u‖Lp(KN )) ∀u ∈ HR,p
q (Rn). (2.2)

Тогда P (x,D) является регулярным в Rn и существуют постоянные δ > 0 и

M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. (2.3)

Доказательство. Из теоремы 3.1 работы [22] следует, что P (x,D) явля-
ется регулярным в Rn. Докажем оценку (2.3).

Пусть m ∈ N, xm ∈Wm, ξ ∈ Rn и ũm(x) := exp(i(ξ, x))ψm(x).
В силу того, что q ∈ Q̃R, для любого ε > 0 существуют δ(ε) > 0 и m0(ε) > 0

такие, что для всех m > m0 при max
j=1,...,l

diamUj < δ

|q(x)− q(y)| ≤ εq(y) ∀x, y ∈Wm.

Тогда для любого r > 0 имеет место неравенство

|q(x)r − q(xm)r| ≤ τr(ε)q(xm)r ∀x ∈ Wm, (2.4)

где τr(ε)→ 0 при ε→ 0.



О фредгольмовой разрешимости 331

Из неравенства (2.4) и того факта, что supp ũm ⊂ Wm, следует, что суще-
ствует функция τ(ε) такая, что τ(ε)→ 0 при ε→ 0 и имеют место неравенства

‖ũm‖R,p,q ≥ (1− τ(ε))‖ũm‖R,p,q(xm).

Для достаточно большого m0 и при достаточно малом значении max
j=1,...,l

diamUj

для m > m0 имеет место неравенство

‖ũm‖R,p,q ≥
1
2
‖ũm‖R,p,q(xm). (2.5)

Учитывая свойства {ψm}∞m=1 и то, что (γ : µi) − |γ|
µmin

≤ 0 для γ ∈ R

и i = 1, . . . , In−1, получим, что для произвольного ε > 0 и γ ∈ R, γ 6= 0,
существуют δ(ε) > 0 и m0(ε) > 0 такие, что для m > m0 и max

j=1,...,l
diamUj < δ

выполняется неравенство

|Dγψm(x)|
q(x)(γ:µi)

=
|Dγψm(x)|a|γ|

[m−1
l ]

q(x)(γ:µi)−
|γ|
µmin q(x)

|γ|
µmin a

|γ|

[m−1
l ]

≤ ωγ(ε), (2.6)

где µmin = min
1≤i≤In−1

min
1≤j≤n

{µij} и ωγ(ε)→ 0 при ε→ 0.

Для β ∈ R с некоторой постоянной C1 > 0 имеет место неравенство

‖Dβũm‖Lp(Rn)q(xm)
1−max

i
(β:µi) ≥ |ξβ |‖ψm‖Lp(Rn)q(xm)

1−max
i

(β:µi)

− C1

∑

0≤γ<β

|ξγ |‖Dβ−γψm‖Lp(Rn)q(xm)
1−max

i
(β:µi)

.

Пусть j = arg max
i

(β : µi). Используя оценку (2.6), свойства {ψm}∞m=1 и

q ∈ Q̃R, нетрудно проверить, что

|ξγ |‖Dβ−γψm‖Lp(Rn)q(xm)1−(β:µj)

≤ |ξγ |ωβ−γ(ε)q(xm)(β−γ:µj)µ(Wm)q(xm)1−(β:µj)

≤ ω̃β−γ(ε)|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm), (2.7)

где µ(Wm) — мера множества Wm, ωβ−γ(ε), ω̃β−γ(ε)→ 0 при ε→ 0.
Используя оценку (2.7), получим

‖Dβũm‖Lp(Rn)q(xm)
1−max

i
(β:µi) ≥ |ξβ |q(xm)

1−max
i

(β:µi)
µ(Wm)

− ω1(ε)
∑

0≤γ<β

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm),

где µ(Wm) — мера множества Wm, ω1(ε) → 0 при ε → 0. Тогда нетрудно
проверить, что выполняется оценка

‖ũm‖R,p,q(xm) ≥
∑

β∈R

|ξβ |q(xm)
1−max

i
(β:µi)

µ(Wm)

− ω2(ε)
∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm), (2.8)
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где ω2(ε)→ 0 при ε→ 0.

Имеем

‖P (x,D)ũm‖Lp(Rn) ≤
∥∥∥
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
Dαũm

∥∥∥
Lp(Rn)

+
∥∥∥
∑

α∈R

a1
α(x)Dαũm

∥∥∥
Lp(Rn)

. (2.9)

Учитывая, что a1
α(x) = o(q(x)

1−max
i

(α:µi)
) при |x| → ∞ для всех α ∈ R и

(2.6), (2.7), нетрудно проверить, что для достаточно большого m0 и m > m0

выполняется оценка

∥∥∥
∑

α∈R

a1
α(x)Dαũm

∥∥∥
Lp(Rn)

≤ ω3(ε)
∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm), (2.10)

где ω3(ε)→ 0 при ε→ 0.

Используя (2.6), (2.7), (2.4) и условие lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0 для

всех α ∈ R, по аналогии с доказательством теоремы 3.4 из работы [22] получим,
что для достаточно большого m0 и m > m0 выполняется оценка

∥∥∥
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
Dαũm

∥∥∥
Lp(Rn)

≤
∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣‖ψm‖Lp(Rn)

+ C2

∑

α∈R

∑

0≤γ<α

|ξγ |‖Dα−γψm‖Lp(Rn)q(xm)
1−max

i
(α:µi)

+ ω4(ε)
∑

α∈R

∑

0≤γ1+γ2≤α

|ξγ1 |‖Dγ2ψm‖Lp(Rn)q(xm)
1−max

i
(α:µi)

≤
∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣µ(Wm)

+ ω̃4(ε)
∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm), (2.11)

где ω4(ε)→ 0, ω̃4(ε)→ 0 при ε→ 0.

Из оценок (2.10), (2.11) для достаточно большого m0 и всех m > m0 полу-
чим

‖P ũm‖R,p,q(xm) ≤
∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣µ(Wm)

+ ω5(ε)
∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

µ(Wm), (2.12)
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где ω5(ε)→ 0 при ε→ 0. Тогда из (2.2), применяя (2.8) и (2.12), получим

∑

β∈R

|ξβ |q(xm)
1−max

i
(β:µi) − ω2(ε)

∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

≤ κ
(∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣

+ ω5(ε)
∑

γ∈R

|ξγ |q(xm)
1−max

i
(γ:µi)

)
.

Из полученной оценки, выбирая ε достаточно малым, получим, что для до-
статочно большого m0 при m > m0 c некоторой постоянной C3 > 0 выполняется
неравенство

C3

∑

β∈R

|ξβ |q(xm)
1−max

i
(β:µi) ≤

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣.

Из последнего неравенства, учитывая, что R вполне правильный много-
гранник, получим, что существует постоянная δ > 0 такая, что для достаточно
большого m0 при m > m0 имеет место неравенство

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(xm) + |ξ|∂R).

Так как последнее неравенство выполняется для всех xm при m > m0,
заключаем, что существуют постоянные δ > 0 и M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. �

Далее установим, что полученные условия на символ оператора также явля-
ются достаточными для выполнения априорной оценки (2.2) в рассматриваемых
пространствах.

Теорема 2.3. Пусть q ∈ Q̃R и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими

lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x)− a0

α(y)
∣∣ = 0

для всех α ∈ R. Пусть P (x,D) является регулярным в Rn и существуют посто-

янные δ > 0 и M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. (2.13)

Тогда существуют постоянные κ > 0 и N > 0 такие, что

‖u‖R,p,q ≤ κ(‖Pu‖Lp(Rn) + ‖u‖Lp(KN )) ∀u ∈ HR,p
q (Rn). (2.14)

Доказательство. Обозначим

P0(x,D) =
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
Dα,
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Pm(x,D) :=
∑

α∈R

[
ψm(x)

(
a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi) − a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi))

+ a0
α(xm)q(xm)

1−max
i

(α:µi)]
Dα, m = 1, 2, . . . .

Учитывая свойства системы функций {ϕm}∞m=1, получим, что для γ ∈ R,
γ 6= 0, и произвольного ε > 0 существуют δ(ε) > 0 и m0(ε) > 0 такие, что для
всех m > m0 и max

j=1,...,l
diamUj < δ получим неравенство

|Dγϕm(x)|
q(x)(γ:µi)

=
|Dγϕm(x)|a|γ|

[m−1
l ]

q(x)(γ:µi)− |γ|
µmin q(x)

|γ|
µmin a

|γ|

[m−1
l ]

≤ ωγ(ε), (2.15)

где ωγ(ε)→ 0 при ε→ 0.
Аналогичные неравенства выполняются для функций {ψm}∞m=1.
Используя эти оценки, лемму 3.1 из работы [24] и условия на коэффициен-

ты lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0, аналогично доказательству теоремы 2.2 из

работы [12] можно проверить, что при достаточно большомm0 для всехm > m0

операторы Pm(x,D) : HR,p
q (Rn) → Lp(Rn) имеют ограниченные обратные опе-

раторы, причем нормы этих обратных операторов равномерно ограничены бла-
годаря условию (2.13).

Так как Pm(ϕmu) = P0(ϕmu) для всех u ∈ HR,p
q (Rn) и m > m0, с некоторой

постоянной C1 > 0 выполняется оценка

‖ϕmu‖R,p,q ≤ C1‖Pm(ϕmu)‖Lp(Rn) ≤ C1‖P0(ϕmu)‖Lp(Rn) ∀u ∈ HR,p
q (Rn).

Используя свойства функций {ϕm}∞m=1 и оценку (2.15), можно показать,
что при достаточно большомm0 и достаточно малом max

j=1,...,l
diamUj для m > m0

существуют такие константы C2, C3 > 0, что имеет место оценка

‖ϕmP0u− P0(ϕmu)‖pLp(Rn)

≤ C2

∥∥∥
∑

α∈R

∑

β+γ=α,|γ|>0

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
DβuDγϕm

∥∥∥
p

Lp(Rn)

≤ C3

∥∥∥
∑

α∈R

∑

β+γ=α,|γ|>0

a0
α(x)DβuDγϕm

1

q(x)
max
i

(γ:µi)
q(x)

1−max
i

(β:µi)
∥∥∥
p

Lp(Rn)

≤ ω(ε)‖u‖p
HR,p
q (Wm)

.

где ω(ε)→ 0 при ε→ 0.
Суммируя по всем m > m0 и учитывая свойства {ϕm}∞m=1, {Wm}∞m=1, за-

ключаем, что с некоторой постоянной C4 > 0 выполняется оценка

∞∑

m=m0+1

‖ϕmu‖pR,p,q ≤ C4

(
‖P0u‖pLp(Rn) + ω(ε)‖u‖p

R,p,q

)
∀u ∈ HR,p

q (Rn). (2.16)

Продолжение доказывается аналогично схеме из теоремы 2.3 в работе [20]. �

Из теорем 2.1–2.3 непосредственно вытекает
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Следствие 2.1. Пусть q ∈ Q̃R и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x)−a0

α(y)
∣∣ = 0 для

всех α ∈ R.

Тогда оператор P (x,D) : HR,p
q (Rn)→ Lp(Rn) является n-нормальным тогда

и только тогда, когда P (x,D) является регулярным в Rn и существуют посто-

янные δ > 0 и M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. (2.17)

Замечание 2.1. Для функции q ∈ Q̃R такой, что q(x) → 0 при |x| → ∞,
из следствия 2.1 имеем, что рассматриваемый оператор P (x,D) не является n-
нормальным как оператор из HR,p(Rn) в Lp(Rn), но является n-нормальным
как оператор из HR,p

q (Rn) в Lp(Rn). Для оператора только с главной частью

P (x,D) =
∑

α∈∂R

aα(x)Dα : HR,p
q (Rn)→ Lp(Rn)

из теоремы 2.2 следует, что априорная оценка (2.2) не может выполняться. То-
гда по теореме 2.1 оператор не является n-нормально разрешимым. Теорема 2.2
показывает, что для выполнения априорной оценки вида (2.2) наряду с регу-
лярностью P (x,D) необходимым также является условие (2.3). В работе [20]
априорные оценки установлены в случае весовых пространств HR,p

q (Rn) при
q ∈ QR.

3. Критерий фредгольмовости

Теорема 3.1. Пусть q ∈ Q̃R и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими

lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x)− a0

α(y)
∣∣ = 0

для всех α ∈ R. Оператор P (x,D) : HR,p
q (Rn)→ Lp(Rn) является фредгольмо-

вым тогда и только тогда, когда P (x,D) является регулярным в Rn и существу-

ют постоянные δ > 0 и M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ (q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. (3.1)

Доказательство. Поскольку из фредгольмовости оператора сразу имеем
его n-нормальность, необходимость утверждения следует из теорем 2.1 и 2.2.

Докажем достаточность. Приведем построение левого и правого регуляри-
заторов.

Пусть xm ∈Wm, m = 1, 2, . . . . Обозначим

Pm(x,D) :=
∑

α∈R

(ψm(x)(aα(x) − aα(xm)) + aα(xm))Dα,

Pm,0(x,D) :=
∑

α∈∂R

(ψm(x)(aα(x) − aα(xm)) + aα(xm))Dα,
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Rm,0 := F−1 |ξ|∂R

(1 + |ξ|∂R)Pm,0(xm, ξ)
F.

Пусть m0 ∈ N. Так как P (x,D) регулярен в Rn, то при достаточно малых
диаметрах {Wm}m0

m=1 из леммы 3.1 работы [22] следует, что для m ≤ m0 имеет
место представление

Rm,0Pm(x,D) = I + Tm1 + Tm2 , (3.2)

где Tm1 : HR,p(Rn)→ H1+σ,R,p(Rn), σ = σ(R) > 0, а оператор Tm2 : HR,p(Rn)→
HR,p(Rn) удовлетворяет условию ‖Tm2 ‖ < 1.

Обозначим
Rm := (I + Tm2 )−1Rm,0.

Аналогично доказательству теоремы 2.3 можно взять m0 достаточно боль-
шим, так что для m > m0 операторы Pm : HR,p

q (Rn) → Lp(Rn) имеют равно-
мерно ограниченные обратные операторы Rm : Lp(Rn)→ HR,p

q (Rn).
Рассмотрим

Rf :=
∞∑

l=0

ψlR
l(ϕlf), f ∈ Lp(Rn). (3.3)

Аналогично доказательству теоремы 3.6 из работы [22] нетрудно проверить,
что имеет место равенство

RP (x,D)u = u+ φT1u+ T2u,

где φ ∈ C∞0 (Rn), T1 : HR,p(Rn) → H1+σ,R,p(Rn), σ = σ(R) > 0, а оператор
T2 : HR,p

q (Rn)→ HR,p
q (Rn) удовлетворяет условию ‖T2‖ < 1.

Так как φ ∈ C∞0 (Rn), suppφ ⊂ KN1 для некоторой постоянной N1 > 0 и
T1 : HR,p(Rn) → H1+σ,R,p(Rn) с σ = σ(R) > 0, то существуют постоянные
C1, C2, C3, C4, C5 > 0 такие, что

‖φT1u‖R,p,q ≤ C1‖φT1u‖ḢR,p(KN1) ≤ C2‖φT1u‖Ḣ1+σ,R,p(KN1)

≤ C3‖u‖ḢR,p(KN1) ≤ C4‖u‖HR,p
q (KN1) ≤ C5‖u‖R,p,q ∀u ∈ HR,p

q (Rn).

Из последней оценки в силу компактности вложений Ḣ1+σ,R,p(KN1) в
ḢR,p(KN1) получим, что φT1 : HR,p

q (Rn)→ HR,p
q (Rn) компактен.

Так как оператор T2 : HR,p
q (Rn)→ HR,p

q (Rn) удовлетворяет условию ‖T2‖ <
1, существует (I + T2)−1. Применяя этот оператор к обеим частям, получим

R̃P (x,D)u = u+ T̃ u,

где R̃ := (I + T2)−1R, а T̃ := (I + T2)−1φT1 : HR,p
q (Rn) → HR,p

q (Rn) является
компактным оператором, так как φT1 компактен.

Аналогичным образом строится правый регуляризатор. Из существования
левого и правого регуляризаторов, используя теорему 3.14 из [25], заключаем,
что P (x,D) : HR,p

q (Rn)→ Lp(Rn) является фредгольмовым оператором. �

Следствие 3.1. Пусть q ≡ 1 и P (x,D) — регулярный в Rn дифференци-

альный оператор вида (2.1), коэффициенты которого удовлетворяют следую-

щим условиям: lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0 для всех α ∈ R и выполняется

(3.1).
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Тогда ядро, коядро и индекс оператора не зависят от p.

Доказательство. В силу теоремы 3.1 и построения регуляризатора су-
ществует оператор R : Lp(Rn) → HR,p(Rn) такой, что RP (x,D)u = u + φTu,

где φ ∈ C∞0 (KN ) для некоторого N > 0, не зависящего от p, T : HR,p(Rn) →
H1+σ,R,p(Rn) с некоторой σ = σ(R) > 0.

Используя последнее представление и следствие 3.2 из работы [24], нетруд-
но проверить, что ядро оператора P (x,D) : HR,p(Rn) → Lp(Rn) содержится
в C∞(KN ), следовательно, не зависит от p. Аналогично можно доказать, что
коядро не зависит от p. Тем самым получили, что индекс оператора P (x,D) :
HR,p(Rn)→ Lp(Rn) не зависит от p. �

Замечание 3.1. В общем случае для других шкал весовых соболевских
пространств ядро, коядро и индекс оператора могут зависеть от p, как это уста-
новлено, в частности, в работах Локкарта, Маккоуна [9] и Г. В. Демиденко [16].

Из теорем 2.2, 2.3 и 3.1 непосредственно следует

Теорема 3.2. Пусть q ∈ Q̃R и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0

для всех α ∈ R. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) оператор P (x,D) : HR,p
q (Rn)→ Lp(Rn) фредгольмов;

(2) существуют постоянные κ > 0 и N > 0 такие, что

‖u‖R,p,q ≤ κ(‖Pu‖Lp(Rn) + ‖u‖Lp(KN )) ∀u ∈ HR,p
q (Rn);

(3) P (x,D) является регулярным в Rn и существуют δ > 0 и M > 0 такие,

что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M.

В работе [21] получен аналогичный критерий фредгольмовости для регу-
лярных гипоэллиптических операторов на шкале весовых пространств HR,p

q с
неограниченной весовой функцией q ∈ QR, а также исследованы их спектраль-
ные характеристики.

Теорема 3.3. Пусть q ∈ QR и P (x,D) — дифференциальный оператор

(2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x) − a0

α(y)
∣∣ = 0

для всех α ∈ R.

Тогда оператор P (x,D) : HR,p
q (Rn) → Lp(Rn) фредгольмов тогда и только

тогда, когда P (x,D) является регулярным в Rn и существуют постоянные δ > 0
и M > 0 такие, что

∣∣∣
∑

α∈R

a0
α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
ξα
∣∣∣ ≥ δ(q(x) + |ξ|∂R) ∀ξ ∈ Rn, |x| > M. (3.4)

При этом если P (x,D) регулярный в Rn и выполняется (3.4), то для про-

извольного λ ∈ C оператор P − λI фредгольмов и спектр σ(P ) имеет одну из

следующих форм:

(1) σ(P ) = C;
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(2) σ(P ) — дискретное множество, при этом ind
(
P ;HR,p

q

)
= 0.

Спектральные свойства операторов из теоремы 3.3 отличаются от случая
q ∈ Q̃R: существенный спектр для таких операторов является пустым множе-
ством. В случае q ≡ 1 из весового класса Q̃R на основе теоремы 3.1 нетрудно
получить описание существенного спектра.

Предложение 3.1. Пусть q ≡ 1 и P (x,D) — регулярный в Rn дифферен-

циальный оператор (2.1) и существуют постоянные ãα такие, что aα(x) → ãα
при |x| → ∞, α ∈ R. Тогда

σess(P ) =
{∑

α∈R

ãαξ
α : ξ ∈ Rn

}
.

При этом для λ /∈ σess(P ) имеет место ind(P − λI) = 0.

Предложение 3.2. Пусть q ≡ 1 и P (x,D) — регулярный в Rn диффе-

ренциальный оператор (2.1) с коэффициентами, удовлетворяющими условиям

lim
m→∞

max
x,y∈Wm

∣∣a0
α(x)− a0

α(y)
∣∣ = 0 для всех α ∈ R.

Тогда

σess(P ) =
⋃

(ãα)∈A

{∑

α∈R

ãαξ
α : ξ ∈ Rn

}
,

где A — множество всех семейств (ãα)α∈R, для которых существует такая по-

следовательность {xk}∞k=1, что |xk| → ∞ и a0
α(xk) → ãα при k → ∞ для всех

α ∈ R.
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