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Аннотация. Рассматривается задача Дирихле для эллиптического уравнения с
p(|x|)-лапласианом и младшими членами, не удовлетворяющими условию Берн-
штейна — Нагумо. При условии, что p(|x|) является непрерывно дифференциру-
емой невозрастающей функцией, доказано существование слабого радиально сим-
метричного решения с непрерывной по Гёльдеру производной.
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Геннадия Владимировича Демиденко

§ 1. Введение и основные результаты

Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения

−div(|∇u|p(|x|)−2∇u) = F (x, u,∇u) в � ⊂ Rn, (1.1)

u = 0 на ∂�, (1.2)

где � — некоторая ограниченная область, ∂� — граница �, p(|x|) > 2. Один из
подходов для исследования краевых задач для (1.1) базируется на методах ва-
риационного исчисления, что связано с вариационностью главной части указан-
ных уравнений. Наличие в уравнении градиентных членов существенно ослож-
няет применение этих методов. В этом случае для доказательства разрешимо-
сти краевых задач широко используются топологические и аппроксимационные
методы.

Исследованию краевых задач для уравнения (1.1) посвящена обширная ли-
тература. Нас интересуют радиально симметричные решения краевых задач
для (1.1) при наличии в уравнении градиентных членов. В связи с этим мы
ограничимся ссылками на те работы, в которых такие исследования проводи-
лись. Если говорить о работах, в которых присутствуют градиентные члены, то
можно отметить [1, 2], где с помощью аппроксимационных методов доказывает-
ся существование слабых решений краевых задач для (1.1) при постоянном p.
Также при постоянном p в работах [3–7] с помощью различных топологических
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методов, основанных на теоремах лиувиллевского типа, на методе суб- /супер-
решений с последующим применением теоремы Красносельского доказаны ана-
логичные результаты. Что касается работ, в которых исследовались радиально
симметричные решения при p = p(|x|), отметим работы [8, 9], в которых с помо-
щью методов вариационного исчисления было доказано существование слабых
соболевских радиально симметричных решений. В [10] рассматривалась задача
с p = p(|x|) и градиентными членами, в которой было доказано существование
разрушающихся на границе радиально симметричных решений.

Во всех вышеперечисленных работах функция F (x, u, q) удовлетворяет усло-
вию Бернштейна — Нагумо

|F (x, u, q)| ≤ c(1 + |q|p(x)) для (x, u, q) ∈ �× [−M,M ]× Rn, (1.3)

с некоторой постоянной c, при условии, что решение удовлетворяет условию
max |u| ≤ M с некоторой постоянной M . Нас интересует разрешимость крае-
вых для задач для (1.1) в случае, когда функция F (x, u, q) имеет произвольный
рост по переменной q. В связи с этим отметим результаты статьи [11], где с
помощью метода суб-/суперрешений были получены результаты о существова-
нии решения при нарушении условия (1.3) при определенных условиях малости
на коэффициенты уравнения. Нелинейность по градиенту предполагается не
более чем полиномиальная.

В [12, 13] было доказано существование радиально симметричных решений
задачи Дирихле для (1.1) без каких-либо условий малости, когда показатель p
постоянен и условие (1.3) не имеет места. Новизна результатов данной работы
заключается в получении аналогичных результатов в случае, когда показатель
p зависит от |x|.

Итак, нас интересует существование ограниченных радиально симметрич-
ных решений задачи (1.1), (1.2), где � = BR — шар радиуса R. Будем предпо-
лагать, что функция F (x, u,∇u) может быть представлена в виде F (r, u, ur) при
замене переменных r = |x|. Примерами таких функций являются, например,
функции вида

F (|x|, u, |∇u|), F (|x|, u, x · ∇u),

где x · ∇u =
n∑
i=1

xiuxi . В дальнейшем производную функции u по переменной r

будем обозначать через u′. Как известно, ограниченное радиально симметрич-
ное решение (1.1), (1.2) удовлетворяет уравнению

−(|u′|p(r)−2u′)′ − n− 1
r
|u′|p(r)−2u′ = F (r, u, u′), r ∈ (0, R), (1.4)

и краевым условиям
u′(0) = 0, u(R) = 0. (1.5)

Дадим определение решения задачи (1.4), (1.5).

Определение 1.1. Будем говорить, что функция u(r) является решением

задачи (1.4), (1.5), если u′(r) непрерывна по Гёльдеру на [0, R], удовлетворяет
(1.5) и имеет место интегральное тождество

R∫

0

|u′(r)|p(r)−2u′(r)φ′(r) dr =

R∫

0

n− 1
r
|u′(r)|p(r)−2u′(r)φ(r) dr

+

R∫

0

F (r, u(r), u′(r))φ(r) dr ∀φ(r) ∈ C∞0 (0, R).
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В силу указанной в определении гладкости искомого решения краевые условия
(1.5) понимаются в обычном смысле.

Представим F в виде

F (r, u, u′) = g0(r, u) + g(r, u, u′) + f(r),

причем F (r, 0, 0) не обращается тождественно в нуль и

lim
|u|→∞

|g0(r, u) + g(r, u, 0)| =∞, (1.6)

u(g0(r, u) + g(r, u, 0)) < 0, u 6= 0. (1.7)

Например, g0(r, u) + g(r, u, q) = −u|u|s − uer|q|µ , s > 0, удовлетворяет условиям
(1.6), (1.7).

Положим

max
r∈[0,R],|u|≤M

(g0(r, u) + g(r, u, 0) + f(r)) = M∗, max
r∈[0,R]

|f | = f∗.

Предположим, что g(r, u, u′) удовлетворяет условиям

g(r, u,−q) ≤ 0, u > 0, g(r, u, q) ≥ 0, u < 0, (1.8)

где q ∈ [q0, q1], 1 ≤ q0 < q1, r ∈ [0, R], |u| ≤M
|g(r, u, q)− g(s, u, q)| ≤ K(r, s, u, q)(r − s) (1.9)

для r, s ∈ (0, R), 0 < r − s, |u| ≤M , |q| ∈ [q0, q1], где K ≥ 0,

g(r, u2, q)− g(r, u1, q) ≥ γ(r, u1, u2, q)(u1 − u2) (1.10)

для r ∈ (0, R), |u1|, |u2| ≤M , u1 > u2, |q| ∈ [q0, q1], где γ(r, u1, u2, q) ≥ 0.
Предположим, что неравенства

K(r, s, u1,±q)− γ(r, u1, u2,±q)q̃ ≤ 0. (1.11)

выполнены для любых r, s, u1, u2, q̃ и q, удовлетворяющих условиям

(r, s) ∈ (0, R), s < r; |u1|, |u2| ≤M,u1 − u2 ≥ q̃(r − s); q̃, q ∈ [q0, q1], q < q̃.

Теорема 1.2. Пусть F (r, u, u′) ∈ C([0, R]× R× R), p(r) ∈ C1[0, R], p′ ≤ 0 и

выполнены условия (1.6)–(1.11). Тогда существует слабое решение задачи (1.4),
(1.5) такое, что функция |u′(r)|p(r)−2u′(r) непрерывна по Липшицу на [0, R] и

u(r) удовлетворяет следующим оценкам:

|u(r)| ≤M, |u′(r)| ≤ q1,
где M зависит от f∗, g0 и g, а q1 зависит от M и max

r∈[0,R]
|p′(r)|.

Ниже мы приводим примеры функций, удовлетворяющих условиям (1.6)–
(1.11) [14]:

g = rq2k+1 − u|q|ν , 2k > ν; g = −uer|q|µ, µ < 1; g = rq2k+1 − ue|q|.
Для того чтобы доказать теорему 1.2 регуляризуем уравнение (1.4) и докажем
классическую разрешимость регуляризованной задачи, основываясь на техни-
ке, разработанной в [12, 13], и используя принцип неподвижной точки. Далее
используем процедуру предельного перехода для получения слабого решения
задачи (1.4), (1.5).

Статья организована следующим образом. В § 2 мы получаем априорную
оценку классического решения регуляризованной задачи. Параграф 3 посвя-
щен получению априорной оценки производной классического решения регуля-
ризованной задачи. В § 4 доказывается теорема существования классического
решения регуляризованной задачи (см. теорему 4.2), а также приведено дока-
зательство существования слабого в смысле определения 1.1 решения задачи
(1.4), (1.5) (см. теорему 1.2).
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§ 2. Априорная оценка решения
регуляризованной задачи

Рассмотрим следующую регуляризацию уравнения (1.4):

−((u′α + ε)
p(r)−2
α u′)′ − n− 1

r
(u′α + ε)

p(r)−2
α u′ = F (r, u, u′), (2.1)

где постоянная α ∈ (0, 1) такова, что (u′α)
p(r)−2
α = |u′|p(r)−2, ε > 0. В качестве

α можно взять α = m
k , где m — четное число, k — целое положительное число.

Перепишем уравнение (2.1) в недивергентном виде

−aε(r, u′)u′′ −
n− 1
r

(u′α + ε)
p(r)−2
α u′ − bε(r, u′) = F (r, u, u′), (2.2)

где

aε(r, z) = (zα+ε)
p(r)−2
α −1((p(r)−1)zα+ε), bε(r, z) =

1
α
p′(r)z(zα+ε)

p(r)−2
α ln(zα+ε).

Нетрудно видеть, что aε(r, z) является четной функцией по z. Будем исследо-
вать существование классического решения задачи (2.2), (1.5). Для этого дадим
определение этого понятия.

Определение 2.1. Функцию u(r) ∈ C2(0, R) ∩ C1[0, R], удовлетворяющую
уравнению (2.2) в каждой точке интервала (0, R), а также краевым условиям
(1.5), понимаемым в обычном смысле, будем называть классическим решением

задачи (2.2), (1.5).

Наша цель в этом параграфе получить априорную оценку решения задачи
(2.2), (1.5), не зависящую от параметра регуляризации.

Лемма 2.1. Пусть F ∈ C([0, R]×R×R) и выполнены условия (1.6), (1.7).
Тогда для любого классического решения задачи (2.2), (1.5) имеет место следу-

ющая оценка:

|u(r)| ≤M
с некоторой постоянной M , зависящей от f∗, g0(r, u), g(r, u, 0).

Доказательство. Пусть в точке r = r0 ∈ (0, R) функция u(r) достигает
положительного максимума и f(r0) > 0, тогда u′(r0) = 0 и u′′(r0) ≤ 0. Из (2.2),
учитывая, что bε(r, 0) = 0, получим

g0(r0, u(r0)) + g(r0, u(r0), 0) + f(r0) ≥ 0.

Принимая во внимание (1.7), получаем

|g0(r0, u(r0)) + g(r0, u(r0), 0)| ≤ f(r0) ≤ f∗,

откуда в силу (1.6) немедленно вытекает существование постоянной M1 > 0,
зависящей от f∗ и g0(r, u), g(r, u, 0), такой, что

u(r0) ≤M1.

Если же f(r0) ≤ 0, то r0 не может быть точкой положительного максимума
функции u.

Переходим к исследованию поведения u на границе. Если r = 0 является
точкой положительного максимума функции u, то существует δ-окрестность
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точки r = 0 такая, что для любого r ∈ (0, δ) имеем u(r) > 0, u′(r) ≤ 0 и
u′′(r) ≤ 0. Тогда из (2.2) для указанных значений r получим

bε(r, u′) + F (r, u, u′) ≥ 0.

Устремляя r → 0, учитывая (1.5), bε(r, 0) = 0, предполагая, что f(0) > 0, в
пределе получаем

|g0(0, u(0)) + g(0, u(0), 0)| ≤ f(0) ≤ f∗

и как следствие
u(0) ≤M1.

Если f(0) ≤ 0, то достижение функцией u положительного максимума в нуле
невозможно. Так как u(R) = 0, то в итоге имеем

u(r) ≤M1, r ∈ [0, R]. (2.3)

Предполагая, что в точке r = r1 ∈ (0, R) функция u достигает отрицательного
минимума, и действуя аналогично предыдущим рассуждениям, легко показать,
что существует постоянная M2 > 0, зависящая от f∗ и g0(r, u), g(r, u, 0), такая,
что

u(r) ≥ −M2. (2.4)

Таким образом, из (2.3), (2.4) вытекает, что решения задачи (2.2), (1.5) удовле-
творяют

|u(r)| ≤M ∀r ∈ (0, R), M = max{M1,M2}. �
Введем неубывающую неотрицательную функцию ψ(ρ) ∈ C1(0,+∞) такую,

что существуют постоянные q0, q1, которые удовлетворяют 1 ≤ q0 < q1 < +∞,
и выполнено

q1∫

q0

ρdρ

ψ(ρ)
= 2M. (2.5)

Положим

τ(κ) =

q1∫

κ

dρ

ψ(ρ)
,

где параметр κ меняется в пределах [q0, q1], а функция ψ определена в (2.5).
Пусть

τ0 ≡ τ(q0) =

q1∫

q0

dρ

ψ(ρ)
.

Введем функцию h(τ) как решение следующей задачи:

h′′ + ψ(|h′|) = 0, h(0) = 0, h(τ0) = 2M. (2.6)

Легко видеть, что

h(τ(κ)) =

q1∫

κ

ρdρ

ψ(ρ)
.

Более того, h(τ0) = 2M (в силу (2.5) ). Заметим, что h′(τ) ≥ 1 для τ ∈ [0, τ0].
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Лемма 2.2. Пусть выполнены условия леммы 2.1, а также условия (1.8),
(2.5). Тогда для любого классического решения задачи (2.2), (1.5) имеет место

следующая оценка:

|u(r)| ≤ h(R− r), r ∈ [R− τ0, R] ∩ [0, R].

Доказательство. Введем следующий оператор:

L ≡ −aε(r, u′(r))
d2

dr2
.

Тогда

Lu =
n− 1
r

(u′α + ε)
p(r)−2
α u′ + bε(r, u′) + F (r, u, u′)

и для ζ = R− r, используя (2.6),

Lh(ζ) = −aε(r, u′(r))h′′(ζ) = aε(r, u
′(r))ψ(|h′(ζ)|).

Таким образом, для функции v(r) ≡ u(r)− h(ζ) получаем

Lv = Lu−Lh =
n− 1
r

(u′α+ε)
p(r)−2
α u′+bε(r, u′)+F (r, u, u′)−aε(r, u′(r))ψ(|h′(ζ)|).

(2.7)
С другой стороны,

Lv = Lu− Lh = −aε(r, u′(r))v′′. (2.8)

Следовательно, из (2.7), (2.8) получаем

−aε(r, u′)v′′ =
n− 1
r

(u′α + ε)
p(r)−2
α u′+ bε(r, u

′) +F (r, u, u′)− aε(r, u′(r))ψ(|h′(ζ)|).
(2.9)

Предположим, что в некоторой точке r0 ∈ (R − τ0, R) функция v(r) достигает
положительного максимума. Тогда u(r0) > 0, v′(r0) = 0, откуда следует, что
u′(r0) = −h′(R − r0) и Lv|r=r0 ≥ 0. Так как p(r) ∈ C1[0, R], h′ ≥ 1 и выполнено
(1.8), то

[bε(r,−h′) + F (r, u,−h′)] |r=r0 ≤ [bε(r,−h′) + g0(r, u) + f(r)] |r=r0

≤ 1
α
|p′(r)| h′((−h′)α + ε)

p(r)−2
α ln((−h′)α + ε)|r=r0 +M∗

≤ 1
α
|p′(r)| h′((−h′)α + ε)

p(r)−2
α +1|r=r0 +M∗. (2.10)

Можно заметить, что для любого µ > 0 функция ψ(h′(ζ)) = µh′2(ζ) +M∗ удо-
влетворяет (2.5) с определенными q0 ≥ 1, q1 за счет выбора q1. Дифференцируя
aε(r, z), легко показать, что эта функция является возрастающей по параметру
ε, откуда следует оценка

aε(r, z) = ((−h′)α + ε)
p(r)−2
α −1((p(r) − 1)(−h′)α + ε)

≥ (p(r) − 1)(h′)p(r)−2 ≥ qp(r)−2
0 (p(r) − 1) ≥ 1. (2.11)

Учитывая (2.10), (2.11), взяв указанное ψ, легко получить, что для выполнения
неравенства

[bε(r,−h′) + F (r, u, u′)] |r=r0 < aε(r,−h′)ψ(h′(ζ))|r=r0 (2.12)
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достаточно, чтобы имело место неравенство (напомним, что (−h′)α = (h′)α)

1
α
|p′(r)|((h′)α + ε)|r=r0 < µh′|r=r0 .

Это, очевидно, имеет место при 1
α max
r∈[0,R]

|p′(r)|(1 + ε) < µ. Таким образом, из

(2.5), (2.10) и (2.12) вытекает

−aε(r, u′(r))v′′ ≤
n− 1
r

(u′α+ε)
p(r)−2
α u′+bε(r, u′)+F (r, u, u′)−aε(r, u′(r))ψ(h′(ζ)) < 0,

(2.13)
противоречие с тем, что v достигает положительного максимума внутри (R −
τ0, R).

Рассмотрим v на границе. Если τ0 ≥ R, то на сегменте [0, R] получаем
1) v′(0) = u′(0)+h′(R) = h′(R) > 0 при r = 0, следовательно, на этом конце

функция v не может достигать максимума;
2) v(R) = u(R)− h(0) = 0 при r = R.
Если τ0 < R, то на сегменте [R − τ0, R] получаем
3) v(R − τ0) = u(R− τ0)− h(τ0) < 0 при r = R− τ0 из леммы 2.1 и (2.5);
4) v(R) = u(R)− h(0) = 0 при r = R.
В итоге v(r) ≤ 0,

u(r) ≤ h(R − r). (2.14)

Перейдем к получению оценки снизу. Введем функцию w(r) ≡ u(r) + h(ζ).
Аналогично (2.9) получаем

− aε(r, u′(r))w′′ ≤
n− 1
r

(u′α + ε)
p(r)−2
α u′ + bε(r, u

′)

+ F (r, u, u′)− aε(r, u′(r))ψ(h′(ζ)) < 0. (2.15)

Предположим, что в некоторой точке r1 ∈ (R − τ0, R) функция w(r) достигает
отрицательного минимума. Тогда u(r1) < 0, wr(r1) = 0, откуда следует ur(r1) =
h′(R− r1) и Lw|r=r1 ≤ 0. С другой стороны, используя второе условие в (1.8), а
также (2.10), (2.12), которые также имеют место при замене −h′ на h′, из (2.15)
(аналогично (2.13)) получаем

−aε(r, ur)wrr |r=r1 > 0.

Это противоречит предположению о том, w(r) достигает отрицательного мини-
мума r = r1. Рассмотрим w на границе. Если τ0 ≥ R, то на сегменте [0, R]
получаем:

1) w′(0) = u′(0) − h′(R) = −h′(R) < 0 при r = 0, следовательно, на этом
конце функция w не может достигать минимума;

2) w(R) = u(R) + h(0) = 0 при r = R.
Если τ0 < R, то на сегменте [R − τ0, R] получаем
3) w(R − τ0) = u(R− τ0) + h(τ0) > 0 при r = R− τ0 из леммы 2.1 и (2.5);
4) w(R) = u(R) + h(0) = 0 при r = R.
Значит, w(r) ≥ 0,

u(r) ≥ −h(R− r). (2.16)

Из (2.14), (2.16) заключаем, что

|u(r)| ≤ h(R − r), r ∈ [R− τ0, R]. �
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§ 3. Априорная оценка производной
решения регуляризованной задачи

Перейдем к оценке производной классического решения регуляризованной
задачи.

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия лемм 2.1, 2.2, а также условия

(1.9)–(1.11). Предположим, что p′(r) ≤ 0. Тогда для любого классического

решения задачи (2.2), (1.5) выполнена следующая оценка:

|u′(r)| ≤ h′(0), r ∈ [0, R].

Доказательство. Запишем уравнение (2.2) в двух различных точках r =
x и r = y

− aε(x, u′(x))u′′(x) =
n− 1
x

(
u′α(x) + ε

) p(x)−2
α u′(x)

+ bε(x, u′(x)) + F (x, u(x), u′(x)), (3.1)

− aε(y, u′(y))u′′(y) =
n− 1
y

(
u′α(y) + ε

) p(y)−2
α u′(y)

+ bε(y, u
′(y)) + F (y, u(y), u′(y)), (3.2)

где x, y ∈ (0, R). Вычитая (3.2) из (3.1), получаем

− aε(x, u′(x))u′′(x) + aε(y, u′(y))u′′(y)

= bε(x, u′(x)) − bε(y, u′(y)) +
n− 1
x

(
u′α(x) + ε

)p(x)−2
α u′(x)

− n− 1
y

(u′α(y) + ε)
p(y)−2
α u′(y) + F (x, u(x), u′(x)) − F (y, u(y), u′(y)). (3.3)

Положим V (x, y) = u(x)− u(y). Принимая во внимание равенства Vxx = u′′(x),
Vyy = −u′′(y), запишем (3.3) в следующем виде:

− aε(x, u′(x))Vxx − aε(y, u′(y))Vyy

= bε(x, u′(x))− bε(y, u′(y)) +
n− 1
x

(u′α(x) + ε)
p(x)−2
α u′(x)

− n− 1
y

(u′α(y) + ε)
p(y)−2
α u′(y) + F (x, u(x), u′(x))− F (y, u(y), u′(y)).

Определим линейный оператор

L̃ ≡ −aε(x, u′(x))
∂2

∂x2
− aε(y, u′(y))

∂2

∂y2
.

Функция h(x− y) удовлетворяет равенству

L̃h = −aε(x, u′(x))hxx − aε(y, u′(y))hyy = −(aε(x, u
′(x)) + aε(y, u

′(y)))h′′(x− y).

Для функции W (x, y) = V (x, y) − h(x− y) имеем

L̃W = −aε(x, u′(x))Wxx − aε(y, u′(y))Wyy = L̃V − L̃h

=
n− 1
x

(
u′α(x)+ε

) p(x)−2
α u′(x)−n− 1

y

(
u′α(y)+ε

)p(y)−2
α u′(y)+bε(x, u′(x))−bε(y, u′(y))

+ F (x, u(x), u′(x)) − F (y, u(y), u′(y)) + (aε(x, u′(x)) + aε(y, u′(y)))h′′. (3.4)
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Рассмотрим (3.4) в области P = {(x, y) : x ∈ (0, R), y ∈ (0, R), 0 < x− y < τ0}.
Пусть τ0 < R. Предположим, что в некоторой точке Q0 = (x0, y0) ∈ P

функция W (x, y) достигает положительного максимума. Тогда Wxx(x0, y0) ≤ 0,
Wyy(x0, y0) ≤ 0 и как следствие

L̃W |Q0 ≥ 0. (3.5)

В то же время имеют место следующие соотношения

Wx(x0, y0) = Wy(x0, y0) = 0, u′(x0) = u′(y0) = h′(x0 − y0), u(x0) > u(y0). (3.6)

Используя тот факт, что p′ ≤ 0, x0 > y0, получаем
[
n− 1
x

(u′α(x) + ε)
p(x)−2
α u′(x) − n− 1

y
(u′α(y) + ε)

p(y)−2
α u′(y)

]
|Q0 < 0. (3.7)

Из (2.12), (3.4), (3.6), (3.7) и четности функции aε следует, что

L̃W |Q0 < bε(x0, u
′(x0))−bε(y0, u′(y0))+F (x0, u(x0), u′(x0))−F (y0, u(y0), u′(y0))

− (aε(x0, u
′(x0)) + aε(y0, u′(y0)))ψ(h′(x0 − y0))
≤ g(x0, u(x0), h′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h′(x0 − y0))

Чтобы получить противоречие с неравенством (3.5), необходимо показать, что

g(x0, u(x0), h′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h′(x0 − y0)) ≤ 0. (3.8)

Представим (3.8) в следующем виде:

g(x0, u(x0), h
′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h′(x0 − y0))
= [g(x0, u(x0), h

′(x0 − y0))− g(y0, u(x0), h
′(x0 − y0))]

+ [g(y0, u(x0), h
′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h′(x0 − y0))]. (3.9)

Используя условия (1.9), (1.10), из (3.9) получим

g(x0, u(x0), h′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h′(x0 − y0))
≤ [K(x0, y0, u(x0), h′(x0 − y0))(x0 − y0)
− γ(x0, u(x0), u(y0), h′(x0 − y0))(u(x0)− u(y0))]. (3.10)

В точке максимума

u(x0)− u(y0) > h(x0 − y0) = h(x0 − y0)− h(0) = h′(ξ)(x0 − y0), 0 < ξ < x0 − y0.
(3.11)

Положим для упрощения записи

K(x0, y0, u(x0), h
′(x0 − y0)) = K(·, h′(x0 − y0)),

γ(x0, u(x0), u(y0), h
′(x0 − y0)) = γ(·, h′(x0 − y0)).

Используя (1.11), (3.11), неравенство (3.10) можно переписать в виде

g(x0, u(x0), h
′(x0 − y0))− g(y0, u(y0), h′(x0 − y0))
≤ [K(·, h′(x0 − y0))− γ(·, h′(x0 − y0))h′(ξ)](x0 − y0) ≤ 0. (3.12)

Таким образом, L̃W |Q0 < 0 и, как следствие, W не может достигать положи-
тельного максимума внутри P .
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Рассмотрим W на границе ∂P . Из леммы 2.2 следует, что
1) при x = R, y ∈ [R− τ0, R] имеем

W (x, y)
∣∣∣
x=R

= u(R)− u(y)− h(R − y) ≤ 0;

2) при x = y имеем

W (x, y)|x=y = u(x)− u(y)− h(x− y)|x=y = −h(0) = 0;

3) при x− y = τ0, x ∈ [τ0, R]

W (x, y)|y=x−τ0 = u(x)− u(y)− h(τ0) ≤ 0,

используя (2.5) и параметрическое представление функции h;
4) при y = 0, x ∈ [0, τ0]

Wy(x, y)|y=0 = −uy(0) + h′(x) = h′(x) > 0.

Это означает, что W не может достигать положительного максимума на этой
части границы. Итак, W (x, y) ≤ 0, откуда

u(x)− u(y) ≤ h(x− y), (x, y) ∈ P . (3.13)

Аналогичный результат легко получить подобным же образом и в случае τ0 ≥ R.
В этом случае P = {(x, y) : x ∈ (0, R), y ∈ (0, R), x > y}.

Оценим разность u(x) − u(y) снизу. Пусть τ0 < R, рассмотрим функцию
W̃ = Ṽ (x, y)− h(x− y) = u(y)− u(x)− h(x− y). Вычитая (3.1) из (3.2), c учетом
соотношений Ṽxx = −u′′(x), Ṽyy = u′′(y), получаем

− aε(y, u′(y))Ṽyy − aε(x, u′(x))Ṽxx

= −n− 1
x

(u′α(x) + ε)
p(x)−2
α u′(x) +

n− 1
y

(u′α(y) + ε)
p(y)−2
α u′(y)

− bε(x, u′(x)) + bε(y, u′(y))− F (x, u(x), u′(x)) + F (y, u(y), u′(y)),

откуда

L̃Ṽ − L̃h = L̃W̃

= −n− 1
x

(u′α(x) + ε)
p(x)−2
α u′(x) +

n− 1
y

(u′α(y) + ε)
p(y)−2
α u′(y)

− bε(x, u′(x)) + bε(y, u
′(y))− F (x, u(x), u′(x)) + F (y, u(y), u′(y))

− (aε(x, u′(x)) + aε(y, u′(y)))ψ(h′(x− y)). (3.14)

Предположим, что в некоторой точке Q1 = (x1, y1) ∈ P функция W̃ (x, y) дости-
гает своего положительного максимума. Тогда

W̃x(x1, y1) = W̃y(x1, y1) = 0, W̃xx(x1, y1) ≤ 0, W̃yy(x1, y1) ≤ 0,

u′(x1) = u′(y1) = −h′(x1 − y1), L̃W̃ |Q1 ≥ 0.
(3.15)

С другой стороны, из (2.12), (3.7), (3.14), (3.15), p′ ≤ 0 и четности функций aε
следует, что

L̃W̃ |Q1 < −g(x1, u(x1),−h′(x1 − y1)) + g(y1, u(y1),−h′(x1 − y1))
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Действуя так же, как в (3.8)–(3.12), учитывая, что здесь u(y1) > u(x1), получаем

L̃W̃ |Q1 < 0.

Это противоречит предположению о том, что W̃ достигает своего положитель-
ного максимума внутри P .

Рассмотрим W̃ на ∂P . Из леммы 2.2 следует, что
1) при x = R, y ∈ [R− τ0, R] имеем

W̃ (x, y)
∣∣∣
x=R

= u(y)− u(R)− h(R − y) ≤ 0;

2) при x = y имеем

W̃ (x, y)|x=y = u(y)− u(x)− h(x− y)|x=y = −h(0) = 0;

3) при x− y = τ0, x ∈ [τ0, R]

W̃ (x, y)|y=x−τ0 = u(y)− u(x)− h(τ0) ≤ 0,

используя (2.5) и параметрическое представление функции h;
4) при y = 0, x ∈ [0, τ0]

W̃y(x, y)|y=0 = uy(0) + h′(x) = h′(x) > 0.

Это означает, что W̃ не может достигать положительного максимума на этой
части границы. Таким образом, W̃ (x, y) ≤ 0, откуда

u(y)− u(x) ≤ h(x− y), (x, y) ∈ P . (3.16)

Аналогичный результат легко получить подобным же образом и в случае τ0 ≥ R.
В этом случае P = {(x, y) : x ∈ (0, R), y ∈ (0, R), x > y}.

Из (3.13) и (3.16) следует, что

|u(x)− u(y)| ≤ h(x− y), (x, y) ∈ P .
В силу симметрии переменных x, y можно аналогичным образом рассматривать
случай x < y, чтобы получить оценку |u(x)− u(y)| ≤ h(y − x). Следовательно,

|u(x)− u(y)| ≤ h(|x− y|), x, y ∈ P.
Замечая, что h(0) = 0, можно переписать последнее неравенство в виде

|u(x)− u(y)|
|x− y| ≤ h(|x− y|)− h(0)

|x− y| ,

откуда сразу следует требуемая оценка градиента

|u′(x)| ≤ h′(0), x ∈ [0, R].

§ 4. Доказательство теорем существования

Рассмотрим решение uε регуляризованного уравнения (2.1)

−((u′ε)
α + ε)

p(r)−2
α u′ε)

′ − n− 1
r

((u′ε)
α + ε)

p(r)−2
α u′ε = F (r, uε, u

′
ε) (4.1)

вместе с краевым условием (1.5), которые запишем для uε:

u′ε(0) = 0, uε(R) = 0. (4.2)

Для того чтобы доказать существование классического решения задачи (4.1),

(4.2), необходимо показать, что выражение n−1
r ((u′ε)

α + ε)
p(r)−2
α u′ε ограничено

при r→ 0. Обозначим Z(r) = ((u′ε)
α + ε)

p(r)−2
α u′ε. Имеет место следующая
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Лемма 4.1. Если uε является классическим решением задачи (4.1), (4.2),
то Z(r) ∈ C1[0, R) и

Z ′(0) = −F (0, uε(0), 0)
n

.

Доказательство этой леммы без предварительной регуляризации в слу-
чае F ≡ 0 приведено в [15]. Для уравнения вида (4.1) с постоянным показателем
p доказательство можно посмотреть в [14]. Но это же самое доказательство без
каких-либо изменений может быть использовано и в случае p = p(r), так как
используется представление регуляризованного уравнения в дивергентном виде
и член bε(r, u′ε) не возникает.

Перейдем к доказательству существования классического решения задачи
(4.1), (4.2).

Теорема 4.2. Пусть F (r, uε, u′ε) ∈ C([0, R]×R×R), p(r) ∈ C1[0, R], p′(r) ≤
0 и выполнены условия (1.6)–(1.11). Тогда существует классическое решение

задачи (4.1), (4.2) такое, что функция |u′ε(r)|p(r)−2u′ε(r) непрерывна по Липшицу

на [0, R] и uε(r) удовлетворяет следующим оценкам:

|uε| ≤M, |u′ε| ≤ q1,

где M зависит от f∗ и g0, g, а q1 = h′(0).

Доказательство. Из леммы 4.1 вытекает равномерная по ε ограничен-
ность функции Z ′ в [0, R] и, как следствие, непрерывность по Липшицу функции
|u′ε(r)|p(r)−2u′ε(r) с постоянной Липшица, не зависящей от ε. Положим

G(r, uε, u
′
ε) = F (r, uε, u

′
ε) + bε(r, u

′
ε)

и перепишем (4.1) в виде

−aε(r, u′ε)u′′ε −
n− 1
r

((u′ε)
α + ε)

p−2
α u′ε = G(r, uε, u′ε).

Для любой z ∈ C1[0, R] функции G(r, z, z′) и aε(r, z′) принадлежат C[0, R]. По-
ложим

g(z)(r) =
((z′)α + ε)

p(r)−2
α

aε(r, z′)
=

(z′)α + ε

(p(r) − 1)(z′)α + ε
, G(z)(r) = −G(r, z, z′)

aε(r, z′)
.

Заметим, что функции g(z)(r), G(z)(r) непрерывны на [0, R].
Рассмотрим линейное уравнение

u′′ε +
n− 1
r

g(z)(r)u
′
ε = G(z)(r)

вместе с краевыми условиями (4.2). Эта задача эквивалентна следующей:

u′ε(r) = V (r), V ′ +
n− 1
r

g(z)(r)V = G(z)(r). (4.3)

Легко видеть, что функция

uε =

r∫

R

s∫

0

e−
∫
s

t
n−1
λ g(z)(λ)dλG(z)(t) dtds (4.4)
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дает единственное решение задачи (4.3), (4.2) и принадлежит C2(0, R)∩C1[0, R].
Результаты лемм 2.1, 2.2, 3.1 и упомянутое выше следствие из леммы 4.1 поз-
воляют применить принцип неподвижной точки [16] для доказательства суще-
ствования решения задачи (4.1), (4.2). Применение теоремы Лерэ — Шаудера
требует наличия априорных оценок в семействе уравнений с параметром, где
параметр входит в уравнение как множитель при младших членах, т. е. семей-
ство имеет вид

−aε(r, u′ε)u′′ε = σ

(
n− 1
r

(u′αε + ε)
p(r)−2
α u′ε +G(r, uε, u′ε)

)
,

где σ ∈ [0, 1] [16, гл. 11, теорема 11.3 ]. Учитывая специфику вхождения па-
раметра σ и его пределы изменения, выполнение всех оценок и условий легко
можно проверить. Теорема доказана. �

Доказательство теоремы 1.2. Рассмотрим уравнение (4.1). Домножая
(4.1) на φ ∈ C∞0 (0, R) и интегрируя по частям, получим

R∫

0

((u′ε)
α + ε)

p(r)−2
α u′εφ

′ dr −
R∫

0

n− 1
r

((u′ε)
α + ε)

p(r)−2
α u′εφdr

=

R∫

0

F (r, uε, u′ε)φ(r) dr. (4.5)

Из равномерной по ε ограниченности Z ′ в [0, R] заключаем о существовании
подпоследовательности εn → 0 такой, что

uεn(r)→ u(r), u′εn(r)→ u′(r) в C[0, R], (4.6)

откуда в силу непрерывности функции G по совокупности своих переменных
сразу следует, что

F (r, uεn , u
′
εn)→ F (r, u, u′) в C[0, R].

Также из (4.6) получаем

(u′εn)α + εn → (u′)α в C[0, R],

((u′εn)α + εn)
p(r)−2
α u′εn → |u′|p(r)−2u′ в C[0, R]. (4.7)

Из (4.7) и того факта, что функция φ(r)
r непрерывна на [0, R], вытекает, что

R∫

0

n− 1
r

((u′εn)α + εn)
p(r)−2
α u′εnφdr →

R∫

0

n− 1
r
|u′|p(r)−2u′φdr.

Переходя к пределу в (4.5) при ε → 0, получаем, что u = lim
ε→0

uε является

искомым слабым радиально-симметричным решением задачи (1.4), (1.5). �
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