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Аннотация. Найдены альтернативные критерии ограниченности и компактности
интегрального оператора типа Харди, действующего в весовых пространствах Ле-
бега. Критерии сформулированы в терминах последовательностей, зависящих от
весовых функций и мер пространств. Найдены условия, при которых идеалы ком-
пактных операторов совпадают с идеалами, порожденными последовательностями
s-чисел рассматриваемого оператора. При этом получены оценки норм оператора в
идеалах через интегральные выражения, зависящие от исходных весовых функций.
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1. Введение

Пусть M — σ-алгебра, содержащая борелевские подмножества открытого
множества � в хаусдорфовом топологическом пространстве. Обозначим через
Lpvdν(�) пространствоM-измеримых функций f с конечной нормой

‖f‖Lp
vdν

(�) =

(∫

�

|f |pv dν
)1/p

,

весовой функцией v и 1 < p < ∞. В данной работе изучаются свойства ком-
пактности и аппроксимируемости оператора типа Харди T : Lpvdν(�)→ Lqudµ(�),
1 < p ≤ q <∞,

Tf(y) =
∫

�(τ(y))

f dν, (1.1)

на множестве ν-измеримых функций, заданных на открытом подмножестве �
хаусдорфова топологического пространства с σ-аддитивными мерами ν и µ. Ве-
совые функции u, v предполагаются положительными и конечными почти всю-
ду на �. Норму линейного оператора T , действующего из Lpvdν(�) в Lqudµ(�),
обозначим через ‖T ‖ = ‖T ‖Lp

vdν
(�)→Lq

udµ
(�).

Работа выполнена при финансовой поддержке Научного Kомитета Министерства науки
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Свойства оператора (1.1) в пространствах Лебега на полуоси достаточно
полно изучены во многих статьях и монографиях. Некоторые обобщения для
многомерных областей в банаховых функциональных пространствах рассмат-
ривались в [1]. В статьях [2, 3] авторы смогли свести многомерный случай к
одномерному, применяя сферические координаты, в [4, 5] — используя поляр-
ное разложение, в [6, 7], а также [8], сделав предположение, что веса являются
произведениями функций одной переменной.

Данная работа является продолжением исследований К. Т. Мынбаева и
Е. Н. Ломакиной [9]. Для оператора (1.1) доказаны критерии ограниченности и
компактности, также получены двусторонние оценки аппроксимативных чисел.
Теоремы доказываются с использованием специальных разбиений, что позво-
ляет получить обобщение многих одномерных результатов. Трехвесовое нера-
венство Харди в топологических измеримых пространствах было исследовано
в статье [10].

Развитие теории интегральных операторов, которое началось с получения
критериев ограниченности и компактности, имеет свое продолжение в направ-
лении исследования поведения s-чисел и принадлежности оператора различным
операторным идеалам. Основы теории s-чисел, представителями которых явля-
ются аппроксимативные числа, числа Колмогорова, Гельфанда и др., заложены
в [11–16]. Следуя [11, п. 1], операторные идеалы будем обозначать заглавными
готическими буквами.

Пусть L — класс всех ограниченных линейных операторов, действующих
между произвольными банаховыми пространствами; L(X,Y ) — банахово про-
странство операторов из X в Y для заданных пространств X , Y .

Операторным идеалом I называется всякий подкласс в L такой, что для
любой его компоненты I(X,Y ) = I ∩ L(X,Y ) выполнены условия:

1) IR ∈ I, где R обозначает одномерное банахово пространство;
2) если S1, S2 ∈ I(X,Y ), то S1 + S2 ∈ I(X,Y );
3) если T ∈ L(X0, X), S ∈ I(X,Y ) и Q ∈ L(Y, Y0), то QST ∈ I(X0, Y0).
Наименьшим операторным идеалом является класс всех конечномерных

операторов F. Класс всех компактных операторов образует операторный идеал
и обозначается через K.

Оператор S ∈ L(X,Y ) называется аппроксимируемым, если существуют
операторы S1, S2, . . . ∈ F(X,Y ) такие, что lim

n→∞
‖S−Sn‖ = 0. Класс всех аппрок-

симируемых операторов образует операторный идеал G, также хорошо известно
вложение G ⊂ K [11, 1.11.2]. Теория операторных идеалов подробно изложена в
монографии [11].

Говорят, что банахово пространство X обладает аппроксимационным свой-

ством [11, 10.1.1], если для всякого компактного подмножества K ⊂ X и для
любого ε > 0 существует конечномерный оператор L : X → X такой, что
‖L‖ ≤ M < ∞ и ‖x − Lx‖ ≤ ε для всех x ∈ K. В силу того, что простран-
ство Lqudµ(�) при 1 ≤ q ≤ ∞ обладает аппроксимационным свойством, имеем
[11, 10.1.3]

G
(
Lpvdν(�), Lqudµ(�)

)
= K

(
Lpvdν(�), Lqudµ(�)

)
.

Другой способ построения операторных идеалов связан с s-числами опера-
торов: последовательность s-чисел определяет (квази)норму оператора в опе-
раторном идеале.

Рассмотрим отображение s : S → {sn(S)}, сопоставляющее каждому опе-
ратору S ∈ L(X,Y ) однозначно определенную числовую последовательность
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{sn(S)}, называемую s-функцией и удовлетворяющую следующим условиям:
(a1) ‖S‖ = s1(S) ≥ s2(S) ≥ s3(S) ≥ · · · ≥ 0;
(a2) sn(S +R) ≤ sn(S) + ‖R‖ для S,R ∈ L(X,Y ), n ∈ N;
(a3) sn(BSA) ≤ ‖B‖sn(S)‖A‖, если A ∈ L(X0, X), S ∈ L(X,Y ), B ∈

L(Y, Y0), n ∈ N;
(a4) sn

(
Id : ln2 → ln2

)
= 1, n ∈ N;

(a5) sn(S) = 0, если rankS < n.
Будем называть sn(S) n-м s-числом оператора S. Примерами s-чисел слу-

жат:
аппроксимативные числа (a-числа), определяемые формулой

an(S) = inf{‖S − L‖X→Y : L : X → Y, rankL ≤ n− 1}, n ∈ N;

числа Гельфанда

cn(S) = inf
{∥∥SJXM

∥∥ : M ⊆ X, codim(M) < n
}
,

где JXM означает каноническую инъекцию из подпространства M на банахово

пространство X , т. е. M
JXM−→ X

S−→ Y ;
числа Колмогорова

dn(S) = inf
{∥∥QYNS

∥∥ : N ⊆ Y, dim(N) < n
}
,

где QYN — каноническая сюръекция из банахова пространства Y на фактор-

пространство Y/N, т. е. X
S−→ Y

QYN−→ Y/N ;
числа Гильберта

hn(S) = sup{an(FSE) : E ∈ L(l2, X), F ∈ L(Y, l2), ‖E‖ ≤ 1, ‖F‖ ≤ 1}.

Аксиоматическая теория s-чисел разработана Пичем в монографиях [11, 12] и
статье [14].

Обозначим через K (X,Y ) класс всех компактных операторов из L(X,Y ).
Пусть H является комплексным гильбертовым пространством и S ∈ K (H,H),
тогда S∗S имеет положительный самосопряженный квадратный корень, |S| =
(S∗S)1/2 ∈K (H,H) и для всех n ∈ N

sn(S) = λn(|S|),

где собственные числа λn(|S|) берутся в убывающем порядке и с учетом крат-
ности.

Соотношения между рассматриваемыми числами оператора S ∈ L(X,Y )
содержатся в следующей теореме.

Теорема 1.1 [11, п. 11.12.2, 12.3.2; 12, п. 2.10.1, 2.10.2]. Пусть S ∈ L(X,Y ).
Тогда

(i) hn(S) ≤ cn(S) ≤ an(S), hn(S) ≤ dn(S) ≤ an(S),
(ii) an(S) ≤ 2n1/2cn(S), an(S) ≤ 2n1/2dn(S).
Если S ∈K (H,H), то an(S) = dn(S) = cn(S) = hn(S).

Таким образом, получив оценки для аппроксимативных чисел и исполь-
зуя теорему 1.1, можно получить оценки для других характеристических чисел
оператора S ∈ L(X,Y ).
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Оператор S ∈ L(X,Y ) называется Aα-оператором, если последователь-
ность его a-чисел суммируема со степенью α. Обозначим

‖S‖Aα = ‖{an(S)}‖ℓα(N) =

(
∞∑

n=1

aαn(S)

)1/α

, 1 < α <∞. (1.2)

Класс операторов Aα с нормой (1.2) образует нормированный операторный иде-
ал [11, 14.2.4]. Идеал Aα компактных операторов с нормой (1.2), действующих
в гильбертовых пространствах, есть идеал Шаттена — фон Неймана [13].

Обозначим через sn(S) одну из последовательностей характеристических
чисел cn(S) или dn(S) оператора S. Соответствующий этой последовательности
операторный идеал, следуя [11, 14.2.1], обозначается через Sα c нормой

‖S‖Sα = ‖{sk(S)}‖ℓα(N) =

(
∞∑

n=1

sαn(S)

)1/α

, 1 < α <∞.

Данная статья организована следующим образом. В разд. 2 рассматри-
ваются ограничения на области �: это параметризация и условие монотонно-
сти. Интегрирование в � проводится по подмножествам �(t) произвольного
открытого множества � в хаусдорфовом топологическом пространстве X с σ-
аддитивными мерами µ, ν. Мы не накладываем требования на форму �(t) и
не требуем связности �(t) и их дополнений �\�(t). Также в разд. 2 приведены
основные результаты исследований [9], используемые в работе. В разд. 3 дока-
заны теоремы об ограниченности и компактности оператора (1.1) в терминах
последовательностей, зависящих от весовых функций и мер пространств, в ко-
торых действует оператор T . Для данного оператора типа Харди (1.1) найдены
необходимые и достаточные условия, при которых

K(X,Y ) = Aα(X,Y ), K(X,Y ) = Sα(X,Y ),

где X = Lpvdν(�), Y = Lqudµ(�) в области параметров пространств 1 < p ≤
q < ∞. При этом получены оценки нормы T в идеалах через интегральные
выражения, зависящие от исходных весовых функций пространств. Данное
исследование обобщает полученные ранее результаты [17–19].

2. Ограниченность и компактность оператора

Предположение 1. Пусть � — открытое подмножество хаусдорфова то-

пологического пространства E с σ-аддитивными мерами µ, ν. Меры заданы на

σ-алгебреM, содержащей борелевские множества. Весовые функции u, v пред-

полагаются положительными и конечными почти всюду на �.

Предположение 2. Обозначим через {�(t) : t ≥ 0} однопараметрическое

семейство открытых подмножеств �, удовлетворяющих свойству монотонности:

1. �(t1) является собственным подмножеством �(t2) при t1 < t2.
2. �(t) начиная с пустого множества покрывает почти все �:

�(0) =
⋂

t>0

�(t) = ∅, ν
(
�\
⋃

t>0

�(t)
)

= 0.

3. Определим ω(t) = �(t) ∩ (�\�(t)) — границу �(t) в относительной то-

пологии. Мы требуем, чтобы границы были непересекающимися и покрывали

почти всё �:

ω(t1) ∩ ω(t2) = ∅, t1 6= t2, ν
(
�\
⋃

t>0

ω(t)
)

= 0. (2.1)
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4. Переходя при необходимости к другой параметризации, считаем, что

ν
(
�\

⋃

t≤N

ω(t)
)
> 0 для любого N <∞. (2.2)

5. Границы являются тонкими в том смысле, что

ν(ω(t)) = 0 для всех t > 0. (2.3)

Из этого предположения вытекают следствия.
1. В силу (2.1) для ν-почти каждого y ∈ � существует единственное τ(y) >

0, которое при y ∈ ω(τ(y)) позволяет определить оператор (1.1) для любой
неотрицательнойM-измеримой функции f.

На множестве�0 ⊂ � тех y, у которых τ(y) не определено, полагаем τ(�0) =
∅.

2. Условие (2.2) и ω(t) 6= ∅ при t > 0 приводят к равенству τ(�) = (0,∞).
3. Согласно предположению (2.3)

∫

�(t)

f dν =
∫

�(t)

f dν,

и с точностью до множества ν-меры нуль

{x ∈ � : τ(x) > τ(y)} = �\�(τ(y)).

Для 0 ≤ a < b ≤ ∞ обозначим �([a, b]) = �(b) \ �(a).
Так как τ(y1) = τ(y2) для любых y1, y2 ∈ ω(t), значение Tf(y) одинаково

для всех y ∈ ω(t), и можно определить Sf(t) = Tf(y), если y ∈ ω(t).
Для неотрицательного f функция Sf не убывает, а ее скачки равны нулю

в силу (2.3). Таким образом, для каждого f ≥ 0

Sf непрерывна там, где она конечна, и lim
t→0

Sf(t) = 0. (2.4)

Теорема 2.1. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, p′ = p
p−1 . Оператор T : Lpvdν(�) →

Lqudµ(�), заданный формулой (1.1), ограничен тогда и только тогда, когда

A = sup
t>0

A(t) = sup
t>0

( ∫

�(t)

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�\�(t)

u dµ

)1/q

<∞.

Более того, A ≤ ‖T ‖ ≤ 4A.

Результаты теоремы об ограниченности рассматриваемого оператора T со-
храняются при сужении на конечный интервал.

Замечание 1. Оператор T[a,b] : Lpvdν(�([a, b])) → Lqudµ(�([a, b])), 1 < p ≤
q <∞, заданный формулой

T[a,b]f(y) =
∫

�(a<τ(y)<b)

f dν,

ограничен тогда и только тогда, когда

A[a,b] = sup
a<τ(x)<b

A[a,b](τ(x))

= sup
a<τ(x)<b

( ∫

�([a,τ(x)])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([τ(x),b])

u dµ

)1/q

<∞. (2.5)
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Более того, A[a,b] ≤ ‖T[a,b]‖ ≤ 4A[a,b].

Замечание 2. В статье [9] рассматривается также критерий ограниченно-
сти и компактности оператора Харди T ∗ : Lpvdν(D) → Lqudµ(D), 1 < p ≤ q < ∞,
вида

T ∗f(y) =
∫

D(τ(y))

f dν, y ∈ D, (2.6)

где на область D в отличие от � накладываются предположения:
1) {D(t) : t ≥ 0} — однопараметрическое семейство открытых подмножеств

D такое, что D(t2) — собственное подмножество D(t1) при t1 < t2;
2) D(0) = D, D(∞) =

⋂
t>0

D(t) = ∅, ν
(
D\

⋃
t>0

D(t)
)

= 0.

В классическом случае это оператор T ∗f(y) =
∞∫
y

f(t) dt и D(t) = (t,∞) ⊂

D(0,∞), границей является ω(t) = t и D(t) = {s ∈ D : ω(s) > ω(t)}.
Теорема 2.2. Оператор T ∗ : Lpvdν(D)→ Lqudµ(D), 1 < p ≤ q <∞, заданный

формулой (2.6), ограничен тогда и только тогда, когда

A∗ = sup
t>0

A∗(t) = sup
t>0

( ∫

D\D(t)

u dµ

)1/q( ∫

D(t)

v−p
′/p dν

)1/p′

<∞.

Более того, A∗ ≤ ‖T ∗‖ ≤ 4A∗.

Теорема 2.3. Оператор T : Lpvdν(�) → Lqudµ(�), 1 < p ≤ q < ∞, заданный

формулой (1.1), компактен тогда и только тогда, когда A <∞ и

lim
t→0

A(t) = lim
t→+∞

A(t) = 0.

Далее, на [a, b] ⊆ [0,∞) рассмотрим вопрос о том, насколько хорошо опера-
тор (1.1) аппроксимируется средним. Введем следующие обозначения:

µu(�([a, b])) =
∫

�([a,b])

u dµ, Ff =
1

µu(�([a, b]))

∫

�([a,b])

(Tf)u dµ,

T[a,b]f(x) = χ�([a,b])(x)(Tf(x) − Ff).

(2.7)

Теорема 2.4. Пусть оператор T[a,b] : Lpvdν(�([a, b])) → Lqudµ(�([a, b])), 1 <
p ≤ q <∞, определен формулой (2.7). Точка d выбрана так, что µu(�([a, d])) =
µu(�([d, b])) = 1

2µu(�([a, b])), и A[a,b] = max{A∗[a,d], A[d,b]}, где

A∗[a,d] = sup
a<τ(x)<d

( ∫

�([a,τ(x)])

u dµ

)1/q( ∫

�([τ(x), d])

v−p
′/p dν

)1/p′

,

A[d,b] = sup
d<τ(x)<b

( ∫

�([τ(x),b])

u dµ

)1/q( ∫

�([d,τ(x)])

v−p
′/p dν

)1/p′

.

Тогда

(1 − 2−1/q)A[a,b] ≤ ‖T[a,b]‖ ≤ 8A[a,b].
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Теорема 2.5. Пусть оператор T : Lpvdν(�) → Lqudµ(�), 1 < p ≤ q < ∞,

заданный формулой (1.1), компактен. Для 0 < ε < ‖T ‖ найдутся точки 0 =
t0 < t1 < · · · < tN < tN+1 = ∞ и промежутки �k = [tk, tk+1), k = 0, . . . , N ,

такие, что

sup
t∈�0

A�0 (t) = ε, max
k=1,...,N−2

A�k = ε, A�N−1 ≤ ε, sup
t∈�N

A�N (t) = ε. (2.8)

Тогда
1
2

(
1− 1

21/q

)
εN1/q−1/p ≤ aN (T ), aN+1(T ) ≤ 8ε. (2.9)

Обозначим через sn(T ) одну из последовательностей cn(T ) или dn(T ) опе-
ратора T . Используя соотношения между характеристическими числами (тео-
рему 1.1), получаем следующее утверждение.

Теорема 2.6. Пусть выполнены условия теоремы 2.5. Тогда

1
4

(
1− 1

21/q

)
εN1/q−1/p−1/2 ≤ sN (T ), sN+1(T ) ≤ 8ε.

Теоремы 2.1–2.6 доказаны в статье [9].

3. Оценки норм оператора типа
Харди в операторном идеале

Введем в рассмотрение последовательности {σn} и {δn}, секвенциальные
нормы которых позволяют получить альтернативные критерии ограниченно-
сти и компактности исходного оператора и оценить норму оператора (1.1) в
операторных идеалах Aα и Sα.

Пусть 0 <
∫
�

v−p
′/p dν =∞. Согласно выводам (2.4) Sf(t)→ 0 при t→ 0.

Определим разбиение {βn}, n ∈ Z, следующим образом: сначала выберем
точку β0 так, что ∫

�(β0)

v−p
′/p dν = 1,

остальные точки разбиения определим согласно формуле

βn =

{
sup{t > 0 : 2Sv−p

′/p(t) ≤ Sv−p′/p(βn+1)}, n < 0;

inf{t > 0 : Sv−p
′/p(t) ≥ 2Sv−p

′/p(βn−1)}, n > 0.
(3.1)

В случае n > 0 видим, что

β1 = inf{t > 0 : Sv−p
′/p(t) ≥ 2Sv−p

′/p(β0)},

в силу непрерывности Sv−p
′/p(t) получаем

Sv−p
′/p(β1) = 2Sv−p

′/p(β0), β0 < β1,

и ∫

�(β1)

v−p
′/pdν = 2

∫

�(β0)

v−p
′/pdν = 2 · 1 = 21.

При n = 2
β2 = inf{t > 0 : Sv−p

′/p(t) ≥ 2Sv−p
′/p(β1)},



272 K. Т. Mынбаев, E. Н. Ломакина

Sv−p
′/p(β2) = 2Sv−p

′/p(β1) и
∫

�(β2)

v−p
′/pdν = 2

∫

�(β1)

v−p
′/pdν = 22.

В результате
∫

�(βn)

v−p
′/pdν = 2

∫

�(βn−1)

v−p
′/pdν = 2n

∫

�(β0)

v−p
′/pdν = 2n,

когда β0 < β1 < β2 < . . . , при этом полагая �(∞) =∞.
Для n < 0 по формуле (3.1) получаем

β−1 = sup{t > 0 : 2Sv−p
′/p(t) ≤ Sv−p′/p(β0)},

в силу непрерывности Sv−p
′/p(t) следует равенство

2Sv−p
′/p(β−1) = Sv−p

′/p(β0), β0 > β−1,

и ∫

�(β−1)

v−p
′/pdν = 2−1

∫

�(β0)

v−p
′/pdν = 2−1 · 1 = 2−1.

Далее,
β−2 = sup{t > 0 : 2Sv−p

′/p(t) ≤ Sv−p′/p(β−1)},

2Sv−p
′/p(β−2) = Sv−p

′/p(β−1), β0 > β−1 > β−2,

и ∫

�(β−2)

v−p
′/pdν = 2−1

∫

�(β−1)

v−p
′/pdν = 2−1 · 2−1 = 2−2.

Таким образом, когда β0 > β−1 > β−2 > . . . , имеем
∫

�(β−n)

v−p
′/p dν = 2−1

∫

�(β−{n−1})

v−p
′/p dν = 2−n

∫

�(β0)

v−p
′/p dν = 2−n.

Определим слои sn = �(βn)\�(βn−1) и рассмотрим последовательность

σn =

(∫

sn

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

sn+1

u dµ

)1/q

. (3.2)

Из формул (3.1), (3.2) следует, что

σn = 2(n−1)/p′
( ∫

sn+1

u dµ

)1/q

и
∫

sn+1

u dµ =
2q/p

′

σqn
2nq/p′

. (3.3)

Аналогично для другой весовой функции, если 0 <
∫
�

u dµ =∞, определим

разбиение {γn}, n ∈ Z, следующим образом: сначала выберем точку γ0 так,
чтобы ∫

�\�(γ0)

u dµ = 1,
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остальные точки разбиения согласно формуле

γn =





inf
{
t > 0 : 2

∫
�\�(t)

u dµ ≤
∫

�\�(γn−1)

u dµ
}
, n > 0;

sup
{
t > 0 : 2

∫
�\�(t)

u dµ ≥
∫

�\�(γn+1)

u dµ
}
, n < 0.

(3.4)

Введем в рассмотрение последовательность

δn =

(∫

s̃n

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

s̃n+1

u dµ

)1/q

, (3.5)

где s̃n = (�\�(γn−1))\(�\�(γn)) = �([γn−1, γn]).
Из (3.4), (3.5) следует, что

δn =
2−n/q

21/q

(∫

s̃n

v−p
′/p dν

)1/p′

и
∫

s̃n

v−p
′/p dν = 2p

′/q2np
′/qδp

′

n . (3.6)

Замечание 3. Если 0 <
∫
�

v−p
′/p dν < ∞ и 0 <

∫
�

u dµ < ∞, то {βn} и

{γn} будут иметь одностороннюю ограниченность, вычисления проводятся ана-
логично.

Пусть 0 ≤ a < b < ∞ и A[a,b] определено в (2.5). В теореме 2.5 построено
разбиение {�k}, k = 0, . . . , N , с помощью которого были получены двусторон-
ние оценки аппроксимативных чисел. В следующих двух технических леммах
оценим величину A�k из замечания 1 через σn и δn в зависимости от распо-
ложения интервалов �k и дизъюнктных промежутков Jn = (βn, βn+1), n ∈ Z,
разбиения (3.1) и соответственно промежутков Zn = (γn−1, γn) разбиения (3.4).

Лемма 3.1. 1. Пусть номера n1 < n2 такие, что �k = [tk, tk+1) ⊂
n2⋃

n=n1

Jn,

где tk ∈ Jn1 , tk+1 ∈ Jn2 . Тогда

A�k = sup
tk<τ(x)<tk+1

A�k(τ(x)) ≤
23/p′

(21/p′ − 1)
max

n1≤n≤n2

σn. (3.7)

2. Пусть номера n1 < n2 такие, что �k = [tk, tk+1) ⊂
n2⋃

n=n1

Zn, где tk ∈ Zn1 ,

tk+1 ∈ Zn2 . Тогда

A�k = sup
tk<τ(x)<tk+1

A�k(τ(x)) ≤
23/q

(21/q − 1)
max

n1≤n≤n2

δn. (3.8)

Доказательство. 1. Пусть τ(x) ∈ Jn = (βn, βn+1), где n1 ≤ n ≤ n2.
Согласно заданию последовательностей (3.1), (3.2), формуле (3.3) и неравенству
Йенсена видим, что

A�k(τ(x)) =

( ∫

�([tk,τ(x)])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([τ(x),tk+1])

u dµ

)1/q

≤
( ∫

�([βn1 ,βn+1])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([βn,βn2+1])

u dµ

)1/q
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≤ 21/p′2n/p
′

(∫

sn

u dµ+ · · ·+
∫

sn2

u dµ

)1/q

≤ 21/p′2n/p
′

(
2q/p

′

σqn
2nq/p′

+ · · ·+ 2q/p
′

σqn2

2n2q/p′

)1/q

≤ 22/p′ max
n1≤n≤n2

σn

(
1 + · · ·+ 1

2(n2−n)/p′

)
≤ 22/p′ max

n1≤n≤n2

σn

(
∞∑

l=0

1
2l/p′

)
.

Следовательно,

A�k(τ(x)) ≤
23/p′

(
21/p′ − 1

) max
n1≤n≤n2

σn

и

A�k = sup
tk<τ(x)<tk+1

A�k(τ(x)) ≤
23/p′

(21/p′ − 1)
max

n1≤n≤n2

σn.

2. По условию tk ∈ (γn1−1, γn1) и tk+1 ∈ (γn2−1, γn2). Допустим, что τ(x) ∈
(γn−1, γn), где n1 ≤ n ≤ n2. Тогда, используя формулы (3.4)–(3.6) и неравенство
Йенсена, получаем

A�k(τ(x)) ≤
( ∫

�([γn1−1,γn])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([γn−1,γn2 ])

u dµ

)1/q

≤ 21/q2−n/q
(∫

s̃n1

v−p
′/p dν + · · ·+

∫

s̃n

v−p
′/p dν

)1/p′

≤ 22/q2−n/q(2n1p
′/qδp

′

n1
+ · · ·+ 2np

′/qδp
′

n )1/p
′

≤ 22/q max
n1≤n≤n2

δn

(
1 + · · ·+ 1

2(n−n1)/q

)
≤ 22/q max

n1≤n≤n2

δn

(
∞∑

l=0

1
2l/q

)
.

Следовательно,

A�k (τ(x)) ≤
23/q

(
21/q − 1

) max
n1≤n≤n2

δn,

что приводит к оценке

A�k = sup
tk<τ(x)<tk+1

A�k(τ(x)) ≤
23/q

(21/q − 1)
max

n1≤n≤n2

δn. �

Лемма 3.2. Пусть s = qp′

q+p′ , �k = [tk, tk+1), k = 1, . . . , l.

1. Если
l⋃

k=1

�k ⊂ Jn, то
l∑

k=1

As�k ≤ 2s/p
′

σsn.

2. Если
l⋃

k=1

�k ⊂ Zn, то
l∑

k=1

As�k ≤ 2s/qδsn.

Доказательство. 1. Применяя неравенство Гёльдера с показателями
p′+q
q , p

′+q
p′ и формулы (3.1), (3.3), видим, что

l∑

k=1

( ∫

�([tk,τ(x)])

v−p
′/p dν

)s/p′( ∫

�([τ(x),tk+1])

u dµ

)s/q
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≤
l∑

k=1

( ∫

�([tk,tk+1])

v−p
′/p dν

)s/p′( ∫

�([tk,tk+1])

u dµ

)s/q

≤
( l∑

k=1

∫

�([tk,tk+1])

v−p
′/p dν

)s/p′( l∑

k=1

∫

�([tk,tk+1])

u dµ

)s/q

≤
( ∫

sn+1

v−p
′/p dν

)s/p′( ∫

sn+1

u dµ

)s/q
= (2n)s/p

′

(
2q/p

′

σqn
2(nq)/p′

)s/q
= 2s/p

′

σsn.

Следовательно,
l∑

k=1

sup
τ(x)∈�k

( ∫

�([tk,τ(x)])

v−p
′/p dν

)s/p′( ∫

�([τ(x),tk+1])

u dµ

)s/q
≤ 2s/p

′

σsn.

Доказательство п. 2 проводится аналогичными рассуждениями с использовани-
ем формул (3.4)–(3.6). �

В терминах последовательностей {σn} и {δn} охарактеризуем ограничен-
ность и компактность оператора (1.1).

Теорема 3.1. Ограниченность оператора T : Lpvdν(�) → Lqudµ(�), 1 < p ≤
q <∞, вида (1.1) эквивалентна каждому из следующих условий:

1) последовательность {σn} принадлежит ℓ∞, при этом норма оператора

удовлетворяет неравенству

sup
n∈Z

σn ≤ ‖T ‖ ≤
23/p′+2

(21/p′ − 1)
sup
n∈Z

σn; (3.9)

2) {δn} ∈ ℓ∞ и норма оператора удовлетворяет неравенству

sup
n∈Z

δn ≤ ‖T ‖ ≤
23/q+2

(21/q − 1)
sup
n∈Z

δn. (3.10)

Доказательство. 1. Зададим ε > 0. При некотором фиксированном t
видим, что

lim
ε→0

( ∫

�([ε,t])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([t,1/ε])

u dµ

)1/q

=

( ∫

�(t)

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�\�(t)

u dµ

)1/q

.

Далее,

lim
ε→0

sup
ε<t< 1

ε

( ∫

�([ε,t])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([t,1/ε])

u dµ

)1/q

= sup
t>0

A(t).

Применяя неравенство (3.7) леммы 3.1, оцениваем

A

((
ε,

1
ε

))
= sup

ε<t< 1
ε

( ∫

�([ε,t])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([t,1/ε])

u dµ

)1/q

≤ 23/p′

(21/p′ − 1)
sup
n∈Z

σn.
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Следовательно,

A = sup
t>0

A(t) ≤ 23/p′

(21/p′ − 1)
sup
n∈Z

σn.

Согласно оценке нормы оператора в теореме 2.1 получаем неравенство

‖T ‖ ≤ 4A ≤ 23/p′+2

(21/p′ − 1)
sup
n∈Z

σn. (3.11)

С другой стороны, с помощью формулы (3.3) выводим

σn ≤ 2n/p
′

( ∫

�\�(βn)

u dµ

)1/q

= A(βn).

Переходя в неравенстве к супремуму справа, а затем слева, заключаем, что

sup
n∈Z

σn ≤ sup
n∈Z

A(βn) ≤ A. (3.12)

Из (3.11) и (3.12) согласно оценке нормы оператора в теореме 2.1 имеем эквива-
лентность ‖T ‖ ≈ ‖{σn}‖ℓ∞ и двустороннюю оценку (3.9). Доказательство (3.10)
следует аналогичными рассуждениями. �

Теорема 3.2. Оператор T : Lpvdν(�)→ Lqudµ(�), 1 < p ≤ q <∞, вида (1.1)
компактен тогда и только тогда, когда

‖{σn}‖ℓ∞ <∞ (или ‖{δn}‖ℓ∞ <∞) и lim
k→+∞

sup
k≤n

σn = lim
k→−∞

sup
n≤k

δn = 0.

Доказательство. Достаточность. Оценка нормы оператора в теоре-
ме 2.1 и неравенство (3.9) позволяют оценить:

A ≤ ‖T ‖ ≤ 23/p′+2

(
21/p′ − 1

) sup
n∈Z

σn,

что влечет A <∞.
Используя равенство (3.3), видим, что

A(βk) =

( ∫

�(βk)

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�\�(βk)

u dµ

)1/q

= 2k/p
′

( ∫

�\�(βk)

u dµ

)1/q

= 21/p′
(∫

sk

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�\�(βk)

u dµ

)1/q

.

Зафиксируем ε > 0. Применяя оценку (3.7) леммы 3.3 и выбирая k(ε) при
условии, что 1/ε ∈ Jkε , получаем

A(βk) = 21/p′ lim
ε→0

(∫

sk

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�([βk,1/ε])

u dµ

)1/q

≤ 24/p′

(21/p′ − 1)
lim
ε→0

max
k≤n≤k(ε)

σn ≤
24/p′

(21/p′ − 1)
sup
k≤n

σn.

Таким образом, lim
k→+∞

A(βk) = 0 в том случае, если lim
k→+∞

sup
k≤n

σn = 0.
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Аналогичными рассуждениями для последовательности {γk}, k ∈ Z, выво-
дим

A(γk) =

( ∫

�(γk)

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

�\�(γk)

u dµ

)1/q

= 2−k/q
( ∫

�(γk)

v−p
′/p dν

)1/p′

= 21/q

( ∫

�(γk)

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

s̃k+1

u dµ

)1/q

.

Зафиксируем ε > 0. Применяя неравенство (3.8) леммы 3.1 и выбирая k(ε) при
условии, что ε ∈ Zkε , заключаем

A(γk) = 21/q lim
ε→0

( ∫

�([ε,γk])

v−p
′/p dν

)1/p′( ∫

s̃k+1

u dµ

)1/q

≤ 24/q

(21/q − 1)
lim
ε→0

max
k(ε)≤n≤k

δn ≤
24/q

(21/q − 1)
sup
n≤k

δn.

Следовательно, lim
k→−∞

A(γk) = 0, если lim
k→−∞

sup
n≤k

δn = 0.

Необходимость условия теоремы следует из неравенства (3.11). �

Положим на конечном интервале I = (a, b) ⊂ (0,∞)

A∗I = sup
a<τ(x)<b

( ∫

�([a,τ(x)])

u dµ

)1/q( ∫

�([τ(x),b])

v−p
′/p dν

)1/p′

,

AI = sup
a<τ(x)<b

( ∫

�([τ(x),b])

u dµ

)1/q( ∫

�([a,τ(x)])

v−p
′/p dν

)1/p′

.

Лемма 3.3. Пусть I = (a, b) ⊂ (0,∞), Jn = (βn, βn+1), Zn = (γn−1, γn), где

последовательности {βn}, {γn} заданы формулами (3.1), (3.4). Тогда

A∗
(Jn∪Jn+1)

> σn, A∗
(Zn∪Zn+1)

> δn, A(Jn∪Jn+1)
≥ σn, A(Zn∪Zn+1)

≥ δn.

Доказательство. Используя формулы (3.1)–(3.3), находим, что

A∗
(Jn∪Jn+1)

= sup
βn<τ(x)<βn+2

( ∫

�([βn,τ(x)])

u dµ

)1/q( ∫

�([τ(x),βn+2])

v−p
′/p dν

)1/p′

≥
( ∫

sn+1

u dµ

)1/q( ∫

sn+2

v−p
′/p dν

)1/p′

= 21/p′2n/p
′

( ∫

sn+1

u dµ

)1/q

= 41/p′σn > σn.

Аналогичным способом приходим к оценке

A(Jn∪Jn+1)
= sup

βn<τ(x)<βn+2

( ∫

�([τ(x),βn+2])

u dµ

)1/q( ∫

�([βn,τ(x)])

v−p
′/p dν

)1/p′

≥
( ∫

sn+1

u dµ

)1/q(∫

sn

v−p
′/p dν

)1/p′

= σn.
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Для последовательности {δn} неравенства можно получить подобными рассуж-
дениями, используя формулы (3.4)–(3.6). �

Для 0 < ε < ‖T ‖ зададим множество

MI(ε) = {n ∈ Z : Jn ⊂ I, σn > ε}. (3.13)

Лемма 3.4. Пусть 0 ≤ a < b <∞, I = [a, b] и 0 < ε < ‖T ‖, где оператор T
задан в (1.1). Тогда если card(MI(ε)) ≥ 4, то A[a,b] > ε.

Доказательство. Выберем точку s ∈ I согласно условиям теоремы 2.4.
Так как мы предположили, что card(MI(ε)) ≥ 4, то хотя бы один из проме-
жутков [a, s] или (s, b] содержит два элемента Jn. В первом случае, обозначая
n1 = min{n : n ∈ MI(ε)}, получаем, что Jn1 ∪ Jn1+1 ⊂ [a, s], и по лемме 3.3
оцениваем:

A∗[a,s] ≥ A∗(Jn1∪Jn1+1)
≥ 4

1
p′ σn1 > σn1 > ε.

Если же два элемента разбиения {Jn} попадают в (s, b], то полагаем n2 =
max{n : n ∈MI(ε)}. В этом случае Jn2−1 ∪ Jn2 ⊂ (s, b] и

A[s,b] ≥ A(Jn2−1∪Jn2) ≥ σn2 > ε.

Следовательно, A[a,b] = max{A∗[a,s], A[s,b]} > ε. �

Замечание 4. Лемма 3.4 показывает, что в предположении cardM�k(ε) ≥
4 мы приходим к неравенству A[a,b] > ε, что противоречит разбиению (2.8).
Следовательно, на �k возможно только card M�k(ε) < 4.

Лемма 3.5. Пусть 0 < ε < ‖T ‖, разбиение {�k}, k = 1, . . . , N = N(ε),
определено в соответствии с (2.8). Тогда

card{n ∈ Z : σn > ε} ≤ 6N(ε). (3.14)

Доказательство. Мы видим, что

card{n ∈ Z : tk ∈ Jn при 1 ≤ k ≤ N} ≤ 2N. (3.15)

Далее, по выбору A�k согласно (2.8) в силу условий леммы 3.4 и замечания 4
для номеров n ∈ Z, не содержащихся в (3.15), т. е. когда Jn ⊂ �k = [tk, tk+1),
1 ≤ k ≤ N , заключаем, что

card{n ∈ Z : Jn ⊂ �k, σn > ε} ≤ 3.

Следовательно,

card{n ∈ Z : σn > ε} =
N∑

i=0

card{n ∈ Z : Jn ⊂ �i, σn > ε}+ 2N

≤ 3(N + 1) + 2N ≤ 6N. �

Лемма 3.6. Для любого t > 0 справедливо неравенство

card{n ∈ Z : σn > t} ≤ 6 card{k ∈ N : ak(T )k
1
p−

1
q ≥ c1t},

где c1 = 21/q−1
21/q+1 .

Доказательство. Согласно формуле (2.9) для номеров k = 1, . . . , N с
подходящим ε(k) выполняется оценка c1ε(k) ≤ ak(T )k

1
p−

1
q с константой c1 =

1
2

(
1− 1

21/q

)
.

Выбирая ε = min ε(k), видим, что

card
{
k ∈ N : ak(T )k

1
p−

1
q ≥ c1ε

}
≥ N(ε).

Используя неравенство (3.14) леммы 3.5, получаем

card{n ∈ Z : σn > t} ≤ 6N(t) ≤ 6 card{k ∈ N : ak(T )k
1
p−

1
q ≥ c1t}. �
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Теорема 3.3. Пусть оператор T : Lpvdν(�)→ Lqudµ(�), 1 < p ≤ q <∞, вида

(1.1) компактен. Тогда для α ∈ (0,∞) справедливы неравенства

‖{σj}‖ℓα(Z) ≤ 61/α

(
21/q+1

21/q − 1

)
‖{an(T )n

1
p−

1
q }‖ℓα(N), (3.16)

‖{δj}‖ℓα(Z) ≤ 61/α

(
21/q+1

21/q − 1

)
‖{an(T )n

1
p−

1
q }‖ℓα(N). (3.17)

Доказательство. Используя определение нормы последовательности в
пространстве ℓα через ее функцию распределения (см. [20, предложение 1.1.4])
и применяя лемму 3.6, находим

‖{σj}‖αℓα(Z) = α

∞∫

0

tα−1 card{j ∈ Z : σj > t} dt

≤ 6α

∞∫

0

tα−1 card{n ∈ N : an(T )n
1
p−

1
q ≥ c1t} dt

(замена переменных τ = c1t)

= 6(c1)−αα

∞∫

0

τα−1 card{n ∈ N : an(T )n
1
p−

1
q ≥ τ} dτ

= 6

(
21/q+1

21/q − 1

)α
‖{an(T )n

1
p−

1
q }‖αℓα(N).

Аналогичными рассуждениями доказывается оценка (3.17). �

Теорема 3.4. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, s = qp′

q+p′ , s < α < ∞ и оператор

T : Lpvdν(�)→ Lqudµ(�), определенный формулой (1.1), компактен. Тогда

‖{an(T )}‖ℓα(N) ≤ 21/p′+3

(
s

α− s

)1/α

‖{σk}‖ℓα(Z), (3.18)

‖{an(T )}‖ℓα(N) ≤ 21/q+3

(
s

α− s

)1/α

‖{δk}‖ℓα(Z). (3.19)

Доказательство. Пусть 0 < ε < ‖T ‖, число N = N(ε) определено в
(2.8) теоремы 2.5. Рассматривая взаимное расположение промежутков �k =
[tk, tk+1), k = 0, . . . , N , разбиения (2.8) и дизъюнктных интервалов Jj = (βj , βj+1),
j ∈ Z, разбиения (3.1), имеем следующие два возможных варианта.

1. Когда tk ∈ Jl, а tk+1 ∈ Jl+m для некоторых l,m ∈ Z, m ≥ 1, т. е. если

�k = [tk, tk+1) ⊂
l+m⋃
j=l

Jj . Используя замечание 1 и лемму 3.1, получаем, что

ε = A�k ≤ A�k ≤
23/p′

(21/p′ − 1)
max

l≤j≤l+m
σj =

23/p′

(21/p′ − 1)
σjk

для некоторого jk ∈ [jl, jl+m].



280 K. Т. Mынбаев, E. Н. Ломакина

2. Если
l+mj⋃
i=l

�i ⊂ Jj , l,mj ∈ N, mj ≥ 1, то, применяя результаты леммы 3.2,

заключаем, что

εsmj ≤
l+mj∑

i=l

As
�i ≤

l+mj∑

i=l

As�i ≤ 2s/p
′

σsj .

Следовательно,

N(ε) ≤ card

{
k : σjk ≥

ε

C1

}
+

∑

j:mj≥1

card

{
j : σj ≥

εm
1/s
j

C2

}

≤
∞∑

n=1

card

{
k : σk ≥

n1/sε

C3

}
, (3.20)

где C1 = 23/p′

(21/p′−1)
, C2 = 21/p′ , C3 = min{C1, C2} = 21/p′ .

Верхняя оценка (2.9) в теореме 2.5 показывает, что число номеров аппрок-
симативных чисел, для которых an(T ) > 8ε, не превосходит номера N = N(ε),
т. е.

card{n ∈ N : an(T )} > 8ε} ≤ N(ε).

Используя свойство нормы [20, предложение 1.1.4] и оценку (3.20), заключаем,
что

‖{an(T )}‖αℓα(N) = α

∞∫

0

τα−1 card{n ∈ N : an(T )} > τ} dτ

≤ 8αα

∞∫

0

tα−1N(t) dt ≤ 8αα

∞∫

0

∞∑

n=1

tα−1 card

{
k ∈ Z : σk ≥

n1/st

C3

}
dt

= 2α/p
′

8α
(
∞∑

n=1

1
nα/s

) ∞∫

0

αθα−1 card{k : σk ≥ θ} dθ

= 2α(1/p′+3)

(
s

α− s

)
‖{σk}‖αℓα(Z),

что доказывает оценку (3.18). Второе неравенство (3.19) получается аналогич-
ными рассуждениями. �

Из теорем 3.3, 3.4 вытекает

Следствие 3.1. 1. Пусть 1 < p <∞, 1 < α <∞,

‖{σk}‖ℓα(Z) =

(∑

k

(∫

sk

v−p
′/p dν

)α/p′( ∫

sk+1

u dµ

)α/p)1/α

<∞

и оператор T : Lpvdν(�)→ Lpudµ(�) вида (1.1) компактен. Тогда он принадлежит

операторному идеалу Aα и выполняется неравенство

21/p − 1
21/p+161/α

‖{σk}‖ℓα(Z) ≤ ‖T ‖Aα ≤ 21/p′+3

(
1

α− 1

)1/α

‖{σk}‖ℓα(Z). (3.21)
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2. Пусть 1 < p <∞, 1 < α <∞,

‖{δk}‖ℓα(Z) =

(∑

k

(∫

s̃n

v−p
′/p dν

)α/p′( ∫

s̃k+1

u dµ

)α/p)1/α

<∞

и оператор T : Lpvdν(�)→ Lpudµ(�) вида (1.1) компактен. Тогда он принадлежит

операторному идеалу Aα и выполняется неравенство

21/p − 1
21/p+161/α

‖{δk}‖ℓα(Z) ≤ ‖T ‖Aα ≤ 21/p+3

(
1

α− 1

)1/α

‖{δk}‖ℓα(Z). (3.22)

Введем следующие обозначения:

Iα =

(∫

�

( ∫

�\�(τ(t))

u dµ

)α/q( ∫

�(τ(t))

v−p
′/p dν

)α/p′−1

v−p
′/p(t) dν(t)

)1/α

,

Jα =

(∫

�

( ∫

�(τ(t))

v−p
′/p dν

)α/p′( ∫

�\�(τ(t))

u dµ

)α/q−1

u(t) dµ(t)

)1/α

.

Теорема 3.5. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, p′ = p
p−1 , s = qp′

q+p′ , s < α < ∞,

Iα < ∞, Jα < ∞. Для компактности оператора T : Lpvdν(�) → Lqudµ(�) вида

(1.1) необходимо и достаточно, чтобы он принадлежал операторному идеалу

Aα и чтобы выполнялась одна из оценок

‖T ‖Aα =

(
∞∑

n=1

aαn(T )

) 1
α

≤ C1Iα, где C1 =





2
1
p′

+3( s
α−s

) 1
α , p′ ≤ α,

2
1
α+3

(
s

α−s

) 1
α , s < α < p′,

(3.23)

или

‖T ‖Aα =

(
∞∑

n=1

aαn(T )

) 1
α

≤ C2Jα, где C2 =





2
1
q+3
(

s
α−s

) 1
α , q ≤ α,

2
1
α+3

(
s

α−s

) 1
α , s < α < q.

(3.24)

Доказательство. Необходимость. Пусть оператор компактен. Ис-

пользуя формулы (3.1)–(3.3), сначала докажем неравенство
(∑
k∈Z

σαk
)1/α ≤ Iα,

которое справедливо при α ≥ p′. Действительно,

Iαα =
∑

k

∫

sk

( ∫

�\�(τ(t))

u dµ

)α
q
( ∫

�(τ(t))

v−p
′/p dν

) α
p′
−1

v−p
′/p(t) dν(t)

≥
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q
∫

sk

( ∫

�(τ(t))

v−p
′/p dν

) α
p′
−1

v−p
′/p(t) dν(t)

≥
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q
( ∫

�(βk−1)

v−p
′/p dν

) α
p′
−1 ∫

sk

v−p
′/p(t) dν(t)

=
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q

2(k−1)α/p′ =
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q
(∫

sk

v−p
′/p dν

) α
p′

=
∑

k∈Z

σαk .
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Следовательно, ‖{σk}‖ℓα(Z) ≤ Iα. Согласно неравенству (3.18) теоремы 3.4
и в силу ограничения на α, которое по условиям теоремы больше s, видим, что

(
∞∑

n=1

aαn(T )

) 1
α

≤ 21/p′+3

(
s

α− s

) 1
α (∑

k∈Z

σαk

) 1
α ≤ 21/p′+3

(
s

α− s

) 1
α

Iα <∞.

Если же s < α < p′, то

Iαα ≥
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q
( ∫

�(βk)

v−p
′/p dν

) α
p′
−1 ∫

sk

v−p
′/p(t) dν(t)

=
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q

2kα/p
′−1 = 2α/p

′−1
∑

k

( ∫

sk+1

u dµ

)α
q
(∫

sk

v−p
′/p dν

) α
p′

= 2α/p
′−1
∑

k∈Z

σαk .

Тем самым ‖{σk}‖ℓα(Z) ≤ 2
1
α−

1
p′ Iα и

‖T ‖Aα =

(
∞∑

n=1

aαn(T )

) 1
α

≤ 21/p′+3

(
s

α− s

) 1
α(∑

k∈Z

σαk

) 1
α ≤ 2

1
α+3

(
s

α− s

) 1
α

Iα <∞.

Таким образом, интегральный оператор T вида (1.1) принадлежит идеалу
Aα(Lpvdν(�), Lqudµ(�)).

Аналогичными рассуждениями доказывается оценка (3.24).

Достаточность. Пусть выполняется оценка (3.23). Это означает, что

оператор T принадлежит Aα
(
Lpvdν , L

q
udµ

)
. Сходимость ряда

(
∞∑
n=1

aαn(T )

)1/α

вле-

чет lim
n→∞

an(T ) = 0, что согласно [11, предложение 10.1.3] выражает аппрокси-

мируемость оператора T . Так как оператор действует в пространствах, обла-
дающих аппроксимационным свойством, делаем вывод, что он компактен [11,
п. 10.1.3]. �

Обозначим через sn(T ) одну из последовательностей характеристических
чисел cn(T ) или dn(T ) оператора (1.1).

Предложение 3.1. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, p′ = p
p−1 , s = qp′

q+p′ , s < α < ∞,

Iα < ∞, Jα < ∞. Для компактности оператора T : Lpvdν(�) → Lqudµ(�) вида

(1.1) необходимо и достаточно, чтобы он принадлежал операторному идеалу

Sα и чтобы выполнялась одна из оценок

‖T ‖Sα ≤ C1Iα или ‖T ‖Sα ≤ C2Jα, (3.25)

где константы C1 и C2 определены формулами (3.23), (3.24).

Доказательство. Необходимость следует из теоремы 1.1(i) и теоре-
мы 3.5.

Достаточность. Пусть выполняется одна из оценок (3.25). Сходимость

ряда

(
∞∑
n=1

cαn(T )

) 1
α

влечет lim
n→∞

cn(T ) = 0, что согласно [16, предложение 2.3.1]
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и определению [16, (2.3.5)] дает компактность оператора T . Так же рассматрива-

ются числа Колмогорова. Сходимость ряда

(
∞∑
n=1

dαn(T )

)1/α

влечет lim
n→∞

dn(T )

= 0. В силу [16, предложение 2.5.5] имеем lim
n→∞

cn(T ′) = 0, что дает компакт-

ность оператора T ′ : Lq
′

udµ(�) → Lp
′

vdν(�), двойственного к T . Применяя теоре-
му Шаудера [16, теорема Шаудера, с. 82], заключаем, что оператор T компак-
тен. �
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