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О МНОГОМЕРНЫХ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ

ЭВОЛЮЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ

С ВОЛНОВЫМ ОПЕРАТОРОМ

И ОПЕРАТОРОМ МОНЖА ––– АМПЕРА

А. А. Косов, Э. И. Семенов

Аннотация. Изучается эволюционное уравнение с волновым оператором и опера-
тором Монжа — Ампера. Предложен вариант метода редукции с использованием
аддитивного и мультипликативного разделения переменных для построения точ-
ных многомерных решений. Получены параметрические семейства анизотропных
по пространственным переменным точных решений, выражаемые явным образом
через элементарные и специальные функции и/или через решения обыкновенных
дифференциальных уравнений. Рассмотрен случай, когда для построения точных
решений исследуемого нелинейного многомерного уравнения используются извест-
ные решения линейного волнового уравнения с одной пространственной перемен-
ной. Приводится ряд примеров, иллюстрирующих полученные результаты.
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1. Введение

В последнее время все больше внимания уделяется исследованию нелиней-
ных эволюционных уравнений с оператором Монжа — Ампера и построению их
точных решений. Так, в работах [1–5] проводится групповой анализ, исследу-
ются редукции и находятся точные решения уравнений
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где k, ν — некоторые постоянные. Уравнение (1) возникает в магнитной гидро-
динамике при описании эволюции электронных вихрей в замагниченной плаз-
ме [6, 7] и является частным случаем (2). При ν = −1 и k = −1 уравнение (2)
есть известное параболическое уравнение Крылова [8]. В работе [9] встречается
уравнение вида

∂u

∂t
= [detH(u)]

1
n + f(x),
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где u = u(x, t) — искомая функция от n + 1 независимых переменных; t > 0 —
время, x ∈ Rn — вектор пространственных переменных размерности n ∈ N,
n ≥ 2; H(u) = ∂2u

∂xi∂xj
— матрица Гессе n-го порядка, detH(u) — определитель

матрицы Гессе. В статье [10] методом разделения переменных ищутся точные
решения эволюционного многомерного уравнения Монжа — Ампера вида

f(x, t, u)
∂u

∂t
= detH(u),

где функция f(x, t, u) является заданной. В работе авторов [11] строились точ-
ные решения обобщенного эволюционного уравнения Монжа — Ампера вида

∂u

∂t
= detH(u)− f(u,∇u,�u),

а также многомерного уравнения Крылова

−∂u
∂t

detH(u) = 1.

В данной статье изучается эволюционное уравнение с волновым оператором и
оператором Монжа — Ампера следующего вида:

∂2u

∂t2
= ϑ2�u + detH(u), (3)

где � — оператор Лапласа в Rn, ϑ 6= 0 — некоторый числовой параметр. Основ-
ной задачей данной статьи является построение многомерных точных решений
уравнения (3). Для решения поставленной задачи будем применять методы ад-
дитивного и мультипликативного разделения переменных [12], метод редукции
и следующую квадратичную функцию:

ξ =
1
2
(Ax,x), x ∈ Rn, (4)

где A — ненулевая числовая симметрическая матрица размера n × n. Ранее
авторами квадратичная функция (4) успешно использовалась для построения
точных многомерных решений систем уравнений реакции-диффузии, эллипти-
ческих уравнений и многомерных систем эллиптических уравнений со степен-
ными нелинейностями [13], а также для отыскания многомерных решений обоб-
щенного уравнения Монжа — Ампера [14, 15] и системы уравнений с оператором
Монжа — Ампера [16].

2. Основные результаты

Для дальнейшего исследования нам понадобится формула, которая зада-
ется в следующей лемме.

Лемма 1. Пусть F (z) — произвольная дважды непрерывно дифферен-

цируемая вещественная функция. Тогда для любой симметрической матри-

цы A, задающей квадратичную форму ξ = 1
2 (Ax,x), для гессиана функции

F (ξ) = F (1
2 (Ax,x)) справедлива формула

det
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)
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)n−1 [
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
, (5)
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где detA — определитель матрицы A.

Доказательство леммы приведено в статье [14]. В этом разделе приве-
дем результаты по построению точных многомерных решений уравнения (3) с
применением формулы (5) и квадратичной функции (4).

2.1. Точные решения с аддитивным разделением переменных. Из

формулы (5) следует, что гессиан функции φ(x) = ξ +
n∑
i=1

αixi, где ξ задается

формулой (4), равен определителю симметричной матрицы A. В свою очередь,
лапласиан функции φ(x) равен следу матрицы A. Вторая частная производная
по переменной t от функции

u(x, t) =
t2

2
(detA+ ϑ2 trA) + α0t+ ξ +

n∑

i=1

αixi + β (6)

равна detA + ϑ2 trA. Таким образом, мы показали, что функция (6) является
многомерным решением уравнения (3) с аддитивным разделением переменных.
В формуле (6) trA — след матрицы A, αj , j = 0, 1 . . . , n, β — произвольные
постоянные.

Перейдем к построению решений с аддитивным разделением переменных
вида

u(x, t) = ψ(t) + F (ξ), (7)

где функции ψ(t) и F (ξ) подлежат определению. При построении точных ре-
шений уравнения (3) в виде (7) мы должны потребовать выполнение некоторых
условий на матрицу A, а именно, мы должны подобрать матрицу A в классе
симметрических матриц таким образом, чтобы для функции (4) выполнялось
равенство

|∇ξ|2 = σξ, (8)

где ∇ — оператор взятия градиента по x ∈ Rn, а σ > 0 — некоторая постоянная.
Как показано в [15], необходимым свойством обладает симметрическая матрица

A =
σ

2
SEmS

T , (9)

где Em — диагональная матрица, у которой на диагонали произвольным обра-
зом расположены m ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n − m нулей, S — произвольная
ортогональная матрица. После подстановки анзаца (7) в уравнение (3) с учетом
формул (5), (8) и несложных вычислений придем к равенству

d2ψ(t)
dt2

= ϑ2

[
trA

dF

dξ
+ σξ

d2F

dξ2

]
+ detA

(
dF

dξ

)n−1 [
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
. (10)

Для дальнейшего исследования необходимо рассмотреть два случая: m < n и
m = n. Пусть имеет место первый случай. При m < n определитель матрицы
(9), очевидно, равен нулю. В этом случае равенство (10) упростится и запишется
так:

1
ϑ2

d2ψ(t)
dt2

= σ

[
m

2
dF

dξ
+ ξ

d2F

dξ2

]
.

Если правая и левая части этого равенства равны некоторой постоянной µ, то
мы получим решение с аддитивным разделением переменных вида (7) с вы-
рожденной матрицей (9). При этом функция F (ξ) удовлетворяет линейному
обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ) вида

σ

[
m

2
dF

dξ
+ ξ

d2F

dξ2

]
= µ, (11)
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а функция ψ(t) задается формулой

ψ(t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+ T2, (12)

где T1, T2 — произвольные постоянные. Общее решение ОДУ (11) в зависимости
от значений параметра m задается формулами

F (ξ) =
2µ
mσ

ξ + C1ξ
1−m2 + C2, m 6= 2,

F (ξ) =
µ

σ
ξ + C1 ln ξ + C2, m = 2.

Таким образом, мы пришли к справедливости следующего результата

Утверждение 1. Пусть n ∈ N, n ≥ 2. Тогда уравнение (3) имеет точные

решения

u(x, t) =
µϑ2

2
t2+T1t+

2µ
mσ

(σ
2
SEmS

Tx,x
)
+C1

(σ
2
SEmS

Tx,x
)1−m2

+C2, m 6= 2,

(13)

u(x, t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+

µ

σ

(σ
2
SEmS

Tx,
)

+ C1 ln
(σ

2
SEmS

Tx,x
)

+ C2, m = 2,

(14)
где m < n, Em — диагональная матрица, у которой на диагонали произвольным

образом расположеныm ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n−m нулей, S — произвольная

ортогональная матрица, µ, σ 6= 0, T1, C1, C2 — произвольные постоянные.

Замечание 1. Так как волновой оператор и оператор Монжа — Ампера
являются операторами второго порядка, с учетом свойства аддитивности точ-
ными решениями уравнения (3) также будут функции (13), (14), в правые части

которых можно добавить слагаемое
n∑
i=1

αixi, где αi — произвольные постоянные.

Пример 1. Пусть n = 3, m = 2 и матрица A задается соотношением

A =
σ

2




197/200 −21/200
√

6/40
−21/200 53/200 7

√
6/40√

6/40 7
√

6/40 3/4


 , detA = 0, trA = σ. (15)

Тогда по утверждению 1 уравнение (3) в трехмерном координатном простран-
стве имеет анизотропное по пространственным переменным точное решение

u(x1, x2, x3, t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+

µ

800
η + C1 ln η + C2,

где µ 6= 0, T1, C1, C2 — произвольные постоянные и введено обозначение

η = 197x2
1 + 53x2

2 + 150x2
3 − 42x1x2 + 10

√
6x1x3 + 70

√
6x2x3.

Пример 2. Пусть n = 4, m = 3 и матрица A задается соотношением

A =
σ

2




5/9 2/9 4/9 0
2/9 8/9 −2/9 0
4/9 −2/9 5/9 0
0 0 0 1


 , detA = 0, trA =

3σ
2
. (16)
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Тогда по утверждению 1 уравнение (3) в четырехмерном координатном про-
странстве имеет анизотропное по пространственным переменным точное реше-
ние

u(x1, x2, x3, x4, t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+

µ

54
η + C1η

−1/2 + C2,

где µ 6= 0, T1, C1, C2 — произвольные постоянные и введено обозначение

η = 5x2
1 + 8x2

2 + 5x2
3 + 9x2

4 + 4x1x2 + 8x1x3 − 4x2x3.

Пусть теперь m = n, тогда имеем Em = En = E и A = (σ/2)E, где E —
единичная матрица. При этом из формулы (4) получим ξ = (σ/4)‖x‖2. Здесь
‖ · ‖ — евклидова норма в Rn. В этом случае равенство (10) запишется так:

1
ϑ2

d2ψ(t)
dt2

=
σ

2

[
n
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
+
(σ

2

)n(dF
dξ

)n−1 [
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
.

Если правая и левая части этого равенства равны некоторой постоянной µ, то
получим решение с аддитивным разделением переменных вида (7) с матрицей
A = (σ/2)E. При этом функция F (ξ) удовлетворяет ОДУ вида

σ

2

[
n
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
+
(σ

2

)n(dF
dξ

)n−1 [
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
= µ, (17)

а функция ψ(t) задается формулой (12). Таким образом, мы пришли к спра-
ведливости следующего утверждения

Утверждение 2. Уравнение (3) имеет точное радиально-симметричное

решение

u(x, t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+ T2 + F (ξ), ξ =

σ

4
‖x‖2, x ∈ Rn,

где µ, T1, T2 — произвольные постоянные, а функция F (ξ) удовлетворяет нели-

нейному ОДУ второго порядка (17).

Пример 3. Пусть n = 2, тогда уравнение (3) в двумерном координатном
пространстве имеет точные радиально-симметричные решения

u1(x1, x2, t) =
µϑ2

2
t2 + T1t+ T2 + F1(ξ), ξ =

σ

4

(
x2

1 + x2
2

)
, µ 6= −1,

u2(x1, x2, t) = −ϑ
2

2
t2 + T1t+ T2 + F2(ξ), ξ =

σ

4

(
x2

1 + x2
2

)
, µ = −1,

где функции F1(ξ), F2(ξ) задаются формулами

F1(ξ) =
C1

4σ
√

1 + µ
ln

(√
4(1 + µ)ξ2 + C1ξ + 2ξ

√
1 + µ+

C1

4
√

1 + µ

)

+
2
σ
ξ +

1
σ

√
4(1 + µ)ξ2 + C1ξ + C2, F2(ξ) =

2
σ
ξ + C1

√
ξ + C2.

Здесь C1, C2 — произвольные постоянные.
Отметим, что частное решение ОДУ (17) для любого n имеет вид F (ξ) =

Bξ + C1, где C1 — произвольная постоянная, а константа B 6= 0 удовлетворяет
алгебраическому уравнению (σ/2)nBn + n(σ/2)B = µ.

2.2. Редукция к линейному волновому уравнению для функции
с одной пространственной переменной. В предыдущем разделе было по-
казано, что исследуемое уравнение (3) имеет точное решение с аддитивным
разделением переменных (6). Интересный результат получится, если в пра-
вую часть решения (6) добавить произвольную функцию V (xi, t), зависящую
от одной пространственной переменной xi, где индекс i принимает любое фик-
сированное значение от 1 до n. Так, имеет место
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Утверждение 3. Уравнение (3) обладает точным многомерным решением

u(x, t) =
t2

2
(detA+ϑ2 trA)+α0t+

n∑

i=1

αixi+
1
2
(Ax,x)+V (xi, t), i = 1, n, (18)

где trA — след матрицы A, αj , j = 0, 1, . . . , n, — произвольные постоянные,

причем функция V (xi, t) удовлетворяет линейному волновому уравнению

∂2V

∂t2
= (ϑ2 +Mii)

∂2V

∂x2
i

, (19)

где Mii — минор элемента aii матрицы A.

Доказательство. После подстановки функции (18) в левую часть урав-
нения (3) получим

∂2u

∂t2
= detA+ ϑ2 trA+

∂2V

∂t2
. (20)

Оператор Лапласа от функции (18) приводит к соотношению

�u = trA+
∂2V

∂x2
i

. (21)

Вычисляя матрицу Гессе для функции (18), получим матрицу вида

H(u) =




a11 a12 . . . a1i . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . aii + ∂2V

∂x2
i

. . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ani . . . ann


 .

Найдем детерминант этой матрицы. Для этого воспользуемся формулой разло-
жения определителя по элементам i-й строки. Тогда получим цепочку равенств

detH(u) = ai1Ai1 + . . .+

(
aii +

∂2V

∂x2
i

)
Aii + . . .+ ainAin

= (ai1Ai1 + . . .+ aiiAii + . . .+ ainAin) +
∂2V

∂x2
i

Aii = detA+Mii
∂2V

∂x2
i

. (22)

Здесь Aij = (−1)i+jMij — алгебраическое дополнение элемента aij матрицы A,
а Mij — минор элемента aij . Подставляя равенства (20) и (21), (22) соответ-
ственно в левую и правую части уравнения (3), придем к линейному волновому
уравнению (19). Утверждение доказано. �

Замечание 2. Значимость утверждения 3 в том, что оно устанавливает
связь между уравнением (3) и классическим линейным волновым уравнением
(19), которое в случае ϑ2 +Mii > 0 называется уравнением колебаний струны.

Как известно, общее решение уравнения (19) задается формулой

V (xi, t) = ϕ(xi + t
√
ϑ2 +Mii) + ψ(xi + t

√
ϑ2 +Mii), ϑ2 +Mii > 0, i = 1, n,

где ϕ и ψ — произвольные функции. Частные точные решения уравнения (19)
можно найти во многих учебниках и справочниках (см., например, [17]).

2.3. Точные решения с мультипликативным разделением пере-
менных. В этом разделе рассмотрим точные решения с мультипликативным
разделением переменных вида

u(x, t) = ψ(t)F (ξ), (23)
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где функции ψ(t) и F (ξ) подлежат определению. При этом аргумент ξ задается
формулой (4), в которой матрица A имеет вид (9). После подстановки анзаца
(23) в уравнение (3) с учетом формул (5), (8) и несложных вычислений придем
к равенству

d2ψ(t)
dt2

F (ξ) =
σϑ2

2
ψ(t)

[
m
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
+ ψn(t) detA

(
dF

dξ

)n−1 [
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
.

(24)
При выводе этого равенства мы также использовали следующее свойство опре-
делителя [18]: det(λMn) = λn detMn, где Mn — матрица размера n× n. Здесь
также необходимо рассмотреть два случая: m < n и m = n. Случай m = n ин-
тереса не представляет, так как в этом случае при n > 1 разделить переменные
невозможно. Пусть m < n, тогда имеем detA = 0. В этом случае равенство
(24) упростится и запишется так:

2
σϑ2

1
ψ(t)

d2ψ(t)
dt2

=
1

F (ξ)

[
m
dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2

]
.

В этом соотношении переменные разделены и для определения функций ψ(t),
F (ξ) получим следующие ОДУ:

d2ψ(t)
dt2

= µ
σϑ2

2
ψ(t), m

dF

dξ
+ 2ξ

d2F

dξ2
= µF (ξ). (25)

Здесь µ — константа разделения. ОДУ (25) являются линейными и легко ин-
тегрируются. Таким образом, приходим к справедливости следующего утвер-
ждения.

Утверждение 4. Пусть n ∈ N, n ≥ 2. Тогда уравнение (3) имеет точные

решения с мультипликативным разделением переменных

u1(x, t) =

[
T1 sin

(√
2

2
ϑ
√
µ
√
σt

)
+ T2 cos

(√
2

2
ϑ
√
µ
√
σt

)]

× [C1ξ
1
2−

m
4 Jm

2 −1(
√

2µ
√
ξ) + C2ξ

1
2−

m
4 Ym

2 −1(
√

2µ
√
ξ)], ξ =

σ

4
(SEmS

Tx,x),

u2(x, t) =

[
T1 exp

(√
2

2
ϑ
√
µ
√
σt

)
+ T2 exp

(
−
√

2
2
ϑ
√
µ
√
σt

)]

×[C1ξ
1
2−

m
4 Im

2
−1(
√

2µ
√
ξ) + C2ξ

1
2−

m
4 Km

2
−1(
√

2µ
√
ξ)], ξ =

σ

4
(SEmSTx,x),

u3(x, t) = (T1t+ T2)(C1ξ
1−m2 + C2), ξ =

σ

4
(SEmSTx,x),

u4(x, t) = (T1t+ T2)(C1 ln ξ + C2), ξ =
σ

4
(SE2S

Tx,x),

где m < n, Jm
2 −1, Ym2 −1 — функции Бесселя первого и второго рода, Im

2 −1,

Km
2 −1 — модифицированные функции Бесселя первого и второго рода, µ > 0,

σ > 0, T1, T2, C1, C2 — произвольные постоянные.

Пример 4. Пусть n = 3 и m = 2, а матрица A задается формулой (15).
Тогда в силу утверждения 4 уравнение (3) в трехмерном координатном про-
странстве обладает следующим анизотропным по пространственным перемен-
ным точным периодическим по времени решением:

u(x1, x2, x3, t) =

[
T1 sin

(√
2

2
ϑ
√
µ
√
σt

)
+ T2 cos

(√
2

2
ϑ
√
µ
√
σt

)]

× [C1J0(
√

2µ
√
ξ) + C2Y0(

√
2µ
√
ξ)],
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где µ > 0, σ > 0, T1, T2, C1, C2 — произвольные постоянные и введено обозна-
чение

ξ =
σ

800

(
197x2

1 + 53x2
2 + 150x2

3 − 42x1x2 + 10
√

6x1x3 + 70
√

6x2x3

)
.

Здесь J0, Y0 — функции Бесселя первого и второго рода.

Пример 5. Пусть n = 4 и m = 3, а матрица A задается формулой (16).
Тогда в силу утверждения 4 уравнение (3) в четырехмерном координатном про-
странстве обладает следующим анизотропным по пространственным перемен-
ным точным решением:

u(x1, x2, x3, x4, t) =

[
T1 exp

(
ϑ

√
2µ
2

√
σt

)
+ T2 exp

(
−ϑ
√

2µ
2

√
σt

)]

× C1 sh(
√

2µ
√
ξ) + C2 ch(

√
2µ
√
ξ)√

ξ
,

где µ > 0, σ > 0, T1, T2, C1, C2 — произвольные постоянные и введено обозна-
чение

ξ =
σ

36

(
5x2

1 + 8x2
2 + 5x2

3 + 9x2
4 + 4x1x2 + 8x1x3 − 4x2x3

)
.

3. Заключение

В статье предложен вариант метода редукции с использованием процеду-
ры разделения переменных для построения точных многомерных решений эво-
люционного уравнения с волновым оператором и оператором Монжа — Ам-
пера. Получены многомерные точные решения, выражаемые явным образом
через элементарные и специальные функции и/или через решения обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. Отдельно выделен случай, когда для по-
строения точных решений исследуемого нелинейного многомерного уравнения
используются известные решения линейного волнового уравнения с одной про-
странственной переменной. Полученные в статье результаты представляют тео-
ретический интерес, так как найденные семейства точных решений можно ис-
пользовать для качественного анализа, выявления колебательных и периодиче-
ских решений, оценки скорости роста и выделения неограниченных решений,
конструирования краевых условий и т. п. Они могут также использоваться
для тестирования вычислительных методов, алгоритмов и программ решения
прикладных задач с краевыми и начальными условиями.

ЛИТЕРАТУРА

1. Полянин А. Д. Точные решения и редукции нестационарных уравнений математической
физики типа Монжа — Ампера // Вестн. Национального исследовательского ядерного
университета «МИФИ». 2023. Т. 12, № 5. С. 276–288.

2. Аксенов А. В., Полянин А. Д. Групповой анализ, редукции и точные решения уравнения
Монжа — Ампера // Дифференц. уравнения. 2024. Т. 60, № 6. С. 750–763.

3. Polyanin A. D., Aksenov A. V. Unsteady magnetohydrodynamics PDE of Monge–Ampère
type: Symmetries, closed-Form solutions, and reductions // Mathematics. V. 2024. V. 12.
2127.

4. Aksenov A. V., Polyanin A. D. Symmetries, reductions and exact solutions of monstationary
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