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КОНЕЧНЫЕ ФАКТОРИЗУЕМЫЕ ГРУППЫ

С МЕТАБЕЛЕВЫМИ ПОДГРУППАМИ

ШМИДТА В СОМНОЖИТЕЛЯХ

М. Н. Коновалова, В. С. Монахов

Аннотация. Группой Шмидта называют конечную ненильпотентную группу, у
которой все собственные подгруппы нильпотентны. Исследуется конечная груп-
па G = AB при условии, что все подгруппы Шмидта в A и в B имеют равные
производные длины. В этой ситуации, в частности, доказано, что если A и B суб-
нормальны в G, а индексы подгрупп A и B взаимно просты, то все подгруппы
Шмидта в G имеют равные производные длины. Кроме того, получена характе-
ризация конечных групп, в которых каждая метабелева подгруппа нильпотентна.
В частности, такая группа 2-замкнута и производная длина каждой ее подгруппы
Шмидта равна 3. Отсюда следует, что в каждой ненильпотентной группе с единич-
ной подгруппой Фраттини существует метабелева подгруппа Шмидта.
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1. Введение

Рассматриваются только конечные группы. Коммутант группы G обозна-
чается через G′. Подгруппа G′′ = (G′)′ называется вторым коммутантом

группы G, а G(i) = (G(i−1))′ — i-м коммутантом. Если существует номер n
такой, что G(n) = 1, то наименьшее натуральное n, для которого G(n) = 1, на-
зывается производной длиной группы G и обозначается через d(G). Группа, у
которой d(G) ≤ 2, называется метабелевой.

Ненильпотентная группа, у которой все собственные подгруппы нильпо-
тентны, называется группой Шмидта. Начало изучению таких групп положи-
ла известная работа О. Ю. Шмидта [1]. Группам Шмидта посвящены отдельные
параграфы монографий [2, 3]. Любая группа Шмидта S = P ⋊Q является про-
изведением нормальной силовской подгруппы P и ненормальной циклической
силовской подгруппы Q, причем d(P ) ≤ 2. Поэтому производная длина любой
группы Шмидта не больше 3. Если P абелева, то она элементарная абелева.
Описание неабелевых нормальных силовских подгрупп в группах Шмидта по-
лучили В. Д. Мазуров, С. А. Сыскин и А. Х. Журтов [4, 5]. Неабелева группа,
у которой все собственные подгруппы абелевы, называется группой Миллера —

Морено. Ненильпотентная группа Миллера — Морено является метабелевой
группой Шмидта.

Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ в рамках научного проекта
№ Ф24КИ-021.
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Пусть U — формация всех сверхразрешимых групп. Классы групп, в кото-
рых все подгруппы Шмидта сверхразрешимы и несверхразрешимы, предложе-
ны в [6] и обозначаются через SchU и SchU соответственно. В [6] установлено,
что классы SchU и SchU являются разрешимыми наследственными радикаль-
ными насыщенными формациями, и полностью описаны группы в этих классах.

Группа Шмидта сверхразрешима тогда и только тогда, когда ее коммутант
имеет простой порядок [6, лемма 1], в частности, производная длина сверхраз-
решимой группы Шмидта равна 2. Поэтому класс SchU можно определить как
наследственную формацию, в которой каждая группа Шмидта метацикличе-
ская.

У несверхразрешимой группы Шмидта нормальная силовская подгруппа
может быть как абелевой (примером служит знакопеременная группа A4), так
и неабелевой (примером служит группа SL2(3) = Q8 ⋊ C3). В первом случае
производная длина равна 2, а во втором равна 3. Поэтому формацию SchU
можно разбить на два подкласса:

• Sch2 U — класс всех групп, в которых подгруппы Шмидта неметацик-
лические и имеют производную длину, равную 2;
• Sch3 U — класс всех групп, в которых подгруппы Шмидта имеют про-

изводную длину, равную 3.
Ясно, что SchU = Sch2 U ∪ Sch3 U, Sch2 U ∩ Sch3 U = N. Классы Sch2 U

и Sch3 U замкнуты относительно подгрупп, но не являются формациями, см.
лемму 2 настоящей работы.

Каждая группа из класса SchU 2-нильпотентна и имеет силовскую баш-
ню сверхразрешимого типа. Группа из класса SchU 2-замкнута, поэтому каж-
дая группа из класса SchU ∪ SchU разрешима. Минимальная не SchU-группа
является несверхразрешимой группой Шмидта [7, теорема 4 (3)], а минималь-
ная не SchU-группа — сверхразрешимой группой Шмидта. В частности, SchU
и SchU — S̃-формации [8, c. 229]. Экраны формации SchU также известны, [9,
предложение 2; 10, теорема 1(2-3)].

Пусть SchA2 — класс всех групп с метабелевыми подгруппами Шмидта.
Ясно, что SchU ∪ Sch2 U ⊂ SchA2 и SchA2 ∩ Sch3 U = N. Класс SchA2 можно
также определить как наследственный класс, в котором каждая группа Шмид-
та является группой Миллера — Морено. Группы из класса SchA2 могут быть
неразрешимыми, например, все простые группы с абелевыми силовскими под-
группами принадлежат SchA2, PSL2(7) ∈ SchA2.

Начало исследованию групп, факторизуемых P-субнормальными подгруп-
пами, было положено в работе А. Ф. Васильева, Т. И. Васильевой и В. Н. Тютя-
нова [11], здесь P— множество всех простых чисел. Напомним, что подгруппаH
группы G P-субнормальна в G, если H = G или существует цепь подгрупп

H = H0 < H1 < . . . < Hn = G

такая, что все индексы |Hi+1 : Hi| принадлежат P. Результаты этого направле-
ния, полученные до 2020 г., представлены в [12].

В 2022 г. было доказано [13, теорема 2.1], что G = AB ∈ SchU, если A и B
P-субнормальны в G и принадлежат SchU.

В настоящей работе исследуется конечная факторизуемая группа G = AB
при условии, что сомножители A и B P-субнормальны в G и принадлежат клас-
су Schi U, i = 2, 3. В частности, доказано, что если A и B — субнормальные
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подгруппы группы G взаимно простых индексов, A,B ∈ Schi U, то G ∈ Schi U.
Кроме того, получена характеризация конечных групп, в которых каждая ме-
табелева подгруппа нильпотентна. В частности, установлено, что такая группа
принадлежит Sch3 U и каждая ее подгруппа с единичной подгруппой Фраттини
абелева. Отсюда следует, что в каждой ненильпотентной группе с единичной
подгруппой Фраттини существует метабелева подгруппа Шмидта.

2. Вспомогательные результаты

Если G — группа, то π(G) — множество всех простых чисел, делящих по-
рядок G. Если |π(G)| = 1, то группа G называется примарной, при |π(G)| = 2 —
бипримарной. Будем также придерживаться следующих обозначений: A⋊B —
полупрямое произведение нормальной в AB подгруппы A и подгруппы B; Cp —
группа порядка p; Cnp — элементарная абелева группа порядка pn; Q8 — груп-
па кватернионов порядка 8: группа, в которой все силовские подгруппы цик-
лические, называется z-группой. Класс всех разрешимых групп обозначается
через S.

Лемма 1. (1) Класс SchU является наследственной насыщенной радикаль-

ной формацией.

(2) Группа G принадлежит SchU тогда и только тогда, когда G 2-замкнута

и для каждой пары простых чисел p > q, q делит p − 1, бипримарная {p, q}-
холлова подгруппа q-замкнута.

(3) В группе G все сверхразрешимые подгруппы нильпотентны тогда и

только тогда, когда G ∈ SchU.
(4) В группе G каждая подгруппа Шмидта является минимальной несверх-

разрешимой подгруппой тогда и только тогда, когда G ∈ SchU.
(5) В группеG каждая бипримарная z-подгруппа циклическая тогда и толь-

ко тогда, когда G ∈ SchU.
(6) Минимальная не SchU-группа является сверхразрешимой группой

Шмидта.

Доказательство. Утверждения (1), (2) доказаны в [6]. Утверждения (3)–
(5) следуют из определения класса SchU.

Проверим утверждение (6). Пусть группа G не принадлежит классу SchU,
а каждая ее собственная подгруппа содержится в SchU. Тогда в G есть сверх-
разрешимая подгруппа Шмидта S. Она не может быть собственной подгруппой
в G, поэтому G = S.

Лемма 2. Классы Sch2 U, Sch3 U и SchA2 наследственные, но не являются

формациями.

Доказательство. Ясно, что все три класса замкнуты относительно под-
групп, т. е. наследственные.

Предположим, что класс Sch2 U является формацией. Пусть G — мини-
мальная не Sch2 U-группа. Так как G 6∈ Sch2 U, то в G имеется подгруппа
Шмидта S = P ⋊Q такая, что P неабелева. Если S < G, то S ∈ Sch2 U, посколь-
ку G — минимальная не Sch2 U-группа, и подгруппа P должна быть абелевой.
Противоречие, поэтому S = G — группа Шмидта. А. Н. Скиба [14] доказал ло-
кальность разрешимой формации F, у которой всякая разрешимая минималь-
ная не F-группа либо имеет простой порядок, либо является группой Шмидта.
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Так как локальная формация является насыщенной [15, IV.4.6], то и формация
Sch2 U должна быть насыщенной. Группа SL2(3) = Q8 ⋊ C3 является груп-
пой Шмидта с неабелевой силовской подгруппой Q8, поэтому SL2(3) ∈ Sch3 U

и SL2(3) 6∈ Sch2 U. Кроме того,

�(SL2(3)) ∼= C2, SL2(3)/�(SL2(3)) ∼= A4 ∈ Sch2 U.

Поскольку формация Sch2 U насыщенная, то SL2(3) должна принадлежать
Sch2 U; противоречие. Поэтому предположение неверно и класс Sch2 U не яв-
ляется формацией.

Класс Sch3 U не замкнут относительно фактор-групп: Q8 ⋊ C3 ∈ Sch3 U, а
(Q8 ⋊ C3)/C2

∼= A4 ∈ Sch2 U. Поэтому Sch3 U не является формацией.
Предположим, что класс SchA2 является формацией. Пусть G — мини-

мальная не SchA2-группа. Так какG 6∈ SchA2, то вG имеется подгруппа Шмид-
та S = P ⋊Q такая, что P неабелева. Если S < G, то S ∈ SchA2, поскольку G —
минимальная не SchA2 и подгруппа P должна быть абелевой. Противоречие,
поэтому S = G — группа Шмидта. Согласно [14] формация SchA2 должна
быть насыщенной. Теперь SL2(3) должна принадлежать SchA2; противоречие.
Поэтому предположение неверно и класс SchA2 не является формацией.

Лемма 3. Пусть A, B и C — подгруппы группы G и G = AB = AC = BC.

(1) Если A, B, C ∈ SchU, то G ∈ SchU.
(2) Если A, B, C ∈ SchU, то G ∈ SchU.

Доказательство. Оба утверждения получены в [16, следствие 7.4] как
следствие их теоремы о N -критическом графе трижды факторизуемой группы.
Приведем прямые доказательства этих утверждений.

(1) Ясно, что G = AB = ACg = BCg для любого g ∈ G. Так как
A, B, C ∈ SchU, то A, B и C 2-замкнуты по лемме 1(2), а по теореме Кеге-
ля [17, теорема 1] группа G 2-замкнута, в частности, G разрешима. Предпо-
ложим, что G /∈ SchU. По лемме 1(2) существуют простые числа p > q, q
делит p−1, такие, что {p, q}-холлова подгруппа G{p,q} группы G не q-замкнута.
Согласно [18, лемма (3)] существуют {p, q}-холловы подгруппы G{p,q}, A{p,q},
B{p,q} и Cg{p,q} соответственно в G, A, B и Cg для некоторого g ∈ G такие,

что G{p,q} = A{p,q}B{p,q} = A{p,q}C
g
{p,q} = B{p,q}C

g
{p,q} — трижды факторизуе-

мая группа. Поскольку A{p,q}, B{p,q}, C{p,q} ∈ SchU, то A{p,q}, B{p,q} и C{p,q}
q-замкнуты по лемме 1(2), а согласно [17, теорема 1] группа G{p,q} q-замкнута;
противоречие. Поэтому допущение неверно и G ∈ SchU.

(2) Согласно [5, теорема 1] группа G принадлежит SchU тогда и только
тогда, когда G имеет силовскую башню сверхразрешимого типа и для каж-
дой пары простых чисел p > q, q не делит p − 1, бипримарная {p, q}-холлова
в G подгруппа нильпотентна. Поэтому подгруппы A, B и C имеют силовские
башни сверхразрешимого типа, а согласно [17, следствие 1] группа G имеет
силовскую башню сверхразрешимого типа, в частности, G разрешима. Предпо-
ложим, что G /∈ SchU. Тогда существуют простые числа p > q, q не делит p− 1,
такие, что {p, q}-холлова подгруппа G{p,q} группы G ненильпотентна. Так как
G{p,q} = A{p,q}B{p,q} = A{p,q}C

g
{p,q} = B{p,q}C

g
{p,q} — трижды факторизуемая

группа, A{p,q}, B{p,q}, C{p,q} ∈ SchU, то A{p,q}, B{p,q} и C{p,q} нильпотентны.
Согласно [17, следствие 1] группа G{p,q} нильпотентна. Получили противоре-
чие. Поэтому допущение неверно и G ∈ SchU.
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Лемма 4 [19, лемма 1.9]. Пусть H , U — подгруппы разрешимой группы G.

(1) Если H P-субнормальна в G, то H ∩ U P-субнормальна в U .

(2) Если H — субнормальная подгруппа группы G, то H P-субнормальна

в G.

В следующей лемме собраны используемые свойства групп Шмидта [1–3, 6].

Лемма 5. Пусть S — группа Шмидта, т. е. минимальная ненильпотентная

группа. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) S = P ⋊ Q, где P — нормальная силовская p-подгруппа, Q = 〈y〉 —

не нормальная силовская q-подгруппа, p и q — различные простые числа и

yq ∈ Z(S);
(2) S′ = P и |P/�(P )| = pm, где m — показатель числа p по модулю q;
(3) группа S имеет точно два класса сопряженных максимальных подгрупп:

P × 〈yq〉 ⊳ S, {�(P )× 〈x−1yx〉 | x ∈ P \ �(P )};

(4) группа S сверхразрешима тогда и только тогда, когда выполняется лю-

бое одно из следующих требований:

(4.1) q делит (p− 1);
(4.2) в S существует подгруппа индекса p;
(4.3) подгруппа Q P-субнормальна в S.

3. Группы, факторизуемые
P-субнормальными Sch2 U-подгруппами

Теорема 1. Пусть A и B — P-субнормальные разрешимые подгруппы

группы G и (|G : A|, |G : B| = 1). Если каждая подгруппа Шмидта в A и

каждая подгруппа Шмидта в B метабелева, то каждая подгруппа Шмидта в G
метабелева.

Доказательство. Так как G = AB, A и B — P-субнормальные разре-
шимые подгруппы, то группа G разрешима [11, теорема 4.2]. Воспользуемся
индукцией по порядку группы.

По условию подгруппа A P-субнормальна в G, поэтому существует в G под-
группа M такая, что A ≤M , A P-субнормальна в M и |G : M | — простое число.
Так как |G : A| = |G : M ||M : A|, то |M : A| делит |G : A|. Поскольку G = MB,
|G : B| = |M : M ∩B|, то |M : M ∩B| делит |G : B| и (|M : A|, |M : M ∩B|) = 1.
По тождеству Дедекинда M = A(M ∩ B), а в A и в M ∩ B каждая подгруппа
Шмидта метабелева. Так как группа G разрешима, то M ∩ B P-субнормальна
в M по лемме 4(1). Поэтому к M применима индукция, по которой в M каждая
подгруппа Шмидта метабелева. Без ущерба для доказательства подгруппу A
можно заменить максимальной в G подгруппой M простого индекса. Анало-
гично подгруппу B можно заменить максимальной в G подгруппой простого
индекса. Следовательно, можно считать, что |G : A| = p, |G : B| = q, p и q —
различные простые числа.

Предположим, что вG существует не метабелева подгруппа Шмидта. Тогда
для некоторых r, t ∈ π(G) в группе G существует r-замкнутая {r, t}-подгруппа
Шмидта S = R ⋊ T такая, что силовская r-подгруппа R неабелева. Если p 6∈
{r, t}, то {r, t}-холлова подгруппа в A является {r, t}-холловой подгруппой в G.
По теореме Холла S ≤ Ax для некоторого x ∈ G и S метабелева; противоречие.
Поэтому p ∈ {r, t}. Аналогично q ∈ {r, t} и {p, q} = {r, t}. Без ущерба для
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доказательства можно считать, что p = r 6= t и T ≤ A. По тождеству Дедекинда
и лемме 5(3) получаем

A ∩ S = (A ∩R)× T, A ∩ S ≤ �(R)× T.
Так как R неабелева, то из леммы 5(2–4) следует, что |S : (A∩ S)| = rn > r для
некоторого натурального n ≥ 2. Поскольку

|G| = |A|r ≥ |AS| = |A||S|/|A ∩ S| = |A||S : (A ∩ S)| > |A|r,
получили противоречие. Поэтому предположение неверно и каждая подгруппа
Шмидта в G метабелева.

Пример 1. Группа G = C7 × SL2(3) [20, SmallGroup(168,22)] содержит
максимальные подгруппы A ∼= C7 × Q, |G : A| = 3, и B ∼= C42, |G : B| = 4.
Поскольку A и B нильпотентны, то A и B принадлежат SchA2. Группа G
содержит не метабелеву подгруппу Шмидта SL2(3), поэтому G /∈ SchA2. Этот
пример показывает, что требование «A и B P-субнормальны в G» в теореме 1
отбросить нельзя.

В группах из класса SchU∪ Sch2 U каждая подгруппа Шмидта метабелева.
Если A и B — P-субнормальные подгруппы группы G = AB, A,B ∈ SchU,
то G ∈ SchU, [13, теорема 2.1]. Для класса Sch2 U получаем

Следствие 1.1. Пусть A и B — P-субнормальные подгруппы группы G,

A,B ∈ Sch2 U и (|G : A|, |G : B| = 1). Тогда справедливы следующие утвержде-

ния:

(1) G ∈ S ∩ SchA2;

(2) если G ∈ SchU, то G ∈ Sch2 U;

(3) если в G существует подгруппа C ∈ SchU и G = AC = BC, то G ∈
Sch2 U.

Доказательство. (1), (2) Согласно лемме 1(2) подгруппы A и B разре-
шимы, а по теореме 1 группа G разрешима и каждая ее подгруппа Шмидта
метабелева, поэтому G ∈ S ∩ SchA2. Если G ∈ SchU, то в группе G каждая
подгруппа Шмидта несверхразрешима и G ∈ Sch2 U.

(3) Так как G = AB = AC = BC, A, B, C ∈ SchU, то G ∈ SchU по лемме 3.
Теперь из (2) следует, что G ∈ Sch2 U.

Пример 2. В следствии 1.1(2) требование «G ∈ SchU» убрать нельзя. При-
мером служит симметрическая группа S4 степени 4:

S4 = D8A4, |S4 : D8| = 3, |S4 : A4| = 2, D8 ∈ N ⊂ Sch2 U, A4 ∈ Sch2 U.

Так как S4 содержит сверхразрешимую подгруппу Шмидта, изоморфную S3 ∈
SchU, то S4 6∈ SchU. Но это требование можно убрать в случае, когда подгруп-
пы A и B субнормальны в G.

Следствие 1.2. Пусть A и B — субнормальные подгруппы группы G
и (|G : A|, |G : B| = 1). Если A,B ∈ Sch2 U, то G ∈ Sch2 U.

Доказательство. Так как A,B ∈ Sch2 U ⊆ SchU и SchU — класс Фит-
тинга по лемме 1(1), то G = AB ∈ SchU согласно [15, IX.1.1(a)]. Поскольку
группа G разрешима, то подгруппы A и B P-субнормальны в G по лемме 4(2).
По следствию 1.1(2) группа G принадлежит Sch2 U. Следствие доказано.

Пусть A и B — подгруппы группы G. Если A перестановочна с каждой суб-
нормальной подгруппой в B, а B перестановочна с каждой субнормальной под-
группой в A, то говорят, что подгруппы A и B взаимно sn-перестановочны [21].
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Лемма 6. Пусть A и B — взаимно sn-перестановочные подгруппы груп-

пы G. Если подгруппа B разрешима, то подгруппа A P-субнормальна в AB.

Доказательство. Пусть 1 = B0 ≤ B1 ≤ . . . ≤ Bn−1 ≤ Bn = B — компози-
ционный ряд в подгруппе B. Так как B разрешима, то все индексы |Bi+1 : Bi| —
простые числа. Из определения взаимно sn-перестановочных подгрупп следует,
что существует цепь подгрупп

A = AB0 ≤ AB1 ≤ . . . ≤ ABn−1 ≤ ABn = AB.

Так как |ABi+1 : ABi| делит |Bi+1 : Bi|, то A P-субнормальна в AB.
Из теоремы 1 и следствия 1.1 с помощью леммы 6 получаем

Следствие 1.3. Пусть A и B — взаимно sn-перестановочные подгруппы

группы G, и пусть (|G : A|, |G : B|) = 1. Тогда справедливы следующие утвер-

ждения:

(1) если A,B ∈ S ∩ SchA2, то G ∈ S ∩ SchA2;

(2) если G ∈ SchU, A,B ∈ Sch2 U, то G ∈ Sch2 U.

4. Группы, факторизуемые
P-субнормальными Sch3 U-подгруппами

Класс A всех групп с абелевыми силовскими подгруппами является наслед-
ственной формацией и GA ≤ G′ в любой группе G. Формация A не насыщенная
и не радикальная.

Теорема 2. Для группы G следующие утверждения эквивалентны:

(1) G ∈ Sch3 U;

(2) каждая метабелева подгруппа группы G нильпотентна;

(3) все A -подгруппы в G абелевы.

Доказательство. (1) ⇒ (2). Пусть в группе G производная длина каж-
дой подгруппы Шмидта группы G равна 3 и H — метабелева подгруппа груп-
пы G. Поскольку каждая подгруппа в H имеет производную длину не более 2,
то в H нет подгрупп Шмидта. Поэтому H нильпотентна.

(2) ⇒ (1). Пусть каждая метабелева подгруппа группы G нильпотентна
и S — подгруппа Шмидта из G. Так как производная длина любой подгруппы
Шмидта равна 2 (в этом случае она метабелева) или 3, то G ∈ Sch3 U.

(2) ⇒ (3). Пусть каждая метабелева подгруппа группы G нильпотентна
и H — A -подгруппа группы G. Так как (1) ⇔ (2), то группа G разрешима.
По теореме Ито [2, VI.4.4] {p, q}-подгруппа H{p,q} в H метабелева для всех p ∈
π(H) и q ∈ π(H). По условию подгруппа H{p,q} нильпотентна. Поскольку
силовские подгруппы Hp и Hq абелевы, то H{p,q} абелева. Отсюда следует, что
подгруппа H абелева. Следовательно, все A -подгруппы в G абелевы.

(3) ⇒ (1). Пусть все A -подгруппы в группе G абелевы и S = P ⋊ Q —
подгруппа Шмидта группы G, где P — силовская p-подгруппа, Q — силовская
q-подгруппа в S. Поскольку Q циклическая и S неабелева, то подгруппа P
не может быть абелевой по условию. Из свойств групп Шмидта следует, что
подгруппа P является коммутантом в S. Следовательно, коммутант каждой
подгруппы Шмидта группы G неабелев и G ∈ Sch3 U.
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Следствие 2.1. (1) Если G ∈ Sch3 U и �(G) = 1, то G абелева.

(2) Если G ∈ Sch3 U, H ≤ G и �(H) = 1, то H абелева.

Доказательство. (1) Пусть N — минимальная нормальная в G подгруп-
па. Так как N〈x〉 метабелева, то N〈x〉 нильпотентна для любого элемента x ∈ G
по теореме 2. Пусть N — r-подгруппа, r ∈ π(G), Gr и Gr′ — силовская r-
подгруппа и r′-холлова подгруппа группы G соответственно. Тогда

NGr′ = N ×Gr′ , N ∩ Z(Gr) 6= 1, N ∩ Z(Gr) ⊳ G, |N | = r, N ≤ Z(G).

Таким образом, каждая минимальная нормальная подгруппа группы G содер-
жится в центре группы G. Если �(G) = 1, то F (G) — прямое произведение
минимальных нормальных подгрупп и F (G) ≤ Z(G). Поскольку CG(F (G)) ≤
F (G) в разрешимых группах, то G абелева.

Поскольку Sch3 U — наследственный класс, то (2) следует из (1).

Следствие 2.2. Если G — ненильпотентная группа с единичной подгруп-

пой Фраттини, то в G существует метабелева подгруппа Шмидта.

Пример 3. Утверждение (2) следствия 2.1 не допускает обращения. В груп-
пе Шмидта C3 ⋊C4 [20, SmallGroup(12,1)] все собственные подгруппы абелевы,
�(C3 ⋊C4) 6= 1 и C3 ⋊C4 6∈ Sch3 U. Утверждение следствия 2.2 также не допус-
кает обращения, примером служит SL2(5).

Пример 4. Группа GL2(3) = (Sd16)(SL2(3)) [20, SmallGroup(48,29)] фак-
торизуется подгруппами Sd16 индекса 3 и SL2(3) индекса 2. Здесь Sd16 — по-
лудиэдральная группа порядка 16. Ясно, что

Sd16 ∈ N ⊂ Sch3 U, SL2(3) = Q8 ⋊ C3 ∈ Sch3 U,

|GL2(3) : Sd16| = 3, |GL2(3) : SL2(3)| = 2.

Поскольку в GL2(3) есть подгруппа, изоморфная S3, то GL2(3) 6∈ SchU. Поэто-
му в следующей теореме требование «G ∈ SchU» убрать нельзя.

Теорема 3. ПустьA и B — P-субнормальные подгруппы группыG ∈ SchU.
Если A,B ∈ Sch3 U и (|G : A|, |G : B| = 1), то G ∈ Sch3 U.

Доказательство. Так как G = AB, A и B — P-субнормальные разре-
шимые подгруппы, то группа G разрешима [11, теорема 4.2]. Воспользуемся
индукцией по порядку группы. Повторяя начальную часть доказательства тео-
ремы 1, получаем, что |G : A| = p, |G : B| = q, p и q — различные простые
числа.

Предположим, что в G существует {r, t}-подгруппа Шмидта S = R ⋊ T
такая, что силовская r-подгруппа R абелева. Если p 6∈ {r, t}, то S ≤ Ax для
некоторого x ∈ G и S не метабелева; противоречие. Поэтому p ∈ {r, t}. Анало-
гично q ∈ {r, t} и {p, q} = {r, t}. Без ущерба для доказательства можно считать,
что p = r 6= t и T ≤ A. По тождеству Дедекинда A ∩ S = (A ∩ R) × T и
A ∩ S ≤ �(R) × T по лемме 5(3). По условию G ∈ SchU, поэтому подгруппа S
несверхразрешима. Из леммы 5(2)–(4) заключаем, что |S : (A ∩ S)| = rn > r
для некоторого натурального n. Поскольку

|G| = |A|r ≥ |AS| = |A||S|/|A ∩ S| = |A||S : (A ∩ S)| > |A|r,

получили противоречие. Поэтому предположение неверно и каждая подгруппа
Шмидта в G не метабелева.
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Следствие 3.1. Пусть A и B — P-субнормальные подгруппы группы G,

A,B ∈ Sch3 U и (|G : A|, |G : B| = 1). Если в G существует подгруппа C ∈ SchU
и G = AC = BC, то G ∈ Sch3 U.

Доказательство. Так как

G = AB = AC = BC, A,B,C ∈ SchU,

то G ∈ SchU по лемме 3. Теперь из теоремы 3 следует, что G ∈ Sch3 U.

Следствие 3.2. Пусть A и B — субнормальные подгруппы группы G
и (|G : A|, |G : B| = 1). Если A,B ∈ Sch3 U, то G ∈ Sch3 U.

Доказательство. Так как A,B ∈ Sch3 U ⊆ SchU и SchU — класс Фиттин-
га по лемме 1, то G = AB ∈ SchU согласно [15, IX.1.1 (a)]. Поскольку группа G
разрешима, то подгруппы A и B P-субнормальны в G по лемме 4 (2). Согласно
теореме 3 группа G ∈ Sch3 U.

Из теоремы 1 с помощью леммы 6 получаем

Следствие 3.3. Пусть A и B — взаимно sn-перестановочные подгруппы

группы G, и пусть (|G : A|, |G : B|) = 1. Если A,B ∈ Sch3 U, G ∈ SchU, то

G ∈ Sch3 U.
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