
Сибирский математический журнал
Январь—февраль, 2026. Том 67, № 1

УДК 519.2

О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ СТОХАСТИЧЕСКИХ

И ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ

ОБОБЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ БЮРГЕРСА

Е. И. Зотова, Ф. С. Насыров

Аннотация. Построен новый метод решения задачи Коши для стохастических и
детерминированных обобщенных уравнений Бюргерса с временным шумом в нели-
нейной части уравнения. Решение стохастического обобщенного уравнения Бюр-
герса представлено в виде преобразования Вейерштрасса от функции, которая яв-
ляется решением задачи Коши для обобщенного уравнения Хопфа. Полученные
результаты остаются справедливыми для детерминированного обобщенного урав-
нения Бюргерса.
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1. Введение

Задача Коши для обобщенного уравнения Бюргерса с шумом в нелинейной
части может быть формально записана в виде

ũt + (f(ũ))xV
′(t) = ũxx, ũ(x, 0) = ϕ(x),

ũ = ũ(x, t), (x, t) ∈ R× R+,
(1.1)

где f(ũ) — нелинейная функция, V ′(t) — формальная производная непрерывной
детерминированной функции V (t) или случайного процесса V (t) с непрерывны-
ми реализациями, которая может и не существовать (например, V (t) — вине-
ровский процесс). При математически строгой постановке задачи Коши (1.1)
обобщенное уравнение Бюргерса должно быть записано в интегральной форме

ũ(x, t) − ũ(x, 0) +

t∫

0

(f(ũ(x, s)))x ∗ dV (s) =

t∫

0

ũxx(x, s) ds,

где интеграл в левой части равенства — симметричный интеграл [1] относитель-
но процесса V (t). В случае V (t) = t задача (1.1) сводится к задаче Коши для
обобщенного уравнения Бюргерса без шума

ũt + (f(ũ))x = ũxx, ũ(x, 0) = ϕ(x), ũ = ũ(x, t), (x, t) ∈ R× R+. (1.2)

Полагая f(ũ) = ũ2

2 в задаче (1.2), получаем задачу Коши для уравнения Бюр-
герса

ũt + ũũx = ũxx, ũ(x, 0) = ϕ(x), ũ = ũ(x, t), (x, t) ∈ R× R+. (1.3)
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Данное уравнение является классическим примером в теории нелинейных волн,
поскольку оно описывает взаимодействие двух противоположных волновых эф-
фектов: затухания из-за вязкости и нелинейного распространения [2, 3].

Известно, что преобразование Коула — Хопфа (см. [4, 5])

ũ = −2
∂ lnφ

∂x
сводит уравнение Бюргерса (1.3) к уравнению теплопроводности

φt = φxx, φ = φ(x, t), (x, t) ∈ R× R+.

Решение задачи Коши для уравнения Бюргерса (1.3) определяется из следую-
щих соотношений:

ũ(x, t) =

∞∫
−∞

x−η
t exp

{−G(η,x,t)
2

}
dη

∞∫
−∞

exp
{−G(η,x,t)

2

}
dη

, G(η, x, t) =
(x − η)2

2t
+

η∫

0

ϕ(µ) dµ. (1.4)

Соотношения (1.4) позволяют строить решения уравнения Бюргерса с различ-
ными начальными профилями волн [6].

Ранее было доказано [7], что преобразование Коула — Хопфа применимо к
уравнению Бюргерса с аддитивным пространственно-временным белым шумом.
Задача в этом случае свелась к анализу линейного уравнения с мультипликатив-
ным шумом. В работах [8, 9] были доказаны существование и единственность
глобального решения для уравнения Бюргерса с аддитивным шумом и мульти-
пликативным шумом.

В работе [10] исследовалась задача Коши для стохастического дифферен-
циального уравнения Бюргерса со случайной внешней силой, представленной
в виде стохастического интеграла. Поставленная задача Коши для стохасти-
ческого дифференциального уравнения была сведена к решению задачи Коши
для уравнения Бюргерса с внешней силой, уже не содержащей стохастического
интеграла.

Целью данной работы является построение нового способа решения зада-
чи Коши для обобщенного уравнения Бюргерса как с шумом, так и без шума.
В работе решение задачи Коши (1.1) для стохастического обобщенного уравне-
ния Бюргерса найдено в виде функции трех переменных

ũ(x, t) = u(x, t, V (t)) =
1

2
√
πt

∞∫

−∞

g(ξ, V (t)) exp

{−(x− ξ)2
4t

}
dξ,

где функция g(x, v) = u(x, 0, v) является решением задачи Коши для обобщен-
ного уравнения Хопфа

gv + (f(g))x = 0, g(x, 0) = ϕ(x).

Представленный метод решения уравнения (1.1), где в качестве шума берет-
ся случайный процесс V (t) с непрерывными реализациями или произвольная
непрерывная функция, основан на технике симметричных интегралов. Симмет-
ричный интеграл (см. [1]) по непрерывной функции является обобщением сто-
хастического интеграла Стратоновича и совпадает с ним в случае винеровского
процесса. Метод, применяемый в данной работе, первоначально был построен
для решения обыкновенных стохастических дифференциальных уравнений [1].

Работа организована следующим образом: в разд. 2 представлен основной
результат, разд. 3 является приложением, в нем представлен ряд сведений о
симметричных интегралах, применяемых в данной работе.
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2. Основной результат

Пусть на вероятностном пространстве (�,F ,P) задан случайный процесс
V (t), t ∈ [0, T ], T ∈ R+, V (0) = 0, обладающий непрерывными с вероятностью 1
реализациями. Рассмотрим задачу Коши (1.3) для стохастического обобщенно-
го уравнения Бюргерса, которое в интегральной форме имеет вид

ũ(x, t)− ũ(x, 0) +

t∫

0

(f(ũ(x, s)))x ∗ dV (s) =

t∫

0

ũxx(x, s) ds, ũ(x, 0) = ϕ(x), (2.1)

где интеграл в левой части равенства — симметричный интеграл [1] относитель-
но процесса V (t).

Обозначим

u(x, t, v) =
1

2
√
πt

∞∫

−∞

g(ξ, v) exp

{−(x− ξ)2
4t

}
dξ, (2.2)

где g(x, v) = u(x, 0, v).

Теорема 1. Пусть функция g(x, v) определяется из соотношения

g(x, v) = ϕ(x− vf ′(g(x, v))). (2.3)

Тогда функция ũ(x, t) = u(x, t, V (t)), заданная с помощью формулы (2.2), явля-
ется решением задачи Коши для стохастического обобщенного уравнения Бюр-
герса (2.1).

Доказательство. В силу формулы (3.1) левая часть уравнения (2.1) за-
висит от переменных (t, V (0), V (t)), поэтому решение уравнения (2.1) будем ис-
кать в виде функции трех переменных

ũ(x, t) = u(x, t, V (t)),

где u(x, t, v) — функция, подлежащая определению. Воспользовавшись фор-
мулой для стохастического дифференциала (3.2), перепишем уравнение (2.1) в
виде

t∫

0

us(x, s, V (s)) ds+

t∫

0

uv(x, s, V (s)) ∗ dV (s)

+

t∫

0

(f(u(x, s, V (s))))x ∗ dV (s) =

t∫

0

uxx(x, s) ds

или

t∫

0

[us(x, s, V (s))− uxx(x, s, V (s))] ds

= −
t∫

0

[uv(x, s, V (s)) + (f(u(x, s, V (s))))x] ∗ dV (s). (2.4)
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Пусть V (t) — непрерывная нигде не дифференцируемая функция. В силу
леммы 1 о равенстве двух интегралов уравнение (2.4) равносильно системе

{
ut(x, t, V (t)) = uxx(x, t, V (t)),

uv(x, t, V (t)) + (f(u(x, t, V (t))))x = 0.
(2.5)

Если V (t) — произвольная непрерывная функция, то решение уравнения (2.4)
будет найдено, если найдется решение системы (2.5).

Заметим, что система уравнений (2.5) представляет собой неклассическую
систему уравнений, для которой стандартные методы решения не разработаны.
Поэтому вместо первого уравнения системы (2.5) рассмотрим при каждом фик-
сированном значении переменной v уравнение теплопроводности относительно
переменных x и t:

ut(x, t, v) = uxx(x, t, v),

решение которого определяется из соотношения (2.2). Следовательно, решение
первого уравнения системы (2.5) имеет вид

u(x, t, V (t)) =
1

2
√
πt

∞∫

−∞

g(ξ, V (t)) exp

{−(x− ξ)2
4t

}
dξ. (2.6)

Правая часть равенства (2.6) зависит от неизвестной функции g(x, V (t)), кото-
рую будем искать как решение задачи Коши для второго уравнения системы
(2.5) при t = 0:

gv + (f(g))x = 0, g(x, 0) = ϕ(x), (x, v) ∈ R× R.

Решение этой задачи Коши представимо в неявном виде (2.3) и при v = V (t)
определяет неизвестную функцию в правой части равенства (2.6):

g(x, V (t)) = ϕ(x− V (t)f ′(g(x, V (t)))). (2.7)

Итак, функция u(x, t, V (t)) полностью определяется соотношениями (2.6) и (2.7),
удовлетворяет первому уравнению системы (2.5) и второму уравнению системы
(2.5) при t = 0.

Проверим, что u(x, t, V (t)) удовлетворяет второму уравнению системы (2.5)
при любом t. Рассмотрим обобщенное уравнение Хопфа

uv(x, t, V (t)) + (f(u(x, t, V (t))))x = 0. (2.8)

Решение уравнения (2.8) имеет вид

u(x, t, V (t)) = �(x− V (t)f ′(u(x, t, V (t))), t), (2.9)

где � — неизвестная функция. Так как g(x, V (t)) = u(x, 0, V (t)), то из соотно-
шений (2.6) и (2.7) следуют равенства

u(x, t, V (t)) =
1

2
√
πt

∞∫

−∞

u(ξ, 0, V (t)) exp

{−(x− ξ)2
4t

}
dξ

=
1

2
√
πt

∞∫

−∞

ϕ(ξ − V (t)f ′(u(ξ, 0, V (t)))) exp

{−(x− ξ)2
4t

}
dξ.
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Тогда при любом фиксированном значении t можно построить функцию

�(x− V (t)f ′(u(x, t, V (t))), t)

=
1

2
√
πt

∞∫

−∞

ϕ(ξ − V (t)f ′(u(ξ, 0, V (t)))) exp

{−(x− ξ)2
4t

}
dξ

и существует решение (2.9) для обобщенного уравнения Хопфа (2.8). Значит,
функция u(x, t, V (t)) удовлетворяет второму уравнению системы (2.5) при лю-
бом t.

Таким образом, функция ũ(x, t) = u(x, t, V (t)), определяемая соотношения-
ми (2.6) и (2.7), удовлетворяет системе (2.5) и является решением задачи Коши
(2.1) для стохастического обобщенного уравнения Бюргерса.

Замечание 1. Пусть в задаче (2.1) f(ũ) = ũ2

2 и V (t) = t. Мы получаем
задачу Коши для уравнения Бюргерса (1.3). Решение этой задачи определяется
из соотношений

ũ(x, t) =
1

2
√
πt

∞∫

−∞

g(ξ, t) exp

{−(x− ξ)2
4t

}
dξ,

gt + ggx = 0, g(x, 0) = ϕ(x), (x, t) ∈ R× R+.

Замечание 2. Полагая f(ũ) = ũ2

2 в задаче (2.1), получаем задачу Коши
для стохастического уравнения Бюргерса. Решение этой задачи определяется
из соотношений

u(x, t, V (t)) =
1

2
√
πt

∞∫

−∞

g(ξ, V (t)) exp

{−(x− ξ)2
4t

}
dξ, (2.10)

gv + ggx = 0, g(x, 0) = ϕ(x), (x, v) ∈ R× R. (2.11)

Пример 1. Исследуем задачу Коши (1.3) для стохастического уравнения
Бюргерса. Известно, что задача Коши для уравнения Хопфа (2.11) с начальным
условием

ϕ(x) =

{
u1, x ≤ 0,

u2, x > 0,
имеет решение вида

g(x, t) =

{
u1, x ≤ aV (t),

u2, x > aV (t),

где u1 > u2 и a = u1+u2

2 — константы. Тогда решение задачи Коши для стоха-
стического уравнения Бюргерса определяется из (2.10) и имеет вид

u(x, t) =
u1

2
√
πt

aV (t)∫

−∞

exp

[−(x− ξ)2
4t

]
dξ +

u2

2
√
πt

∞∫

aV (t)

exp

[−(x− ξ)2
4t

]
dξ

= u1�

(
aV (t)− x√

2t

)
+ u2

(
1− �

(
aV (t)− x√

2t

))
, (2.12)

где

�(x) =
1√
2π

x∫

−∞

exp

[−y2

2

]
dy
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— функция Лапласа.
Если V (t) = W (t) в (2.12), где W (t) — винеровский процесс, то получаем

решение задачи Коши для стохастического уравнения Бюргерса с винеровским
шумом.

Замечание 3. Отметим, что соотношение (2.6) является обобщенным пре-
образованием Вейерштрасса [11] функции g(x, v) с параметром t. Преобразова-
ние Вейерштрасса дает «сглаженную» версию функции g(x, v), что гарантирует
гладкость полученного решения.

3. Приложение. Симметричные интегралы

В этом разделе кратко излагается теория симметричных интегралов. Сим-
метричный интеграл является обобщением интеграла типа Стилтьеса. В случае
интеграла по винеровскому процессу симметричный интеграл совпадает со сто-
хастическим интегралом Стратоновича с вероятностью 1.

Определение 1. Пусть V (t), t ∈ [0,+∞), — произвольная непрерывная
функция. Симметричным интегралом называется

t∫

0

f(s, V (s)) ∗ dV (s) = lim
n→∞

∑

k

1

�t
(n)
k

∫

[�t
(n)
k

]

f(s, V (n)(s)) ds�V
(n)
k

= lim
n→∞

t∫

0

f(s, V (n)(s))(V (n))′(s) ds,

где V (n)(s) — ломаная, построенная функцией V (t) и разбиением {t(n)} проме-

жутка [0, t] таким образом, что max
k

(
t
(n)
k − t(n)

k−1

)
→ 0 при n→∞.

Определение 2. Будем говорить, что для пары функций (V (s), f(s, u))
выполнено условие (S), если верны следующие предположения:

(a) V (s), s ∈ [0, t], является непрерывной функцией;
(b) для почти всех u функция f(s, u), s ∈ [0, t], непрерывна справа и имеет

ограниченную вариацию;
(c) полная вариация |f |(t, u) по s функции f(s, u) на [0, t] локально сумми-

руема по переменной u;
(d) для почти всех u

t∫

0

1(s : V (s) = u)|f |(ds, u) = 0,

где 1(A) — индикатор множества A, т. е. функция, равная 1 на A и 0 вне A.
Некоторые свойства симметричного интеграла.

1. Пусть пара функций (V (s), f(s, v)) удовлетворяет условию (S). Тогда

t∫

0

f(s, V (s)) ∗ dV (s) =

V (t)∫

V (0)

f(t, v) dv −
∫

R

t∫

0

κ(v, V (0), V (s))f(ds, v) dv, (3.1)

где κ(v, a, b) = sgn(b − a)1(a ∧ b < v < a ∨ b). Это означает, что симметричный
интеграл является функцией трех переменных.
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2. Пусть функция F (t, u) имеет непрерывные частные производные F ′t (t, u)

и F ′u(t, u). Тогда существует симметричный интеграл
t∫
0

F ′u(s, V (s)) ∗ dV (s) и

справедлива формула

F (t, V (t))− F (0, V (0)) =

t∫

0

F ′s(s, V (s)) ds+

t∫

0

F ′u(s, V (s)) ∗ dV (s). (3.2)

Если V (s) — винеровский процесс, то формула (3.2) совпадает с формулой для
стохастического дифференциала Стратоновича.

Лемма 1 (о равенстве двух интегралов). Пусть V (s), s ∈ [0, T ], — непре-
рывная нигде не дифференцируемая функция. Предположим, что непрерыв-
ные функции f1(s, v) и f2(s, v), (s, v) ∈ [0, T ] × R, удовлетворяют следующим
условиям:

(a) функция f2(s, V (s)), s ∈ [0, T ], суммируема;
(b) функция f1(s, v) для каждого s суммируема по переменной v ∈ R и

имеет непрерывную производную (f1(s, v))
′
s, удовлетворяющую условию

∫

R

T∫

0

|(f1(s, v))′s| dsdv <∞.

Тогда условие

t∫

0

f1(s, V (s)) ∗ dV (s) =

t∫

0

f2(s, V (s)) ds, t ∈ [0, T ],

эквивалентно условию

f1(s, V (s)) = f2(s, V (s)) = 0, s ∈ [0, T ].
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