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Аннотация. Формула для следа матрицы монодромии особой точки линейной си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка типа полюса
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1. Введение и основные результаты

Рассмотрим систему N линейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений (ОДУ) для строки u:

du

dz
= uH(z), (1)

в окрестности полюса или алгебраической точки разветвления zs = 0 матрицы
H(z), голоморфной в области �z := {z, 0 < |z| < R0}. В этом случае матричную
функцию H(z) можно представить в виде абсолютно сходящегося в �z ряда

H(z) =

∞∑

p=−ǫ

Fpz
p/K (z ∈ �z, K ∈ N). (2)

Здесь Fp — постоянные матрицы порядка N, а K−1 — порядок точки разветвле-
ния. В частности, при K = 1 все элементы матрицы H являются однозначными
функциями z ∈ �z. Заметим, что в настоящей работе нуль не считается нату-
ральным числом.

Пусть спрямляемая кривая γ ⊂ �z с началом и концом в точке h обходит K
раз точку zs = 0 в положительном направлении (против часовой стрелки). То-
гда в силу формулы (2) аналитическое продолжение матричной функции H(z)
вдоль кривой γ совпадает с исходной матричной функцией в окрестности точки
h (процедура аналитического продолжения вдоль кривой описана, например,
в [1, гл. 8, § 15]). Обозначим через U0(h|z) фундаментальную матрицу про-
странства голоморфных решений системы (1) в окрестности точки h, а через
U1(h|z) — аналитическое продолжение U0 вдоль кривой γ. По построению кри-
вой γ матрицы U0 и U1 в окрестности точки h являются фундаментальными
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для одной и той же системы уравнений (1). Поэтому существует постоянная
невырожденная матрица монодромии M особой точки zs такая, что

U1(h|z) = M(U0)U0(h|z). (3)

Матрицы монодромии часто называют также циклическими матрицами [2] или
интегральными подстановками [3–5].

В силу аналитичности матричной функции H(z) в области �z матрица мо-
нодромии точки zs не зависит от формы кривой γ ⊂ �z, но зависит от выбо-
ра фундаментальной матрицы U0. Действительно, рассмотрим аналитическое

продолжение вдоль кривой γ фундаментальной матрицы Ũ0 := TU0, где T —
произвольная постоянная невырожденная матрица. Тогда получим, что

Ũ1(h|z) = TU1(h|z) = TM(U0)U0(h|z) = TM(U0)T
−1Ũ0(h|z) = M(Ũ0)Ũ0(h|z),

где M(Ũ0) = TM(U0)T
−1. К аналогичному результату приводит также сдвиг

начальной и конечной точки h замкнутой кривой γ, а для многозначной мат-
ричной функцииH и изменение выбора ее «начальной» ветви, соответствующее
изменению выбора значения величины h1/K .

Таким образом, все матрицы монодромии точки zs системы (1) с матричной
функцией (2) подобны друг другу и, следовательно, имеют одинаковые след m0

и определительD [5]. Последний, как следует из формулы Лиувилля [6, часть 1,
§ 9] и соотношений (2), (3), может быть записан в виде

D = exp

{∫

γ

Tr(H(z)) dz

}
= exp{2πiK Tr(F−K)}

и заведомо отличен от нуля. Здесь и далее i — мнимая единица.
Сделав в системе уравнений (1) замену

z = xK , u(z) = y(x), (4)

получим систему N линейных ОДУ для строки y:

dy

dx
= yA(x), (5)

где

A(x) =

∞∑

p=−τ

Tpx
p (x ∈ �). (6)

В (6) ряд абсолютно сходится в области � := {x, 0 < |x| < R}, R = R
1/K
0 ,

τ = ǫ+ 1−K и Tp = KFp+1−K .
Таким образом, исследование системы (1) в окрестности алгебраической

точки разветвления порядка K − 1 ≥ 1 сводится к изучению системы (5) с од-
нозначными коэффициентами в окрестности ее регулярной точки (при τ ≤ 0)
или полюса (при τ ≥ 1). При этом если фундаментальная матрица Y0(b|x) ре-
шений системы (5) в окрестности точки b связана с фундаментальной матри-
цей U0(h|z) решений системы (1) в окрестности точки h = bK соотношением
Y0(b|b) = U0(h|h), то в силу вида замены (4) матрицы монодромии систем (1) и
(5) соответствующие этим фундаментальным матрицам, будут совпадать. Зна-
чит, для этих систем следы любых матриц монодромии точек zs = 0 и xs = 0
также совпадают.
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Большинство существующих методов решения систем линейных ОДУ
[2–10] позволяют находить решения в виде сходящихся рядов только в окрест-
ности регулярной особой точки, т. е. при τ = 1 в разложении (6). Вероят-
но, единственным исключением является метод, предложенный И. А. Лаппо-
Данилевским [3, 4]. Он приводит к формуле для фундаментальной матрицы
Y (b|x) голоморфных решений системы (5) с начальными условиями

Y (b|b) = IN (b ∈ �), (7)

где IN — единичная матрица порядка N, в виде абсолютно сходящегося ряда

Y (b|x) = IN +

∞∑

ν=1

∞∑

p1,... ,pν=−τ

Tp1 . . . Tpν
Lp1,... ,pν

(b|x) (x, b ∈ �). (8)

При этом существенно, что в матричном ряде (8) скалярные функции

Lp1,... ,pν
(b|x) :=

ν∑

µ=0

bp1+...+pµ+µxpµ+1+...+pν+ν−µ

×
µ∑

λ=0

α̃(λ)
p1,... ,pµ

lgλ b

ν−µ∑

κ=0

α(κ)
pµ+1,... ,pν

lgκ x (9)

не зависят от элементов матриц Tp и числа уравнений N. Числовые коэффи-
циенты αp1,... ,pµ

и α̃p1,... ,pµ
в (9) определяются рекуррентными соотношениями

[3, 4], вид которых на каждом шаге зависит от значения величины

Sj := j +

j∑

l=1

pl (j ≥ 1). (10)

Напомним также, что решения (5) дают строки матрицы Y, а не столбцы, как
во многих работах, посвященных изучению систем линейных ОДУ.

Абсолютная сходимость ряда (8) открывает широкие возможности по ис-
следованию асимптотик решений системы (5) вдоль произвольных кривых в
окрестности особой точки, включая зависимость этих решений от параметра,
входящего в коэффициенты Tp разложения (6). В этом отношении в окрестно-
сти иррегулярной особой точки предложенный И. А. Лаппо-Данилевским метод
решения систем линейных ОДУ имеет существенное преимущество по сравне-
нию с другими известными методами [2, 5–10]. Последние, как правило, приво-
дят к асимптотическим (расходящимся) рядам, причем часто разным в разных
секторах комплексной плоскости переменной x и (или) параметра, входящего в
коэффициенты уравнений. И хотя в последние годы использование ресургент-
ного анализа [11] позволило находить равномерные асимптотики решений, не
требующие деления плоскости переменной на сектора (см., например, работы
[10, 12, 13] и библиографические ссылки в них), остальные недостатки асимп-
тотичности получаемых решений при этом сохраняются. В частности, эти ре-
шения не позволяют находить след матрицы монодромии иррегулярной особой
точки, который, как указывалось выше, не зависит от выбора начальной точки
h замкнутой кривой γ.

Однако в литературе идеи работ И. А. Лаппо-Данилевского, несмотря на
предоставляемые ими потенциальные преимущества абсолютной сходимости по-
лучающихся рядов, редко используются [14–18] или хотя бы частично излага-
ются [5, 7]. Скорее всего, это связано с двумя важными обстоятельствами, ко-
торые значительно усложняют применение многих результатов работ [3, 4]. Во-
первых, они, как правило, получены в «алгорифмической» форме — искомая
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величина выражается рядом, числовые коэффициенты которого вычисляются
последовательно. При этом использование некоторых формул дополнительно
осложняется тем, что соответствующие рекуррентные соотношения достаточно
сложно «ветвятся». Во-вторых, и это, вероятно, главное, ряды в (8) и (9) со-
держат в общей сложности пять последовательных суммирований. Причем при
каждом фиксированном ν сумма по композициям матриц Tp в формуле (8) мо-
жет содержать до Nν

0 слагаемых, где N0 — число отличных от нуля матриц Tp
в разложении (6) матричной функции A(x). Первая сложность была устранена
в работе [18], в которой были получены явные формулы для коэффициентов α
и α̃.

В настоящей работе произведена группировка членов ряда (8), существенно
упрощающая его дальнейший анализ. Это позволило найти след матрицы мо-
нодромии полюса любого порядка системы уравнений (5) в виде абсолютно схо-
дящегося ряда (13). Члены этого ряда определяются собственными значениями
матрицы T−1 и тех композиций Tp1Tp2 . . . Tpk

(k ≥ 2) матриц коэффициентов Tp
из разложения (6), для которых определенная формулой (10) величина Sk равна
нулю. До настоящего времени аналогичная формула была известна только для
полюса первого порядка (см., например, [5, гл. 15, § 10] или [18, п. 5]). Заметим,
что след матрицы монодромии, в частности, играет важную роль при исследо-
вании характеристик роста элементов регулярной циклической матрицы особой
точки уравнения Штурма — Лиувилля как целой функции спектрального па-
раметра [19], вида его решений в окрестности симметричной особой точки [20],
а также при изучении класса его квазибезмонодромных потенциалов [21].

В заключительном разделе статьи в качестве примера общая формула (13)
для следа матрицы монодромии конкретизирована для системы уравнений (5)
с матричной функцией A(x) специального вида (43) с двумя нильпотентными
матрицами коэффициентов с индексом два.

Определение 1. Последовательность чисел j1, . . . , jk будем называть пе-

риодической с периодом k1, если существуют такие натуральные числа n ≥ 2 и
k1 ≥ 1, что k = nk1 и jl = jl−k1 для любых l = k1 + 1, k.

Лемма 1. Пусть в системе уравнений (5) матрица A(x) представима в виде
ряда (6), абсолютно сходящегося в области � := {x, 0 < |x| < R}. Тогда ряд (8),
абсолютно сходящийся при x, b ∈ � [3, 4], можно записать в виде

Y (b|x) = IN +

∞∑

k=1

∞,∗∑

p1,... ,pk=−τ

Wp1,... ,pk
(Tp1Tp2 . . . Tpk

;x, b), (11)

где

Wp1,... ,pk
(q;x, b) :=

∞∑

n=1

qnLp1,... ,pnk
(b|x) (pj = pj−k, если j > k). (12)

В формуле (11) знак ∗ над суммой означает, что суммирование ведется только
по непериодическим последовательностям индексов p1, . . . , pk. Все скалярные
функции Wp1,... ,pk

(q;x, b) являются целыми по переменной q и голоморфными
по переменным b и x при любых их конечных и отличных от нуля значениях.

Лемма 1 доказана в разд. 2 настоящей статьи. Главное преимущество опи-
санной в ней группировки ряда (8) состоит в том, что, как показано в разд. 4,
определенные в (12) функции Wp1,... ,pk

(q;x, b) могут быть найдены с помощью
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относительно легко решаемых вспомогательных систем вида (5) с матрицами

T
(k)
pj (j = 1, k) в разложении (6), имеющими порядок k и специальный вид.

Определение 2. Две последовательности k чисел будем называть суще-

ственно различными, если они не получаются друг из друга с помощью любого
числа циклических перестановок.

Основной результат настоящей работы сформулирован в следующей теоре-
ме, которая доказана в разд. 5 с использованием полученных в разд. 4 свойств
функций Wp1,... ,pk

(q;x, b).

Теорема 1. Для следаm0 матрицы монодромии особой точки xs = 0 систе-
мыN уравнений первого порядка (5) с матричной функциейA(x), представимой
в виде ряда (6), справедлива формула

m0 = Tr{exp(2πiT−1)}+

∞∑

k=2

∞,∗∗∑

p1,... ,pk=−τ, Sk=0

Mp1,... ,pk
. (13)

Знак ∗∗ над суммой означает, что суммирование ведется только по существенно
различным непериодическим последовательностям индексов p1, . . . , pk (k ≥ 2),
для которых хотя бы одно собственное значение матрицы Tp1Tp2 . . . Tpk

отлично
от нуля. При этом

Mp1,... ,pk
=

N∑

ν=1

k∑

j=1

{
exp
(
2πiλ(j,ν)

p1,... ,pk

)
− 1
}

(k ≥ 2).

Здесь λ
(j,ν)
p1,... ,pk (j = 1, k) — корни уравнения

(λ+ S1)(λ+ S2) . . . (λ + Sk−1)λ = q(ν)
p1,... ,pk

, (14)

величины Sl определены в (10), q
(ν)
p1,... ,pk (ν = 1, N) — собственные значения мат-

рицы Tp1 . . . Tpk
, каждое из которых берется столько раз, какова его кратность.

Это же относится и к корням уравнения (14).
Ряд в формуле (13) абсолютно сходится при всех конечных значениях мат-

риц Tp из разложения (6).

Заметим, что при τ = 1 второе слагаемое (сумма) в соотношении (13) обра-
щается в нуль и из него следует известная формула для следа матрицы моно-
дромии регулярной особой точки (см., например, [5, гл. 15, § 10] или [18, п. 5]).

2. Доказательство леммы 1

Прежде всего заметим, что скалярные коэффициенты L при любых одина-
ковых композициях матриц Tp в рядах (8) и (11) совпадают и любое слагаемое
вида

(Tp1Tp2 . . . Tpν
)nLp1,... ,pnν

(b|x) (ν, n ∈ N, pj = pj−ν , если j > ν)

из ряда (11) входит в ряд (8), причем ровно один раз. Обратное также спра-
ведливо: по условию леммы, если последовательность индексов p1, . . . , pν не
является периодической, то композиция Tp1 . . . Tpν

из ряда (8) входит в ряд
(11) через функцию Wp1,... ,pk

только при k = ν и n = 1. Если же композиция
Tp1 . . . Tpν

представима в виде (Tp1 . . . Tpr
)m, где последовательность индексов

p1, . . . , pr не является периодической, то только при k = r и n = m.
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Таким образом, ряд (11) получается из ряда (8) перестановкой членов и,
следовательно, по теореме Коши о перестановке членов абсолютно сходящегося
ряда [22, гл. 1, § 3] эти два ряда являются абсолютно сходящимися одновремен-
но, т. е. при 0 < |x|, |b| < R [3, 4], и при этом их суммы совпадают.

Далее, для любого набора индексов p1, . . . , pk определенная соотношением
(12) функция Wp1,... ,pk

(q;x, b) является скалярным коэффициентом, произве-
дение которого на единичную матрицу равно частичной сумме ряда вида (8),
соответствующего случаю, когда в разложении (6) отличны от нуля только мат-
рицы Tp1 , . . . , Tpk

, которые при этом пропорциональны единичным матрицам.
Но в этом случае радиус R сходимости ряда в (6) (и, значит, ряда (8)) равен бес-
конечности. Поэтому функция Wp1,... ,pk

(q;x, b) является целой по переменной
q и голоморфной по переменным b и x при 0 < |b|, |x| <∞. Лемма 1 доказана.

3. Вспомогательные утверждения

Для удобства дальнейшего изложения введем функцию θ(j, r, k) сдвига це-

лого числа j = 1, k на целое число r с переходом к 1 при достижении k+1, если
r > 0, и с переходом к k при достижении нуля, если r < 0:

θ(j, nk+d, k) :=

{
j + d при j = 1, k − d (d = 0, k − 1),

j + d− k при j = k − d+ 1, k (d = 1, k − 1)
(n ∈ Z). (15)

Функция θ, очевидно, принимает значения от 1 до k, и

θ(θ(j, r1, k), r2, k) = θ(j, r1 + r2, k), (16)

так как сдвиг вначале на r1, а потом еще на r2, эквивалентен сдвигу на r1 + r2.

Лемма 2. Пусть J(n) := θ(j, n, k) (n ∈ Z), k ≥ 2 и для последовательности
чисел p1, . . . , pk существуют числа j ∈ {1, 2, . . . , k} и ω ∈ {1, 2, . . . , k− 1} такие,

что pJ(λ) = pJ(λ+ω) для любых λ = 0, k − 1. Тогда набор чисел p1, . . . , pk яв-
ляется периодическим с периодом k1, равным наибольшему общему делителю
чисел k и ω.

Доказательство. В силу формулы (16) J(λ + ω) = L(ω), где L(ω) :=
θ(l, ω, k), l := J(λ). При этом если λ пробегает все значения от 0 до k − 1, то l
при любом фиксированном j принимает все значения от 1 до k. Поэтому условие
леммы можно записать в виде pl = pL(±ω) для любого l = 1, k. Применяя n раз
последнюю формулу и соотношение (16), получим, что pl = pL(nω) для любого
n ∈ Z. Пусть k1 — наибольший общий делитель чисел k и ω, т. е. k = Nkk1,
ω = Nωk1, где Nk и Nω — взаимно простые числа. Тогда диофантово уравнение
nNω = 1 + mNk имеет бесконечно много решений [23]. Домножая его на k1,
получим, что nω = k1 +mk при некоторых целых n и m. Итак, k = Nkk1 и при
некоторых n ∈ Z будет pl = pL(nω) = pL(k1) для любого l = 1, k. Это доказывает
лемму.

В настоящей работе, как и в работах [3, 4], используется обычная нумерация
элементов матриц: первый индекс указывает номер строки, а второй — номер

столбца. Введем вспомогательные матрицы B
(k)
j (j = 1, k) порядка k, каждая

из которых имеет единственный ненулевой элемент, расположенный в строке с
номером j, столбце с номером J(1) := θ(j, 1, k) и равный единице:

(
B

(k)
j

)
il

:= δijδlJ(1) (j, i, l = 1, k). (17)

Здесь δαβ — символ Кронекера, т. е. δαβ = 1, если α = β, δαβ = 0, если α 6= β.



42 А. А. Голубков

Лемма 3. Элементы произведения r + 1 (r ≥ 0) вспомогательных матриц
(17) удовлетворяют соотношениям

(
B

(k)
j B

(k)
j1

. . . B
(k)
jr

)
il

= δijδlJ(r+1)

r∏

µ=0

δjµJ(µ), (18)

где j, j1, . . . , jr = 1, k; J(µ) := θ(j, µ, k); j0 := j, а функция θ определена форму-
лой (15).

Доказательство. Используем метод математической индукции. При r =
0 лемма справедлива в силу формулы (17). Предположим, что лемма выполня-
ется при некотором r ≥ 0. Тогда, пользуясь соотношениями (17), (18) и подра-
зумевая суммирование по повторяющимся индексам ξ, для элементов произве-
дения r + 2 матриц вида (17) получим

(
B

(k)
j B

(k)
j1

. . . B
(k)
jr
B

(k)
jr+1

)
il

= δijδξJ(r+1)δξjr+1δlJr+1(1)

r∏

µ=0

δjµJ(µ)

= δijδjr+1J(r+1)δlJr+1(1)

r∏

µ=0

δjµJ(µ) = δijδlJ(r+2)

r+1∏

µ=0

δjµJ(µ),

где Jr+1(1) = θ(jr+1, 1, k) и учтено, что θ(J(r + 1), 1, k) = J(r + 2) в силу (16).
Полученное равенство доказывает лемму.

4. Функции Wp1,... ,pk(q; x, b)

Функцию Wp(q;x, b), p ∈ Z, можно найти с помощью явных формул для
коэффициентов α и α̃, полученных в работе [18]. Однако для иллюстрации
общего метода сделаем это иначе.

Для скалярной функции Yp рассмотрим вспомогательную задачу вида (5),

(7) при N = 1 и с единственным ненулевым скалярным коэффициентом T
(1)
p = q

в разложении (6):
dYp
dx

= Ypqx
p, Yp(b|b) = 1.

Решение этой задачи выписывается сразу:

Yp(b|x) = exp(σq), (19)

где σ = (x1+p − b1+p)/(1 + p) при p 6= −1 и σ = ln(x/b) при p = −1.
С другой стороны, в рассматриваемом случае ряд (8) принимает вид

Yp(b|x) = 1 +

∞∑

n=1

qnLp1,... ,pn
(b|x) (pj = p, j ∈ N).

Сравнивая последнюю формулу с определением (12) при k = 1, имеем

Yp(b|x) ≡ 1 +Wp(q;x, b). (20)

Перейдем к получению формулы для Wp1,... ,pk
(q;x, b) при k ≥ 2, обобщая

подход, использованный при k = 1.
Пусть среди индексов p1, . . . , pk имеется ровноm ≤ k различных µ1, . . . , µm.

Рассмотрим вспомогательную задачу вида (5)–(7) для системы k уравнений пер-
вого порядка

dYp1,... ,pk

dx
= Yp1,... ,pk

m∑

j=1

T (k)
µj
xµj , Yp1,... ,pk

(b|b) = Ik, (21)
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где

T (k)
µj

=

k∑

l=1

δµjpl
alB

(k)
l , al 6= 0 (l = 1, k, j = 1,m). (22)

В силу формул (17), (22) каждая из матриц
{
T

(k)
µj

}m
j=1

имеет столько ненуле-

вых элементов, сколько раз ее нижний индекс µj встречается в наборе индексов

p1, . . . , pk функции Wp1,... ,pk
. Заметим, что вид матриц T

(k)
µ1 , . . . , T

(k)
µm однознач-

но определяет две последовательности чисел {pl}k1 и {al}k1 , и наоборот.

Лемма 4. Произведение r+1 (r ≥ 0) матриц вида (22) можно представить
в виде

T (k)
µ
j(0)

T (k)
µ
j(1)

. . . T (k)
µ
j(r)

=

k∑

l=1

r∏

λ=0

δµ
j(λ)pL(λ)

aL(λ)B
(k)
L(λ). (23)

Здесь j(0), . . . , j(r) = 1,m, L(λ) := θ(l, λ, k), а функция θ определена в (15).

Доказательство. Используем метод математической индукции. При r =
0 лемма выполняется в силу соотношения (22). Предположим, что она спра-
ведлива при некотором r ≥ 0. Тогда, пользуясь формулами (22) и (23), для
произведения r + 2 матриц вида (22) получим

T (k)
µ
j(0)

T (k)
µ
j(1)

. . . T (k)
µ
j(r)

T (k)
µ
j(r+1)

=

(
k∑

l=1

r∏

λ=0

δµ
j(λ) pL(λ)

aL(λ)B
(k)
L(λ)

)
k∑

χ=1

δµ
j(r+1) pχ

aχB
(k)
χ

=

k∑

l=1

(
r∏

λ=0

δµ
j(λ)pL(λ)

aL(λ)B
(k)
L(λ)

)
δµ

j(r+1) pL(r+1)
aL(r+1)B

(k)
L(r+1)

=

k∑

l=1

r+1∏

λ=0

δµ
j(λ)pL(λ)

aL(λ)B
(k)
L(λ),

где при переходе к третьей строке учтено, что в силу леммы 3 и формулы (16)

произведение матриц B
(k)
L(r)B

(k)
χ отлично от нуля, только если χ = L(r + 1).

Полученное равенство доказывает лемму.

Следствие 1. Элементы произведения r + 1 (r ≥ 0) матриц вида (22)
удовлетворяют следующим соотношениям:

(
T (k)
µ
j(0)

T (k)
µ
j(1)

. . . T (k)
µ
j(r)

)
jε

= δεJ(r+1)

r∏

λ=0

δµ
j(λ) pJ(λ)

aJ(λ). (24)

Здесь j(0), j(1), . . . , j(r) = 1,m, J(λ) := θ(j, λ, k), а функция θ определена в (15).

Доказательство. Утверждение следствия получим, переписав формулу
(23) в виде

(
T (k)
µ
j(0)

T (k)
µ
j(1)

. . . T (k)
µ
j(r)

)
jε

=

k∑

l=1

(
B

(k)
l B

(k)
L(1) . . . B

(k)
L(r)

)
jε

r∏

λ=0

δµ
j(λ)pL(λ)

aL(λ)

и воспользовавшись формулой (18).
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Лемма 5. Произведение r + 1 (r ≥ 0) матриц типа (22) имеет ненулевые
диагональные элементы, если и только если имеет вид

T
(j,n)
k :=

(
T (k)
pJ(0)

. . . T (k)
pJ(k−1)

)n
(j = 1, k, J(µ) := θ(j, µ, k), µ ∈ Z, n ∈ N),

где функция θ задана в (15).
При этом если последовательность p1, . . . , pk не является периодической,

то
(
T

(j,n)
k

)
il

= qnδijδlj , где q =
k∏

µ=1
aµ.

Доказательство. Для отличия от нуля правой части соотношения (24)
при ε = j необходимо и достаточно, чтобы, во-первых, j = J(r + 1), т. е. r +
1 = nk, и, во-вторых, чтобы µj(λ) = pJ(λ) при всех λ = 0, r. Поскольку в силу

определения (15) J(mk + d) = J(d) для d = 0, k − 1 и m ∈ Z, получаем первое
утверждение леммы.

Пусть теперь последовательность индексов p1, . . . , pk не является периоди-
ческой, индексы pJ(l1), . . . , pJ(lα) (1 ≤ α < k) совпадают между собой и равны
pj, все остальные индексы отличны от pj и 0 = l1 < . . . < lα < k. Тогда в силу
леммы 4 имеем (в нашем случае µj(λ) = pJ(λ), λ = 0, r):

T
(j,n)
k =

k∑

l=1

r∏

λ=0

δpJ(λ)pL(λ)
aL(λ)B

(k)
L(λ).

Но δpJ(0)pL(0)
≡ δpjpl

6= 0, если и только если l = J(l1), . . . , J(lα). Поэтому

T
(j,n)
k =

r∏

λ=0

δpJ(λ)pJ(λ)
aJ(λ)B

(k)
J(λ) +

α∑

β=2

r∏

λ=0

δpJ(λ)pLβ(λ)
aLβ(λ)B

(k)
Lβ(λ), (25)

где Lβ(λ) := θ(J(lβ), λ, k) = J(lβ+λ) в силу соотношения (16). Первое слагаемое
в формуле (25) соответствует l = J(l1) = J(0) = j. Если α = 1, то второе
слагаемое в (25) равно нулю. Пусть α > 1.Допустим, что при некотором β = 2, α

r∏

λ=0

δpJ(λ)pLβ(λ)
aLβ(λ)B

(k)
Lβ(λ) 6= 0.

Тогда pJ(λ) = pLβ(λ) = pJ(lβ+λ) при всех λ = 0, r, причем r = nk − 1 ≥ k − 1,
0 < lβ < k. В силу леммы 2 это означает, что последовательность индексов
p1, . . . , pk является периодической, что противоречит условию доказываемой
леммы. Значит, второе слагаемое (сумма) в формуле (25) равно нулю, и второе
утверждение леммы вытекает из формул (18), (25) и того, что r+1 = nk. Лемма
доказана.

Из леммы 5 и формул (8), (12) следует, что если последовательность p1, . . . ,
pk не является периодической, среди индексов p1, . . . , pk имеется ровно m ≤ k

различных µ1, . . . , µm, а матрицы T
(k)
µ1 , . . . , T

(k)
µm имеют вид (22), то для решения

задачи (21) справедливо следующее соотношение:

(Yp1,... ,pk
(b|x))jj = 1 +

∞∑

n=1

((
T (k)
pj
T (k)
pJ(1)

. . . T (k)
pJ(k−1)

)n)
jj
Lpj ,pJ(1),... ,pJ(kn−1)

(b|x)

= 1 +

∞∑

n=1

qnLpj,pJ(1),... ,pJ(kn−1)
(b|x) = 1 +Wpj ,... ,pJ(k−1)

(q;x, b) (j = 1, k), (26)
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где q =
k∏

µ=1
aµ.

С другой стороны, систему (21) можно привести к более простому виду.
Пусть

y(i)
α := (Yp1,... ,pk

)iα (α, i = 1, k).

Тогда из соотношений (21), (22) получим

dy
(i)
α

dx
=

k∑

ν=1

y(i)
ν

m∑

j=1

(
T (k)
µj

)
να
xµj =

k∑

ν=1

y(i)
ν

m∑

j=1

k∑

l=1

δµjpl
al
(
B

(k)
l

)
να
xµj .

По условию pl ∈ {µ1, . . . , µm}, где l = 1, k и все индексы µ1, . . . , µm различны.
Поэтому каждый индекс pl совпадает ровно с одним индексом µj (j = 1,m)
(обратное может не выполняться). Пользуясь также соотношением (17) для

матриц B
(k)
l , имеем

dy
(i)
α

dx
=

k∑

ν=1

y(i)
ν

k∑

l=1

alδνlδαL(1)x
pl =

k∑

l=1

y
(i)
l alx

plδαL(1),

где L(1) := θ(l, 1, k). Положим α ≡ J(1) := θ(j, 1, k) (j = 1, k) и учтем, что
δJ(1)L(1) = δjl. В результате получим, что задача (21) для матрицы Yp1,... ,pk

равносильна следующей задаче для y
(i)
j ≡ (Yp1,... ,pk

)ij :

dy
(i)
J(1)

dx
= ajy

(i)
j xpj , y

(i)
j (b) = δij (i, j = 1, k). (27)

Сделав в системе (27) замену неизвестных функций:

y
(i)
j = v

(i)
j

(x
b

)ϕj

(i, j = 1, k), (28)

где ϕj — произвольные числа, получим

dv
(i)
J(1)

dx
= −ϕJ(1)

v
(i)
J(1)

x
+ ãjv

(i)
j xpj+ϕj−ϕJ(1) , ãj = ajb

ϕJ(1)−ϕj (i, j = 1, k). (29)

Положим
ϕj+1 = ϕ1 + Sj (j = 1, k − 1), (30)

где ϕ1 — любое число, а величины Sj определены в (10). Тогда, поскольку

J(1) = j + 1 при j = 1, k − 1 и J(1) = 1 при j = k, то

pj + ϕj − ϕJ(1) = −1 (j = 1, k − 1), pk + ϕk − ϕ1 = Sk − 1.

Поэтому систему (29) можно записать в виде

dv
(i)
j

dx
=
−ϕjv

(i)
j + ãJ(−1)v

(i)
J(−1)(1− δj1)

x
+ δj1ãkv

(i)
k xSk−1 (i, j = 1, k) (31)

или в матричной форме

dVp1,... ,pk

dx
= Vp1,... ,pk

(
P

(k)
−1

x
+

P (k)

x1−Sk

)
. (32)

Здесь (Vp1,... ,pk
)il = v

(i)
l , (P (k))lj = δlkδj1ãk,

(
P

(k)
−1

)
lj

= −δljϕj + δL(1)jãl(1 − δj1),
L(1) = θ(l, 1, k) (i, j, l = 1, k). При этом соотношения (28) в матричном виде
имеют вид

Yp1,... ,pk
(b|x) = Vp1,... ,pk

(b|x)�(b|x), (�)ij(b|x) = δij

(x
b

)ϕj

(i, j = 1, k). (33)

Поэтому в силу соотношений (21), (33) систему (32) следует дополнить началь-
ными условиями

Vp1,... ,pk
(b|b) = Yp1,... ,pk

(b|b) = Ik. (34)
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5. Доказательство теоремы 1

Как отмечалось во введении, для однозначной матричной функции A(x)
матрицы монодромии, соответствующие различным фундаментальным матри-
цам решений системы уравнений (5), подобны между собой, а следы всех по-
добных матриц совпадают [5]. Поэтому след матрицы монодромии системы (5)
не зависит от выбора точки b задания начальных условий, а также и от самих

начальных условий. Но при x = b̃ := b exp(2πi) определенные в (9) скалярные
функции Lp1,... ,pν

(b|x) можно записать в виде

Lp1,... ,pν
(b|̃b) = bSν

ν∑

µ=0

µ∑

λ=0

α̃(λ)
p1,... ,pµ

lgλ b

ν−µ∑

κ=0

α(κ)
pµ+1,... ,pν

(2πi+ lg b)
κ
,

где величина Sν была определена в (10). Поэтому вклад в след матрицы моно-
дромии системы (5) могут давать только такие слагаемые в рядах (8) и (11), в
которые входят только функции Lp1,... ,pν

(b|x) с Sν = 0. С учетом этого обстоя-
тельства из (11) имеем

Tr{Y (b|̃b)} = N +

∞∑

k=1

∞,∗∑

p1,... ,pk=−τ, Sk=0

Tr{Wp1,... ,pk
(Tp1 . . . Tpk

; b̃, b)}. (35)

В силу известных свойств функции от матрицы (см., например, [5, гл. V,
§ 1]) и формул (19), (20)

N + Tr{W−1(T−1; b̃, b)} = N +

N∑

ν=1

W−1

(
q
(ν)
−1 ; b̃, b

)
=

N∑

ν=1

Y−1

(
q
(ν)
−1 ; b̃, b

)

=
N∑

ν=1

exp
(
2πiq

(ν)
−1

)
= Tr {exp(2πiT−1)} , (36)

где q
(ν)
−1 (ν = 1, N) — собственные значения матрицы T−1.
При k ≥ 2 и Sk = 0 решение задачи (32), (34) выписывается сразу:

Vp1,... ,pk
(b|x) =

(x
b

)Rk

, Rk = P
(k)
−1 + P (k). (37)

Решение системы (27) для элементов матрицы Yp1,... ,pk
, очевидно, не зави-

сит от выбора величины ϕ1 при замене (28), (30). В дальнейшем будем полагать
ϕ1 = 0. В этом случае, поскольку все числа Sν целые, из второй формулы в (33)

получим, что �(b|̃b) = Ik. Поэтому из соотношений (33), (37) имеем

Yp1,... ,pk
(b|̃b) = exp(2πiRk), Rk = P

(k)
−1 + P (k). (38)

Из формул для P (k) и P
(k)
−1 , приведенных сразу после системы уравнений

(32), следует, что (Rk)il = −δilϕl + δI(1)lãi, где I(1) = θ(i, 1, k). Поэтому при
ϕ1 = 0, учитывая также соотношение (30), получим, что характеристическое
уравнение det(Rk − λIk) для матрицы Rk можно записать в виде

(λ+ S1)(λ + S2) . . . (λ + Sk−1)λ = q, (39)

где q =
k∏

µ=1
aµ.
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Обозначим

Qj := TpJ(0)
. . . TpJ(k−1)

(j = 1, k), Al := Tp1 . . . Tpl−1
, Bl := Tpl

. . . Tpk
(l = 2, k).

Здесь J(µ) := θ(j, µ, k), а функция θ определена формулой (15). Тогда для лю-

бых l = 2, k имеем Q1 = AlBl, Ql = BlAl. Но, как известно, все собственные
значения и их кратности для матриц AlBl и BlAl совпадают (см., например,

[24, гл. 1, § 2, п. 1.42]). Значит, все матрицы Qj (j = 1, k) имеют одинако-
вые собственные значения. Поэтому, используя известные свойства функции от
матрицы (см., например, [5, гл. V, § 1]), имеем

Tr{Wpj ,... ,pJ(k−1)
(Qj ; b̃, b)} =

N∑

ν=1

Wpj ,... ,pJ(k−1)

(
q(ν)
p1,... ,pk

; b̃, b
)
. (40)

Здесь q
(ν)
p1,... ,pk (ν = 1, N) — собственные значения матрицы Q1 := Tp1 . . . Tpk

.
Аналогично, учитывая соотношение (38), получим

Tr{Yp1,... ,pk
}(q; b|̃b) =

k∑

j=1

exp
(
2πiλ(j)

p1,... ,pk
(q)
)
, (41)

где λ
(j)
p1,... ,pk(q) (j = 1, k) — собственные значения матрицы Rk, т. е. корни

уравнения (39). При этом в обоих случаях каждое из собственных значений
берется столько раз, какова его кратность.

С другой стороны, в силу формулы (26)

Wpj ,... ,pJ(k−1)
(q;x, b) = (Yp1,... ,pk

)jj (q; b|x)− 1 (k ∈ N \ {1}). (42)

Из соотношений (40)–(42) имеем

k∑

j=1

Tr{Wpj ,... ,pJ(k−1)
(Qj; b̃, b)} =

N∑

ν=1

k∑

j=1

Wpj ,... ,pJ(k−1)

(
q(ν)
p1,... ,pk

; b̃, b
)

=

N∑

ν=1

(Tr{Yp1,... ,pk
}
(
q(ν)
p1,... ,pk

; b|̃b)−k
)

=

N∑

ν=1

k∑

j=1

{
exp
(
2πiλ(j)

p1,... ,pk

(
q(ν)
p1,... ,pk

))
−1
}
.

Левая часть последнего формулы содержит все циклические перестановки в
композиции матриц Tp1 . . . Tpk

, поэтому, подставляя его вместе с (36) в соотно-
шение (35), получим формулу (13). Абсолютная сходимость рядов (35) и (13)
следует из абсолютной сходимости ряда (11). Если при некотором значении ν

собственное значение q
(ν)
p1,... ,pk матрицы Tp1 . . . Tpk

(k ≥ 2) равно нулю, то все

решения λ
(j,ν)
p1,... ,pk уравнения (14) будут целыми числами и соответствующие им

слагаемые в формуле для Mp1,... ,pk
равны нулю. Поэтому в (13) суммирование

можно вести только по таким последовательностям индексов p1, . . . , pk, для ко-
торых хотя бы одно собственное значение матрицы Tp1Tp2 . . . Tpk

отлично от
нуля. Теорема доказана.

6. След матрицы монодромии
системы (5) специального вида

В качестве примера конкретизируем формулу (13) для следа матрицы мо-
нодромии особой точки x = 0 системы (5) с матрицей

A(x) = Tp1x
p1 + Tp2x

p2 (p1 6= p2), (43)
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где Tp1 и Tp2 — нильпотентные матрицы с индексом два, т. е.

T 2
p1

= T 2
p2

= ON . (44)

Здесь ON — нулевая матрица порядка N. При выполнении условий (44) в ряде
(8), дающем решение рассматриваемой системы, могут быть отличны от нуля
только следующие композиции матриц Tp1 и Tp2 :

Tp1 , (Tp1Tp2)
ν , (Tp1Tp2)

νTp1 , Tp2 , (Tp2Tp1)
ν , (Tp2Tp1)

νTp2 (ν ∈ N).

При этом, однако, все собственные значения матрицы (Tp1Tp2)
νTp1 совпадают с

собственными значениями матрицы Tp1(Tp1Tp2)
ν (см., например, [24, гл. 1, § 2,

п. 1.42]). Но при ν 6= 0 последняя матрица в силу условия (44) равна нулевой
матрице. Значит, все собственные значения матрицы (Tp1Tp2)

νTp1 равны нулю.
Это относится и к матрице (Tp2Tp1)

νTp2 . Поэтому в соответствии с теоремой 1
в формуле (13) из перечисленных композиций можно учитывать только

Tp1 , (Tp1Tp2)
ν , Tp2 , (Tp2Tp1)

ν (ν ∈ N), (45)

отобрав те, для которых Sk = 0. Последние существуют только при выполнении
одного из следующих условий:

p1 = −1, p2 = −1, p1 + p2 = −2. (46)

Рассмотрим каждый из этих случаев.

Пусть pj = −1 (j = 1 или j = 2). Тогда, поскольку p1 6= p2, то из всех
возможных композиций (45) Sk = 0 только для Tpj

и по теореме 1 формула для
следа m0 матрицы монодромии имеет вид

m0 = exp(2πiTr(T−1)).

Если p1 + p2 = −2, то p1,2 6= −1, и из всех композиций (45) Sk = 0 только
для (Tp1Tp2)

ν и (Tp2Tp1)
ν . Поскольку при этом T−1 = ON , то из теоремы 1 имеем

m0 = N +

N∑

µ=1

2∑

j=1

(exp(2πiλ(j,µ))− 1).

Здесь λ(j,µ) (j = 1, 2) — корни квадратного уравнения

(λ+ S1)λ = q(µ) (µ = 1, N),

где q(µ) — собственные значения матрицы Tp1Tp2 .

В остальных случаях, когда не выполнено ни одно из соотношений (46),
m0 = N в силу теоремы 1.

К сожалению, полученные в этом разделе простые формулы для следа мат-
рицы монодромии системы линейных ОДУ с иррегулярной особой точкой явля-
ются исключением. Оно обусловлено тем, что в рассмотренном примере имеется
лишь небольшое число отличных от нуля непериодических композиций матриц
коэффициентов Tp, удовлетворяющих условию Sk = 0. В общем случае ряд (13)
является бесконечным абсолютно сходящимся.
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