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ГИПОНОРМАЛЬНЫЕ ИЗМЕРИМЫЕ

ОПЕРАТОРЫ, ПРИСОЕДИНЕННЫЕ

К ПОЛУКОНЕЧНОЙ АЛГЕБРЕ ФОН НЕЙМАНА. IV

А. М. Бикчентаев

Аннотация. Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на алгебре фон
Неймана M . Для нормального оператора A из M найдено условие на τ -интегри-
руемый оператор B, при выполнении которого оператор A+B нормален. Для τ -ин-
тегрируемого с квадратом оператора в терминах следовых неравенств установлены
эквивалентные условия его нормальности. Для оператора из M найден критерий
гипонормальности в терминах следовых неравенств. Показано, что произвольная
натуральная степень произведения PQ проекторов P и Q из M гипонормальна
тогда и только тогда, когда PQ = QP . Получены операторные неравенства для
степеней гипонормальных сжатий. Показано, что любая натуральная степень гипо-
нормальной частичной изометрии является гипонормальной частичной изометрией

с тем же начальным пространством.
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1. Введение

Гипонормальным ограниченным операторам в гильбертовом пространстве
посвящены работы многих исследователей (см., например, [1–10] и библиогра-
фию в них). В контексте полуконечных алгебр фон Неймана автором были
опубликованы работы [11–19] о свойствах (неограниченных) τ -измеримых ги-
понормальных операторов (см. также [20]). Пусть алгебра фон Неймана M

операторов действует в гильбертовом пространстве H , M pr — решетка про-
екторов в M , τ — точный нормальный полуконечный след на M . Перечис-
лим основные результаты статьи; некоторые из них являются новыми даже в
случае алгебры M = B(H ) с τ = tr. Пусть оператор A ∈ M нормален и
B ∈ L1(M , τ) ∩ L2(M , τ). Если оператор T := A + B гипонормален, то T
нормален (теорема 1). Для оператора A ∈ L2(M , τ) следующие условия эк-
вивалентны: (i) A нормален; (ii) τ(PA∗AP ) ≥ τ(PAA∗P ) для всех P ∈ M pr;
(iii) τ(PA∗AP ) ≤ τ(PAA∗P ) для всех P ∈ M pr (теорема 2). Оператор A ∈ M

гипонормален тогда и только тогда, когда τ(PA∗AP ) ≥ τ(PAA∗P ) для всех
P ∈M pr с τ(P ) < +∞. Если оператор A ∈ B(H )1 гипонормален, то для всех
3 ≤ n ∈ N имеем (A∗nAn)1/4 ≥ (A∗)n−2An−2 (теорема 4). Пусть P,Q ∈ B(H )pr,
n ∈ N. Оператор (PQ)n гипонормален тогда и только тогда, когда PQ = QP
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(теорема 5). Если частичная изометрия U ∈ B(H ) гипонормальна, то опера-
тор Un также является гипонормальной частичной изометрией и U∗nUn = U∗U
для каждого n ∈ N (следствие 5). По-видимому, некоторые наши утверждения
переносятся и на локально измеримые операторы из [21].

2. Определения и обозначения

Пусть M — алгебра фон Неймана операторов в гильбертовом пространстве
H , M pr — решетка проекторов (P = P 2 = P ∗) в M , I — единица M , P⊥ = I−P
для P ∈M pr. Пусть M + — конус положительных элементов из M , ‖ · ‖ — C∗-
норма на M , M1 = {X ∈ M : ‖X‖ ≤ 1} — единичный шар алгебры M . Для
P,Q ∈ M pr пишем P ∼ Q (эквивалентность Мюррея — фон Неймана), если
P = U∗U и Q = UU∗ для некоторого U ∈ M . Для (Pn)∞n=1 ⊂ M pr точная

нижняя грань
∞∧

n=1

Pn ∈M pr определяется равенством

(
∞∧

n=1

Pn

)
H =

∞⋂

n=1

PnH .

Оператор V ∈ M называется изометрией, если V ∗V = I; коизометрией, если
V ∗ является изометрией. Отображение ϕ : M + → [0,+∞] называется следом,
если ϕ(X +Y ) = ϕ(X)+ϕ(Y ), ϕ(λX) = λϕ(X) для всех X,Y ∈M +, λ ≥ 0 (при
этом 0 · (+∞) ≡ 0) и ϕ(Z∗Z) = ϕ(ZZ∗) для всех Z ∈M . След ϕ называется
• точным, если ϕ(X) > 0 для всех X ∈M +, X 6= 0;
• нормальным, если Xi ր X (Xi, X ∈M +)⇒ ϕ(X) = supϕ(Xi);
• полуконечным, если ϕ(X) = sup{ϕ(Y ) : Y ∈ M +, Y ≤ X, ϕ(Y ) < +∞}

для каждого X ∈M + (см. [22, гл. V, § 2; 23, гл. 1, § 1.15]).
Оператор в H (не обязательно ограниченный или плотно определенный)

называется присоединенным к алгебре фон Неймана M , если он перестановочен
с любым унитарным оператором из коммутанта M ′ алгебры M . Далее всюду
τ — точный нормальный полуконечный след на M , M pr

τ = {P ∈ M pr, τ(P ) <
+∞}. Замкнутый оператор X , присоединенный к M , имеющий всюду плотную
в H область определения D(X), называется τ-измеримым, если для любого
ε > 0 существует такой P ∈ M pr, что PH ⊂ D(X) и τ(P⊥) < ε. Множество
S(M , τ) всех τ -измеримых операторов является ∗-алгеброй относительно пере-
хода к сопряженному оператору, умножению на скаляр и операций сильного
сложения и умножения, получаемых замыканием обычных операций (см. [24,
гл. IX; 23, гл. 2, § 2.3]). Для семейства L ⊂ S(M , τ) обозначим через L + и L h

его положительную и эрмитову части соответственно. Частичный порядок в
S(M , τ)h, порожденный собственным конусом S(M , τ)+, будем обозначать че-
рез ≤. Если X ∈ S(M , τ) и X = U |X | — полярное разложение X , то U ∈M и

|X | =
√
X∗X ∈ S(M , τ)+. Оператор A ∈ S(M , τ) называется гипонормальным,

если A∗A ≥ AA∗; когипонормальным, если оператор A∗ гипонормален. Через
µ(t;X) обозначим функцию сингулярных значений оператора X ∈ S(M , τ), т. е.
невозрастающую непрерывную справа функцию µ(·;X) : (0,+∞) → [0,+∞),
заданную формулой µ(t;X) = inf{‖XP‖ : P ∈M pr, τ(P⊥) ≤ t}, t > 0.

Лемма 1 [25]. Пусть X,Y ∈ S(M , τ) и A,B ∈M . Тогда
(i) µ(t;X) = µ(t; |X |) = µ(t;X∗) для всех t > 0;
(ii) если |X | ≤ |Y |, то µ(t;X) ≤ µ(t;Y ) для всех t > 0;
(iii) µ(t;AXB) ≤ ‖A‖ ‖B‖µ(t;X) для всех t > 0;
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(iv) µ(t; f(|X |)) = f(µ(t;X)) для всех непрерывных функций f : R+ → R+

с f(0) = 0 и t > 0.

Множество S0(M , τ) = {X ∈ S(M , τ) : µ(∞;X) := lim
t→∞

µ(t;X) = 0} τ -
компактных операторов является идеалом в S(M , τ). Пусть m — линейная ме-
ра Лебега на R. Ассоциированное с (M , τ) некоммутативное Lp-пространство
Лебега (1 ≤ p < +∞) может быть определено как Lp(M , τ) = {X ∈ S(M , τ) :
µ(·;X) ∈ Lp(R

+,m)} с нормой ‖X‖p = ‖µ(·;X)‖p, X ∈ Lp(M , τ). Продолже-
ние следа τ на все банахово пространство L1(M , τ) будем обозначать той же
буквой τ .

Если M = B(H ) — *-алгебра всех ограниченных линейных операторов
в H и τ = tr — канонический след, то S(M , τ) совпадает с B(H ), S0(M , τ)
совпадает с идеалом компактных операторов S (H ). Имеем

µ(t;X) =
∞∑

n=1

sn(X)χ[n−1,n)(t), t > 0,

где {sn(X)}∞n=1 – последовательность s-чисел компактного оператора X ; χA —
индикатор множества A ⊂ R [26, гл. II]. Тогда пространство Lp(M , τ) есть идеал
Шаттена — фон Неймана Sp(H ), 1 ≤ p < +∞.

3. Основные результаты

Лемма 2 [24, гл. IX, теорема 2.13]. Если X ∈ M и Y ∈ L1(M , τ), то
XY, YX ∈ L1(M , τ).

Лемма 3 [27, теорема 17]. Если X,Y ∈ S(M , τ)+ и XY, YX ∈ L1(M , τ),
то τ(XY ) = τ(Y X).

Теорема 1. Пусть оператор A ∈M нормален и B ∈ L1(M , τ) ∩ L2(M , τ).
Если оператор T := A+B гипонормален, то T нормален.

Доказательство. Поскольку T ∗T ≥ TT ∗ и A∗A = AA∗, имеем

A∗B +B∗A+B∗B ≥ AB∗ +BA∗ +BB∗.

Поэтому
D := A∗B +B∗A+B∗B −AB∗ −BA∗ −BB∗ ≥ 0.

Слагаемые A∗B, B∗A, AB∗, BA∗ лежат в L1(M , τ) в силу леммы 2, а B∗B,BB∗

∈ L1(M , τ) ввиду определения пространства L2(M , τ). Значит, D ∈ L1(M , τ)+.
В силу леммы 3 получаем

τ(A∗B) = τ(BA∗), τ(B∗A) = τ(AB∗), τ(B∗B) = τ(BB∗),

поэтому в силу линейности продолжения следа τ на все банахово пространство
L1(M , τ) получаем τ(D) = 0. Так как это продолжение является точным на
конусе L1(M , τ)+, имеем D = 0. Таким образом, T ∗T = TT ∗ и оператор T
нормален. Теорема доказана. �

Переходя к сопряженным операторам, получаем

Следствие 1. Пусть операторA ∈M нормален иB ∈ L1(M , τ)∩L2(M , τ).
Если оператор T := A+B когипонормален, то T нормален.

Следствие 2 [28]. Пусть оператор A ∈ B(H ) нормален и B ∈ S2(H ).
Если оператор T := A+B гипонормален (или когипонормален), то T нормален.

Доказательство. Имеем S2(H ) ⊂ S1(H ).
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Теорема 2. Для оператора A ∈ L2(M , τ) следующие условия эквивалент-
ны:

(i) A нормален;
(ii) τ(PA∗AP ) ≥ τ(PAA∗P ) для всех P ∈M pr;
(iii) τ(PA∗AP ) ≤ τ(PAA∗P ) для всех P ∈M pr.

Доказательство. (i)⇒(ii). Нормальный оператор X ∈ S(M , τ) гипонор-
мален. Поэтому из неравенства A∗A ≥ AA∗ получаем

PA∗AP ≥ PAA∗P для всех P ∈M
pr.

Отсюда в силу монотонности на конусе L1(M , τ)+ продолжения следа τ на все
банахово пространство L1(M , τ) имеем (ii).

(ii)⇒(i). Предположим, что выполнено условие (ii), но оператор A не яв-
ляется нормальным. Поскольку L2(M , τ) ⊂ S0(M , τ), оператор A не является
гипонормальным в силу [11, теорема 2.2]. Поэтому в разложении Жордана
оператора

X := A∗A−AA∗ = X+ −X− (1)

с X+, X− ∈ L1(M , τ)+ и X+X− = 0 имеем X− 6= 0. Умножив обе части равен-
ства (1) слева и справа на проектор P = supp(X−), получаем

PA∗AP − PAA∗P = −X−. (2)

Следовательно, τ(PA∗AP ) − τ(PAA∗P ) = −τ(X−) < 0 в силу точности на
конусе L1(M , τ)+ продолжения следа τ на все банахово пространство L1(M , τ).
Получили противоречие с (ii).

Поскольку оператор X ∈ S(M , τ) нормален ⇔ X∗ нормален, получаем
(i)⇔(iii). Теорема доказана. �

В силу полуконечности следа τ в алгебре M существует ненулевой подпро-
ектор Q проектора P такой, что Q ∈M pr

τ и QX−Q 6= 0 (см. (2)). Поэтому каж-
дое из условий 1) τ(PA∗AP ) ≥ τ(PAA∗P ) для всех P ∈M pr

τ или 2) τ(PA∗AP ) ≤
τ(PAA∗P ) для всех P ∈M pr

τ , влечет, что оператор A ∈ L2(M , τ) нормален.
Оператор T ∈ S(M , τ) гипонормален (когипонормален) тогда и только то-

гда, когда µ(t;TP ) ≥ µ(t;T ∗P ) (соответственно µ(t;T ∗P ) ≥ µ(t;TP )) для всех
t > 0 и P ∈ M pr

τ [17, теорема 6]. Отсюда в силу пп. (i) и (iv) леммы 1 по-
лучаем, что оператор T ∈ S(M , τ) гипонормален (когипонормален) тогда и
только тогда, когда µ(t;PT ∗TP ) ≥ µ(t;PTT ∗P ) (соответственно µ(t;PTT ∗P ) ≥
µ(t;PT ∗TP )) для всех t > 0 и P ∈ M pr

τ . Аналогично теореме 2 проверяется
утверждение: для оператора A ∈ M следующие условия эквивалентны: (i) A
гипонормален; (ii) τ(PA∗AP ) ≥ τ(PAA∗P ) для всех P ∈M pr

τ .

Теорема 3. Пусть оператор A ∈M является изометрией, B ∈ S0(M , τ) и
T := A+B. Если TT ∗ ≥ I и оператор T гипонормален, то T нормален.

Доказательство. По условию P := AA∗ ∈M pr. Так как T ∗T ≥ TT ∗ ≥ I,
имеем

A∗B +B∗A+B∗B ≥ AB∗ −BA∗ −BB∗ − P⊥ ≥ 0. (3)

В частности, P⊥ ∈ S0(M , τ). Если X,Y ∈ S(M , τ)+, Y 6= 0 и X ≥ µ(∞;X)I, то
существует такое число s > 0, что µ(s;X) < µ(s;X + Y ) [29, предложение 2.2].
Оператор X := AB∗ −BA∗ −BB∗ − P⊥ лежит в S0(M , τ)+ и X ≥ µ(∞;X)I =
0 · I = 0. Положим

X + Y := A∗B +B∗A+B∗B,
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см. левую часть неравенства (3). Предположим, что оператор T не является
нормальным, т. е. Y 6= 0. Для произвольного оператора Z ∈ S(M , τ)+ имеем

µ(t; I + Z) = 1 + µ(t;Z) для всех t > 0,

см. доказательство теоремы 7 в [30]. В силу пп. (i) и (iv) леммы 1 получаем

µ(t;T ∗T ) = µ(t; |T |2) = µ(t; |T |)2 = µ(t;T )2 = µ(t;T ∗)2 = µ(t; |T ∗|)2

= µ(t; |T ∗|2) = µ(t;TT ∗) (4)

для всех t > 0. Теперь для числа s > 0 имеем

µ(s;T ∗T ) = µ(s; I+X+Y ) = 1+µ(s;X+Y ) > 1+µ(s;X) = µ(s; I+X) = µ(s;TT ∗).

Получили противоречие с (4). Следовательно, Y = 0 и оператор T является
нормальным. Теорема доказана. �

Переходя к сопряженным операторам, получаем

Следствие 3. Пусть операторA ∈M является коизометрией, B ∈ S0(M , τ)
и T := A+B. Если TT ∗ ≥ I и оператор T когипонормален, то T нормален.

Лемма 4. Функция f(t) = tp операторно монотонна на полуоси [0,+∞)
при 0 < p ≤ 1.

Лемма 5 [31]. Если A ∈ B(H )+ и B ∈ B(H )1, то Bf(A)B∗ ≤ f(BAB∗)
для каждой операторно монотонной на [0,+∞) функции f с f(0) ≤ 0.

Теорема 4. Пусть оператор A ∈ B(H )1 гипонормален. Тогда для всех
3 ≤ n ∈ N имеем (A∗nAn)1/4 ≥ (A∗)n−2An−2.

Доказательство. Умножив обе части неравенства A∗A ≥ AA∗ слева на
оператор A∗ и справа на оператор A, получаем

A∗2A2 ≥ (A∗A)2. (5)

Тогда (A∗2A2)1/2 ≥ A∗A в силу леммы 4. Умножив обе части последнего нера-
венства слева на оператор A∗ и справа на оператор A, в силу лемм 4, 5 и нера-
венства (5) имеем

(A∗3A3)1/2 ≥ A∗(A∗2A2)1/2A ≥ A∗2A2 ≥ (A∗A)2,

поэтому (A∗3A3)1/4 ≥ A∗A. Умножив обе части последнего неравенства слева
на оператор A∗ и справа на оператор A, в силу лемм 4, 5 получаем (A∗4A4)1/4 ≥
A∗(A∗3A3)1/4A ≥ A∗2A2; отсюда аналогичным образом выводим

(A∗5A5)1/4 ≥ A∗(A∗4A4)1/4A ≥ A∗3A3.

Продолжая такой процесс, имеем (A∗nAn)1/4 ≥ (A∗)n−2An−2, т. е. |An|1/2 ≥
|An−2|2 для всех 3 ≤ n ∈ N. �

Следствие 4. Пусть оператор A ∈M1 гипонормален и An ∈ S0(M , τ) для
некоторого 2 ≤ n ∈ N. Тогда A принадлежит S0(M , τ) и нормален.

Доказательство. Без ограничения общности можем считать, что число
n нечетно (если n четно, рассмотрим An+1 = A · An ∈ S0(M , τ)). Для любого
t > 0 в силу пп. (i), (ii) и (iv) леммы 1 имеем

µ(t;An)1/2 = µ(t;A∗nAn)1/4 = µ(t; (A∗nAn)1/4)

≥ µ(t; (A∗)n−2An−2) = µ(t; |An−2|2) = µ(t;An−2)2.
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Поскольку для любого t > 0 в силу п. (iii) леммы 1

µ(t;An) = µ(t;A · An−2 ·A) ≤ ‖A‖2µ(t;An−2) ≤ µ(t;An−2),

получаем µ(t;An−2) ≥ µ(t;An) ≥ µ(t;An−2)4, t > 0, тем самым An−2 ∈ S0(M , τ).
Продолжая процесс понижения степени оператораA, имеем A ∈ S0(M , τ). В си-
лу [11, теорема 2.2] оператор A нормален. В частности, µ(t;Ak) = µ(t;A)k для
всех t > 0 и k ∈ N в силу [11, п. (ii) теоремы 3.1]. �

Напомним, что в п. (i) теоремы 3.3 из [16] было установлено, что если
оператор A ∈ S(M , τ) паранормален и An ∈ S0(M , τ) для некоторого n ∈ N, то
A ∈ S0(M , τ).

Теорема 5. Пусть P,Q ∈ B(H )pr, n ∈ N и A := (PQ)n. Тогда следующие
условия эквивалентны:

(i) A гипонормален;
(ii) PQ = QP (тем самым A = P ∧Q ∈ B(H )pr).

Доказательство. (i)⇒(ii). Имеем (QP )n(PQ)n ≥ (PQ)n(QP )n, т. е.

(QPQ)2n−1 ≥ (PQP )2n−1.

Используя лемму 4 с p = (2n− 1)−1 ∈ (0, 1], получаем QPQ ≥ PQP . Умножив
обе части этого неравенства слева и справа на проектор P , имеем PQPQP =
(PQP )2 ≥ PQP . Поскольку PQP ∈ B(H )+ ∩ B(H )1, получаем PQP ≥
(PQP )2. Следовательно,

PQP = (PQP )2 ∈ B(H )pr.

По теореме фон Неймана [32, задача 122] (ее новое доказательство приведе-
но в [33, теорема 2.2]) последовательность (PQP )k не возрастает и сходится
в сильной операторной топологии B(H ) к проектору P ∧ Q. Таким образом,
PQP = P ∧ Q и оператор V := QP является частичной изометрией. Тогда и
оператор V ∗ = (QP )∗ = PQ является частичной изометрией [32, следствие 2 из
задачи 127], V V ∗ = QPQ ∈ B(H )pr. Еще раз применяя теорему фон Неймана
[32, задача 122], имеем QPQ = P ∧Q. Значит, PQP = QPQ = P ∧Q. Поскольку

‖PQ− P ∧Q‖ =
√
‖PQP − P ∧Q‖ = 0 (см. [33, с. 6]), получаем PQ = P ∧Q и

A = (PQ)n = P ∧Q. Теорема доказана. �

Лемма 6. Пусть A ∈ B(H )+, P ∈ B(H )pr и I ≥ A ≥ P . Тогда
(i) AP = PA;
(ii) если AP = A, то A = P .

Доказательство. (i). Поскольку P⊥ ≥ I − A ≥ 0, операторы P⊥ ∈
B(H )pr и I −A коммутируют в силу [34, гл. 2, п. 2.17]. Поэтому AP = PA.

(ii). Имеем B := A − P ≥ 0 и A = P + B. Умножив обе части этого
равенства слева на проектор P⊥, получаем BP⊥ = AP⊥ = 0. Умножив обе
части неравенства I ≥ P + B слева и справа на проектор P , получаем P ≥
P + PBP . Поскольку PBP ≥ 0, имеем PBP = |B1/2P |2 = 0. Следовательно,
B1/2P = 0 и BP = B1/2 ·B1/2P = 0. Таким образом, B = BP +BP⊥ = 0+0 = 0
и A = P . �

Теорема 6. Пусть P,Q ∈M pr. Тогда
(i) µ(t;PQ⊥)2 = µ(t;P − PQP ) ≤ µ(t;P −Q) для всех t > 0;
(ii) если P ∼ Q и V ∈M с V ∗V = P и V V ∗ = Q, то

µ(t;P − V ) = µ(t;Q− V ) ≤ µ(t; I − V ) для всех t > 0;
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(iii) если частичная изометрия U ∈ B(H ) гипонормальна, то

. . . ≥ U∗nUn ≥ . . . ≥ U∗2U2 ≥ U∗U ≥ UU∗ ≥ U2U∗2 ≥ . . . ≥ UnU∗n ≥ . . . .

Доказательство. (i). Для любого t > 0 в силу пп. (i), (iii) и (iv) леммы 1

µ(t;PQ⊥)2 = µ(t;Q⊥P )2 = µ(t;PQ⊥P ) = µ(t;P − PQP ) = µ(t;P (P −Q)P )

≤ ‖P‖2µ(t;P −Q) = µ(t;P −Q).

(ii). Если P ∼ Q с V ∈M , то оператор V является частичной изометрией и
V = V V ∗V [32, следствие 3 из задачи 127]. Поэтому в силу пп. (i) и (iii) леммы 1
для любого t > 0 имеем

µ(t;P − V ) = µ(t;V ∗V − V V ∗V ) = µ(t; (V ∗ − V V ∗)V )

≤ ‖V ‖µ(t;V ∗ − V V ∗) = µ(t;V ∗ −Q) = µ(t;Q− V ).

Аналогичным образом получаем µ(t;Q − V ) ≤ µ(t;P − V ) для любого t > 0.
В силу пп. (i) и (iii) леммы 1 для любого t > 0

µ(t;Q− V ) = µ(t;V V ∗ − V ) = µ(t;V (V ∗ − I)) ≤ ‖V ‖µ(t;V ∗ − I) = µ(t; I − V ).

(iii). Умножив обе части неравенства U∗U ≥ UU∗ слева на оператор U и
справа на оператор U∗, с учетом равенства U = UU∗U получаем UU∗ ≥ U2U∗2.
Умножив все части неравенства U∗U ≥ UU∗ ≥ U2U∗2 слева на оператор U и
справа на оператор U∗, с учетом равенства U = UU∗U имеем UU∗ ≥ U2U∗2 ≥
U3U∗3. Продолжая такой процесс, получаем U∗U ≥ UU∗ ≥ U2U∗2 ≥ . . . ≥
UnU∗n ≥ Un+1U∗(n+1) ≥ . . . .

Умножив обе части неравенства U∗U ≥ UU∗ слева на оператор U∗ и справа
на оператор U , с учетом равенства U = UU∗U получаем U∗2U2 ≥ U∗U . Умно-
жив все части неравенства U∗2U2 ≥ U∗U ≥ UU∗ слева на оператор U∗ и справа
на оператор U , с учетом равенства U = UU∗U имеем U∗3U3 ≥ U∗2U2 ≥ U∗U .
Продолжая такой процесс, получаем

. . . ≥ U∗(n+1)Un+1 ≥ U∗nUn ≥ . . . ≥ U∗2U2 ≥ U∗U ≥ UU∗.
Теорема доказана. �

Следствие 5. Если частичная изометрия U ∈ B(H ) гипонормальна, то
оператор Un также является гипонормальной частичной изометрией и U∗nUn =
U∗U для каждого n ∈ N.

Доказательство. Поскольку I ≥ U∗nUn ≥ U∗U ≥ UU∗ ≥ UnU∗n ≥ 0,
оператор Un гипонормален для каждого n ∈ N. Зафиксируем n ∈ N и положим
A := U∗nUn, P := U∗U . Тогда I ≥ A ≥ P и

AP = U∗nUn · U∗U = U∗nUn−1 · UU∗U = U∗nUn = A

в силу равенства UU∗U = U . Теперь из п. (ii) леммы 6 получаем U∗nUn =
U∗U = P для каждого n ∈ N. Следовательно, оператор Un также является
частичной изометрией; значит, и оператор U∗n является частичной изометрией
для каждого n ∈ N. Последовательность проекторов (Qn)∞n=1 = (UnU∗n)∞n=1 мо-
нотонно убывает и в силу теоремы Вижье (см. [35, теорема 4.1.1] или [36, гл. 1,
теорема 4.5]) она сходится в сильной операторной топологии B(H ) к неко-
торому неотрицательному оператору из B(H )1. Поскольку решетка B(H )pr

монотонно полна, предельным оператором будет проектор
∞∧

n=1
Qn. �
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