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ТЕОРЕМА ПЛАНСА ДЛЯ КОНУСОВ

НАД ОБОБЩЕННЫМ I–ГРАФОМ

И. А. Медных

Аннотация. Рассматривается семейство графов, обобщающее семейство I-графов,
которое, в свою очередь, включает обобщенные графы Петерсена и призматические
графы. Работа посвящена исследованию критической группы графа, представля-
ющего собой конус над обобщенным I-графом.

Основным результатом статьи является аналог теоремы Планса (1953), опи-
сывающей первую группу гомологий n-листного циклического накрытия трехмер-
ной сферы, разветвленного над узлом. Она утверждает, что указанная группа
гомологий является почти прямой суммой двух копий некоторой абелевой группы.
В работе аналогичные результаты установлены для структуры критической группы
рассматриваемых графов.
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1. Введение

Изучение свойств топологических объектов малой размерности широко рас-
пространено в различных областях математики. Данная статья задевает две из
них, а именно, теорию узлов и теорию графов. Будет продемонстрировано сход-
ство поведения разветвленных циклических накрытий базовых объектов этих
теорий. Основной целью работы является сопоставление свойств первых групп
гомологий накрытий узлов и критических групп конусов над графами.

В монографии [1] семейство I-графов было введено как дальнейшее расши-
рение таких семейств, как графы Петерсена и призматические графы. Свойства
данного семейства изучались в работах [2–4]. В статье [5] определена сложность,
т. е. подсчитано число остовных деревьев, а также найдена структура крити-
ческих групп для I-графов. Позже в [6] понятие I-графов было расширено до
понятия кобордизма (или «сэндвича») двух циркулянтных графов. Как итог в
работах [6, 7] вычислено количество остовных деревьев и определено число отме-
ченных остовных лесов таких графов. Далее в статьях [8, 9] термин «кобордизм
двух циркулярных графов» был заменен на «обобщенный I-граф». В данном
исследовании будем использовать второе наименование. Детальное описание
этих понятий находится в разд. 2.2.

Основное содержание данной статьи было мотивировано классической тео-
ремой Планса [10]. Пусть K – узел, вложенный в трехмерную сферу S3. Через
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Mn обозначим n-листное циклическое накрытие S3, разветвленное над узлом
K. Тогда первая группа гомологии Mn удовлетворяет следующим свойствам:

H1(Mn,Z) = G⊕G для нечетного n,

ker(H1(Mn,Z)→ H1(M2,Z)) = G⊕G, если n четно.

Здесь G — подходящая абелева группа, а ⊕ — знак прямой суммы групп.
В работе устанавливается аналог теоремы Планса для конусов над I-графа-

ми и их критических групп. Соответствующее утверждение статьи — теорема 1.
Гилмер и Литерланд предложили альтернативную форму теоремы Планса

для случая четно-листного накрытия. Формулировка и доказательство при-
ведены в кандидатской диссертации Стевенса [11]. Нам потребуется понятие
«трансфера». Для четных n = 2m многообразие M2m может быть реализо-
вано как разветвленное m-листное циклическое накрытие многообразия M2 с
группой преобразования наложения Zm. Считаем, что на многообразиях M2m

и M2 заданы такие триангуляции, что соответствующие множества ветвления
накрытия являются подкомплексами триангуляции M2m, а накрывающее отоб-
ражение симплициально. Любая ориентируемая цепь из C(M2) поднимается до
ориентируемой цепи в C(M2m) посредством отображения c =

∑
aiσi →

∑
g∈Zm

gc′i,

где c′ =
∑
aiσ

′
i и σ′i — подходящее поднятие σi. Соответствующее индуцирован-

ное отображение групп гомологий Tr : H1(M2)→ H1(M2m) называется транс-

фером или гомоморфизмом переноса (см. [12]). В [11, теорема 3.1] показано, что
для n = 2m четно-листное накрытие Mn обладает свойством

H1(Mn,Z)/T r(H1(M2,Z)) ∼= G⊕G
для подходящей абелевой группы G.

В данной статье мы формулируем схожий аналог теоремы Планса, справед-
ливый для графов (см. теорему 2). В рамках теории графов роль трансфера
играет включение критических групп.

Результаты были получены исходя из анализа следующих фактов. В ста-
тье [7] нами была получена формула для числа отмеченных остовных лесов в
обобщенном I-графе. Это число выражается через определитель |Jn| матрицы
Jn = An − E, где A – сопровождающая матрица ассоциированного полинома
Лорана P (x), описанного в разд. 2.5. Также в [7, теорема 2] было показано, что
величины |J2m+1|/|J1| и |J2m|/|J2| являются полными квадратами. Более того,
можно показать, что матрицы J−1

1 J2m+1 и J−1
2 J2m целочисленны. Это подво-

дит к идее об элементарной эквивалентности этих матриц блочно диагональным
матрицам с двумя одинаковыми блоками. Такая гипотеза была подтверждена
рядом численных экспериментов. Теорема 2, доказанная ниже, показывает, что
гипотеза верна для всех обобщенных I-графов. В сущности, это эквивалентно
версии теоремы Планса, сформулированной Гилмером и Литерландом.

2. Предварительные сведения

2.1. Матрица Лапласа и критическая группа графа. Для задан-
ного неориентированного графа G без петель обозначим через V (G) и E(G)
множества его вершин и ребер соответственно. Для двух вершин u, v графа G
обозначим через auv число ребер, соединяющее их. Соответствующая матрица
A = A(G) = {auv}u,v∈V (G) называется матрицей смежности графа G. Опреде-
лим степень d(v) вершины v ∈ V (G) как d(v) =

∑
u
auv. Далее, через D = D(G)
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обозначим диагональную матрицу степеней графа G. Ее диагональные элемен-
ты это dv v = d(v). Матрицей Лапласа или лапласианом графа G называется
матрица L = L(G) = D(G)−A(G).

В рамках данной статьи посредством En обозначается единичная матри-
ца порядка n. При опускании индекса подразумевается, что мы имеем в виду
единичную матрицу подходящего размера.

Каждому конечному графу можно сопоставить конечную абелеву группу.
Будем называть ее критической группой. Также эта группа известна под на-
званиями: группа Пикара, якобиан графа, долларовая группа и др. Соответ-
ствующие определения были независимо введены разными авторами в разных
областях математики. Работы [13–17] описывают различные подходы к данному
понятию.

В данной статье для описания критической группы K(G) графа G, следуем
подходу Лоренцини [18].

Рассмотрим целочисленную m×n-матрицу M как линейный оператор, дей-
ствующий из целочисленной решетки Zm на Zn. Для такого оператора опреде-
лен образ imM = M tZm и коядро cokerM = Zn/ imM. Рассмотрим матрицу
Лапласа L(G) как линейный оператор из Z|V | на Z|V |, где |V | — число вершин
графа G. Его коядро Z|V |/ im(L(G)) представляет собой абелеву группу. Эта
группа может быть представлена своей канонической формой

cokerL(G) = Zd1 × Zd2 × . . .× Zd|V | ,

где параметры dj , 1 ≤ j ≤ |V |, удовлетворяют соотношениям dj |dj+1, 1 ≤ j ≤
|V | − 1. Если рассматриваемый граф G связен, то группы Zd1 ,Zd2 , . . . ,Zd|V |−1

конечны, а Zd|V | = Z.
Для связного графа G определим его критическую группу K(G) как под-

группу cokerL(G), свободную от кручения, т. е.

K(G) = Zd1 × Zd2 × . . .× Zd|V |−1
.

2.2. Циркулянтные графы и их обобщения. Будем говорить, что
n × n-матрица циркулянтна и обозначать ее через circ(a0, a1, . . . , an−1), если
она представима в виде

circ(a0, a1, . . . , an−1) =




a0 a1 a2 . . . an−1

an−1 a0 a1 . . . an−2

...
...

. . .
...

a1 a2 a3 . . . a0


 .

Несложно показать (см., например, [19]), что собственные значения матри-
цы C = circ(a0, . . . , an−1) могут быть найдены как λj = p(εjn), j = 0, 1, . . . , n−1,
где p(x) — полином a0 + a1x+ . . .+ an−1x

n−1, а εn — первообразный корень сте-
пени n из единицы.

Более того, циркулянтная матрица C выражается через p(x) как C = p(Tn),
где Tn = circ(0, 1, 0, . . . , 0) — n× n-матрица оператора циклического сдвига Tn :
(x0, x1, . . . , xn−2, xn−1)→ (x1, x2, . . . , xn−1, x0).

Рассмотрим натуральные числа n и s1, s2, . . . , sk такие, что 1 ≤ s1 < s2 <
. . . < sk < n

2 . Циркулянтным графом Cn(s1, s2, . . . , sk) называется граф на n
вершинах 0, 1, . . . , n− 1, у которого каждая вершина i, 0 ≤ i ≤ n− 1, смежна с
вершинами i± s1, i± s2, . . . , i± sk. Все номера вершин берутся в сравнении по
модулю n. Нетрудно понять, что у всеx вершин одинаковая степень 2k.
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Пусть заданы два циркулянтных графа G = Cn(s1, s2, . . . , sk) и G′ = Cn(t1,
t2, . . . , tℓ). Определим обобщенный I-граф In = In(s1, s2, . . . , sk; t1, t2, . . . , tℓ) с
лежащими в основании графами G и G′ как граф, обладающий нижеприведен-
ными множествами вершин и ребер:

V (In) = {ui, vi | i = 1, . . . , n},

E(In) = {{ui, ui+sj}, {ui, vi}, {vi, vi+th} | i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k, h = 1, . . . , ℓ}.

Здесь все индексы вершин берутся в сравнении по модулю n. На рис. 1 приведен
пример I-графа на 12 вершинах. Это граф I6(1; 1, 2) с основаниями G = C6(1)
и G′ = C6(1, 2).

Рис. 1.

2.3. Конусы над графами и разветвленные накрытия. Рассмотрим
граф, состоящий из одной вершины {v} и не имеющий ребер. Под конусом над

графом G мы подразумеваем граф Ĝ = G ⋆ {v}, множество вершин которого

имеет вид V (Ĝ) = V (G) ∪ {v}, а множество ребер задается как E(Ĝ) = E(G) ∪
{{w, v}, w ∈ V (G)}.

Пусть заданы два графа H = (V (H), E(H)) и G = (V (G), E(G)). Сюръ-
ективное отображение f : V (H) → V (G) называется накрытием графов (или
неразветвленным накрытием графов), если для любой вершины v ∈ V (H) огра-
ничение отображения f на окрестность v задает биективное отображение на
окрестность вершины f(v) в графе G. Группа преобразования наложения на-
крытия f состоит из всех автоморфизмов h графа H, которые сохраняют проек-
цию, т. е. f ◦h = f. Будем называть n-листное накрытие циклическим, если его
группа преобразований наложения является циклической группой порядка n.

Приведем более общее понятие разветвленного накрытия на примере двух
конусов над заданными графами H и G. Предположим, что f является накры-

тием графа H над G. Рассмотрим два конуса Ĥ = H ⋆ {v} и Ĝ = G ⋆ {u}.
В качестве разветвленного накрытия f̂ выступает сюръективное отображение,
сужение которого на подграф H совпадает с f, вершина v отображается в вер-
шину u и каждое ребро вида {w, v}, w ∈ V (H), переходит в ребро {f(w), u}.

В роли графа H рассмотрим обобщенный I-граф In, а в качестве G —
граф с петлями из двух вершин x и y, изображенный снизу слева на рис. 2.
Число петель соответствует числу параметров циркулянтных графов, лежащих

в основании рассматриваемого I-графа. Граф În = In ⋆ {v} можно трактовать
как дискретный аналог циклического разветвленного накрытия Mn над узлом
из теоремы Планса. Рис. 2 иллюстрирует пример 6-листных неразветвленного
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и разветвленного накрытий графов.

Рис. 2. Неразветвленное и разветвленное накрытия графов.

2.4. Полиномы Чебышева. В данной статье широко применяются по-
линомы Чебышева. Напомним определение и несколько основных свойств.

Полиномы Чебышева первого рода Tn(x) и второго рода Un(x) — это поли-
номы степени n, определяемые как

Tn(x) = cosnθ и Un(x) =
sin(n+ 1)θ

sin θ
, где θ = arccosx.

Также можно ввести в рассмотрение полиномы Чебышева третьего Vn(x)
и четвертого родов Wn(x):

Vn(x) =
cos(n+ 1

2 )θ

cos θ/2
и Wn(x) =

sin(n+ 1
2 )θ

sin θ/2
, где θ = arccosx.

Выпишем пару формул, связывающих введенные полиномы:

Un(x)−Un−1(x) = Vn(x), Un(x) + Un−1(x) = Wn(x).

Любой из полиномов Чебышева удовлетворяет одному и тому же рекур-
рентному соотношению

Rn+2(x) = 2xRn+1(x)−Rn(x), R0(x) = 1,

но с разными начальными данными для n = 1. А именно,

T1(x) = x, U1(x) = 2x, V1(x) = 2x− 1, W1(x) = 2x+ 1.

В частности, из выше приведенных условий вытекает, что полиномы 2Tn

(
x
2

)
,

Un

(
x
2

)
, Vn

(
x
2

)
и Wn

(
x
2

)
являются полиномами с целыми коэффициентами. До-

полнительно в работе будем использовать следующее тождество:

Tn

(
x+ x−1

2

)
=
xn + x−n

2
.

Указанные и другие свойства полиномов Чебышева можно найти, напри-
мер, в [20, разд. 1.4.2].
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2.5. Палиндромные полиномы Лорана. Полином Лорана P (x) ∈
C[x, 1/x] называется палиндромным, если P (x) = P (1/x). Такие полиномы все-
гда можно представить в виде

P (x) = a0 +

s∑

j=1

aj(x
j + x−j).

Соответственно всегда существует полином Q(x) такой, что P (x) = Q(x+ x−1).
Явный вид такого полинома задается формулой

Q(x) = a0 +

s∑

j=1

2ajTj

(x
2

)
.

Назовем этот полином преобразованием Чебышева полинома P (x). Заметим, что
если палиндромный полином Лорана P (x) лежит в кольце Z[x, 1/x], то его пре-
образование Чебышева Q(x) лежит в кольце Z[x].

Каждому циркулянтному графу G = Cn(s1, s2, . . . , sk) предпишем полином
Лорана

LG(x) = 2k −
k∑

j=1

(xsj + x−sj ).

Рассмотрим конус над обобщенным I-графом În = În(G1, G2) с двумя цир-

кулянтными основаниями G1 и G2. Каждому такому графу În назначим палин-
дромный полином Лорана P (x) = (LG1(x) + 2)(LG2(x) + 2)− 1. Будем называть

P (x) ассоциированным полиномом Лоранa графа În.

2.6. Сопровождающая матрица. Введем следующее определение для
сопровождающей матрицы полинома Лорана. Пусть P (x) — приведенный по-
лином Лорана

P (x) = a0x
p + a1x

p+1 + . . .+ as−1x
p+s−1 + xp+s,

где a0, a1, . . . , as−1, p, s являются целыми числами, a0 6= 0 и s > 0. Сопровож-

дающей матрицей A полинома P (x) назовем матрицу вида

A =
(

0 | Es−1−a0, −a1 . . . − as−1

)
.

Выпишем некоторые свойства A . Нетрудно видеть, что det(A ) = (−1)sa0.
Характеристический полином матрицы A совпадает с z−pP (x). Иногда вме-
сто полинома P (x) удобнее использовать полином −P (x). В этом случае будем
считать, что оба полинома имеют одну и ту сопровождающую матрицу.

Приведем следующую вспомогательную лемму. Она является частным слу-
чаем более общего утверждения, приведенного в [21, лемма 2].

Лемма 1. Рассмотрим палиндромный полином P (x) = Q(x + x−1), где
Q(x) — приведенный полином с целыми коэффициентами. Обозначим через A

сопровождающую матрицу P (x), а через B — сопровождающую матрицу Q(x).
Тогда существует целочисленная унимодулярная матрица � такая, что

�(A + A
−1)�−1 =

(
B 0
0 B

)
.
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3. Основная часть

В данном разделе сформулированы две версии теоремы Планса для конусов
над обобщенными I-графами.

Рассмотрим целочисленную m × n-матрицу М как линейный оператор из
Zm в Zn. Будем говорить, что абелева группа H представляется матрицей M,
если H изоморфна абелевой группе cokerM = Zn/ imM.

Теорема 1. Пусть G1 и G2 — циркулянтные графы на n вершинах. Обо-

значим через În конус над обобщенным I-графом с основаниями G1 и G2. Рас-

смотрим ассоциированный с графом În полином Лорана P (x) и его преобра-
зование Чебышева Q(x). Обозначим сопровождающую матрицу Q(x) через B.

Тогда для критической группы K(În) выполнены следующие свойства.
1◦. Пусть n = 2m + 1 — нечетное натуральное число. Тогда существует

эпиморфизм группы K(În) на группу K(Î1) такой, что его ядро раз-
лагается в прямую сумму двух копий абелевой группы, представимой
матрицей Wm

(
B

2

)
.

2◦. Пусть n = 2m — четное натуральное число. Тогда существует эпимор-

физм группы K(În) на группу K(Î2) такой, что его ядро разлагается
в прямую сумму двух копий абелевой группы, представимой матрицей
Um−1

(
B

2

)
.

Доказательство. Напомним [22, теорема 1], что критическая группа ко-
нуса над графомG представляется матрицей L(G)+E.Повторяя доказательство

из [22, теорема 2], можно показать, что критическая группа K(În) изоморфна
коядру линейного оператора A n−E, где A является сопровождающей матрицей

ассоциированного с În полиномом Лорана P (x). Заметим, что старший и млад-
ший коэффициенты полинома P (x) равны 1. Из этого следует, что det(A ) = 1.
Для удобства введем обозначение Jn = A n − E. Для любого n ∈ N верно, что
Jn — полином от матрицы A . Соответственно все такие матрицы коммутируют
друг с другом.

Замечание. Легко видеть, что параметры циркулянтных графов G1 =
Cn(s1, . . . , sk) и G2 = Cn(t1, . . . , tℓ) могут быть сколь угодно велики. В случае

малых значений n обозначение K(În) отождествляется с группой, представлен-
ной матрицей A n − E. На практике это можно трактовать как замену цирку-
лянтного графа Cn(s1, . . . , sk) циркулянтным графом

Cn(s1 modn, . . . , sk modn).

Последний граф, возможно, имеет кратные ребра и петли.

Приведем доказательство первого пункта теоремы. Для этого предвари-
тельно заметим, что det(J1) 6= 0. Действительно,

det(J1) = P (1) = (LG1(1) + 2)(LG2(1) + 2)− 1 = 3.

Рассмотрим следующие формулы приведения:

x2m+1 − 1

x− 1
=

2m∑

j=0

xj = xm
m∑

j=−m

xj = xmWm

(
x+ x−1

2

)
.

Последнее равенство элементарно доказывается методом математической ин-
дукции, примененной к рекуррентным формулам, определяющим полином
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Wn(x). Подставляя унимодулярную матрицу в A в полученное тождество, име-
ем

J−1
1 J2m+1 = A

m
Wm

(
A + A −1

2

)
.

Матрица справа очевидно целочисленна. Следовательно, целочисленна и мат-
рица J−1

1 J2m+1.
Сформулируем еще одну лемму.

Лемма 2. Рассмотрим два линейных оператора S и T, переводящих цело-
численную решетку Zn в себя. Если kerS = 0, то имеет место точная последо-
вательность

0→ cokerT → cokerST → cokerS → 0.

Доказательство. Воспользуемся леммой о «змее» или леммой о «сне-
жинке» (см., например, [23] или [24]). Эти леммы позволяют получить точную
последовательность вида

0→ kerT → kerST → kerS → cokerT → cokerST → cokerS → 0.

Достаточно взять только часть

kerS → cokerT → cokerST → cokerS → 0.

Поскольку kerS = 0, имеем утверждение леммы.

Применим лемму 2 к двум матричным операторам S = J1 и T = J−1
1 Jn.

Замечая, что kerJ1 = 0, имеем

0→ cokerJ−1
1 Jn → cokerJn → cokerJ1 → 0.

Имеем det(A ) = 1. Отсюда можно заключить, что матрица J−1
1 J2m+1 =

A mWm

(
A +A

−1

2

)
элементарно эквивалентна матрице Wm

(
A +A

−1

2

)
. По лемме 1

существует унимодулярная целочисленная матрица � такая, что

�Wm

(
A + A −1

2

)
�−1 =

(
Wm

(
B

2

)
0

0 Wm

(
B

2

)
)
.

Получим набор элементарно эквивалентных матриц

J−1
1 J2m+1 ∼ Wm(

A + A −1

2
) ∼

(
Wm(B

2 ) 0

0 Wm(B

2 )

)
.

Коядра элементарно эквивалентных матриц совпадают. Следовательно,
cokerJ−1

1 J2m+1 расщепляется в прямую сумму двух копий абелевой группы

cokerWm

(
B

2

)
.

Второй пункт теоремы доказывается исходя из сходных алгебраических
рассуждений. Предположим, что число n = 2m четно. Тогда

x2m − 1

x2 − 1
=

m−1∑

j=0

x2j = xm−1
m−1∑

j=0

x2j+1−m = xm−1
Um−1

(
x+ x−1

2

)
.

Как и в первом пункте, последнее тождество можно получить по индукции из
рекуррентных соотношений, определяющих полином Um−1(x). Имеем

detJ2 = det(A 2 − E) = det(A − E) det(A + E) = P (1)P (−1) 6= 0.
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Действительно, P (1) = 3 и для произвольного циркулянтного графа G1 =
Cn(s1, . . . , sk) и связанного с ним полинома LG1(x) имеем

LG1(−1) = 2k −
k∑

j=1

((−1)sj + (−1)−sj ) = 2

k∑

j=1

(
1− (−1)sj + (−1)−sj

2

)

= 4#(j|sj нечетно).

Также LG2(−1) = 4#(j|tj — нечетно). Число

P (−1) = (LG1(−1) + 2)(LG2(−1) + 2)− 1

всегда нечетно и, следовательно, не равно 0. Отсюда матрица J2 невырожденна
и kerJ2 = 0. В итоге, применяя лемму 2 для целочисленных матриц S = J2 и
T = J−1

2 Jn, имеем точную последовательность

0→ cokerJ−1
2 Jn → cokerJn → cokerJ2 → 0.

Повторяя рассуждения из доказательства п. 1◦, заключаем, что cokerJ−1
2 Jn

расщепляется в прямую сумму двух копий абелевой группы cokerUm−1

(
B

2

)
.

Cформулируем альтернативную версию теоремы 1.

Теорема 2. Пусть G1 и G2 — два циркулянтных графа на n вершинах.

Обозначим через În конус над обобщенным I-графом с основаниями G1 и G2.

Рассмотрим ассоциированный полином Лорана P (x) графа În. Пусть Q(x) —
преобразование Чебышева полинома P (x), а B — сопровождающая матрица

полинома Q(x). Тогда критическая группа K(În) обладает следующими свой-
ствами.

1◦. Пусть n = 2m+1 нечетно. Тогда существует вложение группы K(Î1) в

группу K(În) такое, что факторгруппа K(În)/K(Î1) является прямой
суммой двух копий абелевой группы, представимой матрицей Wm

(
B

2

)
.

2◦. Пусть n = 2m четно. Тогда существует вложение группы K(Î2) в груп-

пу K(În) такое, что факторгруппа K(În)/K(Î2) является прямой сум-
мой двух копий абелевой группы, представимой матрицей Um−1

(
B

2

)
.

Доказательство. В сущности, доказательство этой теоремы повторяет
доказательство теоремы 1. Для этого при использовании леммы 2 в случае 1◦

нужно положить S = J−1
1 Jn, T = J1, а в случае 2◦ — S = J−1

2 Jn, T = J2.
В силу коммутативности матриц Jm и Jn в обоих случаях имеем ST = Jn. Как
следствие получим следующие точные последовательности:

kerJn → cokerJ1 → cokerJn → cokerJ−1
1 Jn → 0

и

kerJn → cokerJ2 → cokerJn → cokerJ−1
2 Jn → 0

для нечетного и четного n соответственно.
Для завершения доказательства осталось показать, что kerJn = 0 для лю-

бого n, т. е. надо показать, что det(A n−E) 6= 0 для любого n. Это означает, что
ни одно собственное значение матрицы A не равно какому-либо первообразно-
му корню из единицы. Допустим, от противного, что существует собственное
значение λ матрицы A такое, что |λ| = 1. Представим это число в виде λ = eiϕ,
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где ϕ ∈ R. Так как P (z) является характеристическим полиномом матрицы A ,
то имеет место P (eiϕ) = 0. С другой стороны,

P (eiϕ) =

(
2 + 2k −

k∑

j=1

(eisjϕ + e−isjϕ)

)(
2 + 2ℓ−

ℓ∑

j=1

(eitjϕ + e−itjϕ)

)
− 1

=

(
2 + 2

k∑

j=1

(1 − cos(sjϕ))

)(
2 + 2

ℓ∑

j=1

(1 − cos(tjϕ))

)
− 1 ≥ 3 > 0.

Противоречие.
Это значит, что det Jn 6= 0 для любого n. Соответственно kerJn = 0 и верны

точные последовательности

0→ cokerJ1 → cokerJn → cokerJ−1
1 Jn → 0

и

0→ cokerJ2 → cokerJn → cokerJ−1
2 Jn → 0

для нечетного и четного n соответственно.
В доказательстве теоремы 1 показано, что имеют место следующие разло-

жения абелевых групп cokerJ−1
1 Jn и cokerJ−1

2 Jn в виде прямой суммы двух
групп. А именно,

cokerJ−1
1 Jn = cokerWm

(
B

2

)
⊕ cokerWm

(
B

2

)

при n = 2m+ 1 и

cokerJ−1
2 Jn = cokerUm−1

(
B

2

)
⊕ cokerUm−1

(
B

2

)

при n = 2m. Последние два равенства и составляют утверждение теоремы.

Теорема 2 является аналогом альтернативной версии теоремы Планса, при-
веденной во введении. Заметим, что для теории узлов схожее утверждение
неверно. В случае узла трилистника отображение трансфера неинъективно.
Имеет место равенство

H1(Mtrefoil,2,Z) = Z3 и H1(Mtrefoil,6,Z) = Z⊕ Z.

Как результат, факторгруппа H1(Mtrefoil,6,Z)/H1(Mtrefoil,2,Z) не имеет смыс-
ла, в то время как

H1(Mtrefoil,6,Z)/T r(H1(Mtrefoil,2,Z)) = Z⊕ Z,

где Tr(H1(Mtrefoil,2,Z)) = 0.

4. Примеры и таблицы

1◦. Конус над призматическим графом In(1; 1). Для конуса над приз-
матическим графом, ассоциированным полиномом Лорана P (x), и его преобра-
зованием Чебышева Q(x) являются

x2P (x) = x4 − 8x3 + 17x2 − 8x+ 1, Q(x) = x2 − 8x+ 15.
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Их сопровождающие матрицы A и B это

A =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 8 −17 8


 , B =

(
0 1
−15 8

)
.

Обозначим K(În) = K(În(1; 1)). Нетрудно проверить, что K(Î1) = Z3 и K(Î2) =
Z105. Исходя из теоремы 2, получаем тождества

K(Î2m+1)/K(Î1) = Lm ⊕Lm

и
K(Î2m)/K(Î2) = L

′
m ⊕L

′
m,

где Lm = cokerWm(B/2) и L ′
m = cokerUm−1(B/2).

Структуры абелевых групп Lm и L ′
m приведены в табл. 1.

Таблица 1

m Lm L ′
m

1 Z24 Z1

2 Z319 Z15

3 Z4031 Z8 ⊕ Z24

4 Z50616 Z2415

5 Z635009 Z30305

6 Z7965569 Z48 ⊕ Z7920

7 Z99918456 Z13 ⊕ Z366821

2◦. Конус над обобщенным графом Петерсена In(1; 2). Для графа

În(1; 2) ассоциированным полиномом Лорана P (x) и связанным полиномомQ(x)
являются полиномы

x3P (x) = x6 − 4x5 − 3x4 + 15x3 − 3x2 − 4x+ 1, Q(x) = x3 − 4x2 − 6x+ 23.

Соответствующие сопровождающие матрицы A и B приведены ниже:

A =




0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 4 3 −15 3 4



, B =




0 1 0
0 0 1
−23 6 4


 .

В этом случае K(Î1(1; 2)) = Z3 и K(Î2(1; 2)) = Z33.
Теорема 2 дает тождества

K(Î2m+1(1; 2))/K(Î1(1; 2)) = Lm ⊕Lm

и
K(Î2m(1; 2))/K(Î2(1; 2)) = L

′
m ⊕L

′
m,
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где Lm = cokerWm(B/2) и L ′
m = cokerUm−1(B/2).

Группы Lm и L ′
m приведены в табл. 2.

Таблица 2

m Lm L ′
m

1 Z24 Z1

2 Z2
18 Z23

3 Z4171 Z336

4 Z53208 Z4439

5 Z676633 Z72 ⊕ Z792

6 Z8594093 Z726432

7 Z6 ⊕ Z54 ⊕ Z336744 Z9230423

3◦. Конус над обобщенным I-графом In(1, 2; 1, 2). С графом

În(1, 2; 1, 2) будут связаны полиномы P (x) и Q(x), определяемые по формулам

x4P (x) = x8 + 2x7 − 11x6 − 10x5 + 39x4 − 10x3 − 11x2 + 2x+ 1,

Q(x) = x4 + 2x3 − 15x2 − 16x+ 63.

Простые вычисления дают K(Î1(1, 2; 1, 2)) = Z3 и K(Î2(1, 2; 1, 2)) = Z105.
Табл. 3 содержит описание структуры групп Lm и L ′

m для данного случая.
Таблица 3

m Lm L ′
m

1 Z63 Z1

2 Z2
48 Z63

3 Z73177 Z7 ⊕ Z315

4 Z2204307 Z68103

5 Z65092523 Z2
2 ⊕ Z96 ⊕ Z5280

6 Z1907493433 Z7 ⊕ Z63 ⊕ Z135135

7 Z9 ⊕ Z144 ⊕ Z43000272 Z1743149317
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