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КЛАССЫ ОДНОЗНАЧНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ

НЕЛОКАЛЬНЫХ ПО ВРЕМЕНИ ЗАДАЧ

ДЛЯ КВАЗИГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ

МНОГОМЕРНЫХ УРАВНЕНИЙ

Б. Е. Кангужин, Б. Д. Кошанов

Аннотация. Как известно, квазигиперболические уравнения связаны с суммой

двух операторов. Один из операторов порождается линейными дифференциаль-
ными выражениями, зависящими от времени, второй представляет собой эллипти-
ческий оператор по пространственным переменным. В работе дифференциальный
оператор по времени порождается двухточечными регулярными по Биркгофу гра-
ничными условиями, а эллиптический оператор по пространственным переменным
удовлетворяет так называемым условиям Агмона. Для однозначной разрешимости
существенную роль играет взаимное расположение спектров указанных выше двух
операторов. В то же время классы разрешимости исследуемых задач зависят от
спектра эллиптической части уравнения. В работе приведены классы однознач-
ной разрешимости квазигиперболичекого уравнения в зависимости от той или иной
гладкости по времени его правой части.
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1. Введение

В настоящей работе через � обозначена произвольная ограниченная N -
мерная область с достаточно гладкой границей ∂�. Пусть

A(x,D) ≡
∑

|α|≤l

(−1)|α|Dα(aα(x)Dα)

— произвольный положительный формально самосопряженный эллиптический
дифференциальный оператор порядка 2l с достаточно гладкими коэффициен-
тами aα(x), где α = (α1, . . . , αN ) — мультииндекс и D = (D1, . . . , DN ), Dj = ∂

∂xj
.

Пусть 0 < T <∞. Введем дифференциальное выражение

l

(
t,
d

dt

)
≡ d2p

dt2p
+

2p−2∑

k=0

pk(t)
dk

dtk
, t ∈ (0, T ),
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где pk(t) ∈ Ck[0, T ], k = 0, 1, . . . , 2p− 2.
Рассмотрим дифференциально-операторное уравнение

l

(
t,
∂

∂t

)
u(x, t) +A(x,D)u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Q = �× (0, T ), (1)

с краевыми условиями по x при фиксированном t ∈ (0, T ),

Bju(x, t) ≡
∑

|α|≤mj

bα,j(x)D
αu(x, t) = 0,

0 ≤ mj ≤ 2l− 1, j = 1, . . . , l, x ∈ ∂�, 0 < t,

(2)

с условиями по t при фиксированном x ∈ �,

U2ξ−1(u(x, ·)) ≡
∂jξu(x, t)

∂tjξ

∣∣∣∣
t=0

+

jξ−1∑

s=0

(
α2ξ−1,s

∂su(x, t)

∂ts

∣∣∣∣
t=0

+ β2ξ−1,s
∂su(x, t)

∂ts

∣∣∣∣
t=T

)
= 0,

U2ξ(u(x, ·)) ≡
∂jξu(x, t)

∂tjξ

∣∣∣∣
t=T

+

jξ−1∑

s=0

(
α2ξ,s

∂su(x, t)

∂ts

∣∣∣∣
t=0

+ β2ξ,s
∂su(x, t)

∂ts

∣∣∣∣
t=T

)
= 0, ξ = 1, . . . ,m,

U2m+ξ(u(x, ·)) ≡ α2m+ξ,νξ

∂νξu(x, t)

∂tνξ

∣∣∣∣
t=0

+ β2m+ξ,νξ

∂νξu(x, t)

∂tνξ

∣∣∣∣
t=T

+

νξ−1∑

s=0

(
α2m+ξ,s

∂su(x, t)

∂ts

∣∣∣∣
t=0

+ β2m+ξ,s
∂su(x, t)

∂ts

∣∣∣∣
t=T

)
= 0, ξ = 1, . . . , r. (3)

Здесь 2m+ r = 2p, а также в строке (0 ≤ j1 < · · · < jm ≤ 2p− 1, 0 ≤ ν1 < · · · <
νr ≤ 2p−1) нет одинаковых натуральных чисел. Для коэффициентов в условии
по t выполняются неравенства

|α2m+q,νq |+ |β2m+q,νq | 6= 0, q = 1, . . . , r.

Правая часть f(x, t) и коэффициенты граничных условий bα,j(x) — заданные
функции.

Заметим, что условия (3) представляют собой нераспадающиеся краевые
условия при j = 1, . . . , 2p, т. е. имеют вид

Uj(u(x, ·)) ≡ Uj0(u(x, ·)) + UjT (u(x, ·)), (4)

где при a = 0, T линейная форма Uja(u(x, ·)) представляет собой дифференци-
альное выражение, зависящее от

u(x, a),
∂u(x, a)

∂t
, . . . ,

∂2p−1u(x, a)

∂t2p−1
.

Согласно [1] краевые условия вида (3) являются регулярными краевыми
условиями. В работе Г. М. Кесельман [2] показано, что регулярные в смысле
Биркгофа краевые условия вида (4) можно нормировать и привести к виду (3).
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Цель данной работы: выяснить, каким требованиям должна удовлетворять
правая часть f(x, t), чтобы задача (1)–(3) была однозначно разрешимой.

В работе А. И. Кожанова [3] уравнения типа (1) при p четном названы ква-
зигиперболическими уравнениями. Поэтому задача (1)–(3) по терминологии
А. И. Кожанова относится к нелокальным по времени задачам для квазигипер-
болических многомерных уравнений.

Определим функциональное пространство решений V 2l,2p
2 (Q) задачи (1)–

(3) как линейное пространство функций u(x, t), принадлежащих пространству
L2(Q) и имеющих принадлежащие этому же пространству обобщенные произ-
водные по пространственным переменным x до порядка 2l включительно и по
переменной t до порядка 2p включительно, с конечной нормой

‖u‖V 2l,2p
2 (Q) =

(∫

Q

[
|u(x, t)|2 + |A(x,D)u(x, t)|2 +

∣∣∣∣l
(
t,
∂

∂t

)
u(x, t)

∣∣∣∣
2]
dxdt

)1/2

.

Очевидно, что V 2l,2p
2 (Q) — банахово пространство.

В дальнейшем в функциональном пространстве L2(�) рассмотрим оператор

Av(x) = A(x,D)v(x), x ∈ �,

c областью определения

D(A) =
{
v ∈ W 2l

2 (�) : Bjv(x) = 0, j = 1, . . . , l, x ∈ �
}
.

Пусть операторы A и Bj выбраны так, что существует компактный обрат-
ный оператор. Это условие Агмона [4] будем называть условием (A). В даль-
нейшем считаем, что выполняется условие (A). При выполнении условия (A)
гарантируется существование полной ортонормированной в L2(�) системы соб-
ственных функций vk(x) и счетного множества положительных собственных
значений λk оператора A, причем нумерация последовательности {λk, k ≥ 1}
подчинена неравенствам 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . .

В дальнейшем везде при k ≥ 1 через ρk обозначаем 2p
√
λk. Последователь-

ность чисел {ρk, k ≥ 1} обозначим через ρ.
Если правая часть уравнения f(x, t) принадлежит пространству L2(Q), то

введем последовательность

fk(t) =

∫

�

f(x, t)vk(x)dx, k ≥ 1.

Для заданной числовой последовательности ρ, состоящей из положительных
чисел, обозначим через W 0,1

2,ρ (Q) пространство функций f(x, t) ∈ L2(Q) таких,
что

∂f(x, t)

∂t
∈ L2(Q),

∞∑

k=1


|fk(T )|2 + |fk(0)|2 +

T∫

0

|f ′k(τ)|2 dτ


 <∞.

Также нам потребуется пространство W−1,0
2,ρ (Q), которое состоит из функций

f(x, t) ∈ L2(Q) таких, что

∞∑

k=1

ρ2
k

T∫

0

|fk(τ)|2 dτ <∞.
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Заметим, что пространства W 0,1
2,ρ (Q) и W−1,0

2,ρ (Q) отличаются друг от друга тем,

что функции из W 0,1
2,ρ (Q) обладают некоторой гладкостью по переменной t, а

функции из W−1,0
2,ρ (Q) обладают определенной гладкостью по пространствен-

ным переменным x. Основной результат настоящей статьи сформулирован в
следующем утверждении.

Теорема 1. Пусть p — произвольное натуральное число. Считаем, что
для оператора A выполняется условие Агмона (A). Пусть при всех k ≥ 1 вы-
полняется условие �(λk) 6= 0 (характеристический определитель �(λ) введен
по формуле (11)).

(a) Если правая часть f(x, t) принадлежит либо пространству W 0,1
2,ρ (Q),

либо пространству W−1,0
2,ρ (Q), то существует единственное решение u(x, t) ∈

V 2l,2p
2 (Q) задачи (1)–(3).

(b) Если f(x, t) ∈W 0,1
2,ρ (Q), то справедлива оценка

‖u(x, t)‖2L2(Q) + ‖A(x,D)u(x, t)‖2L2(Q) +

∥∥∥∥l
(
t,
∂

∂t

)
u(x, t)

∥∥∥∥
2

L2(Q)

≤M ·


‖f‖2L2(Q) +

∞∑

k=1


|fk(T )|2 + |fk(0)|2 +

T∫

0

|f ′k(τ)|2 dτ




. (5)

(c) Если f(x, t) ∈ W−1,0
2,ρ (Q), то справедлива оценка

‖u(x, t)‖2L2(Q) + ‖A(x,D)u(x, t)‖2L2(Q) +

∥∥∥∥l
(
t,
∂

∂t

)
u(x, t)

∥∥∥∥
2

L2(Q)

≤M ·


‖f(x, t)‖2L2(Q) +

∞∑

k=1

ρ2
k




T∫

0

|fk(τ)| dτ




2
, (6)

где M — некоторая константа, не зависящая от f(x, t).

Теорему 1 полезно сравнить с результатами работ А. И. Кожанова [3],
А. И. Кожанова и Н. Р. Пинигиной [5], Р. Р. Ашурова [6], К. Б. Сабитова [7, 8].
В работах Р. Р. Ашурова и К. Б. Сабитова на функции f(x, t) накладываются
условия гладкости по пространственным переменным x. В работе [5] на пра-
вую часть f(x, t) накладываются условия гладкости по переменной t, причем
гладкость по t зависит от вида нелокальных условий (3). В теореме 1 такого
эффекта нет. Гладкость правой части по t не зависит от вида нелокальных
условий (3).

В работе [5] изучены операторы с краевыми условиями по t двух видов: Im
и IIm, которые соответствуют краевым задачам при m = p− 1, r = 2 и m = 0,
r = 2p в (3) соответственно.

Отметим, что уравнение вида (1) по терминологии А. А. Дезина [9] отно-
сится к дифференциально-операторным уравнениям. Вопросы разрешимости
дифференциально-операторных уравнений изучались в [10–14]. В. В. Шелу-
хин [15, 16] исследовал задачу о прогнозе температуры океана по средним дан-
ным за предшествующий период времени, которая также относится к классу
дифференциально-операторных уравнений.

Известны различные способы доказательства единственности. Обычно эф-
фективным средством доказательства единственности является принцип макси-
мума [17] и его различные обобщения типа принципов Хопфа [18] и Зарембы —
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Жиро [19]. Для задачи (1)–(3) указанные принципы не выполняются. Поэтому
при доказательстве единственности решения необходим был другой, отличный
от принципа экстремума, инструментарий.

В работе В. А. Ильина [20] предложен довольно универсальный способ до-
казательства единственности решения для гиперболических и параболических
уравнений. При довольно общих ограничениях на область � в работе [20] дока-
зана теорема единственности решения для гиперболических и параболических
уравнений. Смысл требований теоремы В. А. Ильина [20] заключается в том,
чтобы эллиптическая часть гиперболического и параболического операторов об-
ладала полной ортогональной системой собственных функций в соответствую-
щем функциональном пространстве.

Отметим также работу И. В. Тихонова [21], посвященную теоремам един-
ственности в линейных нелокальных задачах для абстрактных дифференциаль-
ных уравнений. Указанная работа интересна тем, что И. В. Тихонов предложил
новый метод доказательства теорем единственности. Метод И. В. Тихонова до-
казательства единственности основан на «методе частных» для целых функций
экспоненциального типа. В работе А. Ю. Попова, И. В. Тихонова [22] изучал-
ся вопрос единственности решения уравнения теплопроводности с нелокальным
условием, выраженным интегралом по времени на фиксированном отрезке. Им
удалось дать полное описание классов единственности в терминах поведения
решений при |x| → ∞.

2. Формальное представление решения задачи (1)–(3)

В данном разделе найдено формальное представление решения рассматри-
ваемой задачи.

Решение задачи (1)–(3) ищем в виде

u(x, t) =
∞∑

k=1

yk(t)vk(x). (7)

Используя результаты монографии [1], коэффициенты yk(t) находим по форму-
ле

yk(t) =

T∫

0

H(t, τ, λk)

�(λk)
fk(τ) dτ. (8)

Формулы для выражений H(t, τ, λk) и �(λk) взяты из [1] и будут приведены
ниже.

Для дальнейших выкладок удобно обозначить через {ωµ} корни из (−1)
степени 2p.

В данном разделе считаем, что p — четное число. Сформулированные ре-
зультаты для четного p остаются справедливыми и для нечетных p. При этом
требуются незначительные изменения в ходе доказательств результатов.

Если p — четное число, то нумерацию чисел {ω1, . . . , ω2p} можно подчинить
неравенствам

Reω1 ≤ · · · ≤ Reωp < 0 < Reωp+1 ≤ · · · ≤ Reω2p. (9)

Пусть ρk = 2p
√
λk. Согласно [1] вводим систему решений {yµ(t, ρk)} одно-

родного уравнения l
(
t, d

dt

)
yµ(t) + λkyµ(t) = 0, которая имеет асимптотическое

представление
yµ(t, ρk) = eωµρkt · [1], (10)
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где [1] = 1 +O(1/ρk) при ρk →∞.
Теперь можно ввести характеристический определитель

�(ρk) = det[Uj(yµ); j, µ = 1, . . . , 2p]. (11)

Из неравенств (9) и асимптотических представлений (10) получим асимптоти-
ческое представление характеристического определителя при ρk →∞

�(ρk) = ρ
2(j1+···+jm)+ν1+···+νr
k · eρk(ωp+1+···+ω2p)T ·�0 · [1], (12)

где

�0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ωj1
1 . . . ωj1

p 0 . . . 0

0 . . . . . . ωj1
p+1 . . . ωj1

2p

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ωjm

1 . . . ωjm
p 0 . . . 0

0 . . . 0 ωjm
p+1 . . . ωjm

2p

α2m+1,ν1ω
ν1
1 . . . α2m+1,ν1ω

ν1
1 β2m+1,ν1ω

ν1
p+1 . . . β2m+1,ν1ω

ν1
2p

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
α2m+r,νrω

νr
1 . . . α2m+1,νrω

νr
1 β2m+1,νrω

νr
p+1 . . . β2m+1,νrω

νr
2p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0.

Обозначим через Wµ алгебраическое дополнение элемента y
(2p−1)
µ (τ, ρk) в опре-

делителе

W (τ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

y
(2p−1)
1 (τ, ρk) . . . y

(2p−1)
2p (τ, ρk)

y
(2p−2)
1 (τ, ρk) . . . y

(2p−2)
2p (τ, ρk)

· . . . ·
y1(τ, ρk) . . . y2p(τ, ρk)

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Определим функцию

g(t, τ, ρk) = ±1

2

2p∑

µ=1

yµ(t, ρk)zµ(τ, ρk),

где

zµ(τ, ρk) =
Wµ(τ)

W (τ)
,

причем знак «+» берется при t > τ , а знак «−» — при t < τ .
Из неравенств (9) и представлений (10) вытекает, что

zµ(τ, ρk) =
e−ρkωµτ

2p · ρ2p−1
k

· [1].

Согласно [1] введем функцию

H(t, τ, ρk) =

∣∣∣∣∣∣∣

y1(t, ρk) . . . y2p(t, ρk) g(t, τ, ρk)
U1(y1) . . . U1(y2p) U1(g)(τ)
· . . . · ·

U2p(y1) . . . U2p(y2p) U2p(g)(τ)

∣∣∣∣∣∣∣
,

где

Uj(g) = −1

2

2p∑

j=1

Uj0(yµ) zµ(τ) +
1

2

2p∑

j=1

UjT (yµ) zµ(τ), j = 1, . . . , 2p.
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Пусть t > τ . В определителе H(t, τ, ρk) умножим столбцы с номерами
1, . . . , p на функции 1

2z1(τ), . . . ,
1
2zp(τ), а столбцы p + 1, . . . , 2p — на функции

− 1
2zp+1(τ), . . . ,− 1

2z2p(τ) и сложим их с последним столбцом. В результате по-
лучим соотношение

H(t, τ, ρk) =

∣∣∣∣∣∣∣

y1(t, ρk) . . . y2p(t, ρk) H0(t, τ)
U1(y1) . . . U1(y2p) H1(τ, ρk)
· . . . · ·

U2p(y1) . . . U2p(y2p) H2p(τ, ρk)

∣∣∣∣∣∣∣
,

где

H0(t, τ, ρk) =

p∑

µ=1

yµ(t)zµ(τ),

Hj(τ, ρk) =

p∑

µ=1

UjT (yµ)zµ(τ) −
2p∑

µ=p+1

Uj0(yµ)zµ(τ), j = 1, . . . , 2p.

Из неравенств (9) и асимптотических представлений (10) выводим асимптоти-
ческую формулу

H(t, τ, ρk) =
ρ
2(j1+···+jm)+ν1+···+νr
k · eρk(ωp+1+···+ω2p)T

2p · ρ2p−1
k

×

∣∣∣∣∣∣∣∣

eρkω1t . . . eρkω1t H̃0(t, τ, ρk)

· . . . · H̃1(τ, ρk)
· �0 · ·
· . . . · H̃2p(τ, ρk)

∣∣∣∣∣∣∣∣
[1],

где

H̃0(t, τ, ρk) = −
p∑

µ=1

ωµe
ρkωµ(t−τ)[1],

H̃2ξ−1(τ, ρk) = −
p∑

µ=1

β2ξ−1,jξ−1ω
jξ+1
µ ρ−1

k eρkωµ(T−τ)[1] +

2p∑

µ=p+1

ω
jξ+1
µ e−ρkωµτ [1],

H̃2ξ(τ, ρk) = −
p∑

µ=1

ω
jξ+1
µ eρkωµ(T−τ)[1]

+

2p∑

µ=p+1

α2ξ,jξ−1ω
jξ
µ ρ
−1
k e−ρkωµτ [1], ξ = 1, . . . ,m,

H̃2m+ξ(τ, ρk) = −
p∑

µ=1

β2m+ξ,νξω
νξ+1
µ eρkωµ(T−τ)[1]

+

2p∑

µ=p+1

α2m+ξ,νξω
νξ+1
µ e−ρkωµτ [1], ξ = 1, . . . , r. (13)

Поэтому при 0 < τ < t < T верно представление

H(t, τ, ρk)

�(λk)
=

1

2pρ2p−1
k

H̃0(t, τ, ρk)−
2p∑

s=1

1

�02pρ
2p−1
k

hs(t, ρk)H̃s(τ, ρk), (14)
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где hs(t, ρk) — определитель, получаемый из характеристического определителя
�(λk) заменой его s-й строки строкой

‖eω1ρkt[1], . . . , eωpρkt[1], eωp+1ρk(t−T )[1], . . . , eω2pρk(t−T )[1]‖.

Разложение определителя hs(t, ρk) по s-й строке имеет вид

hs(t, ρk) =

p∑

µ=1

hs,µe
ρkωµt[1] +

2p∑

µ=p+1

hs,µe
ρkωµ(t−T )[1], s = 1, . . . , 2p.

При этом hs,µ, s = 1, . . . , 2p, — числа, представляющие соответствующие алгеб-
раические дополнения.

Асимптотическое соотношение (14) остается справедливым при 0 < t < τ <
T. В результате равенство (7) с учетом (8) и (14) примет вид

u(x, t) =
1

2p

∞∑

k=1

vk(x)

ρ2p−1
k


−

T∫

0

H̃0(t, τ, ρk)fk(τ) dτ

− 1

�0

2p∑

s=1

hs(t, ρk)

T∫

0

H̃s(τ, ρk)fk(τ) dτ


. (15)

Введем следующие обозначения:

I
(1)
kµ (t) = ρkωµ

t∫

0

eρkωµ(t−τ)fk(τ) dτ, I
(2)
kµ (t) = ρkωµ

T∫

t

eρkωµ(t−τ)fk(τ) dτ,

I
(3)
kµs(t) = eρkωµtρkωs

T∫

0

eρkωs(T−τ)fk(τ) dτ,

I
(4)
kµs(t) = eρkωµtρkωs

T∫

0

e−ρkωsτfk(τ) dτ,

I
(5)
kµs(t) = eρkωµ(t−T )ρkωs

T∫

0

eρkωs(T−τ)fk(τ) dτ,

I
(6)
kµs(t) = eρkωµ(t−T )ρkωs

T∫

0

e−ρkωsτfk(τ) dτ.

(16)

Учтем асимптотические представления функций H̃0(t, τ, ρk), H̃s(τ, ρk), s =
1, . . . , 2p. В результате из (15) имеем следующее представление:

u(x, t) =
1

2p

∞∑

k=1

vk(x)

ρ2p
k

[
−

p∑

µ=1

I
(1)
kµ (t)−

2p∑

µ=p+1

I
(2)
kµ (t)

+
1

�0

m∑

ξ=1

(
−

p∑

µ=1

p∑

s=1

h2ξ−1,µβ2ξ−1,jξ−1
ω
jξ
s

ρk
I
(3)
kµs(t) +

p∑

µ=1

2p∑

s=p+1

h2ξ−1,µω
jξ
s I

(4)
kµs(t)
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−
2p∑

µ=p+1

p∑

s=1

h2ξ−1,µβ2ξ−1,jξ−1
ω
jξ
s

ρk
I
(5)
kµs(t) +

2p∑

µ=p+1

2p∑

s=p+1

h2ξ−1,µω
jξ
s I

(6)
kµs(t)

−
p∑

µ=1

p∑

s=1

h2ξ,µω
jξ
s I

(3)
kµs(t) +

p∑

µ=1

2p∑

s=p+1

h2ξ,µα2ξ,jξ−1
ω
jξ−1
s

ρk
I
(4)
kµs(t)

−
2p∑

µ=p+1

p∑

s=1

h2ξ,µω
jξ
s I

(5)
kµs(t) +

2p∑

µ=p+1

2p∑

s=p+1

h2ξ,µα2ξ,jξ−1
ω
jξ−1
s

ρk
I
(6)
kµs(t)

)

−
r∑

ξ=1

(
−

p∑

µ=1

p∑

s=1

h2m+ξ,µβ2m+ξ,νξω
jξ
s I

(3)
kµs(t)+

p∑

µ=1

2p∑

s=p+1

h2m+ξ,µα2m+ξ,νξω
νξ
s I

(4)
kµs(t)

−
2p∑

µ=p+1

p∑

s=1

h2m+ξ,µβ2m+ξ,νξω
νξ
s I

(5)
kµs(t)

+

2p∑

µ=p+1

2p∑

s=p+1

h2m+ξ,µα2m+ξ,νξω
jξ
s I

(6)
kµs(t)

)]
[1]. (17)

Формально применим к обеим частям равенства (17) оператор A(x,D).
В результате имеем

A(x,D)u(x, t) =
1

2p

∞∑

k=1

vk(x)

[
−

p∑

µ=1

I
(1)
kµ (t)−

2p∑

µ=p+1

I
(2)
kµ (t)

+
1

�0

m∑

ξ=1

(
−

p∑

µ=1

p∑

s=1

h2ξ−1,µβ2ξ−1,jξ−1
ω
jξ
s

ρk
I
(3)
kµs(t) +

p∑

µ=1

2p∑

s=p+1

h2ξ−1,µω
jξ
s I

(4)
kµs(t)

−
2p∑

µ=p+1

p∑

s=1

h2ξ−1,µβ2ξ−1,jξ−1
ω
jξ
s

ρk
I
(5)
kµs(t) +

2p∑

µ=p+1

2p∑

s=p+1

h2ξ−1,µω
jξ
s I

(6)
kµs(t)

−
p∑

µ=1

p∑

s=1

h2ξ,µω
jξ
s I

(3)
kµs(t) +

p∑

µ=1

2p∑

s=p+1

h2ξ,µα2ξ,jξ−1
ω
jξ−1
s

ρk
I
(4)
kµs(t)

−
2p∑

µ=p+1

p∑

s=1

h2ξ,µω
jξ
s I

(5)
kµs(t) +

2p∑

µ=p+1

2p∑

s=p+1

h2ξ,µα2ξ,jξ−1
ω
jξ−1
s

ρk
I
(6)
kµs(t)

)

−
r∑

ξ=1

(
−

p∑

µ=1

p∑

s=1

h2m+ξ,µβ2m+ξ,νξω
jξ
s I

(3)
kµs(t) +

p∑

µ=1

2p∑

s=p+1

h2m+ξ,µα2m+ξ,νξω
νξ
s I

(4)
kµs(t)

−
2p∑

µ=p+1

p∑

s=1

h2m+ξ,µβ2m+ξ,νξω
νξ
s I

(5)
kµs(t)

+

2p∑

µ=p+1

2p∑

s=p+1

h2m+ξ,µα2m+ξ,νξω
jξ
s I

(6)
kµs(t)

)]
[1]. (18)

Далее формально применим к обеим частям равенства (17) оператор l
(
t, ∂

∂t

)
.

В результате получим
(
t,
∂

∂t

)
u(x, t) = f(x, t)− 1

2p

∞∑

k=1

vk(x)

ρ2p
k

[
−

p∑

µ=1

I
(1)
kµ (t)−

2p∑

µ=p+1

I
(2)
kµ (t)
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+
1

�0

m∑

ξ=1

(
−

p∑

µ=1

p∑

s=1

h2ξ−1,µβ2ξ−1,jξ−1
ω
jξ
s

ρk
I
(3)
kµs(t) +

p∑

µ=1

2p∑

s=p+1

h2ξ−1,µω
jξ
s I

(4)
kµs(t)

−
2p∑

µ=p+1

p∑

s=1

h2ξ−1,µβ2ξ−1,jξ−1
ω
jξ
s

ρk
I
(5)
kµs(t) +

2p∑

µ=p+1

2p∑

s=p+1

h2ξ−1,µω
jξ
s I

(6)
kµs(t)

−
p∑

µ=1

p∑

s=1

h2ξ,µω
jξ
s I

(3)
kµs(t) +

p∑

µ=1

2p∑

s=p+1

h2ξ,µα2ξ,jξ−1
ω
jξ−1
s

ρk
I
(4)
kµs(t)

−
2p∑

µ=p+1

p∑

s=1

h2ξ,µω
jξ
s I

(5)
kµs(t) +

2p∑

µ=p+1

2p∑

s=p+1

h2ξ,µα2ξ,jξ−1
ω
jξ−1
s

ρk
I
(6)
kµs(t)

)

−
r∑

ξ=1

(
−

p∑

µ=1

p∑

s=1

h2m+ξ,µβ2m+ξ,νξω
jξ
s I

(3)
kµs(t) +

p∑

µ=1

2p∑

s=p+1

h2m+ξ,µα2m+ξ,νξω
νξ
s I

(4)
kµs(t)

−
2p∑

µ=p+1

p∑

s=1

h2m+ξ,µβ2m+ξ,νξω
νξ
s I

(5)
kµs(t)

+

2p∑

µ=p+1

2p∑

s=p+1

h2m+ξ,µα2m+ξ,νξω
jξ
s I

(6)
kµs(t)

)]
[1]. (19)

Из представлений (17)–(19) вытекает, что для оценки норм величин u,

A(x,D)u, l(t, ∂
∂t )u достаточно оценить интегралы I

(1)
kµ (t), I

(2)
kµ (t), I

(i)
kµs(t), i =

3, 4, 5, 6, при допустимых индексах µ, s.

3. Класс разрешимости задачи (1)–(3)

В предыдущем разделе найдено формальное представление решения задачи
(1)–(3). Теперь обоснуем сходимость найденных представлений.

Лемма 1. Пусть γ = sin π
2p и p — четное число. Если f(x, t) дифференци-

руема по t, то при всех k ≥ 1 и t ∈ (0, T ) справедливы оценки

∣∣I(1)
kµ (t)

∣∣ ≤ |fk(t)|+ |fk(0)|e−γρkt +

t∫

0

|f ′k(τ)|e−γρk(t−τ) dτ при µ = 1, . . . , p;

∣∣I(2)
kµ (t)

∣∣ ≤ |fk(t)|+ |fk(T )|e−γρk(T−t)+

T∫

t

|f ′k(τ)|eγρk(t−τ) dτ при µ = p+1, . . . , 2p;

∣∣I(3)
kµs(t)

∣∣ ≤ |fk(T )|e−γρkt + |fk(0)|e−γρk(t+T ) + e−γρkt

T∫

0

|f ′k(τ)|e−γρk(T−τ) dτ,

при s, µ = 1, . . . , p;

∣∣I(4)
kµs(t)

∣∣ ≤ |fk(T )|e−γρk(t+T ) + |fk(0)|e−γρkt + e−γρkt

T∫

0

|f ′k(τ)|e−γρkτ dτ,

при s = p+ 1, . . . , 2p, µ = 1, . . . , p;
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∣∣I(5)
kµs(t)

∣∣ ≤ |fk(T )|eγρk(t−T ) + |fk(0)|eγρk(t−2T )+eγρk(t−T )

T∫

0

|f ′k(τ)|e−γρk(T−τ) dτ,

при s = 1, . . . , p, µ = p+ 1, . . . , 2p;

∣∣I(6)
kµs(t)

∣∣ ≤ |fk(T )|eγρk(t−2T ) + |fk(0)|eγρk(t−T ) + eγρk(t−T )

T∫

0

|f ′k(τ)|e−γρkτ dτ,

при s, µ = p+ 1, . . . , 2p. (20)

Доказательство леммы 1 вытекает из того, что при p четном справедли-
вы неравенства

Reω1 ≤ · · · ≤ Reωp = −γ < 0 < γ = Reωp+1 ≤ · · · ≤ Reω2p.

К примеру, докажем оценку для
∣∣I(1)

kµ (t)
∣∣. Справедливо тождество

I
(1)
kµ (t) = ρkωµ

t∫

0

eρkωµ(t−τ)fk(τ)dτ = −
t∫

0

fk(τ)
d

dτ
eρkωµ(t−τ) dτ

= −fk(t) + fk(0)eρkωµt +

t∫

0

f ′k(τ)e
ρkωµ(t−τ) dτ. (21)

Отсюда вытекает требуемая оценка для
∣∣I(1)

kµ (t)
∣∣. Другие утверждения из лем-

мы 1 доказываются аналогично.

Доказательство теоремы 1. Из леммы 1 и представлений (17)–(19) вы-
текают необходимые оценки для u(x, t), A(x,D)u(x, t), l(t, ∂

∂t )u(x, t). Оценку (6)

докажем только для ‖u(x, t)‖2L2(Q). Для ‖A(x,D)u(x, t)‖2L2(Q),
∥∥l
(
t, ∂

∂t

)
u(x, t)

∥∥2

L2(Q)

оценки доказываются аналогично, только вместо соотношения (17) надо исполь-
зовать представления (18) и (19).

Из представления (17) следует оценка

‖u(x, t)‖2L2(Q) ≤M
∞∑

k=1

(
p∑

µ=1

∣∣I(1)
kµ (t)

∣∣2 +

2p∑

µ=p+1

|I(2)
kµ (t)|2

+

p∑

µ=1

(
p∑

s=1

∣∣I(3)
kµs(t)

∣∣2 +

2p∑

s=p+1

∣∣I(4)
kµs(t)

∣∣2
)

+

2p∑

µ=p+1

(
p∑

k=1

∣∣I(5)
kµs(t)

∣∣2 +

2p∑

k=p+1

∣∣I(6)
kµs(t)

∣∣2
))

. (22)

Из последнего неравенства и неравенств из леммы 1 вытекает утверждение тео-
ремы 1.

Единственность решения u(x, t) задачи (1)–(3) была доказана в работе [23].
Условия того, что спектры операторов l

(
t, ∂

∂t

)
и A(x,D) не пересекаются, здесь

выполняется. Действительно, в теореме 1 требуется выполнение условия �(λk)
6= 0 при всех k ≥ 1. Метод доказательства теоремы единственности [24, 25]
представляет собой гибрид метода направляющих функционалов М. Г. Крейна
[1, 26] и метода В. А. Ильина [20].
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4. О других классах разрешимости задачи (1)–(3)

В предыдущем разделе для разрешимости задачи (1)–(3) правая часть f(x, t)
по t предполагалась дифференцируемой. Однако можно ослабить требования
по t к f(x, t). Вместо этого можно требовать к f(x, t) дополнительные условия
гладкости по x. Для этого в данном разделе докажем следующую лемму.

Лемма 2. При любом натуральном p и при всех k ≥ 1 и t ∈ (0, T ) спра-
ведливы оценки

∣∣I(j)
kµ (t)

∣∣ ≤ ρk
t∫

0

|fk(τ)| dτ, j = 1, 2,
∣∣I(i)

kµs(t)
∣∣ ≤ ρk

t∫

0

|fk(τ)| dτ, i = 3, 4, 5, 6,

(23)
при всех допустимых индексах µ, s.

Доказательство. Лемма 2 непосредственно следует из леммы 1.
В теореме 1 условие

∞∑

k=1

ρ2
k




T∫

0

|fk(τ)| dτ




2

<∞

накладывает условия на поведение f(x, t) по переменной x. В то же время
условия теоремы 1 на f(x, t) накладывали требования на поведение f(x, t) по t.

Пусть m — целое число, удовлетворяющее неравенству m ≥ −1. Для за-
данной числовой последовательности ρ, состоящей из положительных чисел,
вводим пространство Wm,m+1

2,ρ (Q) функций f(x, t) ∈ L2(Q) таких, что

∂m+1f(x, t)

∂tm+1
∈ L2(Q),

∞∑

k=1

1

ρ2m
k




m∑

σ=0

ρ−2σ
k

(∣∣f (σ)
k (T )

∣∣2 +
∣∣f (σ)

k (0)
∣∣2)+

T∫

0

∣∣f (m+1)
k (τ)

∣∣2 dτ


 <∞.

Теорема 2. Пусть p — натуральное число. Считаем, что для оператора A
выполняется условие Агмона (A). При всех k ≥ 1 пусть выполняется условие

�(λk) 6= 0. Предположим, что f(x, t) ∈ Wm,m+1
2,ρ (Q). Тогда существует един-

ственное решение u(x, t) задачи (1)–(3), которое удовлетворяет оценке

‖u(x, t)‖2L2(Q) + ‖A(x,D)u(x, t)‖2L2(Q) +

∥∥∥∥l
(
t,
∂

∂t

)
u(x, t)

∥∥∥∥
2

L2(Q)

≤M ·


‖f‖2L2(Q) +

∞∑

k=1

1

ρ2m
k




m∑

σ=0

ρ−2σ
k

(∣∣f (σ)
k (T )

∣∣2

+
∣∣f (σ)

k (0)
∣∣2)+

T∫

0

∣∣f (m+1)
k (τ)

∣∣2 dτ




, (24)

где M — некоторая константа, не зависящая от f(x, t).

Доказательство. Оценку (24) докажем для ‖u(x, t)‖2L2(Q). Используя

обозначения (16), внутренние слагаемые (17) преобразуем следующим образом:

I
(1)
kµ (t) =

1

ρmk
ρm+1
k ωµ

t∫

0

eρkωµ(t−τ)fk(τ) dτ
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=
1

ρmk


−ρmk

t∫

0

fk(τ)
d

dτ
eρkωµ(t−τ) dτ




= −fk(t) + fk(0)eρkωµt − 1

ρmk

ρm−1
k

ωµ

t∫

0

f ′k(τ)
d

dτ
eρkωµ(t−τ) dτ

=
1

ρmk




m∑

σ=0

ρ−σ
k

ωσ
µ

(
−f (σ)

k (t) + f
(σ)
k (0)eρkωµt

)
− 1

ωm
µ

t∫

0

f
(m+1)
k (τ)eρkωµ(t−τ) dτ


 .

Отсюда вытекает оценка для
∣∣ρmk I

(1)
kµ (t)

∣∣:

∣∣ρmk I(1)
kµ (t)

∣∣ ≤
m∑

σ=0

ρ−2σ
k

(∣∣f (σ)
k (t)

∣∣+
∣∣f (σ)

k (0)
∣∣e−γρkt

)

+

t∫

0

∣∣f (m+1)
k (τ)

∣∣e−γρk(t−τ) dτ, µ = 1, . . . , p.

Оценивая остальные слагаемые (17) аналогичным образом, получим оценку
(24). Теорема 2 доказана.
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