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ОБОБЩЕННЫЕ ПОЛЯ

БЕЛЬТРАМИ. ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ

М. В. Нещадим

Аннотация. Изучаются обобщенные поля Бельтрами, которые определяются как
решение системы rotn A = λA, где λ — функция и A = (P,Q,R) — вектор-функция
переменных (x, y, z), n ∈ N. Для λ = 1 и произвольного натурального n система
приводится к вполне интегрируемому виду, причем результат зависит от четности
числа n. Для n = 1 и произвольной функции λ система также приведена к вполне
интегрируемому виду.
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Введение. Векторное поле A = (P,Q,R) переменных (x, y, z) в R3, па-
раллельное собственному ротору, называется полем Бельтрами [1–3]. Аналити-
чески это представляется следующей системой дифференциальных уравнений
в частных производных:

rotA = λA,

где λ — некоторая функция переменных (x, y, z) и rotA = (Ry−Qz, Pz−Rx, Qx−
Py). Это же соотношение можно записать в виде

A× rotA = 0,

исключив функцию λ, с использованием операции векторного произведения.
Хорошо известно, что поля Бельтрами являются стационарными решени-

ями несжимаемых уравнений Эйлера в R3. Более того, они оказались очень
мощными инструментами для анализа структуры решений зависящих от вре-
мени уравнений Эйлера и Навье — Стокса (см., например, [4–8]). В контексте
физики плазмы поля Бельтрами известны как поля без сил. Анализ полей
Бельтрами с непостоянным коэффициентом пропорциональности чрезвычайно
сложен. В этой связи одним из основных вопросов является определение, для
каких функций λ существует нетривиальное векторное поле, удовлетворяющее
уравнениям (1).

В настоящей работе рассматриваются векторные поля A = (P,Q,R), удо-
влетворяющие уравнению

rotnA = λA, (1)
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где λ — функция и A = (P,Q,R) — вектор-функция переменных (x, y, z), n ∈ N.
Решения системы (1) будем называть обобщенными полями Бельтрами. Соот-
ношение (1) рассматривается с точки зрения переопределенных систем диффе-
ренциальных уравнений в частных производных [9, 10].

Система (1) для λ = 1 и произвольного n приведена к вполне интегри-
руемому виду. При этом результат зависит от четности натурального числа
n (теоремы 1 и 2). При n = 1 и произвольной функции λ система (1) также
приведена к вполне интегрируемому виду (теорема 3). Полученные результаты
могут быть использованы, например, для конструктивного решения прямых и
обратных задач математической физики [11–14].

Заметим, что впервые зависимость между скоростью и вихрем вида (1) для
n = 1 была предложена в работе И. С. Громека [15] для стационарных решений
уравнений Эйлера невязкой несжимаемой жидкости и позже через 8 лет неза-
висимо Бельтрами [16]. В российской литературе такие течения называются
течениями Громеки — Бельтрами или винтовыми течениями. История вопроса
подробно изложена в монографии О. Ф. Васильева [17].

В работе используются стандартные обозначения для операторов вектор-
ного анализа: ∇ = (∂x, ∂y, ∂z) — градиент, �w = ∂2

x + ∂2
y + ∂2

z — оператор
Лапласа. Частные производные по переменным обозначаются нижними ин-
дексами, например, ∂P

∂x = Px. Все рассматриваемые функции предполагаются
аналитическими.

1. Уравнение rot2m+1A = A. Имеет место следующая

Теорема 1. Общее решение системы

rot2m+1A = A, (1.1)

где m ≥ 0 целое, определяется из решения следующей системы уравнений:
1) функция R — решение уравнения �D2R+R = 0, где D = (−1)m�m;
2) функция Q — решение системы уравнений:

D2Qzz = D2Ryz −DRx −Q,
DQxz = DRxy +Qy +Rz,

DQyz = −DRxx −DRzz −Qx,
Qxx = −Qyy −�DRx −Ryz,

которая находится в инволюции в силу уравнения на R;
3) функция P определяется формулой P = DRy −DQz.
Доказательство. Так как divA = 0, то rot2A = ∇(divA) −�A = −�A.

Следовательно,
rot2mA = (−1)m�A

и уравнение (1.1) равносильно системе

�m rotA = (−1)mA, divA = 0. (1.2)

Обозначим D = (−1)m�m. Тогда систему (1.2) можно переписать в виде

DRy −DQz = P, DPz −DRx = Q, DQx −DPy = R, Px +Qy +Rz = 0.

Из первого уравнения исключаем P = DRy − DQz. Оставшиеся уравнения
принимают вид

D(DRy −DQz)z −DRx = Q,

DQx −D(DRy −DQz)y = R,

DRxy −DQxz +Qy +Rz = 0
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или
D2Qzz = D2Ryz −DRx −Q,
D2Qyz = D2Ryy −DQx +R,

DQxz = DRxy +Qy +Rz.

(1.3)

Составляем соотношение D(DQxz)z = (D2Qzz)x. В силу (1.3) оно примет
вид

D2Rxyz +DQyz +DRzz = D2Rxyz −DRxx −Qx
или

DQyz +DRzz = −DRxx −Qx.
Добавляем это соотношение к системе (1.3):

D2Qzz = D2Ryz −DRx −Q, D2Qyz = D2Ryy −DQx +R,

DQxz = DRxy +Qy +Rz, DQyz = −DRxx −DRzz −Qx.
(1.4)

Составляем соотношение D(DQyz) = D2Qyz. В силу (1.4) оно примет вид

−D2Rxx −D2Rzz −DQx = D2Ryy −DQx +R

или
�D2R+R = 0. (1.5)

Система (1.4) принимает вид

D2Qzz = D2Ryz −DRx −Q, DQxz = DRxy +Qy +Rz,

DQyz = −DRxx −DRzz −Qx, �D2R+R = 0.
(1.6)

Составляем соотношение (D2Qzz)y = D(DQyz)z . В силу (1.6) оно примет
вид

D2Ryyz −DRxy −Qy = −D2Rxxz −D2Rzzz −DQxz
или

�D2Rz −DRxy −Qy = −DRxy −Qy −Rz ,
или

(�D2R +R)z = 0

— тождество в силу (1.6).
Составляем соотношение (DQxz)y = (DQyz)x. В силу (1.6) оно примет вид

DRxyy +Qyy +Ryz = −DRxxx −DRxzz −Qxx
или

�DRx +Ryz = −Qxx −Qyy. (1.7)

Добавляем (1.7) к системе (1.6):

D2Qzz = D2Ryz −DRx −Q, DQxz = DRxy +Qy +Rz,

DQyz = −DRxx −DRzz −Qx, Qxx = −Qyy −�DRx −Ryz,
�D2R+R = 0.

(1.8)

Составляем соотношение (DQxz)x = (DQxx)z. В силу (1.8) оно примет вид

DRxxy +Qxy +Rxz = −DQyyz −�D2Rxz −DRyzz .
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В силу (1.5)
DRxxy +Qxy = −DQyyz −DRyzz.

Подставляем DQyz в силу (1.8):

DRxxy +Qxy = DRxxy +DRyzz +Qxy −DRyzz
— тождество.

Составляем соотношение (DQyz)xx = (DQxx)yz. В силу (1.8) оно примет
вид

−DRxxxx −DRxxzz −Qxxx = −DQyyyz −�D2Rxyz −DRyyzz.
В силу (1.8) подставляем DQyz:

−DRxxxx −DRxxzz −Qxxx = DRxxyy +DRyyzz +Qxyy −�D2Rxyz −DRyyzz
или

−DRxxxx −DRxxzz −Qxxx = DRxxyy +Qxyy −�D2Rxyz,

или
−�DRxx −Qxxx = Qxyy −�D2Rxyz.

В силу (1.5)
−�DRxx −Qxxx = Qxyy +Rxyz.

В силу (1.8) подставляем Qxx:

−�DRxx +Qxyy +�DRxx +Rxyz = Qxyy +Rxyz

— тождество.
Составляем соотношение (D2Qzz)xx = D2(Qxx)zz . В силу (1.8) оно примет

вид
D2Rxxyz −DRxxx −Qxx = −D2Qyyzz −�D3Rxzz −D2Ryzzz .

В силу (1.8) подставляем DQyz:

D2Rxxyz −DRxxx −Qxx = −D(−DRxx −DRzz −Qx)yz −�D3Rxzz −D2Ryzzz

или
−DRxxx −Qxx = DQxyz −�D3Rxzz.

В силу (1.5)
−DRxxx −Qxx = DQxyz +DRxzz.

В силу (1.8) подставляем DQyz:

−DRxxx −Qxx = −DRxxx −DRxzz −Qxx +DRxzz

— тождество.
Итак, система (1.8) находится в инволюции.
Теорема доказана.

Замечание 1. Если оператор D представить в виде

D = (−1)m
(
∂2m
z + . . .

)
,

то систему уравнений на функцию Q можно представить в виде

∂4m+2
z Q = . . . , ∂2m+1

z ∂xQ = . . . , ∂2m+1
z ∂yQ = . . . , ∂2

xQ = . . . ,
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разрешенном относительно старших производных, считая, что задан порядок
z > x > y. Старший моном имеет вид (2, 1, 4m+2), и можно выписать начальные
данные по Томасу для данной системы:

∂pz∂
q
xQ
∣∣
z=x=y=0

= αpq, p = 0, . . . , 4m+ 1, q = 0, 1,

где αpq — произвольные константы,

∂4m+2
z ∂qxQ

∣∣
x=y=0

= βq(z), q = 0, 1,

где βq(z) — произвольные функции переменной z,

∂pz∂
2
xQ
∣∣
z=y=0

= γp(x), p = 0, . . . , 4m+ 1,

где γp(x) — произвольные функции переменной x,

∂pz∂
q
x∂yQ

∣∣
z=x=0

= δpq(y), p = 0, . . . , 4m+ 1, q = 0, 1,

где δpq(y) — произвольные функции переменной y.
Для функции R начальные данные имеют следующий вид:

∂kzR|z=0 = rk(x, y), p = 0, . . . , 2m+ 1,

где rk(x, y) — произвольные функции переменных x и y.

2. Уравнение rot2mA = A. Рассмотрим уравнение

rot2mA = A. (2.1)

Так как rot2A = ∇ divA − �A и divA = div rot2mA = 0, рассматриваемое
уравнение равносильно системе

�mA = (−1)mA, divA = 0.

Докажем вспомогательную лемму.

Лемма 1. Пусть
L = ∂ny − L0

— дифференциальный оператор порядка n, где

L0 =
∑

0≤i+j+k≤n,j 6=n
aijk∂

i
x∂

j
y∂

k
z ,

aijk — постоянные коэффициенты. Тогда система

LP = P, LQ = Q, LR = R, Px +Qy +Rz = 0

находится в инволюции.

Доказательство. Перепишем систему в виде

∂ny P = L0P + P, ∂nyQ = L0Q+Q, ∂nyR = L0R+R, Px = −Qy −Rz.

Составим соотношение (∂ny P )x = ∂ny (Px). Имеем

L0Px + Px = −∂ny (Qy +Rz), L0Px + Px = −(∂nyQ)y − (∂nyR)z ,

L0Px + Px = −(L0Q+Q)y − (L0R+R)z, L0(Px +Qy +Rz) + Px +Qy +Rz = 0

— тождество в силу системы.
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Лемма доказана.

В силу леммы система

�mA = (−1)mA, divA = 0

находится в инволюции.

Найдем произвол решения этой системы.

Функция P находится из системы

Px = −Qy −Rz , ∂2m
y P = (−1)mP − (�m − ∂2m

y )P

по начальным данным

∂kyP
∣∣
x=y=0

= fk(z), k = 0, 1, . . . , 2m− 1.

Функции Q, R находятся из системы

∂2m
y Q = (−1)mQ− (�m − ∂2m

y )Q, ∂2m
y R = (−1)mR− (�m − ∂2m

y )R

по начальным данным

∂kyQ
∣∣
y=0

= qk(x, z), ∂kyR
∣∣
y=0

= rk(x, z), k = 0, 1, . . . , 2m− 1.

Здесь fk(z), qk(x, z), rk(x, z), k = 0, 1, . . . , 2m−1, — произвольные аналитические
функции своих аргументов.

Итак, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть

1) функции Q(x, y, z), R(x, y, z) — решение системы Коши — Ковалевской

∂2m
y Q = (−1)mQ− (�m − ∂2m

y )Q, ∂2m
y R = (−1)mR− (�m − ∂2m

y )R

с начальными данными

∂kyQ
∣∣
y=0

= qk(x, z), ∂kyR
∣∣
y=0

= rk(x, z), k = 0, 1, . . . , 2m− 1,

где qk(x, z), rk(x, z), k = 0, 1, . . . , 2m− 1, — произвольные аналитические функ-
ции своих аргументов;

2) функция P (x, y, z) — решение системы Коши — Ковалевской

Px = −Qy −Rz , ∂2m
y P = (−1)mP −

(
�m − ∂2m

y

)
P

с начальными данными

∂kyP
∣∣
x=y=0

= fk(z), k = 0, 1, . . . , 2m− 1,

где fk(z), k = 0, 1, . . . , 2m − 1, — произвольные аналитические функции своих
аргументов.

Тогда вектор-функция A = (P,Q,R) является решением уравнения (2.1).

3. Уравнение rotA = λA. Имеет место следующая
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Теорема 3. Пусть

1) R(x, y, z) 6= 0 — произвольная функция;

2) функции P (x, y, z), Q(x, y, z) — решение системы Коши — Ковалевской

Pz = Rx +
Q

R
(Qx − Py), Qz = Ry −

P

R
(Qx − Py)

с начальными данными

P |z=0 = P0(x, y), Q|z=0 = Q0(x, y),

где P0(x, y), Q0(x, y) — произвольные аналитические функции.

Тогда функция

λ =
1

R
(Qx − Py)

и вектор-функция A = (P,Q,R) являются решением уравнения

rotA = λA.

Доказательство. Система rotA = λA имеет вид

Ry −Qz = λP, Pz −Rx = λQ, Qx − Py = λR.

Из третьего уравнения выразим

λ =
1

R
(Qx − Py).

Тогда первое и второе уравнения примут вид

Ry −Qz =
P

R
(Qx − Py), Pz −Rx =

Q

R
(Qx − Py).

Разрешим их относительно производных:

Pz = Rx +
Q

R
(Qx − Py), Qz = Ry −

P

R
(Qx − Py).

Теорема доказана.

Заключение. Сформулируем следующие вопросы, которые являются есте-
ственным продолжением исследований данной статьи.

1. Рассмотреть систему

rotnA = λA.

Здесь λ(x, y, z) — заданная скалярная функция. Исследовать на совместность
в зависимости от λ при n ≥ 2.

2. Исследовать групповые свойства [18–20] системы

rotnA = λA.

в зависимости от функции λ(x, y, z) при n ≥ 1.
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