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О ЧИСЛЕ ЛОСИКА ––– ЧЕРНА

СЛОЕНИЙ КОРАЗМЕРНОСТИ 2

Ю. Д. Ефременко

Аннотация. Рассматривается первый класс Лосика — Черна (CL-класс) слоений
коразмерности 2 на расслоениях над окружностью со структурной группой, яв-
ляющейся циклической подгруппой специальной линейной группы над полем ком-
плексных чисел. Вводится понятие числа Лосика — Черна для слоений, имеющих
по крайней мере два гиперболических слоя. Показано, что для матриц, сопряжен-
ных диагональным с различными элементами на диагонали, не равными по модулю
единице, класс Лосика — Черна соответствующего слоения нетривиален. При этом
значение числа Лосика однозначно определяется диагональными элементами. Для
матриц, сопряженных диагональным с различными, но равными по модулю еди-
нице, элементами на диагонали класс Лосика — Черна тривиален. Для матриц,
сопряженных единичной, CL-класс тривиален, а для матриц, сопряженных жорда-
новой клетке, нетривиален.
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1. Введение

В теории характеристических классов слоений особое место занимает класс
Годбийона — Вея [1] для слоений коразмерности 1. К сожалению, для слоений
произвольной коразмерности ни один известный класс такого же развития и ак-
тивного исследования не получил. Различные характеристические классы были
предложены в работах Ботта и Хафлигера [2], Бернштейна и Розенфельда [3],
а также Фукса [4]. Данные классы задаются образующими относительных ко-
гомологий H∗(Wn,On(R)) алгебры Ли формальных векторных полей на Rn и
принадлежат когомологиям H∗(M) многообразия M , на котором определено
слоение. Также в работе [5] был предложен более общий подход к характе-
ристическим классам слоений — характеристические классы определяются как
элементы когомологий Чеха — де Рама Ȟ∗(M/F ) пространства слоев M/F .
Данные классы также могут быть спроектированы в H∗(M).

В недавней работе [6] были предложены характеристические классы Ло-
сика для слоений произвольной коразмерности. Данные классы определяются
как образы образующих когомологий Гельфанда — Фукса H∗(Wn,GLn(R)) и
H∗(Wn,On(R)) под действием гомоморфизмов:

χ′ : H∗(Wn,GLn(R)) ∼= H∗(S′(ptn))→ H∗(S′(M/F )),
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χ′′ : H∗(Wn,On(R)) ∼= H∗(S′′(ptn))→ H∗(S′′(M/F )).

Здесь ptn — точка в Rn, S(X) обозначает пространство струй бесконечного
порядка над пространствомX , а S′(X) = S(X)/GLn(R) и S′′(X) = S(X)/On(R).
Построение таких классов существенным образом опирается на понятие Dn-
пространства — предложенного Лосиком [7, 8] обобщения понятия многообра-
зия. Пространство струй над точкой S(ptn), пространство струй S(M/F ) над
пространством слоев и самоM/F рассматриваются именно как Dn-пространства.

В настоящее время данный подход является наиболее общим, и характе-
ристические классы Лосика несут в себе больше информации о слоении, чем
иные известные классы. В частности, недавно было показано [9], что для Dn-
пространства X существует следующая цепочка гомоморфизмов:

H∗(Wn,On(R)) ∼= H∗(S′′(ptn))→ H∗(S′′(X))→ Ȟ∗(S′′(X)) ∼= Ȟ∗(X).

В случае X = M/F из этого следует, что характеристические классы Лоси-
ка проектируются в классы из Ȟ∗(M/F ), более того, последний гомоморфизм

не является инъективным. При этом существует и гомоморфизм Ȟ∗(M/F ) →
H∗(M), переводящий классы Лосика в обыкновенные характеристические клас-
сы. В сравнении с классами из H∗(Wn,On(R)) классы из H∗(Wn,GLn(R)), на-
зываемые классами Лосика — Черна, не порождают никаких новых классов в
H∗(M) и Ȟ∗(M/F ), однако для слоений коразмерности 1 первый класс Ло-
сика — Черна имеет тривиальные образы в H∗(M) и Ȟ∗(M/F ), при этом не
являясь тривиальным [10].

В настоящей работе рассматривается упрощенная версия первого класса
Лосика — Черна слоений коразмерности 2, принадлежащаяH2(B(M/F )). Кон-
струкция D4-пространства B(X) над D2-пространством X будет описана в сле-
дующем разделе. Для слоений, имеющих по крайней мере два гиперболических
слоя, найдены условия нетривиальности первого класса Лосика — Черна, зави-
сящие от свойств образующего группы голономии компактных слоев. Также
предложено число Лосика — Черна — некоторый числовой инвариант, с по-
мощью которого можно доказать нетривиальность первого класса Лосика —
Черна. Кроме того, рассмотрены примеры слоений на расслоениях над S1 со
структурной группой, порожденной элементом из SL2(C). Для таких слоений
с использованием первого класса Лосика — Черна построено их разбиение на
попарно недиффеоморфные классы, зависящие от класса сопряженности мат-
рицы из SL2(C).

2. Первый класс Лосика — Черна

Ключевым объектом в построении модифицированных классов Лосика яв-
ляется Dn-пространство — обобщение понятия многообразия, предложенное Ло-
сиком [7]. На Dn-пространстве можно ввести гладкую структуру, позволяющую
определить дифференциальные формы и соответственно когомологии де Ра-
ма. Dn-пространствами являются любое гладкое многообразие размерности n,
пространство слоев M/F слоения F коразмерности n на многообразии M и
пространство орбит N/G n-мерного многообразия N под действием некоторой
группы диффеоморфизмовG. Dn-пространствам и классам Лосика посвящены,
например, работы [6–8], поэтому здесь приведем лишь основные результаты.

Для открытого множества U ⊂ R2 с координатами (y1, y2) определим мно-
жество S2(U) с координатами (yi, yij, y

i
jk), i, j, k = 1, 2, которые под действием
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локальных диффеоморфизмов U в открытое множество V ⊂ R2 изменяются
следующим образом:

αi = αi(y1, y2), αij =
∂αi

∂yp
ypj , αijk =

∂yp

∂αj
∂2αi

∂yp∂yq
∂yq

∂αk
+
∂yp

∂αj
∂αi

∂ys
∂yq

∂αk
yspq, (1)

где (αi, αij , α
i
jk) — координаты на V . Действие группы GL2(R) на S2(U) в ука-

занных координатах имеет вид [10]

A : (yi, yij, y
i
jk) 7→ (yi, yipA

p
j , y

i
jk),

где A = (Aij) ∈ GL2(R). Следовательно, функции
(
yi, yijk

)
являются координа-

тами на S′2(U) = S2(U)/GL2(R).
Пусть X — D2-пространство, оно определяется набором открытых мно-

жеств {Ua | a ∈ A}, Ua ⊂ R2, и набором локальных диффеоморфизмов (мор-
физмов) {mab | a, b ∈ A}, mab : Ua → Ub. Для каждого Ua можно рас-
смотреть множество S′2(Ua), которое является открытым подмножеством R8.
Кроме того, для каждого морфизма mab существует индуцированный морфизм
m̃ab : S′2(Ua) → S′2(Ub), определенный согласно (1). Набор открытых множеств
{S′2(Ua) | a, b ∈ A} вместе с набором морфизмов {m̃ab | a, b ∈ A} определяют
некоторое D8–пространство, которое обозначается через S′2(X).

Первым классом Лосика — Черна D2-пространства X называется когомо-
логический класс из H2(S′2(X)), на каждой карте S′2(Ua) представленный фор-
мой dyiik∧dyk [6]. Для любого морфизма карт m̃ab : S′2(Ua)→ S′2(Ub) выполнено
m̃∗ab

(
dyiik ∧ dyk

)
= dyiik ∧ dyk, поэтому данная форма действительно определяет

некоторый элемент из �2(S′2(X)). К сожалению, для изучения данный класс
достаточно сложен, поэтому далее рассматривается упрощенная его версия.

Для открытого множества U ⊂ R2 рассмотрим пространство S̃2(U) с ко-

ординатами (yi, yij , yi), где yi = yjji. Далее рассмотрим фактор-пространство

B(U) = S̃2(U)/GL2(R) с координатами (yi, yi). Таким же образом, как и в слу-
чае S′2(X), для D2-пространства X можно определить D4- пространство B(X).
Первым классом Лосика — Черна (CL-классом) со значениями в H2(B(X)) на-
зывается класс, определяемый симплектической формой dyi∧dyi в координатах
(yi, yi) [6]. В частности, если F — это слоение коразмерности 2 на многообра-
зии M , а X = M/F , то первый класс Лосика — Черна X называется первым
классом Лосика — Черна слоения F . CL-класс D2-пространства X тривиален
тогда и только тогда, когда для каждой карты k : U → X существует форма
ωU такая, что

dωU = dy1 ∧ dy1 + dy2 ∧ dy2

и для каждого морфизма D2-карт m : U1 → U2 выполнено m̃∗ωU2 = ωU1 .
Перед тем как двигаться дальше, приведем некоторые вспомогательные

сведения о пространствах B(U). Пусть есть еще одно открытое множество
V ⊂ R2 и локальный диффеоморфизм h : U → V . Обозначим через (ηi, ηi)

координаты на B(V ). Тогда индуцированное отображение h̃ : B(U) → B(V )
определяется следующим образом:

ηi = ηi(y1, y2), ηi =
∂yp

∂ηj
∂2ηj

∂yp∂yq
∂yq

∂ηi
+
∂yj

∂ηi
yj , i = 1, 2. (2)

Пусть на U задано некоторое векторное поле V = (V 1, V 2), тогда индуцирован-

ное векторное поле Ṽ на B(U) имеет компоненты

Ṽ i = V i(y1, y2), Ṽi =
∂2V j

∂yj∂yi
− ∂V j

∂yi
yj .
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Для доказательства данного факта достаточно рассмотреть однопараметриче-

скую группу диффеоморфизмов {ϕt}t∈R, порожденную Ṽ , затем воспользовать-

ся соотношениями (2) и равенством Ṽ = d
dtϕ|t=0.

4. Число Лосика — Черна слоения коразмерности 2

Пусть Mn — многообразие размерности n, на котором задано некоторое
слоение F = {Lα}α∈A коразмерности 2. Пусть также в многообразии прове-
дена трансверсаль D2 — поверхность размерности 2, трансверсальная к слоям
слоения. Допустим, что для некоторого слоя L его псевдогруппа голономии
порождается локальным диффеоморфизмом f : D2 → D2. Тогда простран-
ство слоев Mn/F совпадает с пространством орбит D2/〈f〉, где 〈f〉 — группа,
порожденная диффеоморфизмом f . Пусть далее X = Mn/F = D2/〈f〉.

В пространстве �2(B(D2)) существует форма y1 ∧ y1 + y2 ∧ y2, инвариант-
ная относительно любого диффеоморфизма пространстваB(D2), порожденного
диффеоморфизмом D2, т. е. для любого диффеоморфизма ϕ : D2 → D2 и его
продолжения ϕ̃ на B(D2) согласно (2) выполнено

ϕ∗(y1 ∧ y1 + y2 ∧ y2) = y1 ∧ y1 + y2 ∧ y2.

В частности f̃∗(y1 ∧ y1 + y2 ∧ y2) = y1 ∧ y1 + y2 ∧ y2, следовательно, эта форма
определяет класс в

H2(B(D2/〈f〉)) = H2(B(X)).

Когомологический класс этой формы в H2(B(X)) называется первым классом

Лосика — Черна слоения F . Класс Лосика — Черна тривиален тогда и только
тогда, когда для каждой карты k : U → D2 найдется форма ωU ∈ �1(B(U)),

инвариантная относительно f̃∗, такая, что dωU = y1∧y1 +y2∧y2 и для каждого

морфизма карт h̃ : B(U) → B(V ), определенного в (2), выполнено h̃∗ωV =
ωU [6].

Следовательно, в этом случае исследование слоения сводится к изучению
псевдогруппы группы голономии некоторого его слоя, а именно, к изучению
свойств диффеоморфизма f на D2. Предположим далее, что f на D2 имеет две
неподвижные точки a1 и a2. Назовем число ln(| detJf(a1)/ detJf(a2)|) числом

Лосика — Черна слоения F . Здесь Jf(a) — матрица Якоби диффеоморфизма
f в точке a.

Слой L слоения F назовем гиперболическим, если его псевдогруппа голо-
номии содержит элемент f такой, что для соответствующей слою точки a ∈ D2

выполнено f(a) = a и Jf(a) не содержит 1 среди собственных значений. Са-
ма точка a при этом называется неподвижной гиперболической, а элемент f
псведогруппы голономии — гиперболическим.

Лемма 1. Пусть a — неподвижная гиперболическая точка f на трансвер-
сали D2 слоения F коразмерности 2. Тогда в пространстве B(D2) существует

единственная точка ã, неподвижная относительно действия f̃ .

Доказательство. Под действием диффеоморфизма f̃ : (yi, yi) 7→ (αi, αi)
координаты изменяются следующим образом согласно (2):

αi = f i(y1, y2),

αk =
∂(f−1)p

∂αj
(α1, α2)

∂2f j

∂yp∂yq
(y1, y2)

∂(f−1)q

∂αk
(α1, α2) +

∂(f−1)j

∂αk
yj(α

1, α2).
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Пусть неподвижная точка a имеет координаты
(
y1
0 , y

2
0

)
. Тогда αi = yi0 и непо-

движная точка ã отображения f̃ имеет координаты
(
y1
0 , y

2
0 , y1,0, y2,0

)
, где yi,0 —

решение системы

y1 =
∂(f−1)p

∂αj
(
y1
0 , y

2
0

) ∂2f j

∂yp∂yq
(
y1
0 , y

2
0

)∂(f−1)q

∂α1

(
y1
0 , y

2
0

)
+
∂(f−1)j

∂α1
yj
(
y1
0 , y

2
0

)
,

y2 =
∂(f−1)p

∂αj
(
y1
0 , y

2
0

) ∂2f j

∂yp∂yq
(
y1
0 , y

2
0

)∂(f−1)q

∂α2

(
y1
0 , y

2
0

)
+
∂(f−1)j

∂α2
yj(y

1
0 , y

2
0)

Эту систему можно переписать в матрично-векторном виде:

(
y1
y2

)
= J(f−1)

(
y1
0 , y

2
0

)
(
Hf1

(
y1
0 , y

2
0

)
(

∂(f−1)1

∂α1

(
y1
0 , y

2
0

)

∂(f−1)2

∂α1

(
y1
0 , y

2
0

)
)

+ Hf2
(
y1
0 , y

2
0

)
(

∂(f−1)1

∂α2

(
y1
0 , y

2
0

)

∂(f−1)2

∂α2

(
y1
0 , y

2
0

)
))

+ J(f−1)
(
y1
0 , y

2
0

)( y1
y2

)
,

где Hf i
(
y1
0 , y

2
0

)
— гессиан функции f i в точке

(
y1
0 , y

2
0

)
. Преобразуем далее:

(
Jf
(
y1
0 , y

2
0

)
− E

)( y1
y2

)

= Hf1
(
y1
0 , y

2
0

)
(

∂(f−1)1

∂α1

(
y1
0 , y

2
0

)

∂(f−1)2

∂α1

(
y1
0 , y

2
0

)
)

+Hf2
(
y1
0 , y

2
0

)
(

∂(f−1)1

∂α2

(
y1
0 , y

2
0

)

∂(f−1)2

∂α2

(
y1
0 , y

2
0

)
)
.

Правая часть не зависит от y1 и y2, поэтому при фиксированных y1
0 и y2

0 это
линейная система с постоянной матрицей. Так как 1 не является собственным
значением матрицы Jf , матрица данной системы невырожденная, следователь-
но, существует единственное решение (y1,0, y2,0). Таким образом, существует

единственная неподвижная точка ã отображения f̃ в B(D2). �

Следующая теорема показывает, каким образом по числу Лосика — Черна
можно определять нетривиальность первого класса Лосика — Черна.

Теорема 1. Пусть слоение F коразмерности 2 имеет два гиперболических
слоя L1 и L2, причем гиперболические элементы псевдогрупп голономии обоих
слоев можно продолжить до одного и того же локального диффеоморфизма
трансверсали. Тогда если число Лосика — Черна не равно нулю, класс Лосика —
Черна слоения F нетривиален.

Доказательство. Пусть D2 — общая трансверсаль для cлоев L1 и L2,
f : D2 → D2 — диффеоморфизм, продолжающий гиперболические элементы
слоев L1 и L2. Пусть также a1, a2 ∈ D2 — неподвижные гиперболические точки
f , соответствующие слоям L1 и L2. По лемме 1 существуют точки ã1 и ã2 из

B(D2), неподвижные относительно f̃ . Рассмотрим гладкий путь γ(t) (t ∈ [0, 1])
в B(D2), соединяющий ã1 и ã2 (γ(0) = ã1, γ(1) = ã2). Пусть yi(t) и yi(t) (i = 1, 2,
t ∈ [0, 1]) — уравнения кривой γ. Рассмотрим отображение l : [0, 1]2 → B(D2),
заданное в координатах уравнениями

yi(t, s) = (1−s)yi(t)+sỹi(t), yi(t, s) = (1−s)yi(t)+sỹi(t), t, s ∈ [0, 1], i = 1, 2.

Здесь ỹi(t) и ỹi(t) — координаты точки f̃(γ(t)). Отображение l определяет неко-
торую двумерную поверхность в B(D2), натянутую на замкнутый контур, об-

разованный кривой γ(t) и ее образом под действием f̃ . В пространстве B(X)
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отображение l̃, полученное композицией l и проекцией B(D2) в B(X), опреде-
ляет некоторую замкнутую поверхность. Обозначим эту поверхность через S.
Учитывая

dyi ∧ dyi = d(yidy
i) и f̃∗(yidy

i) =
∂yp

∂f j
∂2f j

∂yp∂yk
dyk + yi dy

i,

получаем
∫

S

dyi ∧ dyi =

∫

S

d(yidy
i) =

∫

∂S

yi dy
i

=

∫

γ

yi dy
i −

∫

f̃(γ)

yi dy
i =

∫

γ

yi dy
i −
∫

γ

f̃∗(yi dy
i) = −

∫

γ

∂yp

∂f j
∂2f j

∂yp∂yk
dyk

= −
∫

γ

1

detJf

∂

∂yi

(
∂f1

∂y1

∂f2

∂y2
− ∂f1

∂y2

∂f2

∂y1

)
dyi = −

∫

γ

d (ln | detJf |)

= − ln

∣∣∣∣
detJf(a1)

detJf(a2)

∣∣∣∣ 6= 0. �

Таким образом, с помощью числа Лосика — Черна можно изучать триви-
альность/нетривиальность первого класса Лосика — Черна слоений, имеющих
два гиперболических слоя с общей трансверсалью. Стоит отметить, что лем-
ма 1 и теорема 1 являются обобщением результатов Лосика [7], полученных
для случая коразмерности 1. Кроме того, с помощью числа Лосика — Черна
нельзя определить тривиальность класса, но на рассматриваемых далее приме-
рах нулевое число Лосика — Черна соответствует тривиальному первому классу
Лосика — Черна. Однако несомненный плюс такого инварианта состоит в том,
что для его вычисления нет необходимости прибегать к аппарату струй — до-
статочно свойств самого слоения в окрестности гиперболических слоев.

4. Приложение к конкретным слоениям

В данном разделе под гладкостью функции понимается бесконечная глад-
кость. Соответственно все слоения также являются C∞-слоениями. Рассмот-
рим действие группы SL2(C) на CP 1, каждая матрица A действует как линейное
преобразование. Также это действие совпадет с дробно-линейным действием на
расширенной комплексной плоскости C. Далее это действие будем понимать
именно таким образом:

A =

(
a b
c d

)
; ϕA(z) =

az + b

cz + d
.

Замене координат (линейной в случае CP 1 или дробно-линейной в случае C)
будет соответствовать сопряжение матрицы A ∈ SL2(C) некоторой невырож-
денной матрицей T ∈ GL2(C). Если матрица A равна ±E, то в любой системе
координат ϕA действует тождественно, ведь тогда

ϕA(z) =
±z
±1

= z.

Если A имеет два различных собственных значения λ и 1/λ, то найдется такая
матрица T ∈ GL2(C), что T−1AT диагональная с собственными значениями на
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диагонали. Наконец, A может быть сопряжена жордановой клетке с 1 или −1
на диагонали. При этом в новой системе координат

ϕA(z) =
±z + 1

±1
= z ± 1.

Таким образом, с точностью до линейной замены координат существует четыре
типа таких преобразований CP 1:

(
1 0
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
1 −1
0 1

)
,

(
λ 0
0 1/λ

)
, λ 6= 1, λ 6= 0.

Степени каждого из этих преобразований продолжаются до однопарамет-
рической группы диффеоморфизмов, явные формулы будут представлены да-
лее. Для заданной матрицы A ∈ SL2(C) обозначим соответствующий диффео-
морфизм C через ϕA, а группу — через {ϕA,t}t∈R. С помощью данной груп-

пы можно построить слоение FA коразмерности 2 на C × S1 (S1 — единичная
окружность) следующим образом. Рассмотрим сначала слоение на C× [0, 1] со
слоями

Lz = {(ϕA,t(z), t) : t ∈ [0, 1]}, z ∈ C.
Затем рассмотрим фактор-пространство данного пространства по отношению
эквивалентности ∼, где (z, 0) ∼ (w, 1), если z = w. Таким образом строится
некоторое слоение FA на C× S1 со слоями

Lz = {(ϕA,t(z), e2πit) : t ∈ R}, z ∈ C.

Отметим, что слой Lz совпадает со слоем LϕA(z). В этом случае C будет транс-
версалью размерности 2 для данного слоения. Для таким образом заданных
слоений верна следующая

Теорема 2. Пусть для матрицы A ∈ SL2(C) построено слоение FA по
описанной выше процедуре. Тогда выполнено следующее:

• если A ∼
(

1 0
0 1

)
, то первый класс Лосика — Черна слоения FA три-

виален;

• если A ∼
(

1 1
0 1

)
или A ∼

(
1 −1
0 1

)
, то первый класс Лосика — Черна

слоения FA нетривиален;

• если A ∼
(
λ 0
0 1/λ

)
с |λ| 6= 1, то первый класс Лосика — Черна слоения

FA нетривиален. Более того, по числу Лосика — Черна можно явно
вычислить значение |λ|;
• если A ∼

(
λ 0
0 1/λ

)
с λ 6= 1, |λ| = 1, то первый класс Лосика — Черна

слоения FA тривиален.

Доказательство этой теоремы будет разбито на несколько лемм в зави-
симости от рассматриваемых случаев. Перед этим напомним, каким образом
можно определять тривиальность или нетривиальность первого класса Лоси-
ка — Черна.

Класс определяется формой dyi ∧ dyi в координатах (yi, yi) пространства
B(C). Он тривиален тогда и только тогда, когда существует форма ω ∈ �1(B(C)),
инвариантная относительно диффеоморфизма ϕ̃A, порожденного действием ϕ
матрицы A на C, и такая, что dω = dyi ∧ dyi. Если такая форма существует,
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то можно считать, что она инвариантна и относительно всей группы диффео-
морфизмов {ϕ̃A,t}t∈R пространства B(C), порожденной группой {ϕA,t}t∈R [11].
В этом случае инвариантность формы ω равносильна равенству L

Ṽ
ω = 0, где

L — производная Ли, а Ṽ — векторное поле группы {ϕ̃A,t}t∈R. Таким образом,
тривиальность первого класса Лосика — Черна равносильна существованию для
каждой карты (Ui, ki) гладкой формы ωUi , удовлетворяющей условиям:

dωUi = dy1 ∧ dy1 + dy2 ∧ dy2, L
Ṽ
ωUi = 0,

причем для любого морфизма карт h̃ : B(Ui) → B(Uj), определенного в (2),

выполнено h̃∗ωUj = ωUi . В работе [6] было показано, что тривиальность первого
класса Лосика — Черна равносильна существованию для каждой карты (Ui, ki)
гладкой функции ηi на B(Ui) такой, что

∂V k

∂yk
+ Ṽ ηi = c(i) = const, (3)

и на каждом пересечении Ui ∩ Uj выполнено

dηi =
∂yp

∂αl
∂2αl

∂yp∂yq
dyq + dηj , (4)

где yk и αk — координаты на Ui и Uj соответственно. Для одной карты уравне-
ние на нахождение такой гладкой функции принимает вид

V 1 ∂G

∂y1
+ V 2 ∂G

∂y2
+ V1

∂G

∂y1
+ V2

∂G

∂y2
= −∂V

1

∂y1
− ∂V 2

∂y2
+R, (5)

где V i и Vi — компоненты векторного поля V , а R — некоторая постоянная.
При этом искомая форма имеет вид

ωU = dG+ y1 dy
1 + y2 dy

2. (6)

Таким образом, для того чтобы доказать тривиальность первого класса
Лосика — Черна, необходимо предъявить гладкое решение уравнения (5) для
каждой карты, согласованное с морфизмами согласно (4), или доказать, что оно
существует. Для доказательства нетривиальности класса необходимо доказать,
что уравнение (5) гладкого решения не имеет. Для такой проверки в случае
FA необходимо определить действие матрицы A ∈ SL2(R) на трансверсали C в
декартовых координатах (y1, y2), а затем и порожденного им диффеоморфизма
пространства B(C) в координатах (yi, yi), после этого необходимо найти компо-

ненты векторного поля Ṽ и исследовать уравнение (5).

Лемма 2. Пусть A ∼
(

1 0
0 1

)
, тогда первый класс Лосика — Черна слое-

ния FA тривиален.

Доказательство. В этом случае действие матрицы A на трансверсали

тождественно, поэтому компоненты векторного поля Ṽ равны нулю. Следова-
тельно, при постояннойR = 0 любая гладкая форма на B(C) является решением
уравнения (5). Рассмотрим две карты (U1, k1) и (U2, k2), накрывающие C:

k1 : U1 = R2 → C, k1(y
1, y2) = y1 + i · y2.

k2 : U2 = R2 → C, k2(η
1, η2) =

η1 − i · η2

(η1)2 + (η2)2
.
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Морфизм карт m : U1 → U2 действует следующим образом:

m

((
y1

y2

))
=

1

(y1)2 + (y2)2

(
y1

−y2

)
=

(
η1

η2

)
.

Тогда индуцированное отображение m̃ : B(U1)→ B(U2) определяется как

η1 =
y1

(y1)2 + (y2)2
; η2 =

−y2

(y1)2 + (y2)2
;

η1 = y1((y
2)2 − (y1)2)− 2y2y

1y2 + 4y1;

η2 = 2y1y
1y2 + y2((y

1)2 − (y2)2)− 4y2.

Если ω = dG+η1 dη
1+η2 dη

2 — форма на B(U2) для некоторой гладкой функции
G(η1, η2, η1, η2), то ее образом на B(U1) под действием m̃∗ является форма

k̃∗(ω) = dk̃∗(G)− 2 d ln((y1)2 + (y2)2) + y1 dy
1 + y2 dy

2. (7)

Пусть ωU1 и ωU2 — гладкие формы на B(U1) и B(U2) соответственно, заданные
как

ωU1 = −d ln(1 + (y1)2 + (y2)2) + y1 dy
1 + y2 dy

2,

ωU2 = −d ln(1 + (η1)2 + (η2)2) + η1 dη
1 + η2 dη

2.

Так как компоненты векторного поля Ṽ нулевые, любая дифференциальная
форма вида (6) удовлетворяет уравнению (5). Следовательно,

L
Ṽ
ωU1 = L

Ṽ
ωU2 = 0.

Кроме того, легко заметить, что dωU1 = dyi ∧ dyi, dωU2 = dηi ∧ dηi. Также
прямыми вычислениями можно показать, что m̃∗(ωU2) = ωU1 . Таким образом,
класс Лосика — Черна в этом случае тривиален. �

Лемма 3. Пусть A ∼
(

1 1
0 1

)
или A ∼

(
1 −1
0 1

)
, тогда класс Лосика —

Черна слоения FA нетривиален.

Доказательство. На трансверсали C слоение FA задает диффеомор-
физм ϕA(z) = z ± 1. Он имеет одну неподвижную точку — бесконечно уда-
ленную z = ∞, поэтому определить число Лосика в этом случае нельзя. Дан-
ный диффеоморфизм можно вписать в однопараметрическую группу {ϕA,t}t∈R,
задаваемую по правилу ϕA,t(z) = z + t. Определяется каждый ϕA,t матрицей

At =

(
1 t
0 1

)
.

На этом этапе видно, что обе матрицы из условия леммы порождают одну и ту
же группу, поэтому далее эти случаи различаться не будут.

Для того чтобы изучить свойства слоения в окрестности неподвижной точ-
ки, необходимо сделать замену координат, чтобы неподвижная точка стала соб-
ственной. С этой целью приведем матрицу A не к жордановой нормальной
форме, а к нормальной форме Фробениуса [12]. Тогда матрица At будет подоб-

на матрице Ãt:

Ãt =

(
0 1
1 1

)−1(
1 t
0 1

)(
0 1
1 1

)
=

(
1− t −t
t 1 + t

)
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Соответствующий диффеоморфизм C выглядит следующим образом:

ψt(z) =
(1− t)z − t
tz + 1 + t

.

Он имеет единственную неподвижную точку z = −1, причем ψ1 будет образу-
ющим группы голономии слоя, проходящего, через z = −1. В ее окрестности
и будет изучаться поведение слоения. Обозначим соответствующую карту как
(U, k), где

k : U = R2 → C, k(x, y) = x+ i · y.
Определим действие ψt в этих координатах и вычислим компоненты по-

рождаемого группой векторного поля V :

ψt

((
x
y

))
=

1

(tx+ t+ 1)2 + (ty)2

(
(t− t2)(x2 + y2) + (1− 2t2)x− (t2 + t)

y

)
.

Можно вычислить компоненты векторного поля V , порожденного ψt:

V 1(x, y) =
d

dt
ψ1
t (x, y)

∣∣∣∣
t=0

= −x2 + y2 − 2x− 1,

V 2(x, y) =
d

dt
ψ2
t (x, y)

∣∣∣∣
t=0

= −2y(1 + x).

Пусть (y1, y2, y1, y2) с y1 = x, y2 = y — координаты на пространстве B(U).

Так же, как группа {ψt}t∈R порождает группу {ψ̃t}t∈R на B(U), векторное поле

V на U порождает векторное поле Ṽ на B(U). Его компоненты вычисляются
следующим образом:

Ṽ 1 = V 1 = −(y1)2 + (y2)2 − 2y1 − 1,

Ṽ 2 = V 2 = −2(y1 + 1)y2,

Ṽ1 =
∂2V j

∂y1∂yj
− ∂V j

∂y1
yj = 2(y1 + 1)y1 + 2y2y2 − 4,

Ṽ2 =
∂2V j

∂y2∂yj
− ∂V j

∂y2
yj = 2(y1 + 1)y2 − 2y2y1,

Для удобства сделаем линейную замену переменных ξ = y1 + 1, η = y2, r = y1,
s = y2, тогда для данного векторного поля уравнение (5) принимает вид

(η2 − ξ2)∂G
∂ξ
− 2ξη

∂G

∂η
+ 2(ξr + ηs− 2)

∂G

∂r
+ 2(ξs− ηr)∂G

∂s
= 4ξ +R. (8)

Покажем, что данное уравнение не имеет гладких решений на B(U). Обозначим
через W = R2 \ {η = 0} подмножество координатной окрестности U = R2, на
котором η не равно нулю. Нетрудно проверить, что функции

I1 = (ξ2 + η2)/η, I2 = −4ξ + (ξ2 − η2)r + 2ξηs, I3 = 4η − 2ξηr + (ξ2 − η2)s

являются гладкими на B(W ) решениями однородного уравнения Ṽ G = 0. В то
же время функция

G0 =
Rξ

ξ2 + η2
− ln η2

является гладким на B(W ) решением неоднородного уравнения Ṽ G = 4ξ +R.
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Линии уровня I1 = c на W — это окружности радиуса |c|/2 с центром в
точке (0, c/2), причем через каждую точку W проходит единственная окруж-
ность. Введем на W новую систему координат (t, I1), где I1 6= 0 соответствует
некоторой окружности а t — положение точки на этой окружности. Формулы
перехода в этом случае имеют вид

{
ξ = − I12 sin(2 arctg t),

η = I1
2 (1 + cos(2 arctg t)),

{
t = −ξ/η,
I1 = ξ2+η2

η .

При фиксированных (ξ, η) отображение

hξ,η : {ξ, η} × R2 → R2, hξ,η(ξ, η, r, s) = (I2, I3)

является диффеоморфизмом, так как это линейное отображение с невырожден-
ной матрицей. Следовательно, набор функций (t, I1, I2, I3) можно рассматри-
вать как глобальную систему координат на B(W ). В этой системе координат

однородное уравнение Ṽ G = 0 принимает вид

∂G

∂t
·
(
V 1 ∂t

∂ξ
+ V 2 ∂t

∂η

)
= −∂G

∂t
· ξ

2 + η2

η
= 0.

Так как ξ2 + η2 6= 0 в B(W ), однородное уравнение сводится к G′t = 0. Тогда

общее решение уравнения Ṽ G = 0 в области B(W ) имеет вид D(I1, I2, I3), где
D — некоторая гладкая на (R \ {0})× R2 функция.

Пусть G — некоторое гладкое в B(W ) решение уравнения (8), тогда G−G0

— гладкое в B(W ) решение однородного уравнения Ṽ G = 0. Поэтому G−G0 =
D(I1, I2, I3) для некоторой гладкой в (R\{0})×R2 функции D. Таким образом,
общее решение уравнения (8) в области B(W ) = R4 \ {η = 0} имеет вид

G(ξ, η, r, s) =
Rξ

ξ2 + η2
− ln

1

η2

+D

(
ξ2 + η2

η
; −4ξ + (ξ2 − η2)r + 2ξηs; 4η − 2ξηr + (ξ2 − η2)s

)
. (9)

Первый класс Лосика — Черна тривиален тогда и только тогда, когда дан-
ное решение допускает гладкое продолжение на всё B(U), т. е. и на гипер-
плоскость η = 0. Первый аргумент функции D имеет особенность при η = 0,
остальные аргументы гладкие. Второе слагаемое решения также имеет особен-
ность при η = 0, а первое — при ξ = η = 0.

Предположим, что такое продолжение существует, т. е. существует беско-

нечно гладкое в B(U) = R4 решение G̃, в области R4 \ {η = 0} имеющее вид (9).
Положим ξ = 0, η = 1, r = 0, s = 4. Тогда

G(0, 1, 0, 4) = D(1, 0, 0).

Таким образом, D(1, 0, 0) <∞, кроме того, в силу гладкости своих аргументов
в окрестности точки (1, 0, 0) функция D бесконечно гладкая. Далее положим
ξ = 1/

√
n и η = 1/n, r = 0, s = 4. Отсюда

G(0, 0, 0, 4) = lim
n→∞

G

(
1√
n
,
1

n
, 0, 4

)

= lim
n→∞

(
R/
√
n

1/n+ 1/n2
− lnn2 +D

(
1/n+ 1/n2

1/n
;− 4√

n
+

8

n
√
n

;
4

n
+ 4

(
1

n
− 1

n2

)))
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= lim
n→∞

(
R
√
n

1 + 1/n
− lnn2

)
+ lim
n→∞

D

(
1 + 1/n;− 4√

n
+

8

n
√
n

;
4

n
+ 4

(
1

n
− 1

n2

))

= lim
n→∞

(
R
√
n

1 + 1/n
− lnn2

)
+D(1, 0, 0).

Таким образом

G(0, 0, 0, 4) =

{
+∞ при R > 0,

−∞ при R 6 0.

Следовательно, решение уравнения (8) гладким быть не может. Поэтому пер-
вый класс Лосика — Черна слоения FA нетривиален. �

Лемма 4. Пусть A ∼
(
λ 0
0 1/λ

)
с λ 6= 0, |λ| 6= 1, тогда первый класс

Лосика — Черна слоения FA нетривиален. Более того, по числу Лосика —
Черна можно явно вычислить значение |λ|.

Доказательство. На трансверсали C слоение FA задает диффеомор-
физм ϕA(z) = λ2z. Он имеет две неподвижные точки: z = 0 и z = ∞. Для
доказательства нетривиальности класса Лосика — Черна воспользуемся теоре-
мой 1. Для того чтобы вычислить матрицу Якоби в окрестности бесконечно
удаленной точки, необходимо сделать такую замену координат, что обе точки
станут собственными для C. Для этого от жордановой нормальной формы пе-
рейдем к нормальной форме Фробениуса таким же образом, как и в лемме 3.

Тогда матрица A подобна матрице Ã:

Ã =

(
1/λ 1
λ 1

)−1(
λ 0
0 1/λ

)(
1/λ 1
λ 1

)
=

(
0 −1
1 λ+ 1/λ

)
.

Соответствующий диффеоморфизм C выглядит следующим образом:

ψ(z) =
−1

z + (λ+ 1/λ)
.

Он имеет ровно две неподвижные точки: z = −λ и z = −1/λ. Далее для
удобства обозначим q = λ + 1/λ = α + iβ. В декартовых координатах (x, y)
(z = x+ iy, x, y ∈ R) диффеоморфизм ψ действует следующим образом:

ψ

((
x
y

))
=

−1

(x+ α)2 + (y + β)2

(
x+ α
−y − β

)
.

Можно вычислить матрицу Якоби:

Jψ =
1

(x+ α)2 + (y + β)2

(
(x+ α)2 − (y + β)2 2(x+ α)(y + β)
−2(x+ α)(y + β) (x+ α)2 − (y + β)2

)
.

Тогда в точке (x, y) определитель матрицы Якоби равен

detJψ(x, y) =
1

((x+ α)2 + (y + β)2)2
.

В терминах переменной z определитель равен 1/|z+q|2. Видим, что в неподвиж-
ной точке z = −λ он равен |λ|2, а в неподвижной точке z = −1/λ равен 1/|λ|2.
При |λ| 6= 1 данные значения не совпадают. Непосредственной проверкой мож-
но убедиться в том, что в этом случае 1 не является собственным значением
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матрицы Якоби в каждой из неподвижных точек. Следовательно, по теореме 1
класс Лосика — Черна слоения FA нетривиален. Кроме того, для слоения FA

число Лосика — Черна равно

ln
detJψ(−λ)

detJψ(−1/λ)
= 4 ln |λ|.

Таким образом, |λ| однозначно определяется по числу Лосика — Черна. �
Остался последний случай: |λ| = 1. Здесь уже не получится использо-

вать результаты, связанные с числом Лосика — Черна, так как оно равно нулю.
Необходимо проверять тривиальность первого класса Лосика — Черна напря-
мую, исследуя решение дифференциального уравнения (5).

Лемма 5. Пусть A ∼
(
λ 0
0 1/λ

)
с λ 6= 1, λ 6= 0, |λ| = 1, тогда первый

класс Лосика — Черна слоения FA тривиален.

Доказательство. В этом случае слоение определяет такой же диффео-
морфизм ϕA, как и в лемме 4. Его можно дополнить до однопараметрической
группы {ϕA,t}t∈R, определяемой матрицами

At =

(
λt 0
0 1/λt

)
.

Эта группа имеет две неподвижные точки z = 0 и z = ∞. Сделаем замену
координат так, чтобы локальная система координат содержала обе неподвиж-
ные точки. Линейной заменой переменной переведем матрицу A к нормальной
форме Фробениуса. Обозначим через U = R2 координатную окрестность, на
которой A принимает такой вид. Эта же замена переведет группу {ϕA,t}t∈R в
группу {ψt}t∈R, определяемую матрицами

Ãt =
λ

1− λ2

(
λt−1 − 1/λt−1 λt − 1/λt

1/λt − λt 1/λt+1 − λt+1

)
. (10)

По условию леммы |λ| = 1, следовательно, λ = eiθ = cos θ + i sin θ. Подставив
это значение в (10), имеем

Ãt =
1

sin θ

(
− sin θ(t− 1) − sin θt

sin θt sin θ(t+ 1)

)
.

Получаем группу диффеоморфизмов, действующих по правилу

ψt(z) = − (sin θ(t− 1))z + sin θt

(sin θt)z + sin θ(t+ 1)
.

Аналогично предыдущему случаю можно вычислить действие ψt в декартовых
координатах (x, y) и найти компоненты векторного поля V на U , порожденного
этой группой:

V 1(x, y) =
d

dt
ψ1
t (x, y)

∣∣∣∣
t=0

=
θ

sin θ
(y2 − x2 − 2x cos θ − 1),

V 2(x, y) =
d

dt
ψ2
t (x, y)

∣∣∣∣
t=0

=
θ

sin θ
(−2y(x+ cos θ)).
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Наконец, можно найти компоненты векторного поля Ṽ группы {ψ̃t}t∈R на B(U),
порожденной группой {ψt}t∈R. Будем работать в координатах (y1, y2, y1, y2) с
y1 = x, y2 = y пространства B(U). Имеем

Ṽ 1 = V 1 =
θ

sin θ
((y2)2−(y1)2−2y1 cos θ−1), Ṽ 2 = V 2 =

θ

sin θ
(−2y2(y1 +cos θ)),

Ṽ1 =
∂2V j

∂y1∂yj
− ∂V j

∂y1
yj =

θ

sin θ
(2y1y1 + 2y2y2 + 2 cos θy1 − 4),

Ṽ2 =
∂2V j

∂y2∂yj
− ∂V j

∂y2
yj =

θ

sin θ
(2y1y2 − 2y2y1 + 2 cos θy2).

Для данного векторного поля уравнение (5) на координатной окрестности U
примет вид

((y2)2 − (y1)2 − 2y1 cos θ − 1)
∂G

∂y1
− 2y2(y1 + cos θ)

∂G

∂y2

+ (2y1y1 + 2y2y2 + 2 cos θy1− 4)
∂G

∂y1
+ (2y1y2− 2y2y1 + 2 cos θy2)

∂G

∂y2
= 4y1 +R,

где все константы были включены в постоянную R. Упростим уравнение, введя
новые переменные x1 = y1 + cos θ, x2 = y2, x1 = y1, x2 = y2. Соответствующую
карту на C обозначим через (U1, k1), где U1 = R2 и

k1 : U1 → C, k1(x
1, x2) = x1 + i · x2.

В этой системе координат уравнение примет вид

((x2)2 − (x1)2 − sin2 θ)
∂G

∂x1
− 2x1x2 ∂G

∂x2
+ (2x1x1 + 2x2x2 − 4)

∂G

∂x1

+ (2x1x2 − 2x2x1)
∂G

∂x2
= 4x1 +R. (11)

Гладкая на B(U1) функция

G(x1, x2, x1, x2) = ln(((x1)2 + (x2)2 + sin2 θ)−2)

является решением уравнения (11) при постоянной R = 0 на координатной
окрестности B(U1) (так как sin θ 6= 0). Соответствующая данной функции фор-
ма ωU1 имеет вид

ωU1 = d ln(((x1)2 + (x2)2 + sin2 θ)−2) + x1 ∧ dx1 + x2 ∧ dx2.

Вместе с картой (U1, k1) рассмотрим также карту (U2, k2) c координата-
ми (η1, η2, η1, η2), определенную такими же формулами, что и в лемме 2, на-
крывающую противоположный полюс сферы. Для того чтобы показать триви-
альность класса Лосика — Черна, необходимо найти на B(U2) гладкую форму
ωU2 такую, что dωU2 = dyi ∧ dyi, LṼ ωU2 = 0 и m̃∗(ωU2) = ωU1 . На области

B(U2)\ ({(0, 0)}×R2) определим форму ωU2 = (m̃−1)∗(ωU1). Для таким образом
заданной формы верны следующие равенства:

dωU2 = d((m̃−1)∗(ωU1)) = (m̃−1)∗(dωU1) = (m̃−1)∗(dxi ∧ dxi) = dηi ∧ dηi,

(m̃ ◦ ψ̃t ◦ m̃−1)∗(ωU2) = (m̃−1)∗ ◦ ψ̃∗t ◦ m̃∗((m̃−1)∗(ωU1))

= (m̃−1)∗ ◦ ψ̃∗t (ωU1) = (m̃−1)∗(ωU1) = ωU2 .
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Таким образом, форма ωU2 удовлетворяет условиям (3) и (4). Более того, данная
форма может быть гладко продолжена на всё B(U2). Действительно, ее вид
можно вычислить явно, пользуясь формулой (7):

ωU2 = d ln(1 + sin2 θ · ((η1)2 + (η2)2))−2 + η1 ∧ dη1 + η2 ∧ dη2.

Несложно заметить, что данная форма будет гладкой и на B(U2), так как в
нуле особенности не возникает.

Отметим, что в этом случае нулевому числу Лосика соответствует триви-
альный класс, хотя в общем случае это может быть неверно. По крайней мере
пока такой результат доказать не удалось. �

5. Заключение

Для слоений коразмерности 2, имеющих два гиперболических слоя с общей
трансверсалью определено число Лосика — Черна, с помощью которого можно
доказать нетривиальность первого класса Лосика — Черна, не прибегая к ап-
парату струй и Dn-пространств. С использованием числа Лосика — Черна и
первого класса Лосика — Черна построена классификация слоений на C × S1,
порождаемых матрицами из SL2(C), с точностью до класса сопряженности мат-
рицы. В этом направлении имеется ряд открытых вопросов. Например, суще-
ствует ли аналог этого числа в случае, если диффеоморфизм трансверсали не
является глобальным. Также на представленных в тексте примерах видно, что
нулевому числу Лосика — Черна соответствует тривиальный класс Лосика —
Черна. В связи с этим одним из направлений будущих исследований может
быть нахождение других слоений с таким же свойством.
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