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Аннотация. Рассмотрена система полиномов, ортонормированная относительно
скалярного произведения типа Соболева и ассоциированная с классическими поли-
номами Эрмита. Показано, что для функций из весового пространства Соболева
ряд Фурье по этой системе сходится равномерно на отрезке при условии, что пара-
метр p не меньше двух. Для случаев, когда p меньше двух, построен пример функ-
ции, ряд Фурье которой расходится в заданной точке. Также исследован вопрос
абсолютной сходимости на отрезке ряда Фурье по указанной системе полиномов.
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§ 1. Введение

Пусть r ∈ N, ρ(x) = e−x
2

, 1 ≤ p < ∞, Lpρ(R) — пространство измеримых
вещественнозначных функций f , определенных на R и таких, что

‖f‖Lp
ρ(R) =

(∫

R

|f(x)|pρ(x) dx
) 1

p

<∞,

W r
Lp

ρ(R)
— пространство функций f , непрерывно дифференцируемых r − 1 раз,

для которых f (r−1) абсолютно непрерывна на произвольном сегменте [−A,A] ⊂
R, а f (r) ∈ Lpρ(R). В пространстве W r

L2
ρ(R) определим скалярное произведение

типа Соболева

〈f, g〉S =

r−1∑

ν=0

f (ν)(0)g(ν)(0) +

∫

R

f (r)(x)g(r)(x)ρ(x) dx. (1)

Рассмотрим систему полиномов Эрмита — Соболева

hr,n(x) =
1

(r − 1)!

x∫

0

(x− t)r−1hn−r(t)dt, n ≥ r, (2)

hr,n(x) =
xn

n!
, n = 0, 1, . . . , r − 1.
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Здесь hn(x) — ортонормированный полином Эрмита степени n. Система по-
линомов {hr,n(x)} полна в W r

L2
ρ(R) и ортонормирована относительно скалярного

произведения (1) (см. [1, п.11]). В работе [2] были получены рекуррентные
формулы для hr,n(x). Другие виды скалярных произведений типа Соболева,
связанные с весовой функцией ρ(x), рассматривались в работах [3–8]. В част-
ности, в [3] для λ, γ ∈ R, λ− γ2 > 0, было рассмотрено скалярное произведение
вида

〈f, g〉S =

∫

R

f(x)g(x)(1 + 2γx)ρ(x) dx + λ

∫

R

f ′(x)g′(x)ρ(x) dx, (3)

а в [4–7]

〈f, g〉S =

∫

R

f(x)g(x) dµ0 + λ

∫

R

f ′(x)g′(x) dµ1, λ > 0, (4)

в котором меры µ0 и µ1 образуют когерентную пару. Результаты, полученные
в этих работах, в основном связаны с изучением асимптотических, алгебраи-
ческих и дифференциальных свойств полиномов, ортогональных относительно
(3), (4). При этом ряды Фурье по этим полиномам и их сходимость исследованы
мало. В то время как по другим системам полиномов, ортогональным относи-
тельно различных скалярных произведений типа Соболева и ассоциированным
с полиномами Якоби и Лагерра, эти вопросы исследованы достаточно подроб-
но [9–14]. Более того, для некоторых частных случаев этих систем получены
окончательные результаты [15–18].

Ряд Фурье функции f ∈ W r
L2

ρ(R) по системе {hr,n(x)}∞n=0 имеет вид

f(x) ∼
r−1∑

k=0

f (k)(0)
xk

k!
+

∞∑

k=r

cr,k(f)hr,k(x), (5)

где

cr,k(f) =

∫

R

f (r)(t)hk−r(t)ρ(t) dt, k ≥ r. (6)

Из неравенства Гёльдера следует, что коэффициенты (6) существуют для лю-
бой функции f ∈ W r

Lp
ρ(R), 1 < p < ∞. Тогда можно сопоставить ей ряд Фурье

(5). Основными результатами настоящей работы являются следующие утвер-
ждения.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p < ∞, ρ(x) = e−x
2

. Тогда если f ∈ W r
Lp

ρ(R), то

при p ≥ 2 ряд (5) сходится равномерно к f на любом отрезке [−A,A]. Если же
1 ≤ p < 2, то существует функция f ∈W r

Lp
ρ(R)

, ряд Фурье которой расходится в

точке x0 = 1.

Замечание 1. Для p = 1 нетрудно привести пример функции f ∈ W r
L1

ρ(R),

для которой коэффициенты (6) не существуют. Однако функция, рассматрива-
емая для доказательства второй части теоремы 1, принадлежит пространству
W r
L1

ρ(R) и для нее существуют коэффициенты (6).

Теорема 2. Пусть ρ(x) = e−x
2

, f ∈ W r
L2

ρ(R). Тогда ряд (5) абсолютно

сходится на любом отрезке [−A,A].

Доказательства этих теорем приведены в § 3 и § 4.
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§ 2. Некоторые свойства полиномов

Эрмита и Эрмита — Соболева

Полиномы Эрмита Hn(x) можно определить с помощью формулы Родрига

Hn(x) = (−1)nρ(x)
dn

dxn
ρ(x).

Эти полиномы ортогональны на R относительно весовой функции ρ(x):
∫

R

Hn(x)Hm(x)ρ(x) dx =
√
π2nn!δnm.

Через hn(x) обозначим соответствующие ортонормированные полиномы Эрми-
та:

hn(x) =
Hn(x)√√
π2nn!

. (7)

Отметим также следующие свойства, которые можно найти в [19]:

Hn(x) = n!

[n2 ]∑

k=0

(−1)k

k!

(2x)n−2k

(n− 2k)!
, (8)

H
(r)
n+r(x) = 2r(n+ r)[r]Hn(x), n[r] = n(n− 1) · · · (n− r + 1), (9)

H2n(0) = (−1)n
(2n)!

n!
, H2n+1(0) = 0, (10)

� (n/2 + 1)

� (n+ 1)

√
ρ(x)Hn(x) = cos

(√
Nnx−

nπ

2

)

+
x3

6

1√
Nn

sin
(√

Nnx−
nπ

2

)
+O

(
1

n

)
, Nn = 2n+ 1. (11)

Далее через Sn(f, x) обозначим частичную сумму ряда Фурье — Эрмита
функции f ∈ L2

ρ(R):

Sn(f, x) =

n∑

k=0

f̂khk(x), f̂k =

∫

R

f(t)hk(t)ρ(t) dt.

В работе [20] показано, что если f ∈ L2
ρ(R), то

‖f − Sn(f)‖L2
ρ(R) → 0, n→∞. (12)

Для полиномов hr,n+r(x) найдем явное представление, свободное от инте-
грала с переменным верхним пределом.

Лемма 1. Имеет место равенство

hr,n+r(x) =
1√√
π2nn!

1

2r(n+ r)[r]
(Hn+r(x)−Ar,n+r(x)) , (13)

где

Ar,n+r(x) =

r−1∑

ν=0

H
(ν)
n+r(0)

xν

ν!
,
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H
(ν)
n+r(0) = 2ν(n+ r)[ν]Hn+r−ν(0) = 2ν(n+ r)[ν]

{
(−1)l (2l)!l! , n+ r − ν = 2l,

0, n+ r − ν = 2l+ 1.

Доказательство. Из (9), интегрируя по частям, получим

1

(r − 1)!

x∫

0

(x− t)r−1Hn(t) dt =
1

2r(n+ r)[r](r − 1)!

x∫

0

(x− t)r−1 d
r

dtr
Hn+r(t) dt

=
1

2r(n+ r)[r]

(
Hn+r(x) −

r−1∑

ν=0

H
(ν)
n+r(0)

xν

ν!

)
.

Отсюда и из (2), (7) следует равенство (13). �
В дальнейшем нам понадобятся следующие свойства гамма-функции

� (2n) =
� (n+ 1/2)� (n)

2
√
π

4n, (14)

� (n+ a)

� (n+ b)
= na−b(1 +O(n−1)). (15)

При доказательстве теоремы 1 важную роль играет следующая

Лемма 2. Пусть ε — фиксированное положительное число и |x| ∈ [ε,A].
Тогда для Ar,n+r(x) имеют место асимптотические формулы

Ar,2m+r(x)

= m!4m
(

(−1)m+1 2r√
π

(2m+ r)[r−2] �
(
m+ 3

2

)

� (m+ 1)

xr−2

(r − 2)!
+O(mr− 5

2 )

)
, r ≥ 2,

(16)

Ar,2m+r+1(x)

= m!4m
(

(−1)m+1 2r+1

√
π

(2m+ r + 1)[r−1] �
(
m+ 3

2

)

� (m+ 1)

xr−1

(r − 1)!
+O(mr− 3

2 )

)
. (17)

Доказательство. Из (9) и (10) следует, что H
(r−1)
2m+r(0) = 0. Пусть r чет-

ное. Тогда в силу (10) в Ar,2m+r(x) останутся слагаемые с четными номерами:

Ar,2m+r(x) =

r−2∑

ν=0

2ν(2m+ r)[ν]H2m+r−ν(0)
xν

ν!

= H2m+r(0) + 22(2m+ r)[2]H2m+r−2(0)
x2

2!
+ · · ·

+ 2r−4(2m+ r)[r−4]H2m+4(0)
xr−4

(r − 4)!
+ 2r−2(2m+ r)[r−2]H2m+2(0)

xr−2

(r − 2)!
.

Отсюда и из (14) имеем

Ar,2m+r(x) = (−1)m+ r
2m!

�
(
m+ r

2 + 1
2

)

2
√
π� (m+ 1)

4m+ r
2+ 1

2

+m!4m
(

(−1)m+ r
2−122(2m+ r)[2]

�
(
m+ r

2 − 1
2

)

2
√
π� (m+ 1)

4
r
2− 1

2
x2

2!
+ · · ·
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+ (−1)m+22r−4(2m+ r)[r−4] �
(
m+ 5

2

)

2
√
π� (m+ 1)

4
5
2
xr−4

(r − 4)!

+ (−1)m+12r−2(2m+ r)[r−2] �
(
m+ 3

2

)

2
√
π� (m+ 1)

4
3
2
xr−2

(r − 2)!

)
.

При |x| ∈ [ε,A] наибольший рост в правой части имеет последнее слагаемое.
С другой стороны, для нечетного r два последних слагаемых имеют такой же
вид. Поэтому можно написать

Ar,2m+r(x) = m!4m

(
(−1)m+1 4√

π
(2m+ r)[r−2] �

(
m+ 3

2

)

� (m+ 1)

xr−2

(r − 2)!
+O(mr− 5

2 )

)
.

Аналогично доказывается формула (17). �

В дальнейшем через c, c(r), c(r, A) будем обозначать положительные чис-
ла, зависящие только от указанных параметров, причем различные в разных
местах. При исследовании абсолютной сходимости ряда (5) нам понадобятся
оценки для величины Ar,n+r(x).

Лемма 3. Для Ar,n+r(x) имеют место оценки:

|Ar,n+r(x)| ≤ c(r)�
(
n

2
+

1

2

)
2n(n+ 1)

r
2 , |x| ∈ [0, c/

√
n], (18)

|Ar,n+r(x)| ≤ c(r, A)

{
�
(
n
2 + 1

2

)
2nnr−

1
2 , n = 2l + 1,

�
(
n
2 + 1

2

)
2nnr−1, n = 2l,

|x| ∈ (c/
√
n,A]. (19)

Доказательство. В самом деле, для каждого слагаемого в сумме

r−1∑

ν=0

2ν(n+ r)[ν]|Hn+r−ν(0)| |x
ν |
ν!

при |x| = c√
n

имеет место оценка

2ν(n+ r)[ν]|Hn+r−ν(0)| |x
ν |
ν!
≤ c(r)(n + 1)

ν
2 |Hn+r−ν(0)|.

Отсюда и из (14), (15) получаем

2ν(n+ r)[ν]|Hn+r−ν(0)| |x
ν |
ν!
≤ c(r)(n + 1)

ν
2 2n�

(
n+ r − ν

2
+

1

2

)

≤ c(r)(n + 1)
r
2 2n�

(
n

2
+

1

2

)
.

Тогда

|Ar,n+r(x)| ≤ c(r)(n + 1)
r
2 2n�

(
n

2
+

1

2

)
.

Если |x| = A и n = 2l + 1, то из (15) и асимптотической формулы (17) находим

|Ar,n+r(x)| ≤ c(r, A)2nnr−1�
(n

2
+ 1
)
≤ c(r, A)2nnr−

1
2 �

(
n

2
+

1

2

)
.

Аналогично для n = 2l:

|Ar,n+r(x)| ≤ c(r, A)2nnr−1�

(
n

2
+

1

2

)
. �
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§ 3. Доказательство теоремы 1

Пусть p = 2. Через Sr,n(f, x) обозначим частичную сумму ряда (5):

Sr,n(f, x) =

r−1∑

k=0

f (k)(0)
xk

k!
+

n∑

k=r

cr,k(f)hr,k(x).

Для f напишем формулу Тейлора

f(x) =

r−1∑

k=0

f (k)(0)
xk

k!
+

1

(r − 1)!

x∫

0

(x− t)r−1f (r)(t) dt.

C учетом (6) получаем

f(x)− Sr,n(f, x) =
1

(r − 1)!

x∫

0

(x− t)r−1f (r)(t) dt−
n∑

k=r

cr,k(f)hr,k(x)

=
1

(r − 1)!




x∫

0

(x− t)r−1f (r)(t) dt−
x∫

0

(x − t)r−1
n∑

k=r

cr,k(f)hk−r(x) dt




=
1

(r − 1)!

x∫

0

(x− t)r−1(f (r)(t)− Sn−r(f (r), t)) dt.

Отсюда и из неравенства Коши — Буняковского имеем

|f(x)− Sr,n(f, x)| ≤
xr−1

(r − 1)!




x∫

0

dt

ρ(t)




1
2

‖f (r) − Sn−r(f (r))‖L2
ρ(R).

В силу (12) правая часть последнего неравенства стремится к 0 при n → ∞,
x ∈ [−A,A]. Равномерная сходимость ряда (5) для p > 2 следует из вложения
W r
Lp

ρ(R) ⊂W r
L2

ρ(R).

Пусть теперь 1 ≤ p < 2, f ∈ W r
Lp

ρ(R) такая, что f (r)(x) = eax
2

, 1
2 < a < 1

p .

Покажем, что предел общего члена ряда Фурье этой функции не равен нулю.
Для этого найдем явный вид коэффициентов (6) для этой функции. Из (8)
имеем

cr,k+r(f) =
1√√
π2kk!

∫

R

e−(1−a)t2k!

[ k2 ]∑

k=0

(−1)j

j!

(2t)k−2j

(k − 2j)!
dt

=

√
k!√√
π2k

[ k2 ]∑

j=0

(−1)j

j!

2k−2j

(k − 2j)!

∫

R

e−(1−a)t2tk−2j dt.

Заметим, что если k = 2m + 1, то cr,k+r(f) = 0 в силу нечетности подынте-
гральной функции. Пусть k = 2m. Производя замену переменной y = (1− a)t2,
получим

cr,2m+r(f) =

√
(2m)!√√
π22m

m∑

j=0

(−1)j

j!

22m−2j

(2m− 2j)!

(
1

1− a

)m−j+ 1
2
∞∫

0

e−yym−j−
1
2 dt

=

√
(2m)!√√
π22m

m∑

j=0

(−1)j

j!

22m−2j

(2m− 2j)!

(
1

1− a

)m−j+ 1
2

�

(
m− j +

1

2

)
.
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Так как

�

(
m− j +

1

2

)
=

(2m− 2j)!

4m−j(m− j)!
√
π,

то

cr,2m+r(f) =
π

1
4

√
(2m)!√
22m

(
1

1− a

) 1
2
m∑

j=0

(−1)j

j!(m− j)!

(
1

1− a

)m−j

=
π

1
4√

1− a

√
(2m)!

m!
√

22m

(
a

1− a

)m
. (20)

Из (11) находим

H2m+r(x) =
2r√
π
�

(
m+

r

2
+

1

2

)
4m

1√
ρ(x)

[
cos

(√
N2m+rx−

(2m+ r)π

2

)

+
x3

6

1√
N2m+r

sin

(√
N2m+rx−

(2m+ r)π

2

)
+O

(
1

2m+ r

)]
. (21)

При r = 1 второе слагаемое в правой части (13) равно 0. Тогда из (13),
(14), (20) и (21) для x = 1 имеем

c1,2m+1(f)h1,2m+1(1) =
1√

1− a
1

m!4m

(
a

1− a

)m
1

2(2m+ 1)
H2m+1(1)

=

√
e√

π(1− a)

(
a

1− a

)m
1

2m+ 1

(
cos

(√
4m+ 3− (2m+ 1)π

2

)
+O(m−

1
2 )

)

=
(−1)m

√
e√

π(1− a)

(
a

1− a

)m
1

2m+ 1
(sin
√

4m+ 3 +O(m−
1
2 )).

Так как a
1−a > 1 при a > 1

2 , то c1,2m+1(f)h1,2m+1(1) 6→ 0, m→∞.

Пусть теперь r = 2. Тогда из (13), (20) и (21) получаем асимптотическую
формулу

c2,2m+2(f)h2,2m+2(x)

=
1√

1− a
1

m!4m

(
a

1− a

)m
1

22(2m+ 2)[2]
(H2m+2(x)−H2m+2(0))

=
π−

1
2√

1− a
� (m+ 3

2 )

m!

(
a

1− a

)m
1

(2m+ 2)[2]

×
{

1√
ρ(x)

[(−1)m+1 cos(
√

4m+ 5x) +O(m−1/2)] + (−1)m

}
.

Как и в предыдущем случае, при x = 1 имеем c2,2m+2(f)h2,2m+2(x) 6→ 0, m→∞.
Рассмотрим теперь случай, когда r ≥ 3. Из (15), (16), (20) и (21) следует,

что общий член ряда Фурье функции f(x) = eax
2

при x = 1 ведет себя как

cr,2m+r(f)hr,2m+r(1)

=
1√

1− a
1

m!4m

(
a

1− a

)m
1

2r(2m+ r)[r]
(H2m+r(1)−Ar,2m+r(1))

∼ (−1)m
(

a

1− a

)m
m−

3
2 .

Этот ряд расходящийся, так как a
1−a > 1. Теорема 1 доказана.
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§ 4. Доказательство теоремы 2

Рассмотрим ряд, составленный из абсолютных величин ряда (5):

∞∑

k=0

|cr,k+r(f)hr,k+r(x)|. (22)

Так как W r
Lp

ρ(R) ⊂ W r
L2

ρ(R), p > 2, ограничимся исследованием сходимости ряда

(22) для f ∈ W r
L2

ρ(R). С этой целью через S̃r,n+r(x) обозначим его частичную
сумму

S̃r,n+r(x) =

n∑

k=0

|cr,k+r(f)hr,k+r(x)|.

Из (13) имеем

|cr,k+r(f)hr,k+r(x)| ≤
1√√
π2kk!

1

2r(k + r)[r]
|cr,k+r(f)|(|Hk+r(x)|+ |Ar,k+r(x)|).

Из (11), (14) и (15) следует, что при |x| ∈ [0, A] имеет место оценка

1√√
π2kk!

1

2r(k + r)[r]
|Hk+r(x)|

≤ 1√√
π2kk!

1

2r(k + r)[r]
� (k + r + 1)

�
(
k+r
2 + 1

) e x2

2

(
1 +O

(
1√
k

))

≤ e
A2

2√
π

�
(
k
2 + r

2 + 1
2

)

(k + r)[r]
√
�
(
k
2 + 1

)
�
(
k
2 + 1

2

)
(

1 +O

(
1√
k

))

≤ c(r, A)(k + 1)−
r
2− 1

4 . (23)

Пусть |x| ≤ c√
n
. Тогда из (18) имеем

1√√
π2kk!

1

2r(k + r)[r]
|Ar,k+r(x)| ≤ c(r)

√
2k√

�
(
2
(
k
2 + 1

2

))
�
(
k
2 + 1

2

)

(k + 1)
r
2
.

Отсюда и из (14), (15) получаем

1√√
π2kk!

1

2r(k + r)[r]
|Ar,k+r(x)| ≤ c(r)(k + 1)−

r
2− 1

2 . (24)

Таким образом, из (23), (24) и неравенства Бесселя

∞∑

k=0

(cr,k+r(f))2 ≤ ‖f (r)‖2L2
ρ(R)

находим

lim
n→∞

S̃r,n+r(x) ≤ c(r) lim
n→∞

n∑

k=0

|cr,k+r(f)| 1

(k + 1)
r
2 + 1

4

≤ c(r)
( ∞∑

k=0

(cr,k+r(f))2

) 1
2
( ∞∑

k=0

1

(k + 1)r+
1
2

) 1
2

<∞.
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Если |x| ∈
[
c√
n
, A
]
, то из (19) имеем

1√√
π2kk!

1

2r(k + r)[r]
|Ar,k+r(x)| ≤ c(r)k−

3
4 .

Тогда

∞∑

k=0

|cr,k+r(f)hr,k+r(x)| − S̃r,n+r(x) =

∞∑

k=n+1

|cr,k+r(f)hr,k+r(x)|

≤
∞∑

k=n+1

|cr,k+r(f)|
k

3
4

≤
( ∞∑

k=n+1

(cr,k+r(f))2

) 1
2
( ∞∑

k=n+1

1

k
3
2

) 1
2

≤
c‖f (r)‖L2

ρ(R)

n
1
4

→ 0, n→∞.

Тем самым теорема 2 доказана.
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16. Diáz-González A., Marcellán F., Pijeira-Cabrera H., et al. Discrete–continuous Jacobi–Sobolev
spaces and Fourier series // Bull. Malays. Math. Sci. Soc.. 2021. V. 44. P. 571–598.



Равномерная и абсолютная сходимость ряда Фурье 837

17. Магомед-Касумов М. Г. Равномерная сходимость рядов Фурье по системе полиномов,
ортогональной в смысле Соболева и ассоциированной с полиномами Якоби // Сиб. мат.
журн.. 2023. Т. 64, № 2. С. 339–349.

18. Магомед-Касумов М. Г. Равномерная сходимость рядов Фурье по системе полиномов, ор-
тогональной в смысле Соболева и ассоциированной с ультрасферическими полиномами
Якоби // Сиб. мат. журн.. 2024. Т. 65, № 6. С. 1173–1190.
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