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Аннотация. Рассматриваются инвариантные подмножества некоторого семейства
нелинейных операторов, действующих в множестве банаховых пределов. Приводят-
ся условия совпадения оператора из этого семейства с тождественным. Получены
новые свойства крайних точек множества банаховых пределов, свидетельствующие
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§ 1. Введение и предварительные сведения

Через ℓ∞ обозначается пространство вещественных ограниченных последо-
вательностей x = (x1, x2, . . . ) с обычной полуупорядоченностью и нормой

‖x‖ℓ∞ = sup
n∈N
|xn|,

где N — множество натуральных чисел.

Линейный функционал B на ℓ∞ называется банаховым пределом, если

1) B > 0, т. е. Bx ≥ 0 для всех x ≥ 0,

2) B1 = 1, где 1 = (1, 1, . . . ),

3) Bx = BTx для всех x ∈ ℓ∞, где T — оператор сдвига влево, т. е.
T (x1, x2, . . . ) = (x2, x3, . . . ).

Существование банаховых пределов было анонсировано Мазуром [1], а до-
казательство было опубликовано в книге Банаха [2, гл. II, § 2]. Множество ба-
наховых пределов обозначим через B. Легко видеть, что B есть замкнутое (в
слабой∗ топологии) выпуклое множество на единичной сфере пространства ℓ∗∞.
Множество крайних точек банаховых пределов обозначим через extB.

Как следует из определения, все банаховы пределы совпадают со значе-
нием классического предела на пространстве сходящихся последовательностей.

Работа первого автора выполнена в рамках реализации программы развития Научно-
образовательного математического центра Приволжского федерального округа, соглашение
№ 075-02-2025-1791. Работа второго и третьего авторов поддержана Российским научным
фондом, грант № 24-21-00220.
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Лоренц показал, что таким свойством обладают не только сходящиеся последо-
вательности. В работе [3] он доказал, что для заданных x ∈ ℓ∞, a ∈ N равенство
Bx = a справедливо для всех B ∈ B тогда и только тогда, когда

lim
n→∞

1

n

m+n∑

k=m+1

xk = a

равномерно по m ∈ N. В этом случае говорят, что последовательность x почти
сходится к a, пространство таких последовательностей обозначается через ac.
Подпространство всех последовательностей, почти сходящихся к нулю, обозна-
чается через ac0.

Сачестон [4] доказал, что для заданного x ∈ ℓ∞
{Bx : B ∈ B} = [q(x), p(x)],

где

q(x) = lim
n→∞

inf
m∈N

1

n

m+n∑

k=m+1

xk, p(x) = lim
n→∞

sup
m∈N

1

n

m+n∑

k=m+1

xk.

Функционалы p и q называются верхним и нижним функционалами Саче-

стона.

Хорошо известно, что ℓ∗∞ — AL-пространство. Ядро N(T ∗ − I) операто-
ра T ∗ − I является пространством Рисса в ℓ∗∞, а значит, само является AL-
пространством и изометрически порядково изоморфно пространству L1(�) для
некоторого множества � c мерой µ [5, теорема 12.26]. Пусть � = �d ∪ �c —
такое разбиение множества � на измеримые подмножества, что мера µ в суже-
нии на �d дискретна, а на �c — непрерывна. Тогда пространство N(T ∗ − I)
изометрически порядково изоморфно пространству L1(�d)⊕ L1(�c).

ПространствоN(T ∗−I) состоит из всех линейных функционалов на ℓ∞, ко-
торые инвариантны относительно оператора T , а значит, положительная часть
его единичной сферы S+

N(T∗−I) в точности совпадает с множеством B. Таким

образом, множество B раскладывается в прямую сумму B = Bd ⊕ Bc. Мно-
жества Bd и Bc называются дискретным и непрерывным подмножествами B.
Известно, что extB ⊂ Bd. Более того, множество Bd совпадает с замыканием
(в топологии нормы) выпуклой оболочки множества extB [6, с. 8, 9]. Множество
Bc, в свою очередь, содержит множество банаховых пределов, инвариантных
относительно оператора среднего арифметического [7, предложение 1.2]. За
дополнительной информацией о банаховых пределах отсылаем к [8, 9].

Обозначим через {0, 1}N множество всех последовательностей из нулей и
единиц. Всякая монотонно возрастающая последовательность натуральных чи-
сел {nk} порождает элемент x = (x1, x2, . . . ) из {0, 1}N, где

xi =

{
1, n2k−1 ≤ i < n2k,

0, n2k ≤ i < n2k+1,
i ∈ N. (1)

Обозначим через W множество всех последовательностей {xi} вида (1), для
которых соответствующая последовательность {nk} удовлетворяет условию

lim
j→∞

nk+j − nk
j

=∞

равномерно по k ∈ N. Это множество было введено в [10]. Легко видеть, что
условия x ∈ W и 1− x ∈W эквивалентны.
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§ 2. Основные результаты

Для фиксированного z ∈ ℓ∞ рассмотрим множество {B ∈ B : Bz 6= 0} и
оператор

Rz : {B ∈ B : Bz 6= 0} → ℓ∗∞,

определенный по формуле

(RzB)(x) =
B(xz)

B(z)
, x ∈ ℓ∞.

Отметим, что оператор Rz не является ни аддитивным, ни однородным.
Как показано в [10, теорема 25], для любых z ∈ W и B ∈ B таких, что

Bz 6= 0, функционал RzB является банаховым пределом (см. также [11, с. 623,
624]). Покажем, что аналогичные результаты справедливы для множеств Bd и
Bc.

Теорема 1. Пусть z ∈W . Для любого B ∈ Bd, Bz 6= 0, имеем RzB ∈ Bd.
Доказательство. Произвольный функционал B ∈ Bd можно записать в

виде B =
∞∑
i=1

λiBi, где Bi ∈ extB, λi ≥ 0 и
∞∑
i=1

λi = 1. Из [12, теорема 5] следует,

что B(xz) = Bx · Bz для любых x ∈ ℓ∞, z ∈W и B ∈ extB. Получаем

(RzB)(x) =

∞∑
i=1

λiBi(xz)

∞∑
i=1

λiBi(z)
=

∞∑
i=1

λiBi(x)Bi(z)

∞∑
i=1

λiBi(z)
=
∞∑

i=1

µiBi(x),

где µi = λiBi(z)
∞∑
i=1

λiBi(z)
. Так как z ≥ 0, то Bi(z) ≥ 0 и µi ≥ 0. Очевидно, что

∞∑
i=1

µi = 1. Следовательно, RzB ∈ Bd.
Для подмножества extB ( Bd справедлива более точная

Теорема 2. Пусть z ∈W . Если B ∈ extB, Bz 6= 0, то RzB = B.

Доказательство. Из [12, теорема 5] следует, что B(xz) = Bx · Bz для
любых x ∈ ℓ∞, z ∈W и B ∈ extB. Следовательно,

(RzB)(x) =
B(xz)

Bz
=
Bx ·Bz
Bz

= Bx

для любого x ∈ ℓ∞. Таким образом, RzB = B.
Каждый функционал B ∈ B порождает функцию

γ(B, t) = B

( ∞∑

n=1

χ[2n,2n+t)

)
, 0 ≤ t ≤ 1,

где χE — характеристическая функция множества E ⊂ N, в частности,

(χ[2n,2n+t))k =

{
1, 2n ≤ k < 2n+t,

0, 2n+t ≤ k < 2n+1,
n ∈ N.

Эта функциональная характеристика была введена в [13]. Функциональные ха-
рактеристики являются удобным инструментом для исследования подмножеств
пространства ℓ∗∞ (см., например, [14, разд. 5.2]). Очевидно, что для любого
B ∈ B функция γ(B, ·) не убывает на [0, 1], γ(B, 0) = 0 и γ(B, 1) = 1.
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Теорема 3. Пусть z ∈ W и B ∈ B. Если функциональная характеристика
γ(B, ·) непрерывна, то непрерывна и функциональная характеристика γ(RzB, ·).

Доказательство. Имеем

γ(RzB, t) = (RzB)

( ∞∑

n=1

χ[2n,2n+t)

)
=
B
(
z ·∑∞n=1 χ[2n,2n+t)

)

B(z)
.

Для любых 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1 получаем

|γ(RzB, t2)− γ(RzB, t1)| =
∣∣B
(
z ·∑∞n=1 χ[2n+t1 ,2n+t2)

)∣∣
|B(z)| .

Так как 0 ≤ z ≤ 1 и B — положительный функционал, то

|γ(RzB, t2)− γ(RzB, t1)| ≤
1

|B(z)| · B
( ∞∑

n=1

χ[2n+t1 ,2n+t2)

)

и, следовательно,

|γ(RzB, t2)− γ(RzB, t1)| ≤
|γ(B, t2)− γ(B, t1)|

|B(z)| .

Утверждение следует теперь в силу непрерывности функции γ(B, ·).
Так как B ∈ Bc тогда и только тогда, когда функция γ(B, ·) непрерывна

[7, теорема 2.1], то справедливо

Следствие 4. Пусть z ∈ W . Для любого B ∈ Bc, Bz 6= 0, имеем RzB ∈
Bc.

Предложение 5. Если z ∈ W и 0 < α < 1, то оператор αRz +(1−α)R1−z
совпадает с тождественным на множестве {B ∈ B : Bz = α}.

Доказательство. Так как 0 < α < 1, то числа Bz и B(1− z) отличны от
нуля. Тогда

((αRz + (1− α)R1−z)B)(x) = α
B(xz)

B(z)
+ (1 − α)

B(x(1 − z))
B(1− z) .

Так как Bz = α, то

((αRz + (1− α)R1−z)B)(x) = B(xz) +B(x(1− z)) = Bx

для любого x ∈ ℓ∞.
Одно из полезных свойств множества W описывает

Предложение 6. Для любых B ∈ B и x0 ∈ W \ ac0 таких, что Bx0 > 0,
существует последовательность последовательностей xi ∈ W \ ac0 таких, что
x0 ≥ x1 ≥ x2 ≥ . . . и lim

i→∞
Bxi = 0.

Доказательство. Так как x0 принадлежит W , то он имеет вид

x0 =

∞∑

k=1

χ[n2k−1,n2k)

для некоторой монотонно возрастающей последовательности натуральных чи-
сел nk, удовлетворяющей условию

lim
j→∞

nk+j − nk
j

=∞
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равномерно по k ∈ N. Определим последовательностиmk и lk, полагая m2k−1 =

n2k−1, m2k =
[n2k+n2k−1

2

]
, l2k−1 =

[n2k+n2k−1

2

]
, l2k = n2k. Так как

m2k −m2k−1 =

[
n2k + n2k−1

2

]
− n2k−1 ≥

n2k − n2k−1

2

и

m2k+1 −m2k = n2k+1 −
[
n2k + n2k−1

2

]

≥ n2k+1 − n2k +
n2k − n2k−1

2
+ 1 ≥ n2k+1 − n2k

2
,

то

lim
j→∞

mk+j −mk

j
= lim

j→∞

1

j

k+j−1∑

i=k

(mi+1 −mi)

≥ lim
j→∞

1

2j

k+j−1∑

i=k

(ni+1 − ni) = lim
j→∞

nk+j − nk
2j

=∞.

Аналогично проверяется и условие для последовательности lk. Таким образом,
последовательности

u =

∞∑

k=1

χ[m2k−1,m2k) и v =

∞∑

k=1

χ[l2k−1,l2k)

принадлежат множеству W . Отметим, что x0 = u + v. Обозначим через x1 ту
последовательность u или v, для которой Bx1 = min{Bu,Bv}. Тогда Bx1 ≤
1
2 (Bu + Bv) = 1

2Bx0. По построению p(x1) ≥ 1
2p(x0) > 0, так как x0 /∈ ac0.

Таким образом, x1 /∈ ac0.
Аналогичным образом по последовательности x1 можно построить после-

довательность x2 ∈W \ ac0 и т. д. Тогда Bxn ≤ 2−nBx0 ≤ 2−n для всех n ∈ N.
Если B ∈ extB, то последовательности xi можно выбрать совпадающими

и такими, что Bxi = 0 для всех i = 1, 2, . . . . Действительно, в разложении
x0 = u + v все три последовательности принадлежат множеству W . С другой
стороны, By равно 0 или 1 для любых B ∈ extB и y ∈W . Следовательно, либо
Bu = 0, либо Bv = 0.

В [13, предложение 3] доказано, что для любого B ∈ extB существует такое
δ(B) ∈ [0, 1], что

γ(B, t) =

{
0, 0 ≤ t < δ(B),

1, δ(B) < t ≤ 1,

и γ(B, δ(B)) равно 0 или 1. Следующие теоремы 7 и 8 описывают одно свойство
независимости крайних точек.

Теорема 7. Пусть m ∈ N, ai равно 0 или 1, Bi ∈ extB для всех 1 ≤ i ≤ m
и выполнено условие:

если ai 6= aj , то δ(Bi) 6= δ(Bj) для всех 1 ≤ i, j ≤ m. (2)

Существует такая последовательность x ∈ W , что Bix = ai для всех i =
1, 2, . . . ,m.

Доказательство. Случай ai = 0 для всех i = 1, 2, . . . ,m доказан в [10,
следствие 14]. Случай ai = 1 для всех i = 1, 2, . . . ,m следует из предыдущего
для последовательности 1− x.
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Пусть набор (a1, a2, . . . , am) содержит ровно k единиц и 1 ≤ k ≤ m − 1.
Перенумеровывая числа ai и банаховы пределы Bi, без ограничения общности
можем предполагать, что ai = 1 для 1 ≤ i ≤ k и ai = 0 для k + 1 ≤ i ≤ m.

В силу предположения (2) существует δ > 0 такое, что множества

{δ(B1), . . . , δ(Bk)} и

m⋃

i=k+1

(δ(Bi)− δ, δ(Bi) + δ)

не пересекаются. Рассмотрим последовательность

x =

m∑

i=k+1

∞∑

n=1

χ[2n+δ(Bi)−δ,2n+δ(Bi)+δ).

По построению x ∈ W и Bix = ai для всех i = 1, 2, . . . ,m.
Очевидно, условие (2) выполнено, если все числа δ(Bi) различны. Условие

(2) можно ослабить, если отбросить предположение x ∈ W .

Теорема 8. Пусть m ∈ N, ai равно 0 или 1 для всех 1 ≤ i ≤ m. Для любых
функционалов Bi ∈ extB, 1 ≤ i ≤ m, удовлетворяющих условию Bi|W 6= Bj |W
для всех 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j, существует такой x ∈ {0, 1}N, что q(x) = 0, p(x) = 1
и Bix = ai для всех i = 1, 2, . . . ,m.

Доказательство. Случай ai = 0 для всех i = 1, 2, . . . ,m доказан в [10,
следствие 14]. Случай ai = 1 для всех i = 1, 2, . . . ,m следует из предыдущего
для последовательности 1− x.

Пусть набор (a1, a2, . . . , am) содержит ровно k единиц и 1 ≤ k ≤ m − 1.
Перенумеровывая числа ai и банаховы пределы Bi, без ограничения общности
можем предполагать, что ai = 1 для 1 ≤ i ≤ k и ai = 0 для k + 1 ≤ i ≤ m.

Если B ∈ extB, то By равно 0 или 1 для любого y ∈ W [10, следствие 29].
Так как Bi|W 6= Bj |W для всех i 6= j, то для любых Bi, Bj ∈ extB, i 6= j,
найдется x ∈ W такой, что Bix = 1 и Bjx = 0. Тогда существуют xij ∈ W ,
1 ≤ i ≤ k, k + 1 ≤ j ≤ m такие, что Bixij = 1 и Bjxij = 0 для любых 1 ≤ i ≤ k,
k + 1 ≤ j ≤ m.

Так как Bixij = 0, то Bi(1− xij) = 1, k + 1 ≤ j ≤ m. Следовательно,

0 ≤ Bimax{1− xij : k + 1 ≤ j ≤ m} ≤
m∑

j=k+1

Bi(1− xij) = 0.

Полагая

xi = min{xij : k + 1 ≤ j ≤ m} = 1−max{1− xij : k + 1 ≤ j ≤ m},

получаем Bixi = 1. С другой стороны, 0 ≤ xi ≤ xij и 0 ≤ Bjxi ≤ Bjxij ,
k + 1 ≤ j ≤ m. Следовательно, Bjxi = 0, k + 1 ≤ j ≤ m.

Положим теперь x = max{xi : 1 ≤ i ≤ k}. Так как x ≥ xi для всех 1 ≤ i ≤ k,
то 1 ≥ Bix ≥ Bixi и Bix = 1 для всех 1 ≤ i ≤ k. С другой стороны, x ≤

m∑
i=1

xi и

0 ≤ Bjx ≤
m∑
i=1

Bjxi, k + 1 ≤ j ≤ m. Следовательно, Bjx = 0, k + 1 ≤ j ≤ m. Так

как существуют Bi и Bj такие, что Bix = 1 и Bjx = 0, то q(x) = min
B∈B

Bx = 0,

p(x) = max
B∈B

Bx = 1.
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