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Аннотация. Пусть σ — разбиение множества всех простых чисел. Конечная груп-
па G называется σ-сверхразрешимой, если каждый G-главный фактор ее σ-ниль-
потентного корадикала циклический. В работе исследуется строение минимальных
не σ-сверхразрешимых групп, которые не являются σ-разрешимыми.
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1. Введение

Все рассматриваемые группы конечны.
Следуя [1, с. 206], зафиксируем разбиение σ = {σi | i ∈ I} множества

P всех простых чисел на попарно не пересекающиеся непустые подмножества
σi, индексированные элементами некоторого множества индексов I. Понятно,
что σ — это отношение эквивалентности на множестве P, при котором простые
числа p и q эквивалентны тогда и только тогда, когда существует i ∈ I такое,
что p, q ∈ σi. Элементы σi (i ∈ I) разбиения σ будем называть его σ-слоями, а
σ-слой, содержащий число p, будем обозначать через σ(p). В частности, σ(2) —
это тот σ-слой, который содержит число 2.

В последние годы в теории конечных групп активно развивается направ-
ление, связанное с изучением их σ-свойств. Один из важных аспектов этой
программы связан с установлением строения групп, расположенных критиче-
ски по отношению к определенному σ-свойству, т. е. групп G, все собственные
подгруппы которых обладают рассматриваемым σ-свойством, а сама группа G
не обладает. При этом под σ-свойством понимается такое групповое свойство,
которое связано с произвольным разбиением σ. Как показывают многочис-
ленные исследования, наличие в группе критических σ-подгрупп с заданным
свойством оказывает существенное влияние на ее строение (см., в частности,
[2]).

Группа G называется:
— σ-примарной, если существует i ∈ I такое, что π(G) ⊆ σi;
— σ-нильпотентной (пишем G ∈ Nσ), если G является прямым произве-

дением σ-примарных подгрупп;
— σ-сверхразрешимой (пишем G ∈ Uσ), если каждый G-главный фактор ее

σ-нильпотентного корадикала циклический;
— σ-разрешимой (пишем G ∈ Sσ), если G обладает нормальным рядом с

σ-примарными факторами.
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Ясно, что в случае минимального разбиения σ = {{p} | p ∈ P}, состоящего
из одноэлементных подмножеств, справедливы равенства Nσ = N, Uσ = U и
Sσ = S, где N, U и S — классы всех нильпотентных, всех сверхразрешимых и
всех разрешимых групп соответственно. Кроме того, Nσ ⊆ Uσ ⊆ Sσ для любого
разбиения σ.

Пусть F — некоторый класс групп. Группа G называется минимальной не

F-группой, если G не принадлежит F, а каждая собственная подгруппа из G
принадлежит F.

Исследования σ-свойств конечных групп инициировали следующие два во-
проса.

Вопрос 1 [3, вопрос 4.9]. Верно ли, что любая минимальная не σ-нильпо-
тентная группа σ-разрешима?

Вопрос 2 [4]. Какова структура минимальной не σ-сверхразрешимой груп-
пы?

Как отмечено в [5], из основного результата работы [6], опирающегося на
классификацию конечных простых групп, следует, что группа G является ми-
нимальной не σ-нильпотентной группой тогда и только тогда, когда G — груп-
па Шмидта и простые делители ее порядка принадлежат различным σ-слоям
(группой Шмидта называется ненильпотентная группа, все собственные под-
группы которой являются нильпотентными). Отметим, что строение групп
Шмидта хорошо изучено (см., например, работы [7–9]).

Общая структура минимальных не σ-сверхразрешимых групп в случае ми-
нимального разбиения σ = {{p} | p ∈ P} исследована в работах [10, 11]. Деталь-
но такие группы описаны в [12]. При этом выделены 11 типов минимальных
несверхразрешимых групп.

В работе [4] рассмотрено произвольное разбиение σ и описано строение σ-
разрешимых минимальных не σ-сверхразрешимых групп. При этом дополни-
тельно выделены три класса минимальных не σ-сверхразрешимых групп, кото-
рые не являются минимальными несверхразрешимыми группами.

Теорема 1 [4]. Пусть G — σ-разрешимая группа, которая не σ-примарна.
Если G — минимальная не σ-сверхразрешимая группа, которая не является
минимальной несверхразрешимой группой, то G/�(G) — также минимальная
не σ-сверхразрешимая группа и выполняется одно из следующих условий.

1. G = E : K, где E — σ-примарная минимальная не p-сверхразрешимая
группа, подгруппа K = 〈α〉 циклическая, |α| = rs, где r — простое число, не
принадлежащее σ(p). Пусть в этом случаеE = PQ, где P — p-сверхразрешимый
корадикал подгруппы E и Q — K-инвариантное дополнение подгруппы P в E.
Тогда [K,Q] = [〈αr〉, E] = 1 и α индуцирует нетривиальный степенной автомор-
физм на P/�(P ).

2. G = P : (HK) — минимальная не p-сверхразрешимая группа (соответ-
ствует типу 11 из [12, теорема 9] при H = M и K = C) и подгруппа HK
σ-примарна.

3. G = PM и M = HK, где P — нормальная p-подгруппа в G для неко-
торого простого p, H и K — силовская q-подгруппа и силовская r-подгруппа
из M соответственно, и PH — σ-примарная группа. Группа P/P ∩ �(G) HK-
неприводима, K = 〈α〉 и H = 〈β〉 — циклические группы. В этом случае име-
ются два различные подкласса:

(i) PK = GN = GNσ , |α| = qm, |β| = rn+l, αq, βr
n ∈ �(G) ∩ Z(G);
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(ii) PH = GN = GNσ , |α| = qm+n, |β| = rl, αq
n

, βr ∈ �(G) ∩ Z(G).

В данной работе исследуется строение минимальных не σ-сверхразрешимых
групп, которые не σ-разрешимы.

Наша главная цель — доказательство следующей теоремы, которая вместе
с теоремой 1 дает полный ответ на вопрос 2.

Теорема 2. Если группа G не σ-разрешима, то G — минимальная не σ-
сверхразрешимая группа тогда и только тогда, когда выполняются следующие
два условия:

1) G/�(G) — простая минимальная не σ-сверхразрешимая группа;
2) �(G) = Z∞(G).

Из [10] следует, что в случае минимального разбиения σ = {{p} | p ∈ P}
все минимальные не σ-сверхразрешимые группы (т. е. все минимальные не
сверхразрешимые группы) разрешимы. В данной работе показано, что в общем
случае существуют минимальные не σ-сверхразрешимые группы, которые не
σ-разрешимы. В частности, для разбиения σ с σ-слоем σ(2) = {2, 3} группа
PSL(3, 3) является минимальной не σ-сверхразрешимой группой.

2. Обозначения и предварительные результаты

В работе используются определения и обозначения, принятые в [13]. Тер-
минологию теории σ-субнормальных подгрупп можно найти в [3].

Если n — натуральное число, то через π(n) обозначается множество всех
простых чисел, делящих n; в частности, π(G) = π(|G|) — множество всех про-
стых чисел, делящих порядок группы G.

Если π — некоторое множество простых чисел, то символом π′ обозначается
множество всех тех простых чисел, которые не принадлежат π.

Напомним, что формация — это класс групп, замкнутый относительно взя-
тия гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений. Формация F
называется насыщенной, если всегда из G/�(G) ∈ F следует G ∈ F. Если F —
непустая формация, то в любой группе G существует наименьшая нормальная
подгруппа, фактор-группа по которой принадлежит F. Эта подгруппа обозна-
чается через GF и называется F-корадикалом группы G.

Класс F называется классом Фиттинга, если он удовлетворяет следующим
требованиям:

1) F — нормально наследственный класс;
2) из G = AB, где A и B — нормальные подгруппы группы G, принадле-

жащие F , всегда следует G ∈ F.
Формация Фиттинга — это формация, являющаяся классом Фиттинга.
Простая проверка показывает, что класс Nσ всех σ-нильпотентных групп

является наследственной насыщенной формацией Фиттинга.
Группа G называется σ-сверхразрешимой, если каждый G-главный фактор

ее σ-нильпотентного корадикала GNσ циклический. Из определения, в част-
ности, следует, что сверхразрешимая группа σ-сверхразрешимая для любого
разбиения σ множества всех простых чисел.

Отметим следующие важные свойства σ-сверхразрешимых групп для лю-
бого разбиения σ множества всех простых чисел.

Лемма 1 [14, теорема 1.3]. 1. Класс Uσ является наследственной форма-
цией.
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2. Формация Uσ насыщенная тогда и только тогда, когда π(p − 1) ⊆ σ(2)
для всех p ∈ σ(2) и |σ(q)| = 1 для всех q /∈ σ(2).

3. Формация Uσ является классом Фиттинга тогда и только тогда, когда
σ(2) — множество всех простых чисел.

Так как ввиду леммы 1 класс Uσ наследственный, то при исследовании
структуры минимальной не Uσ-группы достаточно ограничиться анализом стро-
ения ее максимальных подгрупп.

Лемма 2. Пусть G — минимальная не σ-сверхразрешимая группа. Если G
не σ-разрешимая, тоG/�(G) — простая неабелева группа и |{σ(p) | p ∈ π(G)}| > 1.

Доказательство. Так как группа G не σ-разрешима, то она обладает
неабелевым композиционным фактором A/B, который не является σ-примар-
ной группой. Предположим, что A ⊂ G. Так как G — минимальная не σ-сверх-
разрешимая группа, то подгруппа A σ-сверхразрешима, а значит, фактор A/B
σ-примарен, что противоречит предположению.

Следовательно, A = G и G/B — простая неабелева группа. Предположим,
что подгруппа B обладает нефраттиниевым G-главным фактором C/D. То-
гда в G найдется максимальная подгруппа M , которая не покрывает фактор
C/D, т. е. D ⊆ M и MC = G. Понятно, что подгруппа M σ-сверхразрешима.
Поэтому из

G/B = MC/B = MB/B ≃M/M ∩B
следует, что G/B — σ-примарная группа. Снова пришли к противоречию.

Таким образом, все G-главные факторы подгруппы B фраттиниевы в G,
а значит, B ⊆ �(G). Кроме того, так как G не σ-разрешима, то |{σ(p) | p ∈
π(G)}| > 1, т. е. G не является σ-примарной группой.

Лемма доказана.

Минимальная неразрешимая группа — это неразрешимая группа, все соб-
ственные подгруппы которой разрешимы. Простая проверка показывает, что
группа G является минимальной неразрешимой группой тогда и только тогда,
когда G/�(G) — минимальная простая группа, т. е. неабелева простая группа,
все собственные подгруппы которой разрешимы. Полный список минимальных
простых групп приведен Томпсоном в [15]. Этот список содержит следующие
группы:

— PSL2(2
p), где p — простое число;

— PSL2(3
p), где p — простое число, большее 3;

— PSL2(p), где p — простое число, большее 5, и p2 + 1 ≡ 0 (mod 5);
— PSL3(3);
— Sz(2p), p — простое нечетное число.
Описание подгрупп группы PSL2(q) содержится в известной теореме Дик-

сона (см., например, [16, теорема II.8.27]). В дальнейшем будем опираться на
нее без дополнительных ссылок.

Для описания расширений групп используются следующие обозначения из
[17]: A × B — прямое произведение подгрупп A и B; A : B — расщепляемое
расширение группы A с помощью группы B.

Если A и B — циклические подгруппы порядка n и m соответственно, то с
учетом изложенного понятно обозначение n : m.

Нормальная подгруппа E группы G называется гиперцентральной, если
либо E = 1, либо каждый ее G-главный фактор центральный (в G). Далее
Z∞(G) обозначает произведение всех нормальных гиперцентральных подгрупп
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группы G и называется ее гиперцентром. Простая проверка показывает, что
Z∞(G) — нормальная гиперцентральная подгруппа группы G.

3. Доказательство теоремы 2

1. Пусть G — минимальная не σ-сверхразрешимая группа. Тогда по лем-
ме 2 G/�(G) — простая неабелева группа и |{σ(p) | p ∈ π(G)}| > 1. Из послед-
него условия следует, что группа G/�(G) не σ-примарна, поэтому G/�(G) не
σ-сверхразрешима и ввиду леммы 1 G/�(G) — минимальная не σ-сверхразре-
шимая группа.

Пусть G — группа наименьшего порядка, для которой �(G) не совпадает с
Z∞(G). ЕслиN — минимальная нормальная подгруппа группыG, тоN ⊆ �(G).
Очевидно, G/N/�(G/N) ∼= G/�(G) — простая неабелева группа, являющаяся
минимальной не σ-сверхразрешимой группой, и |{σ(p) | p ∈ π(G/N)}| > 1.
Отсюда ввиду выбора группы G имеем

�(G/N) = �(G)/N = Z∞(G/N).

Если группа G имеет минимальную нормальную подгруппу L, отличную от N ,
то ввиду выбора группы G подгруппа NL/L центральна в G/L. Но тогда из
G-изоморфизма NL/L ∼= N следует, что N ⊆ Z(G), значит, �(G) = Z∞(G), что
невозможно.

Таким образом, N — единственная минимальная нормальная подгруппа
группы G. Поэтому �(G) = Op(G) и из выбора группы G и простоты груп-
пы G/�(G) следует, что CG(N) = �(G) = Op(G). Отсюда имеем, что группа
G/�(G) изоморфна некоторой подгруппе группы автоморфизмов группы N .

Предположим, что все максимальные подгруппы группы G/�(G) σ-ниль-
потентны. Тогда ввиду теоремы 1 из [5] G/�(G) — группа Шмидта, что в силу
выбора группы G невозможно. Таким образом, в группе G/�(G) найдется неко-
торая максимальная подгруппа M/�(G), которая не принадлежит классу Nσ.

ПустьD = MNσ — σ-нильпотентный корадикал подгруппы M . Рассмотрим
M -главный ряд

1 = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nt = D ∩N ⊂ Nt+1 ⊂ · · · ⊂ Nk = N.

Для любого i = 1, 2, . . . , t изM ∈ Uσ следует, чтоNi/Ni−1 — циклическая группа
порядка p. Тогда M/CM (Ni/Ni−1) — циклическая группа порядка, делящего
p− 1. Отсюда, в частности, M/CM (Ni/Ni−1) ∈ Uσ, а значит, D ⊆ CM (Ni/Ni−1).
Если i = t+ 1, . . . , k, то имеет место M -изоморфизм

NiD/Ni−1D ∼= Ni/Ni ∩Ni−1D = Ni/Ni−1(Ni ∩D) = Ni/Ni−1.

Отсюда
D ⊆ CM (NiD/Ni−1D) = CM (Ni/Ni−1).

Кроме того,ND/D ⊆ Op(M/D). Поэтому CM (Ni/Ni−1) содержит σ(p)′-холлову
подгруппу из M , а значит, CM (Ni/Ni−1) — σ(p)′-группа и D ⊆ CM (Ni/Ni−1).
Итак, для любого i = 1, 2, . . . , k имеем D ⊆ CM (Ni/Ni−1) и

MNσ ⊆
k⋂

i=1

CM (Ni/Ni−1).

Таким образом,MNσ�(G)/�(G) — стабильная группа автоморфизмов груп-
пы N . По лемме 9.3 из [1] MNσ�(G)/�(G) является p-группой.
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Рассмотрим подгруппу Mx, где x ∈ G. Так как подгруппа Mx максимальна
в G, то �(G) ⊆ Mx. Очевидно, (Mx)Nσ = (MNσ)x. По аналогии с изложен-
ным выше можно доказать, что группа (MNσ)x�(G)/�(G) является p-группой,
действующей стабильно на группе N . Простая проверка показывает, что группа

〈MNσ�(G)/�(G), (MNσ )x�(G)/�(G)〉
также действует стабильно на группе N . Снова применяя лемму 9.3 из [1],
получаем. что 〈MNσ , (MNσ)x〉�(G)/�(G) — p-группа. Отсюда ввиду [18]

1 6= MNσ�(G)/�(G) ⊆ Op(G/�(G)),

что противоречит простоте группы G/�(G).
Таким образом, CG(N) = G и �(G) = Z∞(G). Снова пришли к противоре-

чию с выбором группы G.
2. Пусть G /∈ Sσ, G/�(G) — простая минимальная не σ-сверхразрешимая

группа и �(G) = Z∞(G). ПустьM — максимальная подгруппа группы G. Тогда
�(G) ⊆ M . Так как G/�(G) — минимальная не σ-сверхразрешимая группа,
то M/�(G) ∈ Uσ. По определению тогда все M -главные факторы подгруппы
M/�(G), расположенные ниже

(M/�(G))Nσ = MNσ�(G)/�(G),

циклические. Так как �(G) = Z∞(G), из

MNσ�(G)/�(G) ∼= MNσ/MNσ ∩ �(G)

следует, что все M -главные факторы, расположенные ниже MNσ , циклические,
т. е. M ∈ Uσ. Таким образом, все максимальные подгруппы группы G принад-
лежат Uσ, но сама группа G в Uσ не входит. Следовательно, G — минимальная
не σ-сверхразрешимая группа.

Теорема доказана.

4. Замечания и примеры

Из [10] следует, что что любая минимальная не сверхразрешимая подгруп-
па разрешима. Следующее предложение показывает, что наряду с минималь-
ным разбиением {{p} | p ∈ P} существует бесконечное множество разбиений σ
множества всех простых чисел, для которых все минимальные не σ-сверхразре-
шимые группы σ-разрешимы.

Предложение 1. Пусть σ — разбиение множества всех простых чисел с
σ-слоем σ(2) = {2}. Тогда все минимальные не σ-сверхразрешимые группы
σ-разрешимы.

Доказательство. Пусть G — минимальная не σ-сверхразрешимая груп-
па. Предположим, что G не σ-разрешима. Тогда ввиду теоремы 2 выполняются
следующие два условия: 1) G/�(G) — простая неабелева группа, являющаяся
минимальной не σ-сверхразрешимой группой; 2) �(G) = Z∞(G). Отсюда и из
σ(2) = {2} следует, что G/�(G) — минимальная простая группа. С учетом
списка минимальных простых групп из [15] рассмотрим следующие возможные
случаи.

1. G/�(G) ∼= PSL3(3). В этом случае, как следует из [17, с. 13], G/�(G)
содержит максимальную подгруппу, изоморфную S4, которая не принадлежит
Uσ. Поэтому G не является минимальной не σ-сверхразрешимой группой.
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2. G/�(G) ∼= PSL2(2
p), где p — простое число. Тогда G/�(G) содержит

максимальную подгруппу, изоморфную 2p : (2p − 1), которая является группой
Фробениуса, а значит, не принадлежит Uσ. Поэтому G не является минималь-
ной не σ-сверхразрешимой группой.

3. G/�(G) ∼= PSL2(3
p), где p — простое число, большее 3. В этом случае

G/�(G) содержит подгруппу, изоморфную A4, которая не принадлежит классу
Uσ. Поэтому G не является минимальной не σ-сверхразрешимой группой.

4. G/�(G) ∼= PSL2(p), где p — простое число, большее 5, и p2 + 1 ≡ 0
(mod 5). Как и в предыдущем случае, группа G/�(G) содержит подгруппу,
изоморфную A4. Поэтому G не является минимальной не σ-сверхразрешимой
группой.

5. G/�(G) ∼= Sz(2p), p — простое нечетное число. Тогда ввиду [19, теоре-
ма 9] группа G/�(G) содержит подгруппу Фробениуса F/�(G) порядка q2(q−1),
где q = 2p. Эта подгруппа, очевидно, не принадлежит Uσ. Поэтому G не явля-
ется минимальной не σ-сверхразрешимой группой.

Таким образом, все минимальные не σ-сверхразрешимые группы σ-разре-
шимы. Предложение доказано.

Следующий пример показывает, что существует бесконечное множество
разбиений σ, для которых минимальные не σ-сверхразрешимые группы не яв-
ляются σ-разрешимыми.

Пример 1. Пусть σ — разбиение множества всех простых чисел с σ-слоем
σ(2) = {2, 3}. Тогда группа G ∼= PSL3(3) является минимальной не σ-сверхраз-
решимой группой.

Действительно, как следует из [17, с. 13], группа G содержит максимальные
подгруппы, которые изоморфны группам из списка {32 : 2S4, 13 : 3, S4}. Так как
σ(2) = {2, 3}, то каждая подгруппа из этого списка σ-сверхразрешима. Следо-
вательно, группа G является минимальной не σ-сверхразрешимой группой.

Отметим, что группа G ∼= PSL2(2
2) ∼= A5 также является минимальной не

σ-сверхразрешимой группой для разбиения σ множества всех простых чисел с
σ-слоем σ(2) = {2, 3}.
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