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М. Б. Карманова

Аннотация. Выведена формула коплощади для отображений групп Карно про-
извольной глубины. Одним из ключевых свойств является описание соотношения
мер Хаусдорфа, построенных по субримановым и римановым квазиметрикам.
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Статья посвящена продолжению начатых в [1, 2] исследований метриче-
ских свойств классов неконтактных отображений групп Карно. В отличие от
рассмотренных ранее случаев в поставленной задаче нет ограничений на со-
отношение размерностей подрасслоений, соответствующих полям одинаковых
степеней. Кроме того, сняты ограничения на глубину прообраза и образа. Та-
ким образом, решается вопрос в универсальной постановке. В частном случае,
когда размерности подрасслоений полей одинаковой степени на прообразе не
меньше, чем таковые на образе, результаты перспективны в плане применений
к аппроксимации липшицевых во внутреннем смысле отображений гладкими.
Такая аппроксимация может быть полезна при выводе в явном виде метриче-
ских свойств множеств уровня классов липшицевых во внутреннем смысле отоб-
ражений. Эта задача является одной из трудных открытых проблем анализа
на метрических структурах, и в настоящее время она решена только либо для
некоторых частных случаев (см., например, [3–6] и др.), либо в достаточно ло-
кальном виде [7]. Так как при построении отображений, аппроксимирующих ис-
ходное, свойство контактности (и соответственно липшицевости во внутреннем
смысле) в общем случае исчезает, то возникает вопрос, как описать субримано-
вы свойства неконтактных аппроксимаций. В ходе решения задачи установлен
ряд свойств дифференциалов неконтактных отображений, а именно, показа-
но, как структура дифференциала может быть адаптирована под структуру
дифференциала контактного отображения и какими аналогами субримановых
метрических свойств он обладает. Также исследованы классы функций множе-
ства, определяемых на поверхностях уровня, и установлено, что каждая такая
функция является мерой и обладает свойством счетной аддитивности.

В разд. 1 приведены основные определения и факты из теории групп Карно.
Разд. 2 посвящен сравнению в прообразе и образе сумм размерностей подрассло-
ений полей, степень которых не превосходит определенного числа от единицы до
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глубины образа, и описанию свойств дифференциала в нехарактеристических
точках. В разд. 3 построен дифференциал субриманова типа и установлены его
свойства. Разд. 4 содержит приложения установленных результатов: описание
новой меры Хаусдорфа на множествах уровня и вывод формулы коплощади
нового типа (ср. [1, 8, 2]).

1. Основные свойства групп Карно

Для описания условий решаемой задачи нам потребуются базовые опреде-
ления и свойства исследуемых объектов.

Определение 1.1 (см., например, [9]). Группой Карно называется связная
односвязная стратифицированная группа Ли G, алгебра Ли V которой градуи-
рована, т. е. представляется в виде

V =
M⊕

j=1

Vj , [V1, Vj ] = Vj+1, j < M, [V1, VM ] = {0}.

Размерности пространств Vj(x), j = 1, . . . ,M , не зависят от точки x.

Определение 1.2. Пусть N — топологическая размерность группы G и
X1, X2, . . . , XN — левоинвариантные векторные поля на G, образующие базис
алгебры Ли V , причем

{
X1, . . . , XdimV1 — базис V1,

XdimV1+···+dimVk−1+1, . . . , XdimV1+···+dimVk
— базис Vk, 1 < k ≤M.

Здесь символ dimVk означает размерность Vk (в каждой точке x). Если Xj ∈
Vk, то число k называется степенью поля Xj и обозначается символом degXj .
Векторные поля степени 1 далее будем называть горизонтальными.

Если

x = exp

(
N∑

j=1

xjXj

)
(0), y = exp

(
N∑

j=1

yjXj

)
(0),

то

x · y = z = exp

(
N∑

j=1

zjXj

)
(0),

где zj = xj + yj для degXj = 1,

zj = xj + yj +
∑

µ>0,β>0,
|µ+β|h=degXj

F jµ,βx
µyβ

при degXj > 1, и для каждого N -мерного мультииндекса λ = (λ1, . . . , λN ) его

однородная норма обозначается через |λ|h =
N∑
i=1

λi degXi.

Здесь умножение x ·y понимается в следующем смысле. Сначала движение

идет до точки x вдоль интегральной линии векторного поля
N∑
j=1

xjXj с началом

в единице группы 0, а затем — вдоль интегральной линии векторного поля
N∑
j=1

yjXj с началом в x. Таким образом, интегральная линия поля
N∑
j=1

zjXj

соединяет точки 0 и z = exp

(
N∑
j=1

yjXj

)
(x).
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Определение 1.3. Константы
{
F jµ,β

}
j,µ,β

называются структурными

константами группы G.

Замечание 1.4. Так как на группе Карно по определению верно

[Xi, Xj] =
∑

k:degXk=degXi+degXj

cijkXk,

где все {cijk}i,j,k постоянны, а при вычислении координат {zj}Nj=1 используется

формула Бейкера — Кэмпбелла — Хаусдорфа, то константы
{
F jµ,β

}
j,µ,β

всегда
определяются однозначно.

Определение 1.5. Рассмотрим точку u ∈ G и (v1, . . . , vN ) ∈ RN . Опреде-
лим отображение θu : RN → G следующим образом:

θu(v1, . . . , vN ) = exp

(
N∑

i=1

viXi

)
(u).

Известно, что θu — гладкий диффеоморфизм. Набор {vi}Ni=1 называется нор-

мальными координатами или координатами первого рода (относительно u ∈
G) точки v = θu(v1, . . . , vN ).

В качестве расстояния будем использовать следующую величину, локаль-
но билипшицево эквивалентную известной метрике Карно — Каратеодори (см.,
например, [10]) на группах Карно.

Определение 1.6. Пусть G — группа Карно и w = exp

(
N∑
i=1

wiXi

)
(v).

Определим величину d2 следующим образом:

d2(v, w) = max
{( ∑

j:degXj=1

w2
j

) 1
2

,
( ∑

j:degXj=2

w2
j

) 1
2·2

, . . . ,
( ∑

j:degXj=M

w2
j

) 1
2·M
}
.

Множество {w ∈ G : d2(v, w) < r} называется шаром относительно d2 радиуса

r > 0 с центром в точке v и обозначается символом Box2(v, r).

С помощью формул групповой операции нетрудно показать, что d2 явля-
ется квазиметрикой: она равна нулю тогда и только тогда, когда точки совпа-
дают, обладает свойством симметричности и для нее выполняется обобщенное
неравенство треугольника. Кроме того, d2 является субримановым обобщением
евклидовой метрики.

Отметим, что часто в исследованиях на неголономных структурах исполь-
зуют метрику Карно — Каратеодори, которая вычисляется как точная нижняя
грань длин горизонтальных кривых (т. е. абсолютно непрерывных кривых, у
которых касательный вектор в почти каждой точке горизонтален). Ее недо-
статок состоит в том, что структура шаров в этой метрике в настоящее время
известна только в нескольких частных случаях.

Свойство 1.7. Образ шара Box2(v, r) при отображении θ−1
v — декартово

произведениеM (евклидовых) шаров, диаметры которых равны 2r, 2r2, . . . , 2rM .

Свойство 1.8. С помощью свойства 1.7 непосредственно проверяется, что
хаусдорфова размерность группы G относительно d2 равна

ν =

M∑

j=1

j dimVj .
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Определение 1.9. Определим функцию множества H ν для A ⊂ G сле-
дующим образом:

H ν(A) =
M∏

k=1

ωdimVk
· lim
δ→0

inf
{∑

i∈N
rνi :

⋃

i∈N
Box2(yi, ri) ⊃ A, yi ∈ A, ri < δ

}
,

где точная нижняя грань берется по всем покрытиям множества A.

Здесь и далее символ ωl обозначает объем евклидова шара единичного ра-
диуса в Rl.

Замечание 1.10. Определение 1.9 отличается от классического тем, что
центры шаров покрытия берутся на самом множестве. Однако для исследу-
емых в статье множеств такое отличие не является принципиальным в силу
абсолютной непрерывности по мере H N (см. ниже свойство 1.11).

Из [11, разд. 1] следует

Свойство 1.11. Функция множества H ν является мерой (в частности,
она обладает свойством счетной аддитивности на σ-алгебре борелевских мно-
жеств). Кроме того, меры H ν и H N , где мера Хаусдорфа H N построена по

метрике вида
√
〈·, g·〉, определяемой римановым тензором g на G, абсолютно

непрерывны одна относительно другой и восстанавливаются по соответствую-
щим производным. Производная H N по H ν в точке x ∈ G равна

√
det(g(x)).

Замечание 1.12. То, что H ν является мерой, можно доказать из абсо-
лютной непрерывности H ν относительно H N и квазиаддитивности H ν (см.
подробности и схему доказательства в [12]).

Определение 1.13. Функция множества H ν называется субримановой

мерой.

Обозначение 1.14. Пусть G̃ — группа Карно. Обозначим ее размерность
и размерности составляющих алгебру Ли подпространств, глубину, определен-
ную аналогично d2 квазиметрику, хаусдорфову размерность относительно этой
квазиметрики теми же символами, что и для G, только со знаком .̃ Построен-

ную по d̃2 меру Хаусдорфа размерности ν̃ обозначим символом H ν̃ .

Предположение 1.15. Будем рассматривать отображения ϕ : � → G̃

класса C1, где � ⊂ G — открытое множество группы Карно G, G и G̃ — группы

Карно глубины M и M̃ и топологических размерностей N и Ñ соответственно,

N ≥ Ñ .

Также будем предполагать, что ранг Dϕ всюду равен Ñ (т. е. он макси-
мален), и Dϕ строго отделен от нуля всюду на �: иными словами, существует
такое t > 0, что ‖Dϕ(x)〈w〉‖ ≥ t для всех x ∈ � и w ∈ (kerDϕ(x))⊥, где ‖w‖ = 1.

Кроме того, будем считать, что существуют такие 0 < c < C < ∞, что
c ≤

√
det(g(x)) ≤ C всюду на �, где g — риманов тензор на G.

Замечание 1.16. Подчеркнем, что не требуется выполнения ни одного из
условий

1) M ≥ M̃ ;

2) хотя бы для одного k0 ∈ [1,M ] верно dimVk0 > dim Ṽk0 , а dimVk ≥ dim Ṽk
для всех остальных k 6= k0.
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2. Соотношение размерностей

Из результатов [1, 2] следует, что для корректного определения хаусдор-
фовой размерности множеств уровня необходимо вычислить минимально воз-

можную сумму степеней Ñ линейно независимых векторных полей в прообра-
зе. Далее будем рассматривать точки, в которых дифференциал отображения
невырожденный на каждом из таких векторов. Такой выбор обоснован тем,
что в этом случае меры пересечений субриманова шара и проходящего через
его центр множества уровня и субриманова шара и касательной плоскости к
такому множеству уровня будут совпадать с точностью до множителя 1 + o(1).

Обозначение 2.1. Положим

M̂ = min

{
m :

m∑

k=1

dim Vk ≥ Ñ
}
.

Из определения следует, что M̂ ≤M . Если хотя бы для одного k0 ∈ [1, M̃ ]

верно dimVk0 > dim Ṽk0 , а dim Vk ≥ dim Ṽk для всех остальных k 6= k0, то

M̂ ≤ M̃ .
Перейдем к определению характеристической точки.

Определение 2.2. Точка x ∈ � называется характеристической, если ми-

нимально возможная сумма степеней Ñ линейно независимых векторных полей,
на которых Dϕ невырожденный, строго больше, чем

M̂−1∑

k=1

k · dim Vk + M̂ ·
(
Ñ −

M̂−1∑

k=1

dimVk

)
. (1)

Замечание 2.3. Определение характеристической точки, приведенное в
[2], является частным случаем определения 2.2. Действительно, если, напри-

мер, M̃ = 2 и dim Ṽ1 ≤ dimV1 ≤ Ñ = dim Ṽ1 +dim Ṽ2, то минимально возможная

сумма степеней Ñ линейно независимых векторных полей, на которыхDϕ невы-

рожденный, равна dim V1 + 2(Ñ − dimV1).

Определение 2.4 (см., например, [13]). Пусть G и G̃ — группы Карно,

� ⊂ G — открытое множество и ϕ : �→ G̃. Будем говорить, что ϕ — контакт-

ное отображение класса C1
H , если производные вдоль горизонтальных полей

X1ϕ, . . . ,XdimV1ϕ существуют и непрерывны и V1ϕ ⊂ Ṽ1. Здесь V1ϕ обозна-
чает линейную оболочку векторных полей, полученных в результате действия
горизонтальных полей на ϕ.

Замечание 2.5. Если отображение ϕ является непрерывно дифференци-
руемым в классическом смысле и контактным, то минимально возможная сумма

степеней Ñ линейно независимых векторных полей, на которых Dϕ невырож-
денный, строго равна (см. [14])

M̃∑

k=1

k dim Ṽk. (2)

Как видно из (2), эта сумма строго больше значения (1), если хотя бы для одного

k0 ∈ [1, M̃ ] верно dim Vk0 > dim Ṽk0 , а dimVk ≥ dim Ṽk для всех остальных k 6=
k0, не превосходящих M̃ . Данное различие обусловлено свойством контактности
отображения.
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Замечание 2.6. Если M ≥ M̃ и dimVk = dim Ṽk для всех k = 1, . . . , M̃ ,

то минимально возможная сумма степеней Ñ линейно независимых векторных
полей, на которых Dϕ невырожденный, будет такая же, как в контактном слу-
чае.

Обозначение 2.7. Положим

N̂ =

M̂∑

k=1

dimVk.

По определению Ñ ≤ N̂ ≤ N .

Обозначение 2.8. Положим nm =
m∑
k=1

dim Vk для всех m = 1, . . . ,M и

n0 = 0. Также положим ñp =
p∑
k=1

dim Ṽk для всех p = 1, . . . , M̃ и ñ0 = 0.

Обозначение 2.9. Для произвольного отображения ψ : �→ G̃, где � ⊂ G,
обозначим символом Dmψ часть матрицы дифференциала Dψ, состоящую из
первых nm столбцов.

Таким образом, часть матрицы дифференциала Dψ, состоящая из первых

N̂ столбцов, обознается символом D
M̂
ψ.

Обозначение 2.10. Положим ϕx = ϕ ◦ θx.

Теорема 2.11. В условиях предположения 1.15 для неконтактных отобра-

жений ϕ : �→ G̃ класса C1, где � ⊂ G — открытое множество, точка является
характеристической тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих
условий:

• ранг D
M̂
ϕ в этой точке не превосходит Ñ − 1;

• существует 1 ≤ m < M̂ такое, что ранг Dmϕ в этой точке не превосходит
nm − 1, тогда как ранг D

M̂
ϕ максимален.

Доказательство. Фиксируем точку x ∈ � и перейдем в нормальные ко-
ординаты относительно x. Тогда вид матрицы дифференциала отображения ϕx
в нуле в стандартном базисе будет таким же, как вид матрицы дифференциа-

ла ϕ в точке x в базисе {Xi}Ñi=1. Так как точка x ∈ � фиксирована, далее в
доказательстве при рассмотрении матриц или элементов матриц дифференци-
алов мы не будем указывать аргумент, чтобы избежать загромождения текста.
Каждому столбцу матрицы Dϕx с номером i сопоставим число, равное степени
векторного поля с таким же номером degXi, i = 1, . . . , N .

Рассмотрим матрицу D
M̂
ϕ, которая совпадает с матрицей, составленной

из первых N̂ столбцов D
M̂
ϕx, размера Ñ × N̂ , и проанализируем ее свойства.

Так как результат действия D
M̂
ϕx на стандартный вектор ei — это столбец с

номером i, i = 1, . . . , N̂ , будем исследовать свойства столбцов.

Пусть ранг D
M̂
ϕ строго меньше Ñ . В этом случае в D

M̂
ϕx можно выбрать

не более чем Ñ − 1 линейно независимых столбцов. Минимально возможная
сумма степеней, соответствующая этим столбцам, равна

M̂−1∑

k=1

k dimVk + M̂ ·
(
Ñ −

M̂−1∑

k=1

dimVk − 1

)
. (3)
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Так как rankDϕ = Ñ , существует хотя бы один столбец матрицыDϕx с номером

j > N̂ , которому сопоставлена степень degXj > M̂ . Эта степень в сумме с (3)
будет строго больше, чем (1).

Предположим теперь, что ранг D
M̂
ϕ равен Ñ , но при этом существует

1 ≤ m < M̂ такое, что ранг Dmϕ в этой точке не является максимальным.

Выберем наибольшее из таких чисел m < M̂ ; тогда ранги матриц Dlϕ и Dlϕx,

l = m + 1, . . . , M̂ , максимальны. В этом случае рассмотрим матрицу Dmϕ,
которая совпадает с матрицей Dmϕx, и применим к ней приведенную ранее
схему.

Действительно, по определению числа M̂ имеем nm =
m∑
k=1

dimVk < Ñ для

m < M̂ , поэтому максимально возможный ранг Dmϕx равен nm. В свою оче-
редь, минимально возможная сумма степеней линейно независимых векторов
равна

m∑

k=1

k dimVk,

а если ранг Dmϕx равен nm − s, s > 0, то эта сумма больше либо равна
m−1∑

k=1

k dimVk +m(dim Vm − s).

По условию ранг Dm+1ϕ максимален. Предположим, что m+1 < M̂ . Тогда ко-

личество линейно независимых столбцов в матрице Dm+1ϕx равно
m+1∑
k=1

dimVk,

т. е. Dm+1ϕx отличается от Dmϕx на dimVm+1 + s линейно независимых столб-
цов, что невозможно, так как эти матрицы различаются только на dim Vm+1

столбцов. Значит, m + 1 = M̂ . Тогда минимально возможная сумма степеней,
соответствующая этим линейно независимым столбцам, больше либо равна

M̂−2∑

k=1

k dimVk + (M̂ − 1)(dimV
M̂−1

− s) + M̂

(
Ñ −

M̂−1∑

k=1

dimVk + s

)
,

что совпадает с значением

M̂−1∑

k=1

k dimVk + M̂ ·
(
Ñ −

M̂−1∑

k=1

dimVk

)
+ s.

Пусть теперь точка x характеристическая, т. е. минимально возможная

сумма степеней Ñ линейно независимых векторных полей, на которыхDϕ невы-
рожденный, строго больше чем (1). В терминах введенных в начале доказатель-
ства обозначений это эквивалентно тому, что минимально возможная сумма
степеней, соответствующая всем линейно независимым столбцам, строго боль-
ше чем (1). В свою очередь, это означает, что или у какой-либо матрицы Dmϕx
(и Dmϕ) ранг не максимальный, m < M̂ , или ранг D

M̂
ϕx (и D

M̂
ϕ) не макси-

мальный. Теорема доказана.

Следствие 2.12. Множество χ замкнуто.

Доказательство. Действительно, каждое из отображений x 7→ Dmϕ(x)
непрерывно и

χ =

M̂⋃

m=1

{x : det(Dmϕ(x)Dmϕ(x)∗) = 0}.
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Следствие доказано.

3. Дифференциал субриманова типа

В данном разделе опишем преобразования в нехарактеристических точках
дифференциала отображения ϕ, которое приведет его к виду, аналогичному
структуре субриманова дифференциала для контактных отображений. Чтобы
пояснить, о чем идет речь, приведем некоторые классические определения и
результаты теории субримановой дифференцируемости.

Определение 3.1 ([10]; см. также [13]). Пусть G и G̃ — группы Карно,

� ⊂ G и ϕ : � → G̃. Отображение ϕ является hc-дифференцируемым, или
дифференцируемым в субримановом смысле, в (предельной) точке x ∈ �, если

существует горизонтальный гомоморфизм Lx : G→ G̃ такой, что

d̃2(ϕ(y),Lx〈y〉) = o(1) · d2(x, y), где o(1)→ 0 при � ∋ y → x.

hc-Дифференциал (или субриманов дифференциал) Lx обозначается символом

D̂ϕ(x).

Известно [13], что контактныеC1
H -отображения (см. определение 2.4), опре-

деленные на открытых множествах, непрерывно дифференцируемы в субрима-
новом смысле всюду на области определения. Если контактноеC1

H -отображение
принадлежит и классу C1, то (см., например, [14]) его классический дифферен-
циал имеет «блочно-верхнетреугольный» вид, а субриманов — «блочно-диаго-
нальный». Здесь термины взяты в кавычки, так как в общем случае матрицы
дифференциала и субриманова дифференциала не являются квадратными и

размерность аналогов диагональных блоков равна dim Ṽk × dimVk, а располо-
жены они на пересечениях столбцов с номерами от nk−1 + 1 до nk и строк с

номерами от ñk−1 + 1 до ñk соответственно. Здесь k = 1, . . . ,min{M, M̃}.
Наша цель далее — привести матрицу классического дифференциала к

«блочно-верхнетреугольному» виду, не меняя значение
√

det(DϕDϕ∗), и по-
строить аналог матрицы субриманова дифференциала, рассмотрев ее «диаго-
нальные» блоки.

Обозначение 3.2. Здесь и далее символ 0q×p обозначает нуль-матрицу
размера q × p, а El — единичную матрицу размера l.

Обозначение 3.3. Символ Dc
mϕ здесь и далее обозначает матрицу, со-

ставленную из dimVm столбцов Dϕ с номерами nm−1 + 1, . . . , nm.
Символ Dcϕ здесь и далее обозначает матрицу, составленную из N −n

M̂
=

N − N̂ столбцов Dϕ с номерами n
M̂

+ 1, . . . , N .
Если Q — произвольная матрица, то для нее справедливы аналогичные

обозначения, если они имеют смысл.

Далее будем использовать метод, подробно описанный в [2], индукцией по

m = M̂, . . . , 1.
Пусть x — фиксированная нехарактеристическая точка. Рассмотрим мат-

рицу Dϕ = Dϕ(x) (построенную в базисах {Xi}Ni=1 и {X̃j}Ñj=1). Тогда ранги
матриц D

M̂
ϕ и входящей в нее D

M̂−1
ϕ максимальные. Так как x — фиксиро-

ванная точка, значение аргумента, как и ранее, указывать не будем.
Опишем основные шаги преобразования.
Аналогично методу [2] подействуем слева на Dϕ ортогональным преоб-

разованием O
Ñ,M̂−1

таким образом, чтобы первые n
M̂−1

столбцов матрицы



Неконтактные отображения общих групп Карно 651

O
Ñ,M̂−1

D
M̂
ϕ (составляющиеO

Ñ,M̂−1
D
M̂−1

ϕ) лежали в R
n
M̂−1×0

Ñ−n
M̂−1 . Тогда

матрица O
Ñ,M̂−1

Dϕ имеет вид



[O
Ñ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ]

O
Ñ,M̂−1

(Dc
M̂
ϕ) O

Ñ,M̂−1
(Dcϕ)

0
(Ñ−n

M̂−1
)×n

M̂−1


 , (4)

где символ [O
Ñ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ] обозначает блок O
Ñ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ, представляющий

собой квадратную невырожденную матрицу размера n
M̂−1

.

Далее, для блока O
Ñ,M̂−1

(Dc
M̂
ϕ) ранг матрицы, составленной из его строк

с номерами n
M̂−1

+ 1, . . . , Ñ , максимален и равен Ñ − n
M̂−1

(это следует из

приведенных в [2] аргументов, примененных почти дословно с очевидными из-
менениями). Обозначим такую матрицу символом

(
O
Ñ,M̂−1

(
Dc
M̂
ϕ
))
Ñ−n

M̂−1

. По

построению ее размер равен

(Ñ − n
M̂−1

)× (N̂ − n
M̂−1

);

напомним, что N̂ = n
M̂
≥ Ñ .

Подействуем на (4) справа ортогональным преобразованием O
M̂

, матрица
которого равна




En
M̂−1

0n
M̂−1

×dimV
M̂

0n
M̂−1

×(N−n
M̂

)

0dimV
M̂
×n

M̂−1
O
M̂

0dimV
M̂
×(N−n

M̂
)

0(N−n
M̂

)×n
M̂−1

0(N−n
M̂

)×dimV
M̂

EN−n
M̂


 , (5)

где O
M̂

— ортогональное преобразование, поворачивающее Ñ − n
M̂−1

строк

O
Ñ,M̂−1

(Dc
M̂
ϕ)
Ñ−n

M̂−1

в пространство R
Ñ−n

M̂−1×0N̂−Ñ , матрица которого име-

ет размер dimV
M̂

. Получим матрицу O
Ñ,M̂−1

DϕO
M̂

, имеющую вид



[O
Ñ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ] A
M̂−1

B
M̂−1

O
Ñ,M̂−1

(Dcϕ)

0
(Ñ−n

M̂−1
)×n

M̂−1

[(O
Ñ,M̂−1

(Dc

M̂
ϕ))

Ñ−n
M̂−1

O
M̂

] 0
(Ñ−n

M̂−1
)×(N̂−Ñ)


 , (6)

где [(O
Ñ ,M̂−1

(Dc
M̂
ϕ))

Ñ−n
M̂−1

O
M̂

] — часть матрицы (O
Ñ ,M̂−1

(Dc
M̂
ϕ))

Ñ−n
M̂−1

O
M̂

,

равная невырожденной квадратной матрице размера Ñ − n
M̂−1

, а A
M̂−1

и

B
M̂−1

— блоки размера n
M̂−1

× (Ñ − n
M̂−1

) и n
M̂−1

× (N̂ − Ñ) соответственно.

Таким образом, получили базу индукции. Для шага индукции от M̂ к M̂−1
достаточно применить слева ортогональное преобразование O

Ñ,M̂−2
такое, что

первые n
M̂−2

столбцов результирующей матрицы O
Ñ,M̂−2

(O
Ñ ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ)O
M̂

лежат в R
n
M̂−2×0

Ñ−n
M̂−2 , а остальные элементы, номер строки которых строго

больше n
M̂−1

, остаются без изменений. Следовательно, матрица O
Ñ ,M̂−2

имеет
вид (

O
Ñ,M̂−2

0
n
M̂−1

×(Ñ−n
M̂−1

)

0
(Ñ−n

M̂−1
)×n

M̂−1

E
Ñ−n

M̂−1

)
,

где O
Ñ,M̂−2

— ортогональная матрица размера n
M̂−1

. Далее остается рассмот-

реть квадратную матрицу O
Ñ,M̂−2

[O
Ñ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ] и применить к ней все при-

веденные выше (после описания (4)) для O
Ñ,M̂−1

D
M̂
ϕ рассуждения с заменой

M̂ − 1 на M̂ − 2 и M̂ на M̂ − 1 в аргументах. А именно, получим следующее.
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1. Для блока O
Ñ,M̂−2

Qc
M̂−1

, где Q = [O
Ñ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ], ранг матрицы

(O
Ñ,M̂−2

[O
Ñ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ]c
M̂−1

)dimV
M̂−1

, составленной из его строк с но-

мерами n
M̂−2

+ 1, . . . , n
M̂−1

, максимален и равен dim V
M̂−1

.
2. По построению размер этой матрицы равен dimV

M̂−1
.

По определению преобразования O
Ñ,M̂−2

, у строк O
Ñ,M̂−2

Q с номерами

n
M̂−2

+ 1, . . . , n
M̂−1

первые n
M̂−2

элементов нулевые. Следовательно, в приме-

нении преобразования вида (5) нет необходимости.
Дальнейшие преобразования на следующем шаге коснутся только блока

[O
Ñ,M̂−2

(O
Ñ ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ)O
M̂

], являющегося квадратной невырожденной мат-
рицей размера n

M̂−2
.

Переход от произвольного m = 2, . . . , M̂ − 2 к m − 1 осуществляется ана-
логично.

Таким образом, получили матрицу D△ϕ(x), равную

O
Ñ,1
· . . . ·O

Ñ ,M̂−1
DϕO

M̂

=




D△1 ϕ(x) ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 D△2 ϕ(x) . . . ∗ ∗ ∗
...

. . . ∗
...

0 0 . . . D△
M̂−1

ϕ(x) ∗ ∗
0 0 . . . 0 D△

M̂
ϕ(x) ∗



. (7)

По построению здесь

D△
M̂
ϕ(x) =

[(
O
Ñ,M̂−1

(
Dc
M̂
ϕ
))
Ñ−n

M̂−1

O
M̂

]

— блок, являющийся квадратной невырожденной матрицей размера Ñ−n
M̂−1

, а

D△
M̂−1

ϕ(x) =
(
O
Ñ,M̂−2

[O
Ñ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ]c
M̂−1

)
dimV

M̂−1

— блок, являющийся квадратной невырожденной матрицей размера dimV
M̂−1

.

Напомним, что [O
Ñ ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ]c
M̂−1

— часть матрицы [O
Ñ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ], состав-

ленная из столбцов с номерами n
M̂−2

+ 1, . . . , n
M̂−1

, а

(O
Ñ,M̂−2

[O
Ñ ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ]c
M̂−1

)dimV
M̂−1

— часть матрицы O
Ñ,M̂−2

[O
Ñ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ]c
M̂−1

, составленная из строк с номе-

рами n
M̂−2

+ 1, . . . , n
M̂−1

. Далее, по индукции

D△
M̂−kϕ(x) =

(
O
Ñ,M̂−k−1

[. . . [O
Ñ,M̂−2

[O
Ñ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ]] . . . ]c
M̂−k

)
dimV

M̂−k

,

где символ (·)dimV
M̂−k

обозначает взятие строк с номерами n
M̂−k−1

+1, . . . , n
M̂−k,

— блок, являющийся квадратной невырожденной матрицей размера dimV
M̂−k,

и окончательно

D△1 ϕ(x) = [O
Ñ,1

[. . . [O
Ñ,M̂−3

[O
Ñ,M̂−2

[O
Ñ ,M̂−1

D
M̂−1

ϕ]]] . . . ]]

— блок, являющийся квадратной невырожденной матрицей размера dimV1.
Так как матрицы дифференциалов Dϕ(x) и D(ϕ ◦ θx)(0) совпадают, то и

матрица D△(ϕ ◦ θx)(x), построенная аналогично (7) для отображения ϕ ◦ θx,
совпадет с (7).

В силу особенностей построения D△ϕ(x) справедлива
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Теорема 3.4. Матрица D△ϕ(x) обладает следующими свойствами.
1. Верно

det
(
DϕDϕ∗

)
= det

(
D△ϕ(x)(D△ϕ(x))∗

)
.

2. Справедливо равенство

H N−Ñ(ker(D(ϕ ◦ θx)(0)) ∩ Box2(0, r))

= H N−Ñ (ker(D△(ϕ ◦ θx)(0)) ∩ Box2(0, r)). (9)

Доказательство. Первое свойство проверяется непосредственно раскры-
тием скобок (см. (7)).

Докажем второе свойство. По построению преобразованияO
Ñ,1

, . . . , O
Ñ,M̂−1

не влияют на ядро, а повлиять может только ортогональное преобразование
O
M̂

. По построению O
M̂

ортогонально преобразовывает базис V
M̂

в фиксиро-
ванной точке (см. (5)), а остальные векторы оставляет без изменений. Тогда

O
M̂

(Box2(0, r)) = Box2(0, r).

Кроме того,
ker(D(ϕ ◦ θx)(0)) = O

M̂
(ker(D(ϕ ◦ θx)(0)O

M̂
)).

Отсюда выводим

H N−Ñ(ker(D(ϕ ◦ θx)(0)) ∩Box2(0, r))

= H N−Ñ (O
M̂

(ker(D(ϕ ◦ θx)(0)O
M̂

)) ∩O
M̂

Box2(0, r))

= H N−Ñ (O
M̂

(ker(D(ϕ ◦ θx)(0)O
M̂

) ∩ Box2(0, r)))

= J (O
M̂
|ker(D(ϕ◦θx)(0)O

M̂
), 0)H N−Ñ(ker(D(ϕ ◦ θx)(0)O

M̂
) ∩Box2(0, r))

= 1 ·H N−Ñ (ker(D(ϕ ◦ θx)(0)O
M̂

) ∩ Box2(0, r)),

а так как ker
(
D△(ϕ ◦ θx)(0)

)
= ker(D(ϕ ◦ θx)(0)O

M̂
), теорема доказана.

Таким образом, мы привели вид классического дифференциала ϕ к виду,
аналогичному структуре классического дифференциала контактного отображе-
ния. Он определяется однозначно с точностью до ортогонального отображения.

Построим аналог субриманова дифференциала для неконтактного отобра-
жения, используя (7).

Определение 3.5. В нехарактеристической точке x рассмотрим матрицу

D̂△ϕ(x), равную



D△1 ϕ(x) 0 . . . 0 0

0 D△2 ϕ(x) . . . 0 0
...

. . . 0
... 0

Ñ×(N−N̂)

0 0 . . . D△
M̂−1

ϕ(x) 0

0 0 . . . 0 D△
M̂
ϕ(x)



, (8)

где блоки D△k ϕ(x) совпадают с таковыми в (7), k = 1, . . . , M̂ . Эту матрицу
будем называть дифференциалом ϕ субриманова типа в точке x.

Из построения видно, что (8) имеет «блочно-диагональный» вид. Докажем
следующее свойство однозначности определения.
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Лемма 3.6. Пусть x — нехарактеристическая точка. Дифференциал ϕ
субриманова типа (8) определяется однозначно с точностью до некоторого ор-
тогонального преобразования. Кроме того, определители вида

det(D̂△ϕ(x)D̂△ϕ(x)∗)

всех матриц этого класса совпадают.

Доказательство. Фиксируем нехарактеристическую точку x и проведем

индукцию по номеру Vk, k = M̂, . . . , 1.

База индукции для k = M̂ доказывается аналогично [2, лемма 4.13] почти
дословно с очевидными изменениями. А именно, достаточно повторить рас-
суждения для второго множителя с заменой D1ϕ на D

M̂−1
ϕ и D

M̂
ϕ \ D1ϕ на

Dc
M̂
ϕ = D

M̂
ϕ \D

M̂−1
ϕ.

При переходе от k к k − 1 при k > 2 рассуждения аналогичны: достаточно
заменить в предыдущих рассуждениях D

M̂−1
ϕ на

O
Ñ ,k−1

· . . . ·O
Ñ,M̂−1

Dk−2ϕ (9)

и Dc
M̂
ϕ на

(O
Ñ,k−1

· . . . ·O
Ñ,M̂−1

Dϕ)ck−1 (10)

и рассмотреть матрицы, составленные из первых nk−1 строк (9) и (10), к кото-
рым будет применяться преобразование O

Ñ,k−2
. Если же k = 2, то рассуждения

при переходе к k = 1 аналогичны таковым из [2, лемма 4.13] для первого мно-
жителя. Лемма доказана.

4. Меры на уровнях и формула коплощади

Цель данного раздела — описать риманову и субриманову меры на мно-
жествах уровня в окрестностях нехарактеристических точек. Для этого будут
сравнены структуры ядер дифференциала и дифференциала субриманова ти-
па, а также меры пересечения этих ядер с субримановыми шарами. Так как
базис kerDϕ отличается от базиса kerD△ϕ только ортогональным преобразо-
ванием внутри V

M̂
и на метрические свойства эта разница не влияет в силу п. 2

теоремы 3.4 (т. е. сами ядра как множества точек совпадают), то без ограниче-
ния общности будем описывать kerD△ϕ и сравнивать его структуру со струк-

турой ker D̂△ϕ. Если x — нехарактеристическая точка, то будем сравнивать

структуры kerD△ϕx и ker D̂△ϕx, где ϕx = ϕ ◦ θx.
Обозначение 4.1 (ср. [2]). Обозначим символом B

Ñ
набор базисных век-

торов, сумма степеней которых равна значению (1), а символом µ — сумму

степеней N − Ñ базисных векторов, не входящих в B
Ñ

. Она равна

µ = M̂(N̂ − Ñ) +
M∑

k=M̂+1

k dimVk.

Введем следующее вспомогательное понятие.

Определение 4.2. Рассмотрим окрестность нуля как прообраз окрестно-

сти точки x ∈ G при отображении нормальных координат θx. Если w =
N∑
i=1

wiei,
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где ei — стандартный вектор, совпадающий со значением
(
θ−1
x

)
∗〈Xi〉 в нуле,

i = 1, . . . , N , то степень w равна max
i=1,... ,N

{
degXi : wi 6= 0

}
.

Обозначение 4.3. Положим

ω
G,G̃

= ω
N̂−Ñ

M∏

k=M̂+1

ωdimVk
.

Теорема 4.4. Пусть точка x не является характеристической; рассмотрим
отображение ϕx = ϕ ◦ θx. Верны следующие утверждения.

1. Ядро D△ϕx(0) состоит из N̂ − Ñ векторов степени M̂ , равных

wk = ek + wk,

где степень wk строго меньше M̂ , k = Ñ + 1, . . . , N̂ , и N − N̂ векторов

степеней M̂ + 1, . . . ,M , равных

wk = ek + wk,

где степень wk строго меньше degXk, k = N̂ + 1, . . . , N .

2. Вычисляемая через значение риманова тензора H N−Ñ -мера пересече-
ния ϕ−1(ϕ(x)) и Box2(x, r) равна

ω
G,G̃
·

√
detDϕ(x)Dϕ(x)∗√

det(D̂△ϕ(x)D̂△ϕ(x)∗)
·
√

det(g|kerDϕ(x)) · rµ · (1 + o(1)), (11)

где g|kerDϕ(x) — ограничение риманова тензора на kerDϕ(x), а o(1)→ 0
при r→ 0 равномерно в некоторой окрестности точки x.

Замечание 4.5. В [2, теорема 4.14] дано явное описание векторов ядра.
В рассматриваемом здесь случае можно сделать аналогично с использованием
аргументов [2] почти дословно.

Доказательство теоремы 4.4. Для доказательства первого утвержде-
ния и описания структуры ядра Dϕ рассмотрим матрицу D△ϕ(x) = O

Ñ,1
· . . . ·

O
Ñ,M̂−1

DϕO
M̂

, совпадающую с матрицей D△ϕx(0), и адаптируем под нее идею

доказательства [2, теорема 4.14]. Опишем сначала N̂ − Ñ векторов степени M̂ ,
лежащих в ядре D△ϕx(0). Прежде всего, напомним вид этой матрицы:




D△1 ϕ(x) ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 D△2 ϕ(x) . . . ∗ ∗ ∗
...

. . . ∗
...

0 0 . . . D△
M̂−1

ϕ(x) ∗ ∗
0 0 . . . 0 D△

M̂
ϕ(x) ∗



.

Пусть Ñ + 1 ≤ k ≤ N̂ . По построению D△ϕ(x) вектор D△ϕ(x)〈ek〉 лежит в

R
n
M̂−1 × 0

Ñ−n
M̂−1 (см. (6)). Рассмотрим его проекцию [D△ϕ(x)〈ek〉] на R

n
M̂−1

и подействуем на результат матрицей −D−1

M̂−1
размера n

M̂−1
, где (квадратная)

матрица D
M̂−1

равна

D
M̂−1

=




D△1 ϕ(x) ∗ . . . ∗
0 D△2 ϕ(x) . . . ∗
...

. . . ∗
0 0 . . . D△

M̂−1
ϕ(x)


 .
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Получим
ŵk = −D−1

M̂−1
[D△ϕ(x)〈ek〉]. (12)

Рассмотрим далее вектор wk, полученный в результате вложения ŵk в RN , где
первые n

M̂−1
координат совпадают с таковыми вектора ŵk, а остальные равны

нулю. Положим

D−1,0

M̂−1
=

(
D−1

M̂−1
0n

M̂−1
×(N−n

M̂−1
)

0(N−n
M̂−1

)×n
M̂−1

0(N−n
M̂−1

)×(N−n
M̂−1

)

)

и

[D△ϕ(x)〈ek〉]0 =

(
D△ϕ(x)〈ek〉

0N−Ñ

)
. (13)

Тогда, во-первых, wk = −D−1,0

M̂−1
[D△ϕ(x)〈ek〉]0, и, во-вторых, из (12) и аргумен-

тов, аналогичным приведенным выше, следует, что

−[D△ϕ(x)〈ek〉]0 =

(
D
M̂−1

0n
M̂−1

×(N−n
M̂−1

)

0(N−n
M̂−1

)×n
M̂−1

0(N−n
M̂−1

)×(N−n
M̂−1

)

)
〈wk〉, (14)

а так как в силу построения у wk ненулевыми могут быть только первые n
M̂−1

координат, то правая часть (14) совпадает с вектором
(
D△ϕ(x)〈wk〉

0N−Ñ

)
. (15)

Следовательно, для суммы wk = ek + wk в силу (14), (13) и (15) имеем

D△ϕ(x)〈wk〉 = D△ϕ(x)〈ek〉+D△ϕ(x)〈wk〉 = 0.

Подчеркнем, что степень wk строго меньше, чем M̂ .

Пусть теперь k > N̂ . Тогда degXk > M̂ . Рассмотрим (квадратную) матри-
цу

D
M̂

=




D△1 ϕ(x) ∗ . . . ∗
0 D△2 ϕ(x) . . . ∗
...

. . . ∗
0 0 . . . D△

M̂
ϕ(x)




размера Ñ , вектор ŵk = −D−1

M̂
[D△ϕ(x)〈ek〉], а также вектор wk, полученный в

результате вложения ŵk в RN , где первые Ñ координат совпадают с таковыми
вектора ŵk, а остальные равны нулю.

Далее для этого случая остается применить рассуждения, аналогичные
приведенным выше (ср. [2, теорема 4.14]). Мы получим, что wk = ek+wk будет

принадлежать ядру D△ϕ(x), при этом степень wk не будет превосходить M̂ , что
строго меньше, чем degXk. Первое утверждение доказано.

Доказательство утверждения 2 и вычисление меры ϕ−1
x (ϕ(x)) ∩ Box2(0, r)

для нехарактеристической точки x следует схеме, приведенной в [2, теорема 4.14]
с очевидными изменениями (например, что в рассматриваемом общем случае

M̂ ≥ 2). Чтобы избежать повторов, опишем здесь основные идеи доказатель-
ства.

Прежде всего для отображения ϕx строим линейное отображение

ψ : ker D̂△ϕx → kerD△ϕx
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следующим образом:
N∑

k=Ñ+1

ukek
ψ7→

N∑

k=Ñ+1

ukwk, (16)

и методами, аналогичными примененным в [14], находим его коэффициент ис-
кажения, равный

J (ψ, 0) =

√
det(Dϕ(x)Dϕ(x)∗)√

det(D̂△ϕ(x)(D̂△ϕ(x))∗)
. (17)

Кроме того, из выбора набора {wk}N
k=Ñ+1

(и соответственно {wk}N
k=Ñ+1

) будет
следовать, что

ψ(ker D̂△ϕx ∩ Box2(0, r)) = S,

где

kerD△ϕx ∩ Box2(0, r(1 − o(1))) ⊂ S ⊂ kerD△ϕx ∩ Box2(0, r(1 + o(1))), (18)

и o(1) → 0 при r → 0 равномерно в некоторой компактной окрестности x =
θx(0).

Из (18) вытекает, что коэффициент искажения отображения

ψ : ker D̂△ϕx ∩ Box2(0, r)→ S = ψ(ker D̂△ϕx ∩ Box2(0, r))

можно искать стандартно как коэффициент искажения линейного отображения.
Следовательно [14], он равен правой части (17). При этом

H N−Ñ(ker D̂△ϕx ∩ Box2(0, r)) = ω
N̂−Ñ

M∏

k=M̂+1

ωdimVk
· rµ = ω

G,G̃
· rµ. (19)

Далее, для перехода от kerD△ϕx∩Box2(0, r) к ϕ−1
x (ϕ(x))∩Box2(0, r) рассмотрим

C1-гладкую проекцию пересечения ϕ−1
x (ϕ(x))∩Box2(0, r) на множество Q такое,

что

kerD△ϕx(0) ∩ Box2(0, r(1− o(1))) ⊂ Q ⊂ kerD△ϕx(0) ∩ Box2(0, r(1 + o(1))),

построенную, как в доказательстве теоремы 4.14 в [2], локальное искажение ме-
ры в нуле у которой равно единице, где o(1) → 0 при r → 0 равномерно на
некоторой компактной окрестности x = θx(0). Аргументы используют свойство
степеней векторов {wk}N

k=Ñ+1
и образов этих векторов при O

M̂
; см. доказатель-

ство второго утверждения теоремы 3.4, а именно то, что их степени не мень-

ше M̂ , тогда как существует Ñ линейно независимых некасательных векторов,

степени которых не превосходят M̂ . Кроме того, используется вспомогательная
квазиметрика d0

2, равная для точек с координатами (v1, . . . , vN ) и (w1, . . . , wN )
относительно нуля значению

max
{( ∑

j:degXj=1

(wj − vj)2
) 1

2

,
( ∑

j:degXj=2

(wj − vj)2
) 1

2·2

,

. . . ,
( ∑

j:degXj=M

(wj − vj)2
) 1

2·M
}
,
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а в рассуждениях используются соответственно степени M̂ и 1/M̂ вместо 2
и 1/2. Из свойства построенной проекции вытекает, что

H N−Ñ(ϕ−1
x (ϕ(x)) ∩ Box2(0, r)

)
= (1 + o(1)) ·H N−Ñ(kerD△ϕx ∩ Box2(0, r)),

где o(1)→ 0 при r → 0 равномерно в некоторой компактной окрестности нуля.
Из этого соотношения с учетом (19) и (17) при переходе с окрестности нуля на
окрестность точки x следует (11). Второе утверждение и вся теорема доказаны.

Замечание 4.6. Отображение ξ = ψ−1, равное

N∑

k=Ñ+1

ukwk
ξ7→

N∑

k=Ñ+1

ukek

и обратное к (16), является проекцией на span{ek}N
k=Ñ+1

вдоль span{ek}Ñk=1.

Это следует из того, что (ψ(u) − u)⊥u (доказательство аналогично схеме для
[2, теорема 4.14]), или, иными словами, если v = ψ(u), то (v−ξ(v))⊥ξ(v). Так как
ξ принимает значения на span{ek}N

k=Ñ+1
, то ортогональным к области значе-

ний пространством является span{ek}Ñk=1. Иными словами, на RN при помощи
некоторого ортогонального отображения можно поменять базис таким образом,
что отображение ξ в нем будет иметь вид

(w1, . . . , wÑ , wÑ+1
, . . . wN )

ξ7→ (0, . . . , 0, w
Ñ+1

, . . . , wN ).

Следовательно, коэффициент искажения ξ не превосходит единицы.

Введем понятие субримановой меры Хаусдорфа на множествах уровня.

Определение 4.7. Пусть ϕ удовлетворяет условиям предположения 1.15.
Значение субримановой меры для A ⊂ ϕ−1(t) ⊂ G равно

H µ(A) = ω
G,G̃
· lim
δ→0

inf
{∑

i∈N
rµi :

⋃

i∈N
Box2(xi, ri) ⊃ A, xi ∈ A, ri < δ

}
,

где точная нижняя грань берется по всем покрытиям множества A.

Фактически H µ является функцией множества, так как ее определение не
является стандартным определением меры Хаусдорфа в силу условия xi ∈ A,
i ∈ N. Поэтому утверждение о том, что и такая функция является мерой (в
частности, обладает свойством счетной аддитивности) необходимо доказывать.
Один из вариантов доказательства — установить квазиаддитивность [16, 17]
функции множества

� : A 7→H µ(A \ χ), (20)

где A ⊂ ϕ−1(t), и показать, что она абсолютно непрерывна относительно меры

H N−Ñ на множествах уровня. Отсюда будет следовать дифференцируемость
и восстанавливаемость по производной относительно (счетно-аддитивной) меры

H N−Ñ , откуда, в свою очередь, получится счетная аддитивность H µ.
Аналогичное утверждение установлено в [12] для функций множества,

определенных для классов поверхностей-образов. Так как схема доказательства
квазиаддитивности H µ на множествах уровня не так очевидна, как в случае
меры H ν на G, приведем ниже основные аргументы доказательства. Кроме
того, некоторые идеи из [15] будут использованы при получении основных ре-
зультатов. Прежде всего, напомним определения.



Неконтактные отображения общих групп Карно 659

Определение 4.8 (см., например, [16, 17]). Функция множества � назы-
вается квазиаддитивной, если для любого конечного набора попарно не пересе-
кающихся открытых шаров {Bj}Jj=1, лежащих в некотором открытом шаре B0,
справедливо

J∑

j=1

�(Bj) ≤ �(B0).

Теорема 4.9. Пусть x — нехарактеристическая точка. Тогда для мно-
жеств A ⊂ ϕ−1(ϕ(x)), лежащих в некоторой окрестности x, функция множе-
ства (20) квазиаддитивна.

Доказательство. В силу следствия 2.12 множество � \ χ открыто. По-
этому множество ϕ−1(ϕ(x)) \ χ открыто в топологии ϕ−1(ϕ(x)) и для точки x
существует такая окрестность U(x), что ϕ−1(ϕ(x)) ∩U(x) не содержит точек χ,
где U(x) — замыкание окрестности U(x).

Рассмотрим B0 ⋐ U(x) и конечный набор попарно не пересекающихся от-
крытых шаров {Bj}Jj=1 такой, что

J⋃

j=1

Bj ⊂ B0.

Наша задача — показать, что для каждого покрытия {Box2(xi, ri)}i∈N множе-
ства B0 ∩ ϕ−1(ϕ(x)) из определения 4.7, соответствующая которому сумма S
достаточно близка к точной нижней грани таких сумм, существуют покрытия
множеств Bj ∩ ϕ−1(ϕ(x)), j = 1, . . . , J , такие, что, сложив соответствующие
им суммы, получим значение, которое может превосходить S не более, чем на
малую величину, взятую произвольным образом.

Пусть ε > 0. Для каждого j = 1, . . . , J рассмотрим замкнутый шар B̂j ⊂ Bj
такой, что H N−Ñ ((Bj \ B̂j) ∩ ϕ−1(ϕ(x))) < ε. Для данного набора {B̂j}Jj=1 и

ε > 0 рассмотрим такое δ > 0, что если w /∈ Bj , то Box2(w, r) ∩ B̂j = ∅ при
r < δ. Так как B0 ⋐ U(x), также можно считать, что

Box2(w, r) ⊂ U(x) при w ∈ B0 ∩ ϕ−1(ϕ(x)) и r < δ. (21)

Далее доказательство проходит по следующей схеме.

1. Для данных ε > 0 и δ > 0 рассматриваем покрытие {Box2(xi, ri)}i∈N
множестваB0∩ϕ−1(ϕ(x)) из определения 4.7, соответствующая которому сумма
отличается от величины

H µ
δ (B0 ∩ ϕ−1(ϕ(x))) = ω

G,G̃
· inf

{∑

i∈N
rµi :

⋃

i∈N
Box2(xi, ri) ⊃ (B0 ∩ ϕ−1(ϕ(x))), xi ∈ B0 ∩ ϕ−1(ϕ(x)), ri < δ

}

не более, чем на ε > 0.

2. Для каждого j = 1, . . . , J рассмотрим набор {Box2(xji , rji)}i∈N из тех
шаров покрытия B0 ∩ ϕ−1(ϕ(x)), центры xji которых лежат в Bj ∩ ϕ−1(ϕ(x)).
Эти наборы не пересекаются, а по выбору δ > 0 верно

B̂j ∩ ϕ−1(ϕ(x)) ⊂
⋃

i∈N
Box2(xji , rji ).
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3. Для каждого множества (Bj \ B̂j) ∩ ϕ−1(ϕ(x)), j = 1, . . . , J , построим
новые покрытия, используя теорему Витали. По этой теореме выберем дизъ-

юнктные наборы {Box2(wjk , ρjk)}k∈N, где wjk ∈ (Bj \ B̂j) ∩ ϕ−1(ϕ(x)) и

Box2(wjk , ρjk) ∩ ϕ−1(ϕ(x)) ⊂ (Bj \ B̂j) ∩ ϕ−1(ϕ(x)), k ∈ N,

такие, что

H N−Ñ
(
(Bj \ B̂j) ∩ ϕ−1(ϕ(x)) \

⋃

k∈N
Box2(wjk , ρjk)

)
= 0

и
(Bj \ B̂j) ∩ ϕ−1(ϕ(x)) ⊂

⋃

k∈N
Box2(wjk ,Kρjk)

для некоторого K < ∞, зависящего от структуры группы G, j = 1, . . . , J . Без
ограничения общности можно считать, что Kρjk < δ, k ∈ N, j = 1, . . . , J .

4. Заменим наборы {Box2(wjk , ρjk)}k∈N на наборы {Box2(wjk ,Kρjk)}k∈N, j =
1, . . . , J . Так как Kρjk < δ, то Box2(wjk ,Kρjk) ⋐ U(x) в силу (21), k ∈ N,
j = 1, . . . , J . Из (11) следует, что

ω
G,G̃
· ρµjk =

H N−Ñ (Box2(wjk , ρjk) ∩ ϕ−1(ϕ(x)))√
det(g|kerDϕ(wjk

))

×

√
det(D̂△ϕ(wjk )D̂△ϕ(wjk )∗)
√

detDϕ(wjk )Dϕ(wjk )∗
, (22)

с точностью до множителя 1 + o(1), где o(1) → 0 при ρjk → 0 равномерно

на U(x). Это следует из равномерности на U(x) величин o(1) из определения
дифференцируемости и из соотношения (18) (по выбору U(x) ⋐ � \χ), а также
из равномерной непрерывности и отделенности от нуля на U(x) входящих в (22)
величин. Тогда имеем

ω
G,G̃
·
J∑

j=1

∑

k∈N

(
Kρjk

)µ
= Kµ ·

J∑

j=1

∑

k∈N
ω
G,G̃
·
(
ρjk
)µ

≤ K̂ ·Kµ ·
J∑

j=1

H N−Ñ((Bj \ B̂j) ∩ ϕ−1(ϕ(x))) < J · K̂ ·Kµ · ε,

где K̂ <∞, так как
∑

k∈N
H N−Ñ (Box2(wjk , ρjk) ∩ ϕ−1(ϕ(x))) ≤H N−Ñ((Bj \ B̂j) ∩ ϕ−1(ϕ(x))),

а величина
√

det(D̂△ϕ(wjk )D̂△ϕ(wjk )∗)
√

detDϕ(wjk )Dϕ(wjk )∗
· (1 + o(1))√

det(g|kerDϕ(wjk
))

ограничена равномерно на U(x) (см. замечание 4.6 и предположение 1.15).

5. Таким образом, для каждого Bj построены покрытия

{Box2(xji , rji),Box2(wjk ,Kρjk)}i,k∈N
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такие, что

Bj ∩ ϕ−1(ϕ(x)) ⊂
⋃

i∈N
Box2(xji , rji) ∪

⋃

k∈N
Box2(wjk ,Kρjk),

j = 1, . . . , J , и

ω
G,G̃
·
J∑

j=1

(∑

i∈N
rµji +

∑

k∈N

(
Kρjk

)µ) ≤H µ
δ (B0 ∩ ϕ−1(ϕ(x))) + ε

(
1 + J · K̂ ·Kµ

)
.

При переходе к точным нижним граням в левой и правой частях и при δ → 0,
в силу того, что ε > 0 выбрано произвольно, выводим

J∑

j=1

H µ(Bj) ≤H µ(B0).

Иными словами, функция множества (20), определяемая значением H µ, ква-
зиаддитивна.

Теорема доказана.

Установим абсолютную непрерывность H µ относительно H N−Ñ на (� \
χ) ∩ ϕ−1(ϕ(x)), а также оценку сверху H µ через H N−Ñ .

Теорема 4.10. Пусть x ∈ � \ χ, а B ⋐ � такой шар, что x ∈ B. Справед-
ливы следующие утверждения.

1. На (ϕ−1(ϕ(x)) \ χ) ∩ B функция множества H µ абсолютно непрерывна

относительно H N−Ñ .
2. Существует зависящее только от структуры G значение T < ∞ такое,

что для A ⊂ (ϕ−1(ϕ(x)) \ χ) ∩B верно H µ(A) ≤ T ·H N−Ñ (A).

Доказательство. Напомним, что так как дифференциал ϕ всюду невы-
рожденный, а само отображение принадлежит классу C1 в классическом смыс-
ле, то, во-первых, поверхности уровня являются поверхностями класса C1, и,
во-вторых, величина o(1) из определения дифференцируемости равномерна на
компактных подмножествах. Кроме того, так как B ⋐ �, существует такой шар
B′ ⊃ B, что B′ ⋐ �, где B — замыкание B.

Докажем первое утверждение. Пусть A ⊂ (ϕ−1(ϕ(x))\χ)∩B и H N−Ñ (A) =
0. Для произвольного ε > 0 выберем покрытие множества A шарами {B(xi, ri)},
построенными по метрике, определяемой римановым тензором g на G, такими,
что B(xi, ri) ⋐ B

′ и ∑

i∈N
rN−Ñi < ε.

Это возможно в силу определения меры Хаусдорфа. Фиксируем i ∈ N и пере-
сечение Ai = B(xi, ri) ∩A. Представим его в виде

Ai =
⋃

m∈N
Ai,m,

где Ai,m = {w ∈ Ai : d2(w,χ) ≥ 1/m}. Тогда Ai,m ⊂ Bi,m, где

Bi,m = {w ∈ B(xi, ri) ∩ ϕ−1(ϕ(x)) : d2(w,χ) ≥ 1/m}.
По определению Bi,m является подмножеством компактного множества

B̃i,m = {w ∈ B(xi, ri) ∩ ϕ−1(ϕ(x)) : d2(w,χ) ≥ 1/m},
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где B(xi, ri) — замыкание B(xi, ri). На таком компактном множестве величина

o(1) из соотношения (18) равномерна, так как B̃i,m∩χ = ∅, векторы {wk}N
k=Ñ+1

из теоремы 4.4 зависят непрерывно от точек B̃i,m в силу того, что все опреде-

ляющие их величины непрерывны, невырожденны и ограничены на B̃i,m. Сле-
довательно, величина o(1) из соотношения (18) равномерна и на каждом Bi,m,
i,m ∈ N.

По определению верно Ai,m ⊂ Ai,m+1 и

Bi,m ⊂ {w ∈ B(xi, ri) ∩ ϕ−1(ϕ(x)) : d2(w,χ) > 1/(m+ 1)} ⊂ Bi,m+1, (23)

m ∈ N. Фиксируем m ∈ N и рассмотрим семейство

{Box2(w, s) : w ∈ Ai,m, s > 0,Box2(w, s) ∩ ϕ−1(ϕ(x)) ⊂ Bi,m+1}.
Оно покрывает множество Ai,m в силу включения (23). Пусть δ > 0 тако-
во, что если s < δ, w ∈ Ai,m и v ∈ Box2(w, s), то d2(v, χ) > 1/(m + 1), т. е.
Box2(w, s) ∩ ϕ−1(ϕ(x)) ⊂ Bi,m+1. Кроме того, будем считать, что δ > 0 выбра-
но таким образом, что величины o(1) из определения дифференцируемости и
из соотношения (18) достаточно малы на Bi,m+1. Подчеркнем, что с ростом
m значение δ = δ(m) будет уменьшаться. Применим к этому семейству теоре-
му Витали и выберем такой дизъюнктный набор {Box2(wi,m,j , si,m,j) : wi,m,j ∈
Ai,m, si,m,j < δ/L}j∈N, где 1 ≤ L < ∞ зависит только от структуры группы G,
что

H N−Ñ
(
Ai,m \

⋃

j∈N
Box2(wi,m,j , si,m,j)

)
= 0 и Ai,m ⊂

⋃

j∈N
Box2(wi,m,j , Lsi,m,j).

Тогда аналогично п. 4 доказательства теоремы 4.9 выводим (см. (22))

Lµ
∑

j∈N
sµi,m,j ≤ L̂H N−Ñ (Bi,m+1), (24)

где константа L̂ <∞ зависит только от структуры группы G. Здесь, в частно-
сти, использована равномерность величины o(1) из определения дифференци-
руемости на B′ ⊃ B(xi, ri) и величины o(1) из соотношения (18) на Bi,m+1.

Далее, имеем

Ai = Ai,m ∪
⋃

p∈N,p>m
(Ai,p \Ai,p−1).

Тогда Ai,p \ Ai,p−1 ⊂ Bi,p \ Bi,p−1, что следует из определения этих множеств.
Фиксируем p ∈ N, p > m, рассмотрим покрывающее множество Ai,p \ Ai,p−1

(см. (23)) семейство

{Box2(w, s) : w ∈ Ai,p \Ai,p−1, s > 0,Box2(w, s) ∩ ϕ−1(ϕ(x)) ⊂ Bi,p+1 \Bi,p−1}
и применим к нему теорему Витали. В результате получим набор

{Box2(wi,p,j , si,p,j) : wi,p,j ∈ Ai,p \Ai,p−1, si,p,j < δ/L}j∈N
такой, что

H N−Ñ
(
(Ai,p \Ai,p−1) \

⋃

j∈N
Box2(wi,p,j , si,p,j)

)
= 0

и
Ai,p \Ai,p−1 ⊂

⋃

j∈N
Box2(wi,p,j , Lsi,p,j),
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где L < ∞ зависит только от структуры группы G, а δ = δ(p) > 0 выбрано
таким образом, что величины o(1) из определения дифференцируемости и из
соотношения (18) достаточно малы на Bi,p+1. Тогда верно аналогичное (24)
соотношение

Lµ
∑

j∈N
sµi,p,j ≤ L̂H N−Ñ (Bi,p+1 \Bi,p−1),

где константа L̂ < ∞ зависит только от структуры группы G. Повторяя по-
строения для всех p > m, окончательно выводим

Lµ ·
(∑

j∈N
sµi,m,j +

∑

p∈N

∑

j∈N
sµi,p,j

)
≤ 2L̂H N−Ñ (B(xi, ri) ∩ ϕ−1(ϕ(x))).

Суммируя по всем i ∈ N, получаем, что построено покрытие множества A из

определения H µ такое, что соответствующая ему сумма не превосходит Ĉε, где

Ĉ <∞ зависит только от структуры группы G (с учетом предположения 1.15 на

отделенность от нуля и ограниченность значения
√

det(g(x)), и его абсолютной
непрерывности). Следовательно, первое утверждение доказано.

Перейдем к второму утверждению. Если H N−Ñ (A) = 0, то все доказано в

первом утверждении. Пусть теперь H N−Ñ (A) > 0. Для произвольного ε > 0
выберем покрытие множества A шарами {B(xi, ri)} такими, что B(xi, ri) ⋐ B′

и ∣∣∣ωN−Ñ
∑

i∈N
rN−Ñi −H N−Ñ (A)

∣∣∣ < εH N−Ñ(A)

(утверждение имеет смысл, когда H N−Ñ (A) < ∞; в противном случае оценка
H µ(A) ≤ ∞ тривиальна). Далее остается повторить рассуждения доказатель-
ства утверждения об абсолютной непрерывности. Теорема доказана.

Следствие 4.11. Функция множества H µ абсолютно непрерывна относи-

тельно H N−Ñ на ϕ−1(ϕ(x)) \ χ.

Доказательство. Пусть A ⊂ ϕ−1(ϕ(x))\χ и H N−Ñ(A) = 0. Рассмотрим
покрытие Витали этого множества шарами {B(x, r) : x ∈ A, B(x, LGr) ⋐ �}, где
LG — зависящая только от структуры группы G константа из теоремы Витали:
если выбрана дизъюнктная система {B(xi, ri)}, покрывающая A с точностью
до множества нулевой меры, то

⋃
i∈N

B(xi, LGri) ⊃ A. Далее остается выбрать

такую систему и применить рассуждения доказательства п. 1 теоремы 4.10 для
каждого из шаров B(xi, LGri) и величины ε/2i, i ∈ N. Следствие доказано.

Следствие 4.12. Существует T < ∞ такое, что для A ⊂ (ϕ−1(ϕ(x)) \ χ)

верно H µ(A) ≤ T ·H N−Ñ(A).

Доказательство. Пусть A ⊂ ϕ−1(ϕ(x))\χ и H N−Ñ(A) > 0. Рассмотрим
покрытие Витали этого множества шарами {B(x, r) : x ∈ A, B(x, r) ⋐ �}. Далее
остается выбрать дизъюнктную систему, покрывающую множество A с точно-
стью до множества меры нуль, применить рассуждения доказательства п. 2 тео-
ремы 4.10 для каждого из шаров B(xi, ri) и величины ε/2i, i ∈ N (с учетом того,
что константа T < ∞ зависит только от группы), и аргументы доказательства
следствия 4.11 для оставшегося множества меры нуль, где вместо ε > 0 взята

величина ε·H N−Ñ (A) (утверждение имеет смысл, когда H N−Ñ (A) <∞; в про-
тивном случае оценка H µ(A) ≤ ∞ тривиальна). Получим покрытие, которое
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оценивается сверху величиной H N−Ñ (A), а при переходе к пределу выведем
требуемую оценку. Следствие доказано.

Из доказанных результатов и [16, 17] вытекает

Теорема 4.13. Пусть x ∈ � \ χ. Если множество конечной H N−Ñ -меры
A ⊂ ϕ−1(ϕ(x)) \ χ и

d2(w,χ) > σ > 0 для всех w ∈ A и некоторого σ > 0, (25)

то производная D
H N−Ñ H µ(w) существует для всех w ∈ A и

H µ(A) =

∫

A

D
H N−Ñ H µ(w) dH N−Ñ(w).

Доказательство. Утверждение теоремы следует из теорем 4.9, 4.10 и
[16, 17]. Так как мы установили квазиаддитивность для наборов {Bj}Jj=0, J ∈ N,
не содержащих точки множества χ, то это же свойство будет верно и для пере-
сечений шаров с множеством

�σ = {w ∈ � : d2(w,χ) > σ > 0}.

Действительно, это следует из того, что каждое пересечение Bj ∩ �σ, j =
0, . . . , J , является открытым множеством, находящимся на положительном рас-
стоянии от множества χ. Поэтому для них почти дословно применимы аргу-
менты доказательства теоремы 4.9, где при подборе радиусов шаров покрытия
учитывается условие, что эти шары должны также лежать на положительном
расстоянии от χ. Это возможно, так как σ > 0 фиксировано. Кроме того,

H N−Ñ -мера пересечения множества A с рассматриваемыми шарами по усло-
вию конечна. По этой причине замкнутые шары, свойства которых использу-
ются в доказательстве теоремы 4.9, существуют. Действительно, если B(x,R) —

произвольный шар, R > 0, и H N−Ñ (A ∩ B(x,R)) < ∞, то это значение совпа-

дает с пределом lim
k→∞

H N−Ñ (A∩B(x,R − 1/k)), где B(x,R − 1/k) — замыкание

шара B(x,R − 1/k), k ∈ N, так как

A ∩B(x,R) =
⋃

k∈N
A ∩B(x,R − 1/k).

Далее остается воспользоваться результатами [16, 17] и следствием 4.11.
Теорема доказана.

Справедлив следующий локальный результат.

Теорема 4.14. Для шаров Box2(x, r) таких, что ϕ−1(ϕ(x)) ∩ Box2(x, r) ⋐
� \ χ, верно

H µ(ϕ−1(ϕ(x)) ∩ Box2(x, r)) = ω
G,G̃
· rµ · (1 + o(1)),

где o(1)→ 0 при r → 0 равномерно по x на компактных подмножествах � \ χ.

Доказательство. Для вывода утверждения теоремы достаточно приме-
нить схему, основанную на непосредственном определении H µ и свойстве (11),
установленном в теореме 4.4, с учетом равномерности величины o(1) из опреде-
ления дифференцируемости и величины o(1) из соотношения (18) на компакт-
ных подмножествах � \ χ. В частности, так как ϕ−1(ϕ(x)) ∩Box2(x, r) ⋐ � \ χ,
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существует компактная окрестностьU ⋐ �\χ такая, что ϕ−1(ϕ(x))∩Box2(x, r) ⋐
U . Тогда при построении покрытий из определения H µ достаточно выбрать та-
кое δ > 0, что если w ∈ ϕ−1(ϕ(x))∩Box2(x, r) и ρ < δ, то ϕ−1(ϕ(x))∩Box2(w, ρ) ⊂
U . См. схему и детали в [14, теорема 3.17; 15]; см. также [1]. Теорема доказана.

Замечание 4.15. Если x ∈ �\χ, то существует такое r > 0, что ϕ−1(ϕ(x))∩
Box2(x, r) ⋐ � \ χ.

Отсюда следует

Теорема 4.16. Производная D
H N−Ñ H µ(x) равна

D
H N−ÑH µ(x) =

√
det D̂△ϕ(x)D̂△ϕ(x)∗

√
detDϕ(x)Dϕ(x)∗

√
det g|kerDϕ(x)

,

для всех x ∈ � \ χ.

Замечание 4.17. В силу замечания 4.6 верно

D
H N−Ñ H µ(x) ≤ 1√

det g|kerDϕ(x)

.

Справедливо утверждение, усиливающее теорему 4.13.

Теорема 4.18. Теорема 4.13 верна для любых множеств A ⊂ ϕ−1(ϕ(x))\χ
конечной H N−Ñ -меры без условия (25).

Доказательство. Заметим, что так как H N−Ñ (A) <∞, гдеA ⊂ ϕ−1(ϕ(x))\
χ, то для таких множеств интеграл

∫

A

dH N−Ñ (x)√
det g|kerDϕ(x)

всегда сходится в силу предположения 1.15.
Аналогично тому, как сделано в доказательстве теоремы 4.10, представим

A =
⋃

m∈N
Am,

где Am = {w ∈ A : d2(w,χ) ≥ 1/m}. Так как H N−Ñ(A) <∞, для всякого ε > 0

существуетm0 ∈ N такое, что H N−Ñ (A\Am) < ε при m > m0. По доказанному
(см. теорему 4.13)

H µ(Am) =

∫

Am

D
H N−ÑH µ(w) dH N−Ñ (w),

m ∈ N. Кроме того, в силу следствия 4.12 верно H µ(A \ Am) < Tε, T < ∞.
Фиксируем m > m0 + 1 и покажем, что

|H µ(A)−H µ(Am)| < Qε (26)

для некоторого Q < ∞. Подчеркнем, что данное свойство необходимо доказы-
вать, так как аддитивность H µ в общем случае еще не установлена.

Из определения 4.7 вытекает, что

H µ(A) ≤H µ(Am) + H µ(A \Am) < H µ(Am) + Tε.
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Действительно, достаточно рассмотреть покрытия множеств Am и A \ Am из
этого определения, соответствующие которым суммы близки к точной нижней
грани. Тогда, с одной стороны, объединение этих покрытий образует покрытие
A, а с другой — соответствующая ему сумма может не быть близка к точной
нижней грани. Установим обратное неравенство. Рассмотрим представление

Am = Am−1 ∪ (Am \Am−1).

Тогда Am−1 ∩ (A \ Am) = ∅ и m − 1 > m0 по выбору m, поэтому H N−Ñ(Am \
Am−1

)
< ε. Рассмотрим такое δ > 0, что если w ∈ A \ Am, то Box2(w, s) ∩

Am−1 = ∅ при s < δ, и построим покрытие {Box2(wi, si)} множества A из
определения 4.7 для данного δ > 0. Тогда объединение шаров {Box2(wi, si) :
wi ∈ Am} является покрытием Am−1. Рассмотрим

{Box2(wi, si) : wi ∈ Am} ∪ {Box2(vi, ti) : vi ∈ Am \Am−1},
где {Box2(vi, ti) : vi ∈ Am \ Am−1} — покрытие множества Am \ Am−1, соот-
ветствующая которому сумма не превосходит Tε (см. следствие 4.12). Отсюда
вытекают оценка

H µ(Am) ≤H µ(A) + Tε

и соотношение (26). Следовательно, H µ(A) = lim
m→∞

H µ(Am), а в силу сходи-
мости интегралов ∫

Am

D
H N−Ñ H µ(w) dH N−Ñ(w)

для всех m ∈ N, которая следует из предположения 1.15 и замечаний 4.6 и 4.17,
и непрерывности интеграла Лебега, утверждение теоремы 4.13 верно без усло-

вия (25) для любых множеств A ⊂ ϕ−1(ϕ(x)) \ χ конечной H N−Ñ -меры. Тео-
рема доказана.

Из теоремы 4.18 следует усиление теоремы 4.9. В свою очередь, этот ре-
зультат вместе со следствием 4.11 усиливает и саму теорему 4.18 (т. е. снимается
требование конечности меры).

Теорема 4.19. Пусть x ∈ �. Тогда
1. Функция множества (20) квазиаддитивна на ϕ−1(ϕ(x)) ∩ (� \ χ).
2. Для любых множеств A ⊂ ϕ−1(ϕ(x)) \ χ верно

H µ(A) =

∫

A

D
H N−Ñ H µ(w) dH N−Ñ(w).

Доказательство. Для доказательства п. 1 рассмотрим произвольный ко-
нечный набор попарно не пересекающихся открытых шаров {Bj}Jj=1, лежащих
в некотором открытом шаре B0. Тогда пересечения каждого из этих шаров с

множеством ϕ−1(ϕ(x)) ∩ (� \ χ) будет иметь конечную H N−Ñ -меру. Действи-
тельно, так как ϕ−1(ϕ(x)) замкнуто, то его пересечение с любым замкнутым
шаром компактно. В силу предположения 1.15 по теореме о неявной функции
для всякой точки множества уровня существует окрестность, на которой она па-

раметризуется окрестностью в RN−Ñ . Следовательно, можно выбрать конечное
подпокрытие такими окрестностями. Далее осталось применить теорему 4.18,
из которой следует квазиаддитивность функции (20):

J∑

j=1

H µ(Bj ∩ ϕ−1(ϕ(x)) ∩ (� \ χ)) ≤H µ(B0 ∩ ϕ−1(ϕ(x)) ∩ (� \ χ)).
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П. 2 следует из п. 1, следствия 4.11 об абсолютной непрерывности для лю-
бых множеств A ⊂ ϕ−1(ϕ(x)) \ χ и результатов [16, 17]. Теорема доказана.

Таким образом, получаем следующий результат.

Теорема 4.20. Функция множества H µ является мерой на подмноже-
ствах A ⊂ ϕ−1(t) ∩ (� \ χ). В частности, она обладает свойством счетной адди-
тивности.

В качестве следствия выводим формулу коплощади.

Определение 4.21. Пусть выполнены условия предположения 1.15. Ве-
личина √

det D̂△ϕ(x)D̂△ϕ(x)∗,

где x ∈ � \ χ, называется субримановым коэффициентом коплощади.

Теорема 4.22. Пусть выполнены условия предположения 1.15. Тогда для
любых измеримых множеств A ⊂ � \ χ справедлива формула коплощади

∫

A

√
det D̂△ϕ(x)D̂△ϕ(x)∗ dH ν(x) =

∫

G̃

dH ν̃(t)

∫

ϕ−1(t)∩A

dH µ(u). (27)

Доказательство. Соотношение (27) следует из теорем 4.4, 4.14, 4.16 и
4.19, а также из аргументов, примененных при доказательстве аналогичных
результатов в [14, 15].
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