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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ

ШТУРМА ––– ЛИУВИЛЛЯ ВДОЛЬ

ПРОИЗВОЛЬНОЙ КРИВОЙ В ОКРЕСТНОСТИ

СИММЕТРИЧНОЙ ОСОБОЙ ТОЧКИ

А. А. Голубков

Аннотация. Пусть G — выпуклая область, в которой имеется ровно одна особая
точка zs аналитической функции Q, симметричной относительно этой точки. В ра-
боте при больших значениях модуля спектрального параметра ρ изучена асимпто-
тика передаточной матрицы P уравнения Штурма — Лиувилля с потенциалом Q

вдоль произвольной кривой, лежащей в области G и не проходящей через точку
zs. Сформулированы необходимые и достаточные условия того, что матрица P не
зависит от параметра ρ, и найден ее вид во всех таких случаях. Доказано, что в
остальных случаях все элементы передаточной матрицы являются целыми функ-
циями ρ вполне регулярного роста порядка 1/2 с одинаковыми кусочно тригономет-
рическим индикатором и угловой плотностью нулей, формулы для трех возможных
типов которых получены в работе.
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1. Введение и основные результаты

При больших значениях модуля спектрального параметра ρ := λ2 асимпто-
тика решений уравнения Штурма — Лиувилля

u′′(z) + (Q(z)− λ2)u(z) = 0 (1)

с голоморфным потенциалом Q в произвольной выпуклой области G комплекс-
ной плоскости C переменной z подробно изучена (см., например, монографии
[1, 2] и библиографические ссылки в них). В частности, известно, что в точке
zf ∈ G \ {z0} непрерывно дифференцируемые решения u1 и u2 уравнения (1),
удовлетворяющие условиям

u1(z0) = 1, u′1(z0) = 0, u2(z0) = 0, u′2(z0) = 1 (z0 ∈ G), (2)

являются целыми функциями параметра ρ порядка 1/2 и типа |zf−z0|. Они име-
ют одинаковый кусочно тригонометрический индикатор (9) и вполне регуляр-
ный рост на всех проходящих через нуль лучах, кроме задаваемого формулой
(12) (о характеристиках целых функций, включая регулярность их роста, см.
[3, гл. 1–3]). Такой же результат справедлив, если область G является звездной
относительно точки z0.
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Однако если потенциал Q имеет особые точки и уравнение (1) рассматри-
вается в области его аналитичности, не звездной относительно z0, то в общем
случае известно лишь, что решения уравнения (1), удовлетворяющие условиям
(2), являются целыми функциями ρ порядка не выше 1/2. Более точные резуль-
таты для их порядка, типа, индикатора, распределения нулей получены только
при наличии дополнительных ограничений на потенциал, расположение точек
z0 и zf относительно особых точек, форму связывающего их пути интегриро-
вания уравнения (1) и (или) положение сектора на комплексной плоскости, в
котором спектральный параметр стремится к бесконечности [1, 2, 4–10].

Определение 1. Пусть потенциал Q(z) голоморфен в области G ⊂ C,
u1(z) и u2(z) — непрерывно дифференцируемые решения уравнения (1) вдоль
спрямляемой кривой γ ⊂ G, удовлетворяющие условиям (2). Назовем переда-

точной матрицей уравнения (1) между точками z0 и z кривой γ матрицу

P (γ, z, z0) ≡
(
p11 p12

p21 p22

)
:=

(
u1(z) u2(z)
u′1(z) u′2(z)

)
.

Передаточной матрицей вдоль кривой будем называть передаточную матрицу
между начальной и конечной точками этой кривой.

Заметим, что в силу вида уравнения Штурма — Лиувилля (1) и выбора
начальных условий (2) определитель передаточной матрицы не зависит от z и
равен единице.

В настоящей работе изучены асимптотические свойства (при ϕρ := arg ρ =
const и |ρ| → ∞) элементов передаточной матрицы P уравнения (1) вдоль про-
извольной спрямляемой кривой, лежащей в области G\{zs} голоморфности по-
тенциала Q. При этом предполагается, что G — выпуклая область, а функция
Q(z) имеет особую точку zs, относительно которой она и область G симметрич-
ны:

Q(z̃) = Q(z), z̃ := 2zs − z (z ∈ G). (3)

Здесь и далее z̃ — точка, симметричная точке z относительно точки zs. Посколь-

ку ˜̃z = z, условие (3) может выполняться только для особой точки однозначного
характера.

В статье для упрощения записи формул, как правило, параметр ρ не ука-
зывается в наборе переменных различных функций. Например, вместо u(z, ρ)
пишется u(z).

Обозначим: i — мнимая единица, σ3 :=

(
1 0
0 −1

)
, I :=

(
1 0
0 1

)
.

Определение 2. Назовем углом обхода θ кривой γ точки zs /∈ γ угол
поворота вектора, соединяющего точку zs с точкой z при движении последней
вдоль всей кривой от ее начальной точки. Угол поворота вектора считается
положительным, если поворот происходит против часовой стрелки.

Определение 3. Пусть G ⊂ C — выпуклая область с ровно одной особой
точкой zs уравнения (1) и точки z1, z2 ∈ G \ {zs} различные. Назовем кривую
γ12 ⊂ G\{zs} с началом и концом в точках z1 и z2 стандартизованной, если она
имеет следующий специальный вид. Кривая совпадает с отрезком L12, соеди-
няющим точки z1 и z2, если zs /∈ L12. В противном случае она обходит точку zs
против часовой стрелки, совпадая с одной из ломаных семейства двухзвенных
ломаных, угол между звеньями которых сколь угодно близок к развернутому,
но не достигает его. Будем называть матрицу R(z2, z1, zs) := P (γ12, z2, z1) пере-

даточной матрицей между точками z1 и z2.
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Cуществование семейства ломаных, описанного в определении 3, достаточ-
но очевидно и, кроме того, следует из лемм 2.4 и 2.5 работы [10]. При этом
независимость передаточной матрицы R(z2, z1, zs) от выбора конкретной такой
ломаной вытекает из теоремы о монодромии, так как все они находятся в некото-
рой односвязной области аналитичности потенциала Q (см. также более общее
утверждение леммы 3).

Во втором разделе статьи доказан ряд вспомогательных утверждений, клю-
чевое из которых сформулировано в лемме 2, а в третьем разделе приведено, в
частности, доказательство следующей теоремы, выражающей основной резуль-
тат работы.

Теорема 1. Пусть G ⊂ C — выпуклая область, симметричная относи-
тельно симметричной особой точки zs функции Q(z), причем Q голоморфна в
области G \ {zs}. Тогда передаточная матрица уравнения (1) между началом
z0 и концом zf кривой γ ⊂ G \ {zs} с углом θ обхода точки zs удовлетворяет
следующему соотношению:

P (γ, zf , z0)=

{
a2nR(zf , z̃0, zs)σ3+a2n−1R(zf , z0, zs), θ/π ∈ (2n− 1, 2n]

a2nR(zf , z̃0, zs)σ3+a2n+1R(zf , z0, zs), θ/π ∈ (2n, 2n+ 1]
(n ∈ Z).

(4)
Здесь z̃0 := 2zs − z0,

a0 = 0, a−j = (−1)j+1aj , aj =
(µ

2

)j−1
[ j−1

2 ]∑

l=0

C2l+1
j

(
µ2 + 4

)l

µ2l
(j ≥ 1), (5)

C2l+1
j — биноминальные коэффициенты и

µ(ρ) := Tr{σ3R(z̃0, z0, zs)} ≡ r11(z̃0, z0, zs)− r22(z̃0, z0, zs). (6)

Частным случаем передаточной матрицы является введенная в работе [10]
регулярная циклическая матрица C изолированной особой точки.

Определение 4. Пусть G ⊂ C — ограниченная выпуклая область с гра-
ницей δG, содержащая ровно одну особую точку zs потенциала Q(z), и во всех
точках δG потенциал голоморфен. Тогда передаточную матрицу уравнения (1)
вдоль кривой γ с началом и концом в точке z0 ∈ δG, обходящей границу области
G один раз против часовой стрелки, будем называть регулярной циклической

матрицей C(z0, zs) изолированной особой точки zs уравнения (1) относительно
точки z0.

Пусть кривая γ12 соединяет точку z1 с точкой z2, а кривая γ21 — точку z2
с точкой z1 так, как это описано в определении 3. Тогда их объединение обра-
зует замкнутую кривую γ0. Еcли отрезок L12 не содержит особой точки zs, то
кривая γ0 обходит его туда и обратно и, следовательно, передаточная матрица
P (γ0, z1, z1) = R(z1, z2, zs)R(z2, z1, zs) = I. Еcли же отрезок L12 содержит осо-
бую точку zs, то кривая γ0 является замкнутой выпуклой ломаной из четырех
звеньев, обходящей точку zs один раз против часовой стрелки. Следовательно,
в этом случае P (γ0, z1, z1) = R(z1, z2, zs)R(z2, z1, zs) = C(z1, zs).

Следствие 1. Пусть G ⊂ C — выпуклая область, симметричная относи-
тельно симметричной особой точки zs функции Q(z), причем Q голоморфна
в области G \ {zs}. Тогда регулярную циклическую матрицу C(z0, zs) особой
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точки zs уравнения (1) относительно точки z0 ∈ G \ {zs} и ее след c0 можно
представить в виде

C(z0, zs) = I + µR(z0, z̃0, zs)σ3 = I + µσ3R(z̃0, z0, zs), (7)

c0 := Tr{C(z0, zs)} = 2 + µ2. (8)

где z̃0 := 2zs − z0, а величина µ определена формулой (6).

Доказательство. Первое равенство в (7) следует из определения 4 мат-
рицы C, соотношения (4) для матрицы P, использованного для случая zf = z0
и θ = 2π (n = 1), а также формул (5) или (29) для коэффициентов a1 и a2.
Второе равенство в (7) получается с помощью соотношения (18), вытекающего
из доказанной во втором разделе леммы 2. Формула (8) для следа c0 — прямое
следствие соотношений (6) и (7).

Лемма 1. Введенная формулой (6) величина µ и след c0 матрицы C(z0, zs)
не зависят от z0 и обе величины либо одновременно не зависят от параметра ρ,
либо являются целыми функциями ρ порядка 1/2 минимального типа.

Доказательство. По теореме 24.1 работы [2] элементы передаточных мат-
риц уравнения (1) являются целыми функциями параметра ρ. Поэтому в силу
определения (6) след µ является целой функцией ρ. В теореме 1.1 статьи [10]
было доказано, что c0 не зависит от точки z0 и либо не зависит от параметра ρ,
либо является целой функцией ρ порядка 1/2 минимального типа. Учитывая,
что квадрат целой функции есть целая функция такого же порядка и удво-
енного типа, пользуясь формулой (8) и методом от противного, получим все
утверждения леммы.

В разд. 3 доказано также следующее следствие теоремы 1 и леммы 1.

Следствие 2. В условиях теоремы 1 возможны четыре типа зависимости
матрицы P (γ, zf , z0) от параметра ρ. Тип 1: P ∈ {±I,±iσ3}. Типы 2–4: все
элементы P являются целыми функциями ρ порядка 1/2 с одинаковыми инди-
каторами

h− = |zf − z0|| cos(0.5ϕρ + ϕ−)| для типа 2, (9)

h+ = |zf + z0 − 2zs|| cos(0.5ϕρ + ϕ+)| для типа 3, (10)

h = |z0 − zs|| cos(0.5ϕρ + ϕ0)|+ |zf − zs|| cos(0.5ϕρ + ϕf )| для типа 4 (11)

и вполне регулярным ростом на всех проходящих через нуль лучах, кроме лучей

ρ−(t) = −t exp{−2iϕ−} (t ≥ 0) для типа 2, (12)

ρ+(t) = −t exp{−2iϕ+} (t ≥ 0) для типа 3, (13)

ρ0(t) = −t exp{−2iϕ0}, ρf (t) = −t exp{−2iϕf} (t ≥ 0) для типа 4, (14)

где ϕ± := arg((zf−zs)±(z0−zs)), ϕρ := arg ρ, ϕ0 := arg(z0−zs), ϕf := arg(zf−zs).
При типах 2 и 3 зависимости элементов P (ρ) с точностью до постоянных мно-
жителей такие же, как у соответствующих элементов передаточной матрицы
вдоль отрезка.

Типы 1–3 имеют место в следующих случаях. Во-первых, в окрестности
произвольной особой точки для кривых γ с zf = z0, θ = 0 (тип 1, P ≡ I) или с
zf 6= z0, |θ| < π (тип 2, P = R(zf , z0, zs)). Во-вторых, для особых точек с

µ(ρ) ≡ µl,k := 2i cos(πk/l) (l ≥ 2, k ∈ {1, . . . , l− 1}), (15)
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если выполнена одна из следующих совокупностей условий на число l и кривую
γ:

1) |zf | = |z0|, θ = πn, l = |n| ≥ 2 — тип 1, P ≡ (−1)k(iσ3)
n.

2) zf 6= z0, |θ/π − 2n| < 1, l = 2|n| ≥ 2 — тип 2, P = (−1)n−kR(zf , z0, zs).
3) zf 6= z̃0, |θ/π−2n−1| < 1, l = |2n+1| ≥ 2 — тип 3, P = i(−1)n−kR(zf , z̃0, zs)σ3.
Тип 4 имеет место во всех остальных случаях.

Определение 5. Пусть n(r, ϕρ1, ϕρ2) — число нулей функции F (ρ) в сек-
торе |ρ| ≤ r, 0 < ϕρ1 < ϕρ < ϕρ2 ≤ 2π комплексной плоскости ρ и при некотором
κ для всех значений ϕρ1 и ϕρ2 за исключением быть может счетного множества
существует конечный предел

�(ϕρ1, ϕρ2) := lim
r→∞

n(r, ϕρ1, ϕρ2)

rκ
.

Тогда величину �(ϕρ1, ϕρ2) будем называть угловой плотностью с показателем

κ нулей функции F внутри угла ϕρ1 < arg ρ < ϕρ2 или, короче, внутри угла
(ϕρ1, ϕρ2).

Следствие 3. Если в условиях следствия 2 матрица P зависит от парамет-
ра ρ, то ее элементы имеют следующие угловые плотности нулей с показателем
1/2:

�(ϕρ1, ϕρ2) =
1

π





φ−|zf − z0| для типа 2,

φ+|zf + z0 − 2zs| для типа 3,

φ0|z0 − zs|+ φf |zf − zs| для типа 4,

где φ− = 1 (φ− = 0), φ+ = 1 (φ+ = 0), φ0 = 1 (φ0 = 0) и φf = 1 (φf =
0), если угол (ϕρ1, ϕρ2) содержит (не содержит) луч ρ−(t), ρ+(t), ρ0(t) и ρf (t)
соответственно.

Доказательство. Пользуясь кусочной тригонометричностью индикато-
ра элементов матрицы P, их вполне регулярным ростом, а также теоремой 3
гл. 3 работы [3] и следствием из нее, утверждения следствия 3 можно получить
как частные случаи теоремы 4 статьи [11]. Дело в том, что индикаторы (9)–
(11) совпадают с индикатором функции D0(ρ) из статьи [11], если в последней
положить N = 1, z1 = zs (для типа 4), N = 0 (для типов 2, 3) и заменить z0 на
z̃0 для типа 3.

Подчеркнем, что в силу определения 5 равенство нулю угловой плотности с
показателем κ нулей целой функции в некотором угле означает лишь, что число
нулей в секторах этого угла растет с ростом r не быстрее, чем ε(r)rκ, причем
ε(r) ≥ 0 и lim

r→∞
ε(r) = 0.

Следствие 4. Регулярная циклическая матрица C(z0, zs) симметричной
особой точки zs не зависит от параметра ρ, если и только если определенная
формулой (6) величина µ ≡ 0, т. е. у матрицы C след c0 ≡ 2. При этом
C(z0, zs) ≡ I. В остальных случаях все элементы матрицы C(z0, zs) — целые
функции ρ порядка 1/2 типа 2|z0 − zs| с кусочно тригонометрическим индика-
тором 2|z0− zs|| cos (0.5ϕρ + ϕ0) | и вполне регулярным ростом на всех проходя-
щих через нуль лучах, кроме луча ρ0(t), задаваемого формулой (14). При этом
множество нулей каждого из элементов матрицы C имеет угловую плотность с
показателем 1/2:

�c(ϕρ1, ϕρ2) = 2
φ0|z0 − zs|

π
,
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где φ0 = 1 (φ0 = 0), если угол (ϕρ1, ϕρ2) содержит (не содержит) луч ρ0(t).

Доказательство. Все утверждения следуют из определения 4 матрицы
C и следствий 1–3 при zf = z0 и угле обхода θ = 2π (n = 1).

Такая же формула для индикатора элементов матрицы C(z0, zs) в случае,
когда ее след c0 не равен тождественно двум, была получена в работе [10] для
произвольной изолированной особой точки однозначного характера. Однако
при этом оставался открытым вопрос регулярности их роста, а значит, и су-
ществования угловой плотности их нулей, а также не был исследован случай
c0 ≡ 2. Следствия 1 и 4 восполняют эти пробелы в случае симметричных изо-
лированных особых точек.

Матрица C(z0, zs) особой точки однозначного характера является одной из
ее матриц монодромии, которые подобны друг другу [4, гл. 1, § 2, п. 3; 12] и
поэтому имеют одинаковый след, а также равны единичной матрице одновре-
менно. Подобны между собой и любые их одинаковые степени. Если хотя бы
одна матрица монодромии особой точки уравнения (1) равна I при всех значе-
ниях параметра ρ, то особую точку называют безмонодромной. Однозначные
потенциалы с такими точками хорошо изучены (см. работы [5, 9] и библиогра-
фические ссылки в них). В [12] был впервые исследован более широкий класс
квазибезмонодромных особых точек.

Определение 6. Пусть �1 и �2 — односвязные области в C, �1 ⊂ �2, и
их границы не имеют общих точек. Потенциал q и соответствующее уравнение
Штурма — Лиувилля (1) будем называть квазибезмонодромным в «кольцеоб-
разной» области K = �2 \ �1 аналитичности потенциала q, если существует
такое натуральное число ν ≥ 1, что Mν(λ) ≡ ±I, где M — одна из матриц
монодромии области �1.

Заметим, что безмонодромный потенциал является квазибезмонодромным c
ν = 1. ПосколькуMν(λ) ≡ ±I, если и только если M−ν(λ) ≡ ±I, то ограничение
ν ≥ 1 в определении 6 несущественно. Важно только условие ν 6= 0, поскольку
M0 ≡ I.

Так как (iσ3)
2 = −I, из следствия 2 получаем, что случаи, когда матри-

ца P не зависит от параметра ρ, соответствуют (за исключением тривиальной
ситуации zf = z0, θ = 0) только квазибезмонодромным особым точкам (об-
ратное следует из определения последних). На данный момент нет полного
описания потенциалов с такими точками. Найдены лишь необходимые и до-
статочные условия квазибезмонодромности уравнения (1) и его потенциала в
области K = �2 \ �1 аналитичности потенциала q через условия на матрицу
монодромии области �1 или ее след [12].

В разд. 4 сформулирован критерий принадлежности потенциала с регу-
лярной изолированной особой точкой классу квазибезмонодромных. Там же
обсуждаются возможности дальнейшего уточнения результатов настоящей ра-
боты.

2. Вспомогательные утверждения

Лемма 2. Пусть zs — изолированная симметричная особая точка потен-
циала Q(z), т. е. в некоторой симметричной относительно точки zs области
G \ {zs} функция Q(z) голоморфна и удовлетворяет условию (3). Тогда если
P (γ, z, z0) — передаточная матрица уравнения (1) между точками z0 и z кривой
γ ∈ G \ {zs}, то передаточная матрица P (γ̃, z̃, z̃0) уравнения (1) между точками
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z̃0 и z̃ кривой γ̃, симметричной кривой γ относительно особой точки zs, может
быть найдена из формулы

P (γ̃, z̃, z̃0) := σ3P (γ, z, z0)σ3 (z, z0 ∈ γ ⊂ G \ {zs}). (16)

Доказательство. При выполнении условия (3) уравнение (1) инвариант-
но относительно замены z на z̃. Поэтому если функция u(z) является решением
(1) на некоторой кривой γ ∈ G \ {zs}, то функция ũ(ς) := αu(ς̃) (ς ∈ γ̃), где
α — произвольное число, является решением (1) на кривой γ̃. При этом, оче-

видно, ũ′(ς) := −αu′(x)|x=ς̃ и ˜̃ς = ς. Полагая ũ1(ς) := u1(ς̃) и ũ2(ς) := −u2(ς̃), где
решения u1 и u2 удовлетворяют условиям (2) в точке z0, получим, что ũ1(ς) и
ũ2(ς) удовлетворяют этим же условиям в точке z̃0, являются решениями (1) на
кривой γ̃ и при этом (после переобозначения ς на z̃)

ũ1(z̃) = u1(z), ũ′1(x)|x=z̃ = −u′1(z),
ũ2(z̃) = −u2(z), ũ′2(x)|x=z̃ = u′2(z) (z ∈ γ ⊂ G \ {zs}),

что совпадает с формулой (16).

Лемма 3. Пусть G ⊂ C — выпуклая область, спрямляемые кривые γ1 и γ2

лежат в области G \ {zs} голоморфности потенциала Q(z), имеют общее начало
z0, общий конец zf и одинаковый угол θ обхода точки zs. Тогда P (γ1, zf , z0) ≡
P (γ2, zf , z0).

Доказательство. Лемма формализует в терминах настоящей работы из-
вестный факт, следующий из теоремы о монодромии (см., например, рассужде-
ния, приведенные в [1, гл. 3, § 1]).

Лемма 4. Пусть G ⊂ C — выпуклая область, симметричная относительно
симметричной особой точки zs функции Q(z), причем Q голоморфна в области
G \ {zs}. Тогда регулярную циклическую матрицу C(z0, zs) особой точки zs
уравнения (1) относительно точки z0 ∈ G \ {zs} можно представить в виде

C(z0, zs) = (σ3R(z̃0, z0, zs))
2 = (R(z0, z̃0, zs)σ3)

2 (z0 ∈ G \ {zs}). (17)

Доказательство. Из определения 3, тождества (σ3)
2 = I и (16) имеем

σ3R(z̃0, z0, zs) = R(z0, z̃0, zs)σ3. (18)

Соотношение (17) получим, подставив формулу (18) в следующее из определе-
ний 3, 4 и леммы 3 равенство

C(z0, zs) = R(z0, z̃0, zs)R(z̃0, z0, zs) ≡ R(z0, z̃0, zs)σ3σ3R(z̃0, z0, zs).

Лемма 5. Монотонность функции Re{λ(z−z0)} на соединяющей точки z0
и zf кривой γ при всех лежащих на некотором луче β значениях параметра λ
обеспечивает для элементов pij (i, j = 1, 2) передаточной матрицы P (γ, zf , z0)
уравнения (1) при |λ| → ∞ вдоль луча β асимптотики такого же вида, как для
элементов передаточных матриц вдоль отрезков. В первом приближении по
1/|λ| они имеют вид

pij =
ζij
2

{(
1 +

O(1)

|λ|

)
exp(λ�) + (−1)i+j

(
1 +

O(1)

|λ|

)
exp(−λ�)

}
, (19)

где ζ11 = ζ22 = 1, ζ12 = 1/λ, ζ21 = λ, � := zf − z0, а символы O(1) обозна-
чают различные функции λ, ограниченные при |λ| > λcr, где λcr — конечная
величина.

Доказательство. Лемма следует из результатов монографий [1, 2]. Ее
доказательство аналогично доказательствам лемм 8, 9 в работе [13], если в них
заменить слово отрезок словом кривая и положить N = 0, z1 = zf и θ0 = 1.



628 А. А. Голубков

Лемма 6. Пусть G ⊂ C — выпуклая область с ровно одной особой точкой
zs уравнения (1), L12 — отрезок, соединяющий точки z1, z2 ∈ G \ {zs}. Тогда
элементы матрицы R(z2, z1, zs) — целые функции ρ, асимптотика которых при
больших значениях |ρ| имеет вид (19), если zs /∈ L12 или/и Re{λ(z2 − z1)} 6= 0.

Доказательство. Передаточные матрицы уравнения (1) — целые функ-
ции ρ [2, теорема 24.1]. Eсли zs /∈ L12, то по определению 3 матрица R(z2, z1, zs)
:= P (L12, z2, z1) и, значит, ее элементы имеют асимптотику (19). Если zs ∈ L12,
Re{λ(z1−zs)} 6= 0, то в силу лемм 2.4 и 2.5 работы [10] существуют соединяющие
точки z1 и z2 ломаные из определения 3, вдоль которых величина Re{λ(z− z1)}
меняется монотонно. Поскольку по лемме 3 выбор конкретной такой ломаной
не меняет матрицу R(z2, z1, zs), элементы последней имеют асимптотику (19) по
лемме 5.

Лемма 7. Пусть G ⊂ C — выпуклая область с ровно одной особой точкой
zs уравнения (1), z1, z2 ∈ G\ {zs}. Тогда R(z2, z1, zs) ≡ I, если z1 = z2. В осталь-
ных случаях элементы матрицы R(z2, z1, zs) — целые функции ρ порядка 1/2 с
индикатором

h12 = |z2 − z1|| cos(0.5ϕρ + ϕ12)| (ϕ12 := arg(z2 − z1)) (20)

и вполне регулярным ростом на всех проходящих через нуль лучах, кроме луча

ρ12(t) = −t exp {−2iϕ12} (t ≥ 0). (21)

Доказательство. Условие Re{λ(z2 − z1)} = 0 можно записать в виде
λ(z2 − z1) = iξ, где ξ — действительное число. Это означает, что параметр
ρ := λ2 лежит на луче, задаваемом формулой

ρ0(ξ) = −ξ2/(z2 − z1)2 = −ξ2 exp{−2iϕ12}/|z2 − z1|2,
равносильной соотношению (21). В силу леммы 6 при Re{λ(z2−z1)} 6= 0 элемен-
ты матрицы R(z2, z1, zs) — целые функции порядка 1/2 типа |z2− z1| с кусочно-
тригонометрическим индикатором (20) и вполне регулярным ростом. Из непре-
рывности индикатора [3, гл. I, § 16] следует, что формула (20) справедлива и
при Re{λ(z2 − z1)} = 0.

В леммах 1 и 2 работы [12] было доказано, что если m := TrM — след мат-

рицы второго порядка M с единичным определителем и η :=
(
m+

√
m2 − 4

)
/2,

то
Mn = ãnM − ãn−1I (n ∈ Z), (22)

ãn = mãn−1 − ãn−2, (23)

ãn =
ηn − η−n
η − η−1

(η 6= ±1), ãn = (±1)n+1n (η = ±1). (24)

Заметим, что особенность, возникающая при η = ±1 в первом из соотношений
(24), устранима, а в формуле для η можно использовать любую фиксированную

ветвь квадратного корня, при этом 1/η = (m−
√
m2 − 4)/2.

Кроме того, лемма 3 работы [12] в обозначениях настоящей работы может
быть сформулирована следующим образом.

Лемма 8. При n 6= 0 коэффициент ãn в формуле (22) равен нулю, если
и только если |n| ≥ 2 и m = 2 cos (πk/|n|) , где k ∈ {1, . . . , |n| − 1}. При этом
ãn−1 = (−1)k+1.

Леммы 9 и 10 обобщают приведенные выше результаты работы [12] на слу-
чай матрицы с любым отличным от нуля определителем.
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Лемма 9. Пусть D — матрица второго порядка, µ := TrD, d := detD 6= 0.
Тогда

Dn = anD − dan−1I (n ∈ Z), (25)

a0 = 0, a−n = −an
dn
, (26)

an =
(µ

2

)n−1
[n−1

2 ]∑

l=0

C2l+1
n

(
µ2 − 4d

)l

µ2l
(n ≥ 1), (27)

где C2l+1
n — биноминальные коэффициенты.

Доказательство. Пусть d := (d0)
2 и M := D/d0. Тогда m := TrM =

µ/d0, detM = 1 и для целой степени матрицы M справедлива формула (22).
Поэтому

Dn = (d0)
n

(
ãn
D

d0
− ãn−1I

)
,

что совпадает с соотношением (25), если положить

an := (d0)
n−1ãn. (28)

С другой стороны, из (24) следует, что ã0 = 0 и ã−n = −ãn, откуда с учетом
определения (28) получаем формулы в (26). Далее, заметим, что

η :=
1

2d0
(µ+

√
µ2 − 4d),

1

η
=

1

2d0
(µ−

√
µ2 − 4d).

Подставляя последние формулы в первое соотношение в (24) и учитывая опре-
деление (28) при n ≥ 1 имеем

an =
(µ+

√
µ2 − 4d)n − (µ−

√
µ2 − 4d)n

2n
√
µ2 − 4d

.

Пользуясь формулами бинома Ньютона, получаем соотношение (27).

Таким образом, при любом n 6= 0 коэффициент an является полиномом µ
степени |n| − 1. В частности,

a1 = 1, a2 = µ. (29)

Лемма 10. Пусть D — матрица 2 × 2, µ := TrD, d := detD 6= 0. Тогда
в формуле (25) коэффициент an = 0, если и только если n = 0 или |n| ≥ 2,

µ = 2
√
d cos (πk/|n|) , где k ∈ {1, . . . , |n|− 1}. При этом во втором случае an+1 =

−dan−1 = (−1)k(
√
d)n.

Доказательство. Случай n = 0 подходит в силу соотношения (26). Пусть

M := D/d0, где d0 =
√
d. Тогда m := TrM = µ/d0, detM = 1 и для целой

степени матрицы M справедлива формула (22), а для коэффициентов ãn —
лемма 8 и соотношение (23). В силу последнего ãn+1 = −ãn−1, если ãn = 0. Для
завершения доказательства остается использовать формулу (28), связывающую
коэффициенты a и ã.

Заметим, что поскольку cos(πk/|n|) = − cos(π(|n|−k)/|n|), изменение знака
d0 не меняет набора значений следа µ, при которых в силу леммы 10 an = 0.
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Лемма 11. ПустьG ⊂ C — выпуклая область с ровно одной особой точкой
zs уравнения (1), точки z1, z2 ∈ G\{zs}, причем z1 6= z2. Тогда если задаваемый
формулой (5) коэффициент an(ρ) не равен тождественно нулю, то элементы
матрицы anR(z2, z1, zs) — целые функции ρ порядка 1/2 с индикатором (20) и
вполне регулярным ростом на всех проходящих через нуль лучах, кроме зада-
ваемого соотношением (21).

Доказательство. Для целой функции f(ρ) функция Mf (r) := max
|ρ|=r

|f(ρ)|
либо постоянна, либо неограниченно монотонно возрастает с ростом r [3, гл. 1,
§ 1]. Поэтому для целой функции f порядка κ минимального типа имеем

lim
r→∞

lnMf(r)

rκ
= 0.

Значит, как доказано в [3, гл. 3, § 4], f(ρ) имеет вполне регулярный рост и ин-
дикатор, равный нулю. В силу (5) при n ∈ Z/{0} коэффициент an является
полиномом µ степени |n| − 1, а a0 ≡ 0. Поэтому, учитывая лемму 1, получа-
ем, что коэффициент an либо не зависит от спектрального параметра ρ, либо
является целой функцией ρ порядка 1/2 минимального типа, и следовательно,
регулярного роста с индикатором, равным нулю. Известно, что произведение
двух целых функций вполне регулярного роста одного порядка есть целая функ-
ция вполне регулярного роста того же порядка с индикатором, равным сумме
индикаторов сомножителей (см. теорему 5 и замечание после нее в [3, гл. 3,
§ 4]). Пользуясь далее леммой 7, получаем все доказываемые утверждения.

Лемма 12. Пусть ϕρ = arg ρ, zj 6= 0, ϕ(j) := arg(z1 + (−1)jz2) (j ∈
{1, 2}) и fj(ρ) — целая функция порядка 1/2 с индикатором hj(ϕρ) = |z1 +

(−1)jz2|| cos(0.5ϕρ + ϕ(j))| и вполне регулярного роста на всех проходящих че-

рез нуль лучах, кроме луча ρ(j)(t) = −t exp{−2iϕ(j)} (t ≥ 0). Тогда F := f1+f2 —
целая функция порядка 1/2 вполне регулярного роста на всех проходящих через
нуль лучах, кроме лучей

ρj(t) = −t exp{−2iϕj} (t ≥ 0), ϕj = arg zj (j ∈ {1, 2}), (30)

с индикатором

hF = |z1|| cos(0.5ϕρ + ϕ1)|+ |z2|| cos(0.5ϕρ + ϕ2)|. (31)

Доказательство. Индикаторы функций fj(ρ) (j ∈ {1, 2}) можно пред-
ставить в виде

hj = |Re{λ(z1 + (−1)jz2)}|/|λ| = |Re{λz1}+ (−1)j Re{λz2)}|/|λ|.

Очевидно, что h1 = h2, если и только если Re{λz1} = 0 или Re{λz2} = 0, что
имеет место на лучах, задаваемых формулой (30) (см. доказательство леммы 7).
Сумма двух целых функций одного порядка с разными индикаторами есть це-
лая функция того же порядка с индикатором, равным большему из двух [3,
гл. 1, § 15]. При этом из определений индикатора и регулярности роста следу-
ет, что если на некотором луче целая функция с большим индикатором имеет
вполне регулярный рост, то и сумма на этом луче имеет вполне регулярный
рост. Если a и b — действительные числа, то max{|a + b|, |a − b|} = |a| + |b|.
Отсюда, пользуясь также непрерывностью индикатора, получаем формулу (31)
и вполне регулярный рост функции F на всех проходящих через нуль лучах,
кроме задаваемых формулой (30).
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3. Доказательство теоремы 1 и следствия 2

Для доказательства теоремы 1 рассмотрим несколько случаев (везде ниже
n ∈ Z).

Случай 1: θ/π ∈ (2n− 1, 2n). В силу леммы 3, определений 3 и 4, а также
формул (17) и (25) при D := R(z0, z̃0, zs)σ3, d = −1 имеем

P (γ, zf , z0) = R(zf , z0, zs)C
n(z0, zs) = R(zf , z0, zs)(a2nR(z0, z̃0, zs)σ3 + a2n−1I),

(32)
причем соединяющий точки z0 и zf отрезок L0f расположен справа от прямой
zsz0, проходящей через точки zs и z0, т. е. там же, где описанная в определении 3
стандартизованная кривая γ0̃0, соединяющая точки z̃0 и z0. Поэтому замкнутая
область, ограниченная L0f , γ0̃0 и отрезком L0̃f , соединяющим точки z̃0 и zf , не

содержит особых точек потенциала Q. Следовательно, R(zf , z0, zs)R(z0, z̃0, zs) =
R(zf , z̃0, zs) по лемме 3, и формула (32) совпадает с первым соотношением в (4).

Случай 2: θ/π = 2n. Единственное отличие от случая 1 — отрезок L0f

лежит на луче с началом в точке zs, проходящем через точку z0.

Случай 3: θ/π ∈ (2n, 2n+1). В силу леммы 3, определений 3 и 4 тождества
(σ3)

2 = I, а также формул (17) и (25) при D := σ3R(z̃0, z0, zs), d = −1 имеем

P (γ, zf , z0) = R(zf , z̃0, zs)R(z̃0, z0, zs)C
n(z0, zs) = R(zf , z̃0, zs)σ3,

(σ3R(z̃0, z0, zs))
2n+1 = R(zf , z̃0, zs)σ3(a2n+1σ3R(z̃0, z0, zs) + a2nI).

(33)

При этом отрезок L0̃f расположен слева от прямой zsz0, т. е. там же, где стан-

дартизованная кривая γ00̃. Следовательно,R(zf , z̃0, zs)R(z̃0, z0, zs) = R(zf , z0, zs)
по лемме 3 (замкнутая область, ограниченная отрезками L0̃f , L0f и кривой γ00̃,

не содержит особых точек потенциала Q). Значит, формула (33) совпадает со
вторым соотношением в (4).

Случай 4: θ/π = (2n + 1). Единственное отличие от случая 3 — отрезок
L0̃f лежит на луче с началом в точке zs, проходящем через точку z̃0.

Для завершения доказательства теоремы 1 заметим, что формулы (5) для
коэффициентов aj (j ∈ Z) в соотношениях (4) получаются из формул (26) и
(27) при d = −1.

Перейдем к доказательству следствия 2 (везде ниже n ∈ Z).
Случай 1: θ/π ∈ (2n− 1, 2n] (θ/π ∈ (2n, 2n+ 1]) и a2n, a2n−1 (a2n, a2n+1)

не равны тождественно нулю. Полагая в лемме 12 z1 = zf − zs, z2 = z0 − zs,
пользуясь также формулой (4) и леммой 11, получим, что элементы матрицы
P зависят от ρ по типу 4.

Случай 2: θ/π ∈ (2n − 1, 2n + 1], a2n ≡ 0 (a2n = 0 при любых значениях
ρ). По лемме 10 (при d = −1) a2n ≡ 0, если и только если n = 0 или n 6=
0 и µ(ρ) ≡ µ2|n|,k, где k ∈ {1, . . . , 2|n| − 1}, а числа µl,k определены в (15).
В силу леммы 10 и формул (4), (26), (29) в первом случае P = R(zf , z0, zs), а
во втором — P = (−1)n−kR(zf , z0, zs). По лемме 7 в обоих ситуациях элементы
матрицы P либо не зависят от ρ, если zf = z0, либо их индикатор имеет тип 2,
если zf 6= z0.

Случай 3: θ/π ∈ (2n, 2n+2], a2n+1 ≡ 0. По лемме 10 (при d = −1) a2n+1 ≡
0, если и только если n /∈ {−1; 0} и µ ≡ µ|2n+1|,k, где k ∈ {1, . . . , |2n+ 1| − 1}, а
числа µl,k определены в (15). При этом в силу леммы 10 и формулы (4) матрица
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P = i(−1)n−kR(zf , z̃0, zs)σ3. Поэтому по лемме 7 ее элементы либо не зависят
от ρ, если zf = z̃0, либо их индикатор имеет тип 3, если zf 6= z̃0.

Заметим, что лучи (12)–(14) совпадают, если θ = πn. При этом совпадают
также индикаторы типов 3 и 4, если θ = 2nπ, и индикаторы типов 2 и 4, если
θ = (2n+1)π. В этих случаях будем считать, что реализуется тип зависимости 4,
так как при ϕρ = π − 2ϕ0 (Re{λ(z0 − zs)} = 0) асимптотика передаточной
матрицы P (γ, zf , z0) отличается от асимптотики передаточной матрицы вдоль
отрезка (см определение 3 и лемму 6).

Объединяя рассмотренные случаи, получаем все утверждения следствия 2.

4. Заключение

В следствии 2 отмечалось, что при типах 2 и 3 зависимости P (ρ) последняя
по сути является такой же, как на отрезке с голоморфным потенциалом. Это
означает, что в этом случае можно уточнить асимптотики и матрицы P, и рас-
пределения нулей ее элементов или их комбинаций, т. е. спектра краевых задач
для уравнения (1), которые будут аналогичны классическим [1, 2]. Оказывает-
ся, что и в случае зависимости P (ρ) типа 4 полученные выше результаты могут
быть относительно легко уточнены для регулярных симметричных особых то-
чек, так как в этом случае c0 и µ не зависят от ρ. Действительно, уравнение (1)
равносильно следующей системе уравнений первого порядка:

(z − zs)y′1 = y2, (z − zs)y′2 = (z − zs)2(λ2 −Q(z))y1 + y2, (34)

где y1(z) := u(z). Cистема (34) имеет в точке zs регулярную особую точку, если
потенциал Q(z) в ее окрестности G может быть разложен в сходящийся ряд
вида

Q(z) = − p(p− 1)

(z − zs)2
+

∞∑

n=−1

αn(z − zs)n
(
p ≥ 1

2

)
, (35)

где ограничение на значения p учитывает тот факт, что замена p на 1 − p не

меняет вида потенциала (35). Пусть y
(n)
1 = un(z) (n = 1, 2), где un(z) — непре-

рывно дифференцируемые решения уравнения (1) вдоль спрямляемой кривой
γ ⊂ G \ {zs}, удовлетворяющие условиям (2). Тогда в силу определения 1 и
соотношений (34)

(
y
(1)
1 y

(2)
1

y
(1)
2 y

(2)
2

)
=

(
1 0
0 z − zs

)
P (γ, z, z0).

Поэтому матрица C(z0, zs) совпадает с одной из матриц монодромии особой точ-
ки zs системы (34). Пользуясь теоремами о виде решения системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений первого порядка в окрестности регулярной
особой точки [14, гл. 15, § 10], можно получить следующую формулу для сле-
да матрицы монодромии особой точки zs системы (34) c потенциалом (35), а
значит, и матрицы C(z0, zs):

c0 = 2 cos(2πp). (36)

Формула (36) в сочетании с полученным в [12] критерием квазибезмоно-
дромности изолированной особой точки голоморфного потенциала Q позволяет
утверждать, что потенциал (35) квазибезмонодромный (с ν ≥ 2) тогда и только
тогда, когда число p является рациональным, отличным от целого. Напомним,
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что случай целого p соответствует безмонодромным потенциалам при выпол-
нении дополнительных условий [5, 9], которые для симметричного потенциала
выполняются автоматически.

Таким образом, и в случае зависимости P (ρ) типа 4 при θ 6= πn (n ∈ Z\{0})
использование формул (4), (5), (8) и (36) позволяет достаточно детально ис-
следовать асимптотику передаточной матрицы и спектры краевых задач для
уравнения (1) в окрестности симметричной регулярной особой точки. При этом
будем иметь дело с суммой умноженных на различные числа элементов переда-
точных матриц вдоль двух непараллельных отрезков. Возникающие при этом
асимптотики ранее неоднократно исследовались, причем в более общих ситуа-
циях (см. статьи [8, 11] и библиографические ссылки в них).

Уточнение результатов настоящей работы при θ = πn (n ∈ Z\{0}) является
существенно более сложной задачей даже для регулярных особых точек. Одна-
ко поскольку методика решений дифференциальных уравнений в окрестности
таких точек хорошо известна [14, гл. 15, § 10], эта сложность носит в основном
технический характер. Для θ = π и Q = α/z2 соответствующее исследование
проведено в [7].

Для иррегулярных особых точек след матрицы монодромии системы (34) и
уравнения (1) теоретически может быть найден с помощью абсолютно сходяще-
гося ряда, полученного в прошлом веке Лаппо-Данилевским [15]. Однако этот
ряд имеет очень громоздкий вид и такую возможность пока никому не удалось
реализовать. Поэтому вопрос о возможности уточнения результатов настоящей
работы в случае зависимости P (ρ) типа 4 в окрестности иррегулярной особой
точки остается открытым.
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