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ЕМКОСТНЫЕ ГРАНИЧНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ

НА РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ

И ОБОБЩЕННЫЕ ГРАНИЦЫ

Д. А. Сбоев

Аннотация. Рассматривается емкостная метрика на римановых многообразиях.
С ее помощью вводятся емкостные граничные элементы и изучается граничное по-
ведение замкнутых отображений с ограниченным искажением. Получены свойства
пространств емкостных граничных элементов, изучены взаимосвязи между гранич-
ными элементами при различных показателях.

В статье исследуются также геометрические свойства обобщенной границы в
областях с локально конечно связной границей в метрических пространствах. Опи-
саны свойства метрики, при которых обобщенная граница единственна с точностью
до гомеоморфизма, построены примеры таких метрик в различных областях. В об-
ластях с локально конечно связной границей на римановых многообразиях пока-
зано, что любой элемент обобщенной границы содержится в носителе некоторого
емкостного граничного элемента. В качестве следствия получены результаты о вза-

имосвязи простых концов и емкостных граничных элементов.
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Вопрос описания граничного поведения различных классов отображений
восходит к результатам Каратеодори [1], Осгуда и Тейлора [2]. Пусть D, D′ —
области в R2, ограниченные жордановыми кривыми, и f : D → D′ — конформ-
ное отображение. Тогда существует продолжение f до гомеоморфизма замкну-
тых областей f : D → D′. Как показывает пример диска с разрезом, условие
жордановости необходимо для существования гомеоморфного продолжения на
границу. Если отказаться от этого условия на границу, то гомеоморфное про-
должение возможно на некоторую обобщенную границу. Каратеодори в работе
[1] ввел границу простых концов. Данная конструкция положила начало гео-
метрическому подходу к исследованию граничного поведения отображений.

Отметим, что дальнейшее развитие изучения граничного поведения отоб-
ражений заключается в нахождении подхода, который не основывается на гео-
метрии конкретной области и не опирается на теорему Римана о конформном
отображении. Отметим работу Шлезингера [3], в которой он определил P -
последовательности точек областей в C, основываясь на понятии экстремальной
длины (модуля семейства кривых). Суть определения P -последовательностей
заключается в том, что модуль семейства ассоциированных разрезов стремится
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к нулю. Далее на P -последовательностях вводится отношение эквивалентности
P ∗-пар. Классы P ∗-пар P -последовательностей совпадают с простыми конца-
ми в смысле Каратеодори для плоских областей. В работе [4] были введены
граничные элементы в Rn, основанные на понятиях цепи подпространств Со-
болева и емкости. С помощью этой концепции были установлены результаты
о граничном поведении квазиконформных отображений. Следующий шаг —
введение емкостной метрики, с помощью которой определяются емкостные гра-
ничные элементы. Емкостная метрика была введена в работе [5] (см. также
[6]). Очевидное преимущество емкостной метрики — независимость определе-
ния от геометрии области, а также универсальность конструкции граничных
элементов: емкостные граничные элементы суть те элементы, которые присо-
единяются к области при пополнении по емкостной метрике (в соответствии с
теоремой Хаусдорфа о пополнении). Более подробный обзор результатов о гра-
ничном поведении отображений в квазиконформном анализе приведен в статье
[7].

Общий подход к описанию граничного поведения отображений может быть
сформулирован в следующих трех пунктах:

(1) ввести обобщенную границу, адекватную свойствам рассматриваемого
класса отображений;

(2) исследовать граничное поведение отображений с помощью введенной
обобщенной границы;

(3) установить взаимосвязь между обобщенной границей и границей в ис-
ходной топологии.

В работе [7] введена обобщенная граница, адекватная геометрии обратных
к Qq,p-гомеоморфизмам, — граница емкостных граничных элементов в евкли-
довом пространстве, определенная с помощью весовой емкостной метрической
функции. Посредством емкостных граничных элементов доказаны результаты
о граничном поведении обратных к Qq,p-гомеоморфизмам, установлены взаи-
мосвязи между емкостной границей и границей в исходной геометрии. Отметим
также работу [8], в которой рассматриваются вопросы граничного поведения в
подвижных областях с помощью обобщенной концепции емкостных граничных
элементов.

В данной работе развиваются результаты [7]: рассматриваются емкостные
граничные элементы на римановых многообразиях. Очевидное преимущество
емкостной метрики — универсальность подхода. Многие доказательства опи-
раются лишь на свойства емкости конденсаторов и топологию пространства,
поэтому результаты о граничном поведении обратных к Qq,p-гомеоморфизмам
и свойства емкостной метрики на римановых многообразиях устанавливаются
с применением тех же идей, что и в [7].

В данной работе получены новые свойства емкостных границ, изучена вза-
имосвязь этих границ при различных показателях; исследовано граничное по-
ведение не рассмотренного ранее при данном подходе класса отображений (за-
мкнутые отображения с ограниченным искажением). Основная трудность в
описании граничного поведения замкнутых отображений с ограниченным ис-
кажением — негомеоморфность таких отображений. С помощью полученных
результатов по-новому доказываются известные ранее теоремы: существова-
ние гомеоморфного продолжения квазиконформного отображения на идеаль-
ную границу гиперболического пространства Hn, несуществование квазикон-
формного отображения между областью с гребнем и шаром.



Емкостные граничные элементы 525

Кроме того, в работе рассматриваются «естественные» обобщенные грани-
цы в областях с локально конечно связной границей в метрических простран-
ствах. Например, в диске с разрезом от обобщенной границы ожидается, что
в локально связных точках на границе элемент обобщенной границы совпадает
с точкой границы в исходной топологии; если же точка на разрезе (граница
локально конечно связна в этой точке), то обобщенная граница «различает бе-
рега разреза». Пример такой естественной границы — граница Мазуркевича,
заданная как присоединенные элементы при пополнении области по метрике
Мазуркевича. Если взять другую метрику, отличную от метрики Мазуркевича,
то получим другую обобщенную границу. В работе рассмотрен класс метрик в
областях с локально конечно связной границей, удовлетворяющих некоторым
аксиомам. Доказано, что любые две такие метрики задают гомеоморфные обоб-
щенные границы. Таким образом, можно ввести обобщенную границу области
с локально конечно связной границей, которая зависит только от топологии об-
ласти. В качестве следствия этих результатов получены теоремы о взаимосвязи
простых концов [9] (границы Мазуркевича) и емкостной границы в ограничен-
ных областях с локально конечно связной границей в римановых многообрази-
ях.

В статье приводятся иллюстрирующие примеры вводимых понятий, а так-
же примеры, устанавливающие существенность условий некоторых теорем.

Приведем краткое описание структуры работы.

В разд. 1 приведены необходимые сведения о римановых пространствах,
пространствах Соболева и емкости на римановых многообразиях.

Разд. 2 начинается с доказательства леммы 2.2, где устанавливается вза-
имосвязь между диаметром пластин конденсатора и емкостью конденсатора.
В области D риманова многообразия M , dimM = n, фиксируем континуум F
такой, что D\F связно, и определяем емкостную метрику ρp,F , где n−1 < p ≤ n
(1 ≤ p ≤ 2, если n = 2), следуя [7]. Такой выбор показателя p связан с тем, что
при p > n p-емкость точки всегда больше нуля, а при p ≤ n − 1 (если n ≥ 3)
p-емкость спрямляемой кривой равна нулю (см., например, [10, гл. 4]). Благо-
даря лемме 2.2 топология, индуцированная емкостной метрикой, эквивалентна
исходной топологии в области. Вводится емкостная граница — присоединенные
элементы при пополнении области по емкостной метрике ρp,F . В этом же раз-
деле устанавливается теорема о независимости граничных элементов от выбора
континуума F , изучаются взаимосвязи между граничными элементами при раз-
ных показателях.

В разд. 3 устанавливаются теоремы о граничном поведении для замкну-
тых отображений с ограниченным искажением: образ емкостного граничного
элемента — емкостный граничный элемент. В качестве следствия данного под-
хода получено описание граничного поведения квазиконформных отображений
в гиперболическом пространстве Hn, n ≥ 2, рассмотрен вопрос о существовании
квазиконформного отображения между областью с гребнем и шаром.

Разд. 4 посвящен обобщенным границам в областях с локально конечно
связной границей в метрических пространствах. Если в области D задана мет-
рика ̺, то можно пополнить область по данной метрике. Присоединенные точ-
ки — элементы обобщенной границы ∂̺D. Приводятся условия на метрику,
которые характеризуют обобщенную границу ∂̺D с точностью до гомеоморфиз-
ма, устанавливаются свойства такой границы. В качестве следствия получены
теоремы о непрерывной сюръекции границы простых концов [9] на емкостную
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границу в областях римановых многообразий. Приведены достаточные условия
на геометрию границы, при которых любой из подходов — граница Мазурке-
вича, граница простых концов, емкостная граница, обобщенная граница ∂̺D —
определяет одну и ту же обобщенную границу.

1. Предварительные сведения

Римановы многообразия. Подробное изложение римановой геометрии
можно найти, например, в [11, 12].

Пусть M — n-мерное полное связное некомпактное риманово многообразие
класса C∞ с метрическим тензором g. Для точки x ∈ M обозначим касатель-
ное пространство символом TxM , и TM — касательное расслоение. Расстояние
между точками x, y ∈M определяется как точная нижняя грань длин абсолют-
но непрерывных кривых γ с концевыми точками x и y:

d(x, y) = inf
γ

b∫

a

‖γ̇(t)‖ dt,

где ‖γ̇(t)‖2 = gγ(t)(γ̇(t), γ̇(t)).
В силу теоремы Ринова — Хопфа многообразие M геодезически полно и,

следовательно, любые две точки x, y ∈M можно соединить геодезической дли-
ны d(x, y). Полное риманово многообразие M обладает свойством Гейне —

Бореля, т. е. любое замкнутое и ограниченное множество компактно.
Будем обозначать символом B(x, r) = {y ∈M | d(x, y) < r} открытый шар

в римановой метрике, а символом BE(x, r) — евклидов шар в Rn.
Объем в многообразииM определяется следующим образом. Пусть (U,ϕ) —

карта в M . Рассмотрим гомеоморфизм ϕ : U → Rn как изометрию между U и
(ϕ(U), g̃), где g̃x(X,Y ) = gϕ−1(x)(dϕ

−1(X), dϕ−1(Y )), x ∈ ϕ(U) и X,Y ∈ TxRn.
Множество E, содержащееся в карте U , называется измеримым, если ϕ(E) из-
меримо; объем E определяется формулой

volg(E) =

∫

ϕ(E)

√
det g̃ dx.

Объем произвольного множества E определяется как точная нижняя грань
сумм

volg(E) = inf

∞∑

i=1

volg(Ei),

где E =
∞⋃
i=1

Ei, множества Ei дизъюнктны, измеримы и каждое содержится в

одной карте.
Для функций f : M → R класса C1 определен дифференциал df : TM →

TR, в каждой карте (U,ϕ) дифференциал задается с помощью частных про-

изводных ∂(f◦ϕ−1)
∂xi . Так как df(x) — линейный функционал в пространстве со

скалярным произведением (TxM, gx), существует единственный вектор ∇f , на-
зываемый градиентом, такой, что выполняется равенство df(x)(X) = gx(∇f,X)
для всех X ∈ TxM . В координатах градиент ∇f выражается следующей фор-
мулой:

∇f = g−1∂f

∂x
,
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где g−1 — обратная матрица к g (кометрика), ∂f
∂x — вектор частных производ-

ных. Евклидов градиент ∂f
∂x обозначается символом ∇Ef .

Пространства Соболева и емкость. Пусть E — измеримое множество
в M . Пространства Lp(E), 1 ≤ p < ∞, определяются стандартным образом.
Норма функции u : E → R в Lp(E) определяется по формуле

‖u | Lp(E)‖ =

(∫

E

|u|p d volg

) 1
p

.

Если функция u принадлежит пространству Lp(K) для каждого компакта K ⊂
E, то u принадлежит пространству Lp,loc(E).

Пусть D ⊂M — открытое множество. Функция f ∈ L1,loc(D) принадлежит

пространству L1
p(D), 1 ≤ p <∞, если существует векторное поле Xf ∈ Lp(D)1)

такое, что равенство
∫

D

f divϕd volg = −
∫

D

g(Xf , ϕ) d volg

выполняется для всех векторных полей ϕ класса C1
0 (D;TM), где divϕ — ди-

вергенция поля ϕ. Векторное поле Xf — обобщенный градиент функции f ,
обозначаемый далее символом ∇f . Полунорма в L1

p(D) определяется по фор-
муле

∥∥f | L1
p(D)

∥∥ = ‖∇f | Lp(D)‖ =

(∫

D

‖∇f‖p d volg

) 1
p

.

Пространство Соболева W 1
p (D), 1 ≤ p < ∞, состоит из функций f ∈ Lp(D) ∩

L1
p(D). Норма в пространстве W 1

p определяется равенством
∥∥f |W 1

p (D)
∥∥ = ‖f | Lp(D)‖+

∥∥f | L1
p(D)

∥∥.
Отметим, что соболевская функция f ∈ L1

p(M) в локальных координатах (U,ϕ)

есть функция класса L1
p,loc(ϕ(U)) в евклидовом смысле. При этом на каждом

компакте норма градиента ‖∇f‖ билипшицево эквивалентна норме ‖∇E(f ◦
ϕ−1)‖. Пространство W 1

p,loc(D), 1 ≤ p < ∞, состоит из функций u : D → R
таких, что u ∈ W 1

p (U) для любой компактно вложенного2) открытого множе-
ства U ⋐ D.

Более подробно о соболевских пространствах на римановых многообразиях
см., например, [13].

Как обычно, область — открытое связное множество. Множество F на-
зывается континуумом, если F — связное компактное множество; F — невы-

рожденный континуум, если F содержит хотя бы 2 точки. Конденсатором в
области D ⊂ M называется пара E = (F1, F0) континуумов F1, F0 ⊂ M . Если
F ⋐ U , то будем обозначать конденсатор (F, ∂U) как пару (F,U).

Непрерывная функция u : D → R, принадлежащая пространствуW 1
1,loc(D),

называется допустимой для конденсатора E = (F1, F0), если

(1) u|F1 ≡ 1, (2) u|F0 ≡ 0, (3) 0 ≤ u ≤ 1,

1)Векторное поле Xf принадлежит пространству Lp(D), если коэффициенты поля Xf

суть функции класса Lp(D).
2)Множество U ⊂ D называется компактно вложенным, если U ⊂ D и U компактно

в D.
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где u|Fi — сужение функции u на Fi, i = 0, 1. Множество таких функций будем
обозначать символом A (E ).

Определение 1.1. Емкость конденсатора E = (F1, F0) в пространстве
L1
p(D), 1 ≤ p <∞, определяется следующим образом:

cap
(
E ;L1

p(D)
)

= inf
u∈A (E )∩L1

p(D)

∫

D

‖∇u‖p d volg .

Если множество функций A (E ) ∩ L1
p(D) пусто, то полагаем cap

(
E ;L1

p(D)
)

=
+∞.

Из определения емкости следует свойство монотонности.

Лемма 1.2. Пусть D, D̃ — открытые множества в M такие, что D ⊂ D̃ и
E = (T1, T0), E ′ = (T ′1, T

′
0) — конденсаторы, где Ti ⊂ T ′i для i = 0, 1 и 1 ≤ p <∞.

Тогда выполнены следующие соотношения:

cap
(
E ;L1

p(D)
)
≤ cap

(
E ′;L1

p(D)
)
≤ cap

(
E ′;L1

p(D̃)
)
.

Пример 1.3 (см., например, [14, пример 2.12]). В Rn, n ≥ 2, емкость коль-
цевого сферического конденсатора E = (BE(x0, r), B

E(x0, R)) выражается сле-
дующей формулой при 1 < p <∞:

cap
(
E ;L1

p(B
E(x0, R))

)
=

{
ωn−1

( |n−p|
p−1

)p−1|R
p−n
p−1 − r

p−n
p−1 |1−p, если p 6= n,

ωn−1

(
ln R

r

)1−n
, если p = n.

Пример 1.4. Пусть M — полное связное некомпактное риманово многооб-
разие. Скалярное произведение на TM будем обозначать символом g, индуци-
рованная метрика обозначается через d и volg — объем в многообразии M .

Тогда замыкание любой компактно вложенной подобласти U ⋐ M с инду-
цированным расстоянием d и объемом volg обладает следующими свойствами:

(1) пространство U обладает свойством Гейне — Бореля (proper space), т. е.
любое замкнутое и ограниченное множество в U компактно;

(2) для каждого шара B ⊂ U выполняется (1, 1)-неравенство Пуанкаре:
существует константа C = C(U) такая, что для любой функции u ∈ C∞(B)
выполняется соотношение

1

volg(B)

∫

B

|u− uB| d volg ≤ C rad(B)
1

volg(B)

∫

B

‖∇u‖ d volg,

где uB = volg(B)−1
∫
B

u d volg (доказательство неравенства Пуанкаре может быть

получено аналогично [15, теорема 3.38 и § 3.3.6]);
(3) мера volg, ассоциированная с метрикой многообразия, n-Альфорс регу-

лярна на внутренних шарах, т. е. существует константа C > 0 такая, что для
любого шара B ⊂ U выполняется двустороннее неравенство

1

C
rad(B)n ≤ volg(B) ≤ C rad(B)n.

Свойства (1), (3) могут быть доказаны с помощью перехода в локальные
карты.

В работе [16] были получены оценки на модуль кривых, соединяющих пла-
стины кольцевых сферических конденсаторов в метрических пространствах с
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мерой, удовлетворяющих свойствам (1)–(3) (в римановых многообразиях мо-
дуль семейства кривых, соединяющих пластины конденсатора (B(x, r), B(x,R)),
и емкость этого конденсатора совпадают, см., например, [17, предложение 10.2,
замечание 10.8]).

Для конденсатора E = (B(x, r), B(x,R)), где 0 < 2r < R и B(x,R) ⋐ U ,
p-емкость оценивается сверху (см. [16, теорема 3.1]):

cap
(
E ;L1

p(U)
)
≤
{
C1

F (r/4,R)
F (2r,R)p , если 1 ≤ p < n,

C2

(
ln R

r

)1−n
, если p = n,

где F (r,R) = c(r1−α − R1−α) и α = n−1
p−1 , константы C1, C2 зависят от области

U .
Емкость конденсатора E , где 0 < r < R и B(x, 2R) ⋐ U , также оценивается

снизу (см. [16, теоремы 4.3, 4.9]):

cap
(
E ;L1

p(U)
)
≥
{
c1R

n−p, если p > n,

c2
rnp

Rnp+p−n , если 1 ≤ p ≤ n,

где константы c1, c2 зависят от области U .

Введем понятие p-параболического и p-гиперболического римановых мно-
гообразий (см., например, [18, 19]).

Определение 1.5. Многообразие M имеет p-параболический тип, если
для некоторого t0 > 0 и некоторой точки x ∈M выполняется соотношение

lim
t→+∞

cap
(
(B(x, t0), B(x, t));L1

p(M)
)

= 0.

Если же имеет место неравенство

lim
t→+∞

cap
(
(B(x, t0), B(x, t));L1

p(M)
)
> 0,

то многообразие M имеет p-гиперболический тип.

Отметим, что p-параболичность можно определить, используя функцию
исчерпания (более подробно см. [18]).

Гиперболичность и параболичность многообразия также связана с суще-
ствованием непостоянных положительных решений уравнения типа p-лапласиа-
на и свойствами изопериметрических функций (см., например, работы [18–21]).

Пример 1.6. Из примера 1.3 выводим, что евклидово пространство Rn со
стандартной метрикой имеет p-параболический тип при p ≥ n. При 1 < p < n
евклидово пространство Rn имеет p-гиперболический тип.

Пример 1.7. Модель Пуанкаре плоскости ЛобачевскогоH2 (см., например,
[22, гл. 4]) — единичный евклидов круг BE(0, 1) = {x2 + y2 < 1} с метрическим
тензором

g =
4

(1− (x2 + y2))2
IdR2 .

Отметим, что метрика g в H2 конформно-евклидова, следовательно, тождествен-
ное отображение Id : (H2, g) → (BE(0, 1), IdR2) конформно. Очевидно, что 2-
емкость в H2 и 2-емкость в круге BE(0, 1) совпадают.

Расстояние в гиперболической плоскости d до точки 0 выражается через

евклидово расстояние |·| следующим образом: d(0, z) = ln 1+|z|
1−|z| . Тогда приходим

к соотношениям на емкость конденсаторов Et = (B(0, t0), B(0, t))

cap
(
Et;L

1
2(H

2)
)
→ cap

(
(BE(0, t̃0), B

E(0, 1));L1
2(R

2)
)
> 0 при t→ +∞,
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где t̃0 = et0−1
et0−1 — евклидов радиус круга B(0, t) в H2.

Таким образом, гиперболическая плоскость H2 — многообразие 2-гипербо-
лического типа.

Замечание 1.8. В примерах с гиперболической плоскостью (примеры 1.7,
2.13, 3.12) можно рассматривать не только двумерный случай, но и произволь-
ное гиперболическое пространство Hn (модель в шаре BE(0, 1) в пространстве
Rn с метрикой g = 4

(1−|x|2)2 IdRn).

Пример 1.9 [23, пример 5.3]. 1. Полное риманово многообразие M конеч-
ного объема volg(M) <∞ имеет p-параболический тип для всех p ≥ 1.

2. Пусть M — многообразие Картана — Адамара, т. е. полное односвязное
риманово многообразие неположительной секционной кривизны. Если секци-
онная кривизна KM имеет отрицательную мажоранту KM < −a2 < 0, то M
имеет p-гиперболический тип для p ≥ 1.

2. Емкостные граничные элементы и их свойства

Емкостная метрическая функция и ее свойства. Введем емкость
компакта в пространстве W 1

p , 1 ≤ p < ∞. Пусть D — область в римановом
многообразии M размерности n ≥ 2, E — некоторый компакт в D и p ≥ 1.
Определим емкость компакта E по формуле

cap
(
E;W 1

p (D)
)

= inf
∥∥u | W 1

p (D)
∥∥p,

где инфимум берется по всем функциям u ∈ C∞(D) таким, что u = 1 в окрест-
ности E.

Сформулируем некоторые свойства этой емкости.

Лемма 2.1. Пусть n − 1 < p ≤ n (1 ≤ p ≤ 2, если n = 2) и D — область в
M . Выполнены следующие утверждения:

(1) если континуумы Ek содержатся в U ⋐M для всех k = 1, 2, . . . и

cap
(
Ek;W

1
p (U)

)
→ 0 при k →∞,

то diamEk → 0 при k →∞;
(2) если E — невырожденный континуум, то cap

(
E;W 1

p (D)
)
> 0.

Доказательство. Для доказательства (1) достаточно рассмотреть конеч-
ное покрытие U картами (Vi, ϕi)

N
i=1, при этом можно считать, что ϕi(Vi) =

BE(0, 1), и подчиненное разбиение единицы (λi)
N
i=1. Применяя [24, § 9.1.2, пред-

ложение 1], получаем, что диаметры Ek ∩ suppλi стремятся к нулю для всех
i = 1, . . . , N , отсюда заключаем, что diamEk → 0 при k →∞.

П. (2) может быть доказан с помощью переноса допустимой функции в
локальную карту (V, ϕ) со свойством ϕ(V ) = BE(0, r), где образ ϕ(E) содер-
жит невырожденный субконтинуум. Продолжая перенесенную функцию с ша-
ра BE(0, r) и применяя [24, § 9.1.2, предложение 1], получаем требуемое.

В силу ACL свойства соболевских функций и формулы Ньютона — Лейб-
ница в R2 на 1-емкость компакта E ⊂ D выполняется следующее соотношение:

diamE ≤ cap
(
E;
◦
L1

1(D)
)

(ср. с [24, § 9.1.2, предложение 1]). Значит, при n = 2
утверждения пп. (1), (2) выполняются при 1 ≤ p ≤ 2. �

Следующая лемма изначально была доказана в Rn в работе [7]. Приведем
ее доказательство в случае римановых многообразий с некоторыми модифика-
циями.
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Лемма 2.2. ПустьD — область в римановом многообразииM , dimM = n,
и T — невырожденный континуум в D, B — фиксированный шар такой, что
B ∩ T = ∅. Предположим также, что n − 1 < p ≤ n (1 ≤ p ≤ 2, если n = 2) и
(T1,k)k∈N — последовательность континуумов, содержащихся в B.

Соотношение cap
(
(T1,k, T );L1

p(D)
)
→ 0 при k → ∞ выполняется тогда и

только тогда, когда diam(T1,k)→ 0 при k →∞.

Доказательство. Необходимость. Так как емкость монотонна (см.
лемму 1.2), без ограничения общности можно считать, что континуум T содер-
жится в некотором шаре B′ и B ∩B′ = ∅.

Пусть n− 1 < p < n. Пусть также (uk)k∈N такая последовательность функ-
ций, что uk — допустимая функция для конденсатора (T1,k, T ) и имеет место
сходимость ∫

D

‖∇uk‖p d volg → 0 при k →∞.

Покажем, что последовательность (uk)k∈N сходится к нулю в L1,loc(D). Для
этого воспользуемся неравенством Пуанкаре в шаре B′ (см. пример 1.4)

1

volg(B′)

∫

B′

|uk − ck| d volg ≤ C diam(B′)

(
1

volg(B′)

∫

B′

‖∇uk‖p d volg

) 1
p

. (1)

В силу неравенства (1) заключаем, что uk → ck в L1(B
′), при этом (ck)k∈N —

ограниченная последовательность. Значит, c точностью до подпоследователь-
ности имеет место сходимость uk → c0 при k →∞ в L1(B

′).
Допустим, что c0 6= 0. Тогда функции vk = c0−uk

c0
обладают следующими

свойствами:

(a)
∥∥vk |W 1

p (B′)
∥∥→ 0 при k →∞, (b) vk|T = 1.

Из свойств (a), (b) следует, что cap
(
T ;W 1

p (B′)
)

= 0; противоречие с п. (2) лем-
мы 2.1, значит, c0 = 0.

Покажем, что имеет место сходимость uk → 0 при k → ∞ в L1,loc(D).

Рассматривая произвольный шар B̃ в D, который пересекается с B′ по множе-

ству ненулевой меры, в силу неравенства Пуанкаре (1) в шаре B̃ получаем, что

uk → 0 в L1(B̃). Таким образом, в силу связности D получаем, что uk → 0 в
L1,loc(D).

Применяя неравенство Пуанкаре в шаре B1, заключаем, что последователь-
ность (uk)k∈N сходится к 0 при k → ∞ в пространстве W 1

p (B1), следовательно,
имеет место сходимость diamT1,k → 0 при k →∞ в силу леммы 2.1 п. (1).

Случай p = n сводится к рассмотренной ситуации с помощью рассуждения,
приведенного в [7, лемма 2.1].

Достаточность. Допустим противное: diam(T1,k)→ 0 и существует кон-
станта β такая, что выполняется неравенство

cap
(
(T1,k, T );L1

p(D)
)
≥ β > 0 для всех k = 1, 2, . . . .

С другой стороны, так как diam(T1,k) → 0, то можно считать, что некоторая
подпоследовательность континуумов (T1,k)k∈N (обозначена тем же символом)
содержится в достаточно малом шаре B(x0, ε) и существует шар B(x0, r) такой,
что дополнение D \B(x0, r) содержит фиксированный континуум T . Используя
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лемму 1.2 и оценки емкости сферического кольцевого конденсатора из приме-
ра 1.4, получаем противоречие. �

Замечание 2.3. Доказательство леммы 2.2 не изменится, если вместо фик-
сированного континуума T рассмотреть конечное дизъюнктное объединение
континуумов. Следовательно, дальнейшие результаты о емкостных граничных
элементах тоже не изменятся.

Фиксируем невырожденный континуум F в области D ⊂ M , dimM = n,
такой, что D \ F — связное множество. Следуя [7], определим емкостную мет-
рическую функцию.

Определение 2.4. Емкостная метрическая функция между точками x, y
из D \ F определяется по формуле

ρp,F (x, y) = inf
γ

cap
(
(γ, F );L1

p(D)
)1/p

,

где инфимум берется по всем кривым γ в D \ F с концевыми точками x, y.

Теорема 2.5. В случае n− 1 < p ≤ n (1 ≤ p ≤ 2, если n = 2) метрическая
функция ρp,F — метрика в области D \ F .

Доказательство. Доказательство аксиомы симметричности и неравен-
ства треугольника для функции ρp,F проводится аналогично евклидову случаю,
описанному в [7]. Докажем аксиому тождества: ρp,F (x, y) = 0 тогда и только
тогда, когда x = y. Равенство ρp,F (x, x) = 0 следует из оценки на емкость сфе-
рического кольцевого конденсатора (см. пример 1.4). Пусть ρp,F (x, y) = 0, и
допустим, что x 6= y. Тогда существуют кривые γk, соединяющие точки x, y для
всех k = 1, 2, . . . , и cap

(
(γk, F );L1

p(D)
)
→ 0 при k →∞. C другой стороны, точ-

ка x содержится в некотором шаре B(x, r), при этом B(x, r) не пересекается с
точкой y, поэтому диаметр любой подкривой γ̃l, содержащейся в B(x, r), больше
либо равен r. Следовательно, diam(γ̃l) ≥ r, что противоречит лемме 2.2. �

Далее в работе рассматриваем только те p, которые удовлетворяют нера-
венству n− 1 < p ≤ n (1 ≤ p ≤ 2, если n = 2).

Следующее утверждение показывает, что сходимость по емкостной метрике
к точке y ∈ D \ F эквивалентна сходимости в римановой метрике.

Предложение 2.6. Пусть y ∈ D \F и (yl)l∈N — некоторая последователь-
ность. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) ρp,F (yl, y)→ 0 при l→∞,
2) d(yl, y)→ 0 при l→∞.

Доказательство. Модифицируя доказательство [7, предложение 2.10]
очевидным образом и учитывая, что cap

(
({x}, F );L1

p(D)
)

= 0 для всех x ∈ D\F
(см. пример 1.4), получаем требуемое. �

Обозначим символом M одноточечную компактификацию многообразияM
(компактификацию Александрова), см., например, [25, гл. 4, § 41(X), теорема 5].
Присоединенную точку будем обозначать символом ∞. Напомним, что окрест-
ности точки∞ суть все множества вида M \K, где K — компактное множество
в M .

Пополнение области по емкостной метрике. Пусть F — фиксирован-
ный континуум в области D такой, что D \F связно и n− 1 < p ≤ n (1 ≤ p ≤ 2,
если n = 2). Обозначим символом Dρ,p метрическое пространство D \ F с



Емкостные граничные элементы 533

метрикой ρp,F . Определим отношение эквивалентности на фундаментальных в
метрике ρp,F последовательностях (yl)l∈N, (zl)l∈N в Dρ,p по правилу

(yl)l∈N ∼ (zl)l∈N тогда и только тогда, когда lim
l→∞

ρp,F (yl, zl)→ 0.

Тогда множество эквивалентных последовательностей с метрикой

ρp,F (h1, h2) = lim
l→∞

ρp,F (xl, yl),

где (xl)l∈N, (yl)l∈N суть представители классов h1, h2 соответственно, образу-
ет метрическое пространство, которое обозначим символом Dρ,p. По теореме

Хаусдорфа (см. [26]) пространство Dρ,p — полное метрическое пространство.
Далее, если (xl)l∈N — фундаментальная последовательность в метрике ρp,F , то
символом [(xl)l∈N] будем обозначать класс эквивалентности данной последова-
тельности.

Сформулируем возможное поведение представителей классов в простран-
стве Dρ,p.

Теорема 2.7. Пусть h ∈ Dρ,p — класс эквивалентности последовательно-
стей и (yl)l∈N — представитель класса h. Тогда возможно следующее поведение
(yl)l∈N:

(1.1) yl → y ∈ D \F в римановой метрике при l→∞ и предел y не зависит
от выбора представителя (yl)l∈N;

(1.2) yl → y ∈ F в римановой метрике при l →∞ и предел y не зависит от
представителя (yl)l∈N.

В противном случае выполняется следующее:
(2.1) если последовательность (yl)l∈N ограничена в римановой метрике, то

имеет место сходимость dist(yl, ∂D)→ 0 при l →∞;
(2.2) если lim

l→∞
d(yl, x0) <∞ для некоторой точки x0 ∈ D, то dist(ylk , ∂D

′)→

0 для любой ограниченной подпоследовательности (ylk)k∈N;
(2.3) если lim

l→∞
d(yl, x0) =∞ для некоторой точки x0 ∈ D, то последователь-

ность (yl)l∈N сходится к точке y =∞ в топологии пространства M .

Доказательство данного утверждения повторяет шаги доказательства
предложения 2.17 в [7] с необходимыми изменениями. �

При пополнении D \ F по емкостной метрике ρp,F точки y ∈ D \ F отож-
дествляются естественным образом с классом эквивалентности постоянной по-
следовательности i(y) = (y, y, . . . ). Из теоремы 2.7 выводим, что если (yl)l∈N —
представитель класса h ∈ Dρ,p и yl → y ∈ D\F в римановой метрике при l →∞,
то h = [i(y)].

Обозначим символом [D] все классы фундаментальных последовательно-
стей в емкостной метрике, частичные пределы которых в римановой метрике
принадлежат D.

Определение 2.8. ДополнениеHρ,p(D) = Dρ,p\[D] называется емкостной

границей области D. Метрика на Hρ,p(D) — сужение метрики ρp,F . Классы
эквивалентности в Hρ,p(D) называются емкостными граничными элементами.

Определим носитель граничного элемента.

Определение 2.9. Пусть h ∈ Hρ,p(D). Тогда носитель S (h) граничного
элемента h есть множество всех частичных пределов представителей (yl)l∈N ∈ h
в топологии пространства M .
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Из теоремы 2.7 следует, что носитель S (h) содержится в ∂D ∪ {∞} для
любого граничного элемента h ∈ Hρ,p(D). Используя теорему 2.7, выводим, что

Hρ,p(D) — замкнутое подмножество в Dρ,p.

Замечание 2.10. Пусть (xl)l∈N — представитель граничного элемента h ∈
Hρ,p(D). Из фундаментальности (xl)l∈N в емкостной метрике следует, что для
любых подпоследовательностей (xlm)m∈N, (xlk)k∈N существуют кривые γmk, со-
единяющие точки xlm , xlk , такие, что

cap
(
(γmk, F );L1

p(D)
)
→ 0 при m, k →∞.

Покажем, что кривые γmk покидают любой компакт K ⊂ D для достаточно
больших m и k. Допустим, что это не так: существуют подпоследовательности
(xlk)k∈N и (xmk

)k∈N, компакт K ⊂ D и кривые γk, соединяющие точки xlk и
xmk

, такие, что cap
(
(γk, F );L1

p(D)
)
→ 0 при k →∞, и при этом найдутся точки

zk ∈ γk такие, что zk ∈ K для всех k = 1, 2, . . . . Тогда ρp,F (xlk , zk)→ 0 при k →
∞ в силу монотонности емкости (см. лемму 1.2) и, значит, последовательность
(zk)k∈N фундаментальна в емкостной метрике ρp,F и принадлежит классу h.
Отсюда следует, что носитель h будет содержать некоторую точку z0 ∈ K ⊂ D;
противоречие с теоремой 2.7.

Рассмотрим примеры емкостных граничных элементов в некоторых обла-
стях.

Пример 2.11 (область с гребнем I). Пусть 2 < p ≤ 3 и α > p− 1. Положим

Rα = {(x, y, z) ∈ R3 | |y| < xα, x ∈ (0, 1), z ∈ (−1, 1)},

и пусть R = {(0, 0, t) ∈ R3 | t ∈ [−1, 1]} — гребень. Фиксируем континуум F в
Rα такой, что Rα \ F связно. Тогда гребень R — носитель одного граничного
элемента h ∈ Hρ,p(R

α).

Используя кусочно-линейные функции, выводим, что cap
(
Cε;L

1
p(R

α)
)
→ 0

при ε→ +0, где Cε = (Rα ∩ {x ≤ ε}, F ). Из этого получаем следующее:

(1) любая последовательность (xn)n∈N, сходящаяся к гребню R в евклидо-
вой метрике, фундаментальна в метрике ρp,F ,

(2) любые две последовательности (xn)n∈N, (yn)n∈N, сходящиеся к гребню
R в евклидовой метрике, эквивалентны по метрике ρp,F .

Пример 2.12 («расческа тополога» I). Пусть 1 ≤ p ≤ 2 и S — квадрат
(0, 1)2 ⊂ R2. Удалим из S отрезок Ik = [1/2, 1)×{2−k} для каждого k = 1, 2, . . . .
Полученную область обозначим символом D. Тогда отрезок J = [1/2, 1]×{0} —
носитель одного граничного элемента h ∈ Hρ,p(D).

Рассмотрим множества Ek = ((1/2 − 2−k, 1) × (0, 2−k)) ∩ D с границей Ck
в D. Из монотонности емкости (см. лемму 1.2) и леммы 2.2 следует, что
cap
(
(Ck, F );L1

p(D)
)
→ 0 при k →∞. Следовательно, любая последовательность

(xn)n∈N, сходящаяся к J в евклидовой топологии, будет фундаментальна в ем-
костной метрике, так как точки xm и xn можно соединить кривой γmn ⊂ Ek
для некоторого k, при этом k → ∞ при m,n → ∞ (рис. 1). Из сходимости
cap
(
(Ck, F );L1

p(D)
)
→ 0 при k →∞ выводим, что при n→∞

cap
(
(γmn, F );L1

p(D)
)
≤ cap

(
(Ek, F );L1

p(D)
)

= cap
(
(Ck, F );L1

p(D)
)
→ 0.
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Рис. 1. К примеру 2.12.

Аналогично можно показать, что любые две последовательности, сходящи-
еся к отрезку J в евклидовой метрике, эквивалентны в метрике ρp,F .

Пример 2.13. Пусть F — замыкание евклидова шара BE(0, a), где a —
некоторое число, 0 < a < 1. Рассмотрим гиперболическую плоскость H2 и
емкостную метрику ρ2,F в ней.

Как было замечено в примере 1.7, 2-емкость в H2 совпадает с евклидовой
2-емкостью. Так как H2 — единичный круг BE(0, 1), то для любой функции из
пространства L1

2(H
2) существует продолжение ũ ∈ L1

2(R
2) (здесь пространство

Соболева в евклидовом смысле). Отсюда заключаем, что в гиперболической
плоскости H2 метрика ρ2,F билипшицево эквивалентна емкостной метрике ρE2,F
в евклидовом пространстве R2. В силу леммы 2.2 сходимость по метрике ρE2,F
эквивалентна сходимости в евклидовой топологии.

Таким образом, приходим к описанию емкостных граничных элементов в
H2:

Hρ,2(H2) = ∂BE(0, 1).

Отметим, что окружность ∂BE(0, 1) — абсолют (идеальная граница) гипербо-
лической плоскости (см., например, [22]). Представители граничных элементов
h ∈ Hρ,2(H2) суть все последовательности, сходящиеся в евклидовой топологии
к фиксированной точке на окружности ∂BE(0, 1).

Теперь рассмотрим одноточечную компактификацию H2. При компакти-
фикации присоединенная точка ∞ отождествляется со всеми точками гранич-
ной окружности (абсолюта). Пусть (xl)l∈N, (yl)l∈N — последовательности, схо-
дящиеся к различным точкам x и y на граничной окружности. Обозначим
классы эквивалентности последовательностей (xl)l∈N и (yl)l∈N символами hx и
hy соответственно. Эти последовательности неэквивалентны, так как евклидо-
во расстояние между точками xl и yl ограничено снизу для всех l, начиная с
некоторого номера. С другой стороны, S (x) = S (y) = {∞} и гиперболическая
плоскость H2 локально связна3) в точке ∞.

Совпадение носителей различных элементов hx, hy связано с тем, что ем-
кость точки ∞ не равна 0 (см. пример 1.7).

Существование различных граничных элементов Hρ,p(M) с совпадающи-
ми носителями — бесконечно удаленной точкой ∞ — достаточное условие p-
гиперболичности многообразия.

3)Область D называется локально связной в точке x ∈ ∂D, если для любой окрестности
U точки x существует подокрестность V такая, что V ∩D связно.
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Предложение 2.14. ПустьM локально связно в точке∞. Если существу-
ют два различных граничных элемента h1, h2 ∈ Hρ,p(M) такие, что S (h1) =

S (h2) = {∞}, где ∞ — присоединенная точка в M , то многообразие M имеет
p-гиперболический тип.

Доказательство. Фиксируем шар B(x0, r) и положим F = B(x0, r) (про-
странство граничных элементов не зависит от выбора континуума F , см. тео-
рему 2.16 ниже). Пусть h1, h2 — различные граничные элементы. Тогда су-
ществуют ρ-фундаментальные последовательности (xl)l∈N, (yl)l∈N такие, что
d(xl, x0) → ∞ и d(yl, x0) → ∞ при l → ∞ для некоторой точки x0 ∈ M . Без
ограничения общности можно считать, что точки xl, yl содержатся в дополне-
нии M \B(x0, Rl), где Rl — некоторый радиус, Rl →∞ при l→∞. Так как M
локально связно в ∞, точки xl, yl можно соединить кривой γl, содержащейся в
M \B(x0, Rl). Отсюда выводим неравенства

0 < ρ(h1, h2)
p ≤ cap

(
(γn, B(x0, r));L

1
p(M)

)

≤ cap
(
(M \B(x0, Rl), B(x0, r));L

1
p(M)

)
.

Следовательно, M имеет p-гиперболический тип. �

Замечание 2.15. Условие локальной связности в ∞ существенно. Если
M — боковая поверхность цилиндра, то M имеет p-параболический тип при
p > 1. С другой стороны, на цилиндре существуют неэквивалентные емкостные
граничные элементы с носителями в точке ∞.

Свойства граничных элементов в целом. Следующая теорема показы-
вает, что емкостные граничные элементы не зависят от выбора континуума F .

Теорема 2.16. Пусть D — область в M и F , F̃ — дизъюнктные континуу-

мы вD такие, чтоD\F иD\F̃ связны, n−1 < p ≤ n (1 ≤ p ≤ 2 при n = 2). Тогда
существует гомеоморфизм между Hρ,p(D) и Hρ̃,p(D), где ρ = ρp,F , ρ̃ = ρ

p,F̃
.

Прежде чем переходить к доказательству сформулированной теоремы при-
ведем вспомогательное утверждение.

Лемма 2.17. Пусть (γl)l∈N — последовательность кривых таких, что γl не

пересекается с F и F̃ для всех l = 1, 2, . . . , и n − 1 < p ≤ n (1 ≤ p ≤ 2 при
n = 2). Тогда соотношение cap

(
(γl, F );L1

p(D)
)
→ 0 при l → ∞ выполняется

тогда и только тогда, когда cap
(
(γl, F̃ );L1

p(D)
)
→ 0 при l→∞.

Доказательство. Пусть cap
(
(γl, F );L1

p(D)
)
→ 0 при l →∞. Тогда суще-

ствует последовательность функций (ul)l∈N такая, что каждая функция ul —
допустимая функция для конденсатора (γl, F ), и выполняется соотношение

∫

D

‖∇ul‖p d volg → 0 при l →∞.

Рассуждая аналогично доказательству необходимости в лемме 2.2, заключаем,
что ul → 0 в пространстве L1,loc(D) при l → ∞. Значит, выделяя подпосле-
довательность, можно считать, что также имеет место сходимость ul → 0 при
l→∞ п. в. в D.

Пусть v — функция класса L1
p(D) ∩ C∞(D) такая, что v|F̃ = 0 и v = 1 вне

некоторой окрестности континуума F̃ , 0 ≤ v ≤ 1. Тогда функции ũl = ulv будут
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допустимыми для конденсаторов (γl, F̃ ) и выполняется неравенство

(∫

D

‖∇ũl‖p d volg

) 1
p

≤
(∫

D

‖∇ul‖pvp d volg

) 1
p

+

(∫

D

‖∇v‖pupl d volg

) 1
p

.

Следовательно, cap
(
(γl, F̃ );L1

p(D)
)
→ 0 при l→∞.

В силу симметрии между F и F̃ лемма доказана. �

Перейдем к доказательству теоремы 2.16.

Доказательство теоремы 2.16. Фиксируем дизъюнктные континуумы

F и F̃ в D и обозначим ρ = ρp,F , ρ̃ = ρ
p,F̃

.

Пусть h ∈ Hρ,p(D) — граничный элемент и (yl)l∈N ∈ h — представитель
этого элемента.

Шаг 1. Покажем, что (yl)l∈N — фундаментальная последовательность в
метрике ρ̃.

Допустим противное: последовательность (yl)l∈N не фундаментальна в мет-
рике ρ̃. Значит, существуют подпоследовательности (yml

)l∈N и (ykl)l∈N такие,
что ρ̃(yml

, ykl) > β для некоторого числа β > 0. С другой стороны, исходная
последовательность фундаментальна в метрике ρ, поэтому ρ(yml

, ykl) → 0 при
l → ∞. Пусть (γl)l∈N — последовательность кривых с концевыми точками yml

и ykl , которые не пересекаются с F и F̃ , и cap
(
(γl, F );L1

p(D)
)
→ 0 при l → ∞

(такие кривые существуют в силу замечания 2.10). Тогда по лемме 2.17 заклю-

чаем, что cap
(
(γl, F̃ );L1

p(D)
)
→ 0 при l → ∞, и, следовательно, ρ̃(yml

, ykl) → 0
при l→∞; противоречие.

Шаг 2. Итак, полагаем �(h) = [(yl)l∈N]ρ̃. В силу леммы 2.17 это опреде-
ление корректно. При этом из определения носителя заключаем, что S (h) =
S (�(h)).

Шаг 3. Чтобы показать непрерывность � достаточно показать, что из
сходимости ρ(hl, h) → 0 при l → ∞ следует, что ρ̃(�(hl), �(h)) → 0 при l → ∞.
Рассуждая от противного аналогично шагу 1, получаем непрерывность �.

Таким образом, в силу симметрии между F и F̃ отображение � : Hρ,p(D)→
Hρ̃,p(D) — гомеоморфизм. �

Замечание 2.18. Теорема 2.16 верна в случае, когда континуумы F и F̃
пересекаются. Действительно, рассмотрим третий континуум F ′, который не

пересекается с F и F̃ . Тогда существуют гомеоморфизмы Hρ,p(D) → Hρ′,p(D)
и Hρ′,p(D)→ Hρ̃,p(D) и, следовательно, пространства Hρ,p(D) и Hρ̃,p(D) гомео-
морфны.

Теперь рассмотрим взаимосвязь между емкостными граничными элемента-
ми при разных показателях. При ограничениях на геометрию границы можно
показать, что граничные элементы не зависят от показателя p, т. е. они гомео-
морфны.

Нам потребуется следующая лемма о жесткости топологии компактного
хаусдорфова пространства.

Лемма 2.19. Пусть X — компактное топологическое пространство, Y —
хаусдорфово топологическое пространство и ϕ : X → Y — непрерывное биек-
тивное отображение. Тогда ϕ — гомеоморфизм.



538 Д. А. Сбоев

Теорема 2.20. Пусть D — область в римановом многообразии M конеч-
ного объема volg(D) < ∞ и n − 1 < p < q ≤ n (1 ≤ p < q ≤ 2, если n = 2).
Если некоторая окрестность Hρ,q(D) компактна, то существует непрерывная
сюръекция

ι : Hρ,q(D)→ Hρ,p(D).

Если все носители граничных элементов Hρ,p(D) одноточечны, то ι — гомео-
морфизм.

Доказательство. Фиксируем произвольный континуум F такой, что
D \ F связно. Далее будем опускать F из обозначений метрик, т. е. вместо
ρp,F , ρq,F будем писать ρp и ρq соответственно.

Если n−1 < p ≤ q ≤ n, то в силу неравенства Гёльдера выполняется оценка

‖f‖p ≤ volg(D)1−
p
q ‖f‖q

для всех функций f ∈ Lq(D). Определим отображение ι : (D\F, ρq)→ (D\F, ρp)
формулой ι(x) = x для всех x ∈ D \ F .

Пусть x, y ∈ D \ F и γ — кривая, соединяющая эти точки, и u ∈ L1
q(D) —

допустимая функция для конденсатора (γ, F ). Тогда выполнены следующие
соотношения:

ρp(x, y) ≤ cap
(
(γ, F );L1

p(D)
) 1

p ≤ ‖∇u‖p ≤ volg(D)1−
p
q ‖∇u‖q.

Отсюда выводим, что ρp(x, y) ≤ volg(D)1−
p
q ρq(x, y). Следовательно, отобра-

жение ι липшицево в емкостных метриках, поэтому существует единственное
продолжение ι : Dρ,q → Dρ,p на пополнения метрических пространств. Из тео-
ремы 2.7 следует, что сужение

ι|Hρ,q(D) : Hρ,q(D)→ Hρ,p(D)

переводит граничные элементы в граничные элементы.
Докажем сюръективность отображения ι. Пусть θ ∈ Hρ,p(D) и (xl)l∈N —

представитель граничного элемента θ. В силу компактности окрестностиHρ,q(D)
существует подпоследовательность (xlk)k∈N такая, что ρq(xlk , h)→ 0 при k →∞
для некоторого элемента h ∈ Hρ,q(D). Отсюда следует, что ι(h) = θ, и, значит,
ι — сюръективное отображение.

Пусть все носители граничных элементов Hρ,p(D) одноточечны. Пока-
жем, что ι — инъективное отображение. Допустим, что это не так: суще-
ствуют различные емкостные граничные элементы θ, θ′ ∈ Hρ,q(D) такие, что
ι(θ) = ι(θ′) = h. Пусть (xl)l∈N, (yl)l∈N суть представители элементов θ и θ′

соответственно. В силу предположения последовательности (xl)l∈N, (yl)l∈N эк-
вивалентны в метрике ρp. Так как носители граничных элементов одноточечны,
то существуют подпоследовательности (обозначены теми же символами) (xl)l∈N
и (yl)l∈N, сходящиеся к одной точке S (h). В силу [7, предложение 2.28]4) су-
ществуют кривые γl, соединяющие точки xl, yl при l = 1, 2, 3 . . . , такие, что
diamγl → 0 при l→∞.

Случай 1. Если S (h) ∈ ∂D, то, используя монотонность емкости и лем-
му 2.2, выводим неравенства

ρq(xl, yl) ≤ cap
(
(γl, F );L1

q(D)
)1/q ≤ cap

(
(γl, F );L1

q(M)
)1/q → 0 при l→∞.

4)Доказательство данного утверждения переносится на случай римановых многообразий
с очевидными модификациями.
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Получаем противоречие с тем, что (xl)l∈N, (yl)l∈N — представители различных
элементов в Hρ,q(D).

Случай 2. Пусть S (h) = {∞}. Докажем вспомогательный результат о
емкости точки ∞ в областях конечной меры. Пусть F ⊂ B(o, r) для некоторой
точки o ∈ D. Тогда cap

(
({∞}, F );L1

s(D)
)

= 0 для всех s ≥ 1. Действительно,

рассмотрим гладкую функцию u такую, что u|B(o, r) = 1, u|M \ B(o,R) = 0 и
|∇u| ≤ C(R − r)−1. Имеем

cap
(
({∞}, F );L1

s(D)
)
≤
∫

D

|∇u|s d volg ≤ volg(D)C(R − r)−s → 0 при R→ +∞.

Далее получаем оценки (ниже B(o,Rl) — такой шар, что γl ⊂M \B(o,Rl))

0 < ρq(xl, yl) ≤ cap
(
(γl, F );L1

q(D)
) 1

q

≤ cap
(
(M \B(o,Rl), F );L1

q(D)
) 1

q → 0 при l →∞.
Итак, доказано, что ι — инъекция.

В силу леммы 2.19 отображение ι — гомеоморфизм. �

Сформулируем достаточные условия одноточечности носителей граничных
элементов. Для этого введем понятие сильно достижимой точки.

Пусть p ≥ 1 и D — область, x ∈ ∂D. Точка x ∈ ∂D называется p-сильно

достижимой, если для любой окрестности U точки x существуют подокрест-
ность V ⊂ U , компакт F ⊂ D и число δ > 0 такие, что для всех континуумов
F1 в D, пересекающих ∂U и ∂V , емкость конденсатора E = (F1, F0) ограничена
снизу: cap

(
E ;L1

p(D)
)
> δ. Граница ∂D называется p-сильно достижимой, если

каждая точка x ∈ ∂D p-сильно достижима.
Модифицируя рассуждение [7, предложение 4.4], получаем, что в областях

с p-сильно достижимой границей все граничные элементы имеют одноточечный

носитель.
Достаточное условие компактности окрестности граничных элементов при-

ведено в следствии 4.5 — условие локальной конечной связности границы ∂D.

Замечание 2.21. В теореме 2.20 условие одноточечности носителей суще-
ственно. Пусть Rα — область с гребнем степени 1 < α < 2, тогда гребень R
3-сильно достижим (см. [27, теорема 5.4]) и, следовательно, в Hρ,3(R

α) точ-
ки гребня представляют различные граничные элементы. С другой стороны,
при 2 < p < α + 1 гребень R отождествляется в один элемент в пространстве
Hρ,p(R

α) (см. пример 2.11).

3. Граничное поведение
отображений классов Соболева

В данном разделе установим теоремы о граничном поведении замкнутых
отображений с ограниченным искажением: эти отображения липшицевы в ем-
костных метриках; образ граничного элемента — граничный элемент. Анало-
гичные идеи могут быть применены для изучения граничного поведения обрат-
ных к Qq,p-гомеоморфизмам на римановых многообразиях. При топологиче-
ских ограничениях на границы областей будут получены теоремы о граничном
поведении в исходной геометрии.

Далее D, D′ — области в римановых многообразиях (M, g), (N, g) одинако-
вой размерности n ≥ 2, символом dN обозначим риманову метрику в N .
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Следуя Ю. Г. Решетняку (см. [28]), определим отображения класса W 1
q ,

1 ≤ q <∞, со значениями в римановом многообразии.

Определение 3.1. Отображение f : D → D′ принадлежит W 1
q,loc(D;D′),

1 ≤ q <∞, если выполнены следующие условия:
(1) отображение f принадлежит Lq,loc(D;D′): функция dN (z0, f(·)) принад-

лежит Lq,loc(D) для некоторой точки z0 ∈ D′,
(2) существует функция w ∈ D класса Lq,loc(D) такая, что для любой точки

z ∈ N функция [f ]z(x) = dN (z, f(x)) принадлежит пространству W 1
q,loc(D) и

выполнено поточечное неравенство

‖∇[f ]z(x)‖ ≤ w(x) для п. в. x ∈ D. (2)

Существует наименьшая функция w (верхняя огибающая семейства ‖∇[f ]z‖),
удовлетворяющая неравенству (2) (подробнее см. [28, § 1.4]). Верхняя огибаю-
щая — норма обобщенного дифференциала ‖Df‖ отображения f .

Другие эквивалентные определения отображений класса Соболева между
римановыми многообразиями приведены в [29, предложение 1].

Якобиан отображения f определяется следующим образом:

J (x, f) = lim
r→0,

B(y,r)∋x

volg(f(B(y, r)))

volg(B(y, r))
.

Если отображение f класса W 1
q,loc(D;D′), то f аппроксимативно дифференци-

руемо для п. в. x ∈ D (см., например, [10, гл. 6]) и для отображений класса
Соболева выполнена формула замены переменной (см., например, [30, теоре-
мы 3.2.5, 3.1.8]).

Граничное поведение замкнутых отображений с ограниченным
искажением.

Определение 3.2. Отображение f : D → D′ называется отображением с

ограниченным искажением, если выполнены следующие условия:
(1) f ∈W 1

n,loc(D;D′),
(2) существует константа K ≥ 1 такая, что выполняется поточечная оценка

‖Df(x)‖n ≤ KJ (x, f) для п. в. x ∈ D.

Замечание 3.3. Наименьшая константа K в неравенстве выше — коэф-

фициент внешнего искажения, обозначаемый через KO(f). Вместе с коэффи-
циентом внешнего искажения вводится также коэффициент внутреннего иска-

жения KI(f) — наименьшая константа K ′, удовлетворяющая неравенству

J (x, f) ≤ K ′( inf
X∈TxM, ‖X‖TxM=1

‖Df(x)〈X〉Tf(x)N‖)n для п. в. x ∈ D.

Коэффициенты KO(f) и KI(f) связаны следующими соотношениями (см. [31]):

KI(f) ≤ KO(f)n−1 и KO(f) ≤ KI(f)n−1.

В [31, § 4] приведено другое определение отображений с ограниченным ис-
кажением на римановых многообразиях.

Определение 3.4. ПустьM , N — n-мерные римановы многообразия клас-
са C1. Непрерывное отображение f : M → N называется отображением с

ограниченным искажением, если найдется число K ∈ [1,∞) такое, что для всех
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a ∈ M и любого ε > 0 существуют допустимые карты t : U → Rn, s : V → Rn,
определенные в окрестностях точек a ∈M , b = f(a) ∈ N , изометричные5) в точ-

ках a, b соответственно, для которых суперпозиция f̃ = s◦f ◦t−1 — отображение

с ограниченным искажением, причем KO(f̃) ≤ K + ε.
Наименьшая константа K называется коэффициентом внешнего искаже-

ния f .

Преимущество определения 3.4 — возможность использовать локальные ре-
зультаты, полученные в Rn, в случае римановых многообразий.

Следующее предложение выражает связь между определениями 3.2 и 3.4.

Предложение 3.5. Пусть M , N — римановы многообразия одинаковой
размерности и f : M → N — непрерывное отображение. Тогда определения 3.4
и 3.2 эквивалентны, причем коэффициент внешнего искажения не зависит от
выбора определения.

Доказательство. Для доказательства данного утверждения достаточно
воспользоваться эквивалентными определениями отображений класса Соболева
на римановых пространствах (см. [29, предложение 1]) и учесть следующее
наблюдение. Пусть ε > 0 и карта t : U → Rn изометрична в точке a ∈M , тогда
существует достаточно малая окрестность U ′ такая, что в этой окрестности
выполняется следующая оценка на метрический тензор: 1− ε ≤ ‖g‖ ≤ 1+ ε. �

В [32] приведен обзор основных результатов отображений с ограниченным
искажением на римановых многообразиях, а также другие подходы к опреде-
лению этого класса отображений.

Сформулируем топологические свойства отображений с ограниченным ис-
кажением. Напомним, что отображение f : D → D′ называется дискретным,
если множество f−1(y) дискретно для всех y ∈ D′, и f открыто, если образ
любого открытого множества открыт.

Теорема 3.6 [31]. Пусть f : D → D′ — непрерывное непостоянное отобра-
жение с ограниченным искажением между областями в римановых многообра-
зиях. Тогда f открыто и дискретно.

Доказательство теоремы 3.6 можно получить с помощью перехода в ло-
кальные координаты (см. определение 3.4), см. также [32].

В силу открытости непостоянных отображений с ограниченным искажени-
ем можно считать, что D′ = f(D).

В следующем определении все топологические операции рассматриваются
в топологии компактифицированного пространства M .

Определение 3.7. Отображение f : D → D′ называется замкнутым, ес-
ли образ замкнутого в индуцированной топологии в D множества замкнут в
индуцированной топологии в D′.

Замкнутые отображения с ограниченным искажением наследуют многие
свойства отображений с ограниченным искажением в нормальных областях (о
нормальных областях см., например, [17]).

Следующие топологические свойства замкнутых, непрерывных, открытых
и дискретных отображений приведены в [33, 34]. В этом и следующих результа-
тах требуется ориентируемость многообразий, чтобы ввести понятие локального
индекса отображения в точке (о локальном индексе см., например, [17, 32, 34]).

5)Карта t : U → Rn называется изометричной в точке a ∈ U , если перенесенный риманов
тензор g̃ в точке t(a) — тождественная матрица.



542 Д. А. Сбоев

Теорема 3.8 [33, 34]. Пусть M , N — ориентируемые связные римановы
многообразия одинаковой размерности n ≥ 2, D, D′ — области в M и N соот-
ветственно, f : D → D′ — непостоянное замкнутое непрерывное отображение с
ограниченным искажением. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) f — замкнутое отображение,
(2) любая последовательность точек D, сходящаяся к точке границы ∂D,

переводится f в последовательность, не имеющую подпоследовательностей, схо-
дящихся к некоторой точке f(D),

(3) f — собственное отображение6),
(4) N(f,D) = sup{N(y, f,D) | y ∈ D} = p, где N(y, f,D) — мощность

множества прообразов f−1(y) в D (индикатриса Банаха), причем для любого
y ∈ D′ выполняется равенство

p =

k∑

j=1

i(xj , f), f−1(y) = {x1, . . . , xk}.

Нам понадобится следующая оценка на емкость образа конденсатора.
В случае евклидовых пространств это доказано в работе [35], обобщающей ре-
зультаты [36].

Теорема 3.9 [35, теорема 3.2]. Пусть M , N суть ориентируемые римановы
многообразия одинаковой размерности n ≥ 2, D, D′ — области в M и N соот-
ветственно, f : D → D′, D′ = f(D), — непрерывное замкнутое отображение с
ограниченным искажением. Пусть также E = (T1, T0) — конденсатор в D, тогда
выполнена оценка

cap
(
f̃E ;L1

n(D
′)
)
≤ KI(f) cap

(
E ;L1

n(D)
)
,

где f̃E = (f(T1), f(T0) \ f(D \ T0)).

Доказательство теоремы 3.9 переносится на римановы многообразия с оче-
видными модификациями.

Перейдем к описанию граничного поведении непрерывных замкнутых отоб-
ражений с ограниченным искажением.

Пусть M , N — ориентируемые римановы многообразия размерности n ≥ 2,
D, D′ суть области в M и N соответственно и f : D → D′, D′ = f(D), —
непрерывное замкнутое отображение с ограниченным искажением. Выберем
континуум F ′ ⊂ D′ \ f(Bf), где Bf — множество ветвления отображения f , так,
что D′ \ F ′ связно. Можно считать, что F ′ — некоторый достаточно малый
шар. Тогда прообраз f−1(F ′) — конечное объединение дизъюнктных контину-
умов, причем, уменьшая F ′, можем считать, что D \ f−1(F ′) связно. Положим
F = f−1(F ′) = F1 ∪ · · · ∪ Fp, где p — максимальная кратность f . Компакт F
обладает следующим свойством: если γ — кривая, не пересекающая F , то в
силу теоремы 3.9 выполняется оценка

cap
(
(f(γ), f(F ));L1

n(D
′)
)
≤ KI(f) cap

(
(γ, F );L1

n(D)
)
.

Выбор компакта F не влияет на описание граничного поведения в терминах
граничных элементов (см. замечание 2.3 и теорему 2.16).

6)Отображение f называется собственным, если прообраз компактного множества ком-
пактен.
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Теорема 3.10. Пусть M , N — ориентируемые римановы многообразия
размерности n ≥ 2, D, D′ суть области в M и N соответственно и f : D → D′,
D′ = f(D), — непрерывное замкнутое отображение с ограниченным искаже-
нием. Тогда отображение f : Dρ,n → D′ρ,n липшицево в емкостных метриках

и существует единственное продолжение f : Dρ,n → D′ρ,n на пополнения про-
странств.

Более того, f переводит граничные элементы в граничные элементы:

f |Hρ,n(D) : Hρ,n(D)→ Hρ,n(D
′).

Доказательство. Из теоремы 3.9 заключаем, что выполнено неравенство

cap
(
f(E );L1

n(D
′)
) 1

n ≤ KI(f)
1
n cap

(
E ;L1

n(D)
) 1

n

для любого конденсатора E = (T, F ) в D, где f(E ) = (f(T ), f(F )) в силу выбора
компакта F . Поэтому f — липшицево отображение в емкостных метриках, т. е.

ρn,f(F )(f(x), f(y)) ≤ Kρn,F (x, y) для x, y ∈ D \ F ,

где K = KI(f)
1
n , и, следовательно, существует единственное продолжение f на

пополнения пространств с той же константой Липшица.
Покажем, что f переводит граничные элементы в граничные элементы.

Пусть h ∈ Hρ,n(D) — граничный элемент и (xl)l∈N — представитель h. Тогда
последовательность (xl)l∈N сходится к границе ∂D∪{∞} (см. теорему 2.7). Так

как отображение f липшицево в емкостной метрике, то (f(xl))l∈N — фундамен-
тальная последовательность в емкостной метрике в образе.

Так как f — замкнутое, непрерывное, открытое и дискретное отображение,
то в силу теоремы 3.8 последовательность (f(xl))l∈N не содержит подпоследо-
вательностей, сходящихся к точкам D′, поэтому [(f(xl))l∈N] ∈ Hρ,n(D′) (см.
теорему 2.7). �

Напомним, что граница ∂D локально связна в точке x ∈ ∂D, если для
любой окрестности U существует подокрестность x ∈ V такая, что V ∩D связ-
но. Рассуждая аналогично [7], в областях с локально связной границей можно
установить следующую теорему о граничном поведении.

Следствие 3.11. Пусть f : D → D′ — отображение, удовлетворяющее
условиям теоремы 3.10. Тогда если D локально связна в точке y ∈ ∂D, то y
принадлежит носителю S (h) некоторого граничного элемента h ∈ Hρ,n(D).

Более того, если носитель S (f(h)) состоит из одной точки x, то отображе-
ние f : D → D′ продолжается по непрерывности в точки y ∈ S (h) и выполня-
ется равенство

lim
z→y,
z∈D

f(z) = x для любой точки y ∈ S (h).

Граничное поведение обратных к Qq,p-гомеоморфизмам. Пусть D,
D′ — области в римановых многообразиях M и N соответственно и 1 < q ≤
p < ∞. Пусть также ϕ : D′ → D — гомеоморфизм, обладающий следующими
свойствами:

(i) ϕ ∈ W 1
q,loc(D

′;D);

(ii) ϕ имеет конечное искажение: ‖Dϕ‖ = 0 п. в. на множестве нулей
якобиана Z = {x ∈ D′ |J (x, ϕ) = 0};
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(iii) функция искажения Kq,p(x, ϕ) (см. определение в [29, § 5]) принадле-
жит пространству Lσ(D

′), где 1
σ = 1

q − 1
p .

Гомеоморфизм ϕ принадлежит классу Qq,p(D
′;D), если ϕ удовлетворяет

условиям (i)–(iii).
Из условий (i)–(iii) выводим, что Qq,p-гомеоморфизмы индуцируют огра-

ниченный оператор композиции пространств Соболева

ϕ∗ : L1
p(D) ∩W 1

∞,loc(D)→ L1
q(D

′) (1 ≤ q ≤ p <∞).

При ограничениях на геометрию многообразия выполнение условий (i)–(iii)
необходимо для индуцирования ограниченного оператора (см. [29, § 5]).

Пусть ϕ — Qq,p-гомеоморфизм. Тогда для любого конденсатора E в D
имеет место следующее неравенство на емкость (ниже если E = (T, F ), то
ϕ−1(E ) = (ϕ−1(T ), ϕ−1(F ))):

cap
(
ϕ−1(E );L1

q(D
′)
) 1

q ≤ K cap
(
E ;L1

p(D)
) 1

p ,

где K — интегральная норма функции Kq,p(·, ϕ) в Lσ(D
′).

Пусть f : D → D′ — обратный гомеоморфизм к ϕ, т. е. f = ϕ−1, тогда f
изменяет емкость конденсаторов следующим образом (ниже если E = (T, F ), то
f(E ) = (f(T ), f(F ))):

cap
(
f(E );L1

q(D
′)
) 1

q ≤ K cap
(
E ;L1

p(D)
) 1

p ,

где E — произвольный конденсатор в D.
Отметим, что если f = ϕ−1, ϕ ∈ Qq,p(M,N), и N имеет p-параболический

тип, то M имеет q-параболический тип; аналогично если M имеет q-гиперболи-
ческий тип, то N имеет p-гиперболический тип.

Аналоги результатов прошлого раздела о граничном поведении замкнутых
отображений с ограниченным искажением могут быть получены для гомеомор-
физмов f = ϕ−1, где ϕ ∈ Qq,p, с помощью тех же самых идей (см. [7], где эти
теоремы были получены в случае M = N = Rn).

Приложения. Рассмотрим граничное поведение квазиконформных отоб-
ражений в гиперболической плоскости (ср. с [37, теоремы 10.1, 12.1], где этот
результат был установлен другим методом).

Пример 3.12. Пусть H2 — модель Пуанкаре гиперболической плоскости.
Как известно из примера 2.13, граничные элементы H2 — точки на граничной
окружности ∂BE(0, 1). Пусть f : H2 → H2 — квазиконформное отображение.
Тогда

cap
(
f(E );L1

2(H
2)
) 1

2 ≤ K cap
(
E ;L1

2(H
2)
) 1

2

для любого конденсатора E в H2, где K — некоторая константа.
Используя наблюдения из примера 2.13 и применяя теорему 3.10, заключа-

ем, что отображение f допускает следующее граничное поведение: любая по-
следовательность точек (xm)m∈N, сходящаяся в евклидовой топологии к точке
x на идеальной границе, переходит в последовательность (f(xm))m∈N, которая
сходится в евклидовой топологии к некоторой точке y ∈ ∂BE(0, 1).

Таким образом, квазиконформное отображение f : H2 → H2 продолжается

до гомеоморфизма замкнутых шаров f : BE(0, 1) → BE(0, 1) в евклидовой то-

пологии. Более того, f |∂BE(0, 1) — гомеоморфизм в евклидовой топологии на
∂BE(0, 1).
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Аналогично доказывается, что непрерывное замкнутое непостоянное отоб-
ражение с ограниченным искажением f : H2 → H2 может быть продолжено до

непрерывного отображения f : BE(0, 1)→ BE(0, 1) в евклидовой топологии.

Применим понятие слабой плоскости и описание граничного поведения к
вопросу существования квазиконформного гомеоморфизма между областью с
гребнем (см. пример 2.11) и областью с n-слабо плоской границей (ср. с [38,
теорема 10.5], где данный результат был установлен другим методом).

Определение 3.13. Граница ∂D области D называется n-слабо плоской в

точке x0 ∈ ∂D, если для любой окрестности U точки x0 и любого числа P > 0
существует подокрестность V ⊂ U точки x0 такая, что для любых континуу-
мов F0 и F1 в D, пересекающих ∂U и ∂V , выполняется оценка на p-емкость
конденсатора E = (F0, F1): cap

(
E ;L1

n(D)
)
≥ P .

Граница ∂D называется n-слабо плоской, если она n-слабо плоская в любой
точке x0 ∈ ∂D.

Нам понадобится следующее утверждение об отсутствии слабой плоскости
гребня в области Rα из примера 2.11.

Предложение 3.14 [27, теорема 5.3]. Граница ∂Rα не 3-слабо плоская в
точках гребня R при α > 1.

Предложение 3.15. Не существует квазиконформного гомеоморфизма
f : Rα → B между областью c гребнем Rα степени α > 1 и областью B с
3-слабо плоской границей.

В частности, не существует квазиконформного отображения между шаром
и областью с гребнем Rα, где α > 1.

Доказательство. Пусть Rα = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | |x2| ≤ xa1 , x1 ∈ (0, 1),
x3 ∈ (−1, 1)}, α > 1. Обозначим символом R гребень {(0, 0, t) | t ∈ [−1, 1]}.

Обозначим символом f продолжение гомеоморфизма f до замыканий (в

евклидовом смысле) областей (см. следствие 3.11) f : Rα → B. При этом
f(R) = x0 ∈ ∂B (это следует из примера 2.11 и того, что в слабо плоских
точках носитель граничного элемента состоит из одной точки, см. [7, § 4]).

Так как граница ∂B слабо плоская в точке x0, существует последователь-
ность континуумов En, Fn такая, что cap

(
(En, Fn);L1

3(B)
)
→∞, dist(Fn, x0)→ 0

и dist(En, x0) → 0 при n → ∞. Положим f−1(En) = Vn и f−1(Fn) = Wn. Мно-
жества Vn и Wn — континуумы, и имеют место соотношения dist(Vn, R) → 0 и
dist(Wn, R)→ 0.

Покажем, что dist(Vn,Wn) → 0. Допустим, что это не так. Тогда суще-
ствуют две различные точки v, w на гребне R такие, что dist(Vn, v) → 0 и
dist(Wn, w) → 0. Так как f — квазиконформное отображение, выполняются
следующие соотношения:

cap
(
(En, Fn);L

1
3(B)

)
≤ K cap

(
(Vn,Wn);L1

3(R
α)
)

≤ K cap
(
(Vn,Wn);L

1
3(B

E(0, 2))
)
<∞.

С другой стороны, cap
(
(En, Fn);L

1
3(B)

)
→ ∞; противоречие. Таким образом,

существует точка w ∈ R такая, что dist(Vn, w)→ 0 и dist(Wn, w)→ 0.

Так как f — квазиконформный гомеоморфизм, рассуждая от противного,
заключаем, что в точке w ∈ R граница ∂Rα 3-слабо плоская; противоречие с
предложением 3.14. �
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4. Обобщенные границы в метрических пространствах

Обобщенные границы в областях c локально конечно связной гра-
ницей. Пусть X — локально связное метрическое пространство со свойством
Гейне — Бореля. Такие пространства полны, сепарабельны и локально линейно
связны7).

Нам понадобится понятие локальной конечной связности границы.

Определение 4.1. Область D локально конечно связна в точке x0 ∈ ∂D,
если для любого r > 0 существует открытое множество G такое, что x0 ∈ G ⊂
B(x0, r) и G ∩D состоит из конечного числа компонент связности (число ком-
понент может зависеть от r).

Область D локально конечно связна на границе, если D локально конечно
связна в каждой точке x0 ∈ ∂D.

Здесь и далее D — область с локально конечно связной границей ∂D, d —
метрика в объемлющем пространстве.

Без ограничения общности можем считать, что D — ограниченная область
и, следовательно, D — компактное множество. Действительно, если X — се-
парабельное локально компактное метрическое пространство, то одноточечная
компактификация X — сепарабельное метризуемое пространство (см., напри-
мер, [25, гл. 4, § 41(X), теорема 5]). Тогда в X область D ограничена и ее
замыкание компактно.

Пусть x ∈ ∂D и rl → 0 при l → ∞. Так как граница локально конечно
связна в точке x, существуют компоненты связности G1(x, rl), . . . , G

k(x, rl) ⊂
G ⊂ B(x0, rl) (число k может зависеть от l). Последовательность (xl)l∈N, сходя-
щаяся к x ∈ ∂D, называется ассоциированной с последовательностью вложен-
ных компонент связности G(x, r1) ⊃ G(x, r2) ⊃ . . . , если xl ∈ G(x, rl) для всех
l = 1, 2, . . . .

Последовательность вложенных компонент связности (G(x, rl))l∈N делит

последовательность (F (x, rl))l∈N, если для любого l = 1, 2, . . . найдется такой
номер k0, что для всех k ≥ k0 выполняется включение G(x, rk) ⊂ F (x, rl). По-
следовательность вложенных компонент связности (G(x, rl))l∈N эквивалентна

последовательности (F (x, rl))l∈N, если последовательности (G(x, rl))l∈N и
(F (x, rl))l∈N делят друг друга.

Для метрики ̺ в D определим следующие свойства:
(M1) сходимость по ̺ эквивалентна сходимости по d: если x ∈ D и

(xl)l∈N — некоторая последовательность в D, то сходимость ̺(xl, x) → 0 при
l→∞ имеет место тогда и только тогда, когда d(xl, x)→ 0 при l→∞;

(M2) одноточечность носителей: для любой ̺-фундаментальной последо-
вательности (xl)l∈N множество ее частичных пределов состоит из одной точки;

(M3) согласованность с последовательностью компонент связности: ес-
ли xl → x0 ∈ ∂D при l→∞ и последовательность (xl)l∈N ассоциирована с после-
довательностью вложенных компонент связности, то (xl)l∈N ̺-фундаментальна;

(M4) ̺ различает последовательности компонент связности: если xl →
x0 ∈ ∂D, yl → x0 при l →∞ и (xl)l∈N, (yl)l∈N ассоциированы с неэквивалентны-
ми последовательностями компонент связности, то ̺(xl, yl) 6→ 0 при l→∞;

(M5) ̺ различает точки границы: пусть x0 и y0 суть точки границы ∂D,
(xl)l∈N и (yl)l∈N — ̺-фундаментальные последовательности и xl → x0, yl → y0

7)Локальная линейная связность такого пространства — следствие теоремы Мазуркеви-
ча — Мура — Менгера (см., например, [25, § 50(II), теорема 1]).
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при l→∞; если x0 6= y0, то ̺(xl, yl) 6→ 0 при l→∞.

Пусть ̺ — метрика в D, удовлетворяющая условиям (M1)–(M5). Попол-

нение метрического пространства (D, ̺) обозначим символом D
̺
. Из свойства

(M1) следует, что можно отождествить точки D с классами эквивалентности
стационарных последовательностей. Обозначим присоединенные элементы сим-
волом ∂̺D = D

̺ \D. Полученное множество ∂̺D — естественная обобщенная
граница для области с локально конечно связной границей. Будет показано, что
∂̺D не зависит от выбора метрики ̺, удовлетворяющей свойствам (M1)–(M5)
(см. теорему 4.6). Далее мы будем изучать свойства этой границы ∂̺D.

Пусть θ ∈ D̺
и (xl)l∈N — представитель θ. Тогда в силу (M2) и компактно-

сти D существует предел lim
l→∞

xl в исходной метрике d, который обозначим сим-

волом S̺(θ). Данный предел не зависит от выбора представителя в силу (M2).
Используя свойства (M1), (M3), выводим, что ∂̺D — замкнутое подмножество

в D
̺
.

Лемма 4.2. Пусть ̺ — метрика в D, удовлетворяющая (M1), (M2), и

(θk)k∈N — последовательность элементов D
̺
, θ ∈ D

̺
. Если ̺(θk, θ) → 0 при

k → ∞, то имеет место сходимость S̺(θk) → S̺(θ) при k → ∞ в топологии
объемлющего пространства.

Доказательство. В силу (M1) утверждение леммы выполнено для θ ∈
D. Пусть θ ∈ ∂̺D. Обозначим символами

(
xkl
)
l∈N и (xl)l∈N представителей θk

и θ соответственно, причем можно считать, что ̺
(
xkk, θk

)
< 1

k для всех k ∈ N.

Тогда последовательности
(
xkk
)
k∈N и (xk)k∈N ̺-эквивалентны. Применяя (M2),

заключаем, что S̺(θk)→ S̺(θ) при k →∞. �

Из леммы 4.2 выводим следующее утверждение.

Следствие 4.3. Пусть ̺ — метрика в D, удовлетворяющая свойствам
(M1)–(M3). Тогда существует непрерывная сюръекция ι : ∂̺D → ∂D.

Доказательство. Зададим отображение ι : ∂̺D → ∂D формулой ∂̺D ∋
θ 7→ S̺(θ). В силу леммы 4.2 отображение ι непрерывно. Сюръективность
следует из конечной связности ∂D и свойства (M3). �

Теорема 4.4. Пусть метрика ̺ удовлетворяет свойствам (M1), (M3). То-

гда пространство D
̺

компактно, в частности, ∂̺D компактно.

Доказательство. Пусть (θm)m∈N — произвольная последовательность в

D
̺
. Обозначим символом

(
xmk
)
k∈N представителей классов θm, выберем диаго-

нальную последовательность
(
xkk
)
k∈N. Эта последовательность предкомпактна

в топологии D, и, следовательно, выделяя подпоследовательность, получаем
сходящуюся к некоторой точке x ∈ D последовательность

(
xkk
)
k∈N (обозначена

тем же символом).

Если x ∈ D, то в силу (M1) имеет место сходимость ̺
(
xll, x

)
→ 0 при

l → ∞. Отсюда заключаем, что подпоследовательность (θl)l∈N сходится к x
по метрике ̺.

Если x ∈ ∂D, то ввиду конечной связности ∂D в точке x существуют вло-
женная последовательность компонент связности (G(x, ri))i∈N и подпоследова-
тельность

(
xii
)
i∈N такие, что

(
xii
)
i∈N ассоциирована с (G(x, ri))i∈N. По свойству

(M3) заключаем, что последовательность
(
xii
)
i∈N ̺-фундаментальна. Обозна-
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чим класс эквивалентности, содержащий последовательность
(
xii
)
i∈N, символом

θ. Тогда ̺(θi, θ)→ 0 при i→∞, что и требовалось доказать. �

Емкостная метрика в ограниченных областях в римановых многообразиях
с локально конечно связной границей обладает свойствами (M1), (M3), поэтому
пространство Hρ,p(D) компактно и некоторая окрестность Hρ,p(D) компактна.
Если же D — неограниченная область, то нужно учитывать емкость бесконечно
удаленной точки. Определим емкость конденсатора E = ({∞}, F ) в простран-
стве L1

p(D) следующим образом:

cap
(
({∞}, F );L1

p(D)
)

= inf
u

∫

D

‖∇u‖p d volg,

где инфимум берется по всем функциям u ∈ C(D) ∩ L1
p(D) таким, что u|D \

B(x, r) = 1, r — достаточно большой радиус, и u|F = 0. Если многообразие M
имеет p-параболический тип, то p-емкость точки ∞ равна нулю.

Следствие 4.5. Пусть D — область с локально конечно связной границей
в римановом многообразии M размерности n ≥ 2, n − 1 < p ≤ n (1 ≤ p ≤ 2,
если n = 2), и если D — неограниченная область, то cap

(
({∞}, F );L1

p(D)
)

= 0.
Тогда пространство Hρ,p(D) и некоторая окрестность Hρ,p(D) компактны.

Доказательство. Фиксируем континуум F = B(x0, r0), где x0 ∈ D и r0 —
достаточно малый радиус, так, что D\F связно. Из условий следствия следует,

что емкостная метрика в D \ B(x0, λr0), где λ > 1, обладает свойствами (M1),
(M3), поэтому требуемое следует из теоремы 4.4. �

Теорема 4.6. Пусть ̺ и ̺′ — метрики в D, удовлетворяющие свойствам

(M1)–(M5). Тогда пространства D
̺

и D
̺′

гомеоморфны.

Доказательство. Положим υ|D = idD. В силу свойства (M1) отображе-
ние υ|D : (D, ̺)→ (D, ̺′) непрерывно.

Пусть θ ∈ D̺ \ D и S̺(θ) = x ∈ ∂D. Выберем представителя (xl)l∈N ∈ θ,
тогда последовательность (xl)l∈N ассоциирована с некоторой последовательно-
стью компонент связности (в силу свойства (M4)), поэтому по свойству (M3)
последовательность (xl)l∈N ̺′-фундаментальна. Обозначим класс эквивалент-

ности последовательности (xl)l∈N символом ξ ∈ D̺′

. Определим υ(θ) формулой
υ(θ) = ξ. В силу свойств (M1)–(M4) определение υ корректно. Отметим, что в
силу (M2) для носителей выполняется равенство S̺(θ) = S̺′(υ(θ)).

Отображение υ инъективно. Допустим противное: существуют точки θ, θ′

из D
̺

такие, что υ(θ) = υ(θ′) = ξ ∈ D̺′

. Пусть (xl)l∈N и (yl)l∈N суть представи-
тели элементов θ, θ′ соответственно. В силу (M4) последовательности (xl)l∈N и
(yl)l∈N ассоциированы с одной последовательностью компонент связности. Рас-
сматривая последовательность x1, y1, x2, y2, . . . , получаем в силу свойства (M3),
что ̺(xl, yl)→ 0 при l →∞ и, следовательно, θ = θ′.

Отображение υ сюръективно. Пусть ξ ∈ D̺′

и (xl)l∈N — представитель ξ.

В силу компактности D
̺

существует подпоследовательность (обозначена тем

же символом) (xl)l∈N, сходящаяся к θ в D
̺′

. По построению отображения υ
заключаем, что υ(θ) = ξ.



Емкостные граничные элементы 549

Отображение υ непрерывно. Сужение υ|D непрерывно в силу свойства
(M1). Докажем, что из сходимости по метрике ̺ к элементу θ ∈ ∂̺D следует
сходимость к υ(θ) по метрике ̺′.

Допустим противное: пусть ̺(θl, θ) → 0 при l → ∞, но ̺′(υ(θl), υ(θ)) > β

для всех l ∈ N. В силу компактности D
̺′

существует подпоследовательность
(обозначена тем же символом) (υ(θl))l∈N такая, что υ(θl) → ξ при l → ∞ в
метрике ̺′, причем ξ 6= υ(θ). Так как υ — биекция, то ξ = υ(ζ) для некото-
рого элемента ζ ∈ ∂̺D \ {θ}. Но из равенства S̺(θl) = S̺′(υ(θl)), леммы 4.2 и
свойства (M5) заключаем, что у последовательности (S̺(θl))l∈N существует два
различных предела в метрике d; противоречие.

Таким образом, υ — непрерывная биекция между компактным и хаусдор-
фовым пространствами, значит, υ — гомеоморфизм (см. лемму 2.19). �

Свойства (M1)–(M5) для метрики ̺ означают, что обобщенная граница ∂̺D
не отождествляет точки исходной границы и «различает берега разрезов». Из
теоремы 4.6 следует, что такая обобщенная граница зависит только от топологии
исходной области, а не выбора метрики ̺.

Приведем пример такой метрики ̺. Напомним, что мы рассматриваем ло-
кально связные метрические пространства со свойством Гейне — Бореля.

Пример 4.7. Пусть D — область с локально конечно связной границей.
Если D — неограниченная область, то перейдем к метрике d на компактифици-
рованном пространстве X, где D ограничена.

Метрика Мазуркевича определяется по формуле

dM (x, y) = inf diamE,

где точная нижняя грань берется по всем связным множествам E ⊂ D, содер-
жащим x, y ∈ D. Тогда свойства (M1)–(M5) для метрики dM выполнены.

О свойствах метрики Мазуркевича более подробно см., например, [9; 25,
§ 49(VII); 39].

Емкостная граница учитывает функциональные свойства классов отобра-
жений (контролируемое изменение емкости конденсаторов), поэтому возникают
емкостные граничные элементы с носителем, состоящим из нескольких точек
(см. примеры 2.11, 2.12). Однако всегда существует непрерывная сюръекция
из обобщенной границы в емкостные граничные элементы.

Теорема 4.8. Пусть D — область в римановом многообразии M , dimM =
n ≥ 2, с локально конечно связной границей ∂D, n− 1 < p ≤ n (1 ≤ p ≤ 2, если
n = 2), и если D — неограниченная область, то cap

(
({∞}, F );L1

p(D)
)

= 0.
Если метрика ̺ в D обладает свойствами (M1)–(M5), то существует непре-

рывная сюръекция ι : ∂̺D → Hρ,p(D).

Доказательство. Отображение ι задается аналогично отображению υ из
теоремы 4.6, сюръективность доказывается аналогично сюръективности υ с ис-
пользованием следствия 4.5.

Остается доказать непрерывность. Пусть θl, l = 1, 2, . . . , θ суть элементы
∂̺D такие, что ̺(θl, θ) → 0 при l → ∞. Аналогично доказательству леммы 4.2
выберем представителей (xlk)k∈N и (xk)k∈N элементов θl и θ соответственно.
В силу локальной конечной связности ∂D и того, что cap

(
(x, F );L1

p(D)
)

= 0 для

всех x ∈ ∂D ∪ {∞}, можно выбрать диагональную последовательность
(
xll
)
l∈N

так, что ρp,F
(
xll, ι(θl)

)
< 1

l для всех l. Тогда последовательность
(
xll
)
l∈N — пред-

ставитель θ, поэтому в силу (M4) данная последовательность ассоциирована с
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последовательностью вложенных компонент связности. Из этого заключаем,
что

(
xll
)
l∈N сходится к ι(θ) в емкостной метрике ρp,F . Значит, выполняются

соотношения

ρp,F (ι(θl), ι(θ)) ≤ ρp,F
(
ι(θl), x

l
l

)
+ ρp,F

(
xll, ι(θ)

)
→ 0 при l→∞. �

Следствие 4.9. Пусть D — область в римановом многообразии M , dimM
= n ≥ 2, с локально конечно связной границей ∂D, n − 1 < p ≤ n (1 ≤ p ≤ 2,
если n = 2), и если D — неограниченная область, то cap

(
({∞}, F );L1

p(D)
)

= 0.
Если все носители емкостных граничных элементов одноточечны для неко-

торого p, то существует гомеоморфизм между ∂̺D и Hρ,p(D). Более того, ес-
ли volg(D) < ∞, то ∂̺D гомеоморфна любой емкостной границе Hρ,r(D), где
r ∈ [p, n].

Доказательство. Фиксируем континуум F = B(x0, r0), где x0 ∈ D и
r0 — достаточно малый радиус, такой, что D \ F связно. При данных предпо-
ложениях емкостная метрика ρp,F обладает свойствами (M1)–(M5) на области

D \B(x0, λr0), где λ > 1, поэтому в силу теоремы 4.6 граница ∂̺D гомеоморфна
Hρ,p(D). Если volg(D) < ∞, то в силу теоремы 2.20 пространства Hρ,p(D) и
Hρ,r(D) гомеоморфны для любого r ∈ (p, n]. �

Одноточечность носителей граничных элементов выполняется, например,
в областях с p-сильно достижимой границей (см. [7, предложение 4.4]).

Емкостные граничные элементы и простые концы. Далее рассмат-
риваются только ограниченные области D в римановом многообразии M ,
dimM ≥ 2.

В работе [9] были введены простые концы для ограниченных областей в
метрических пространствах. Сравним конструкции граничных элементов и
простых концов в модельном метрическом пространстве — римановом много-
образии.

Ограниченное связное множество E ( D называется допустимым, если
E ∩ ∂D 6= ∅. Последовательность (Ek)k∈N допустимых множеств называется
цепью, если выполнены следующие условия:

(a) Ek+1 ⊂ Ek для всех k ∈ N,
(b) dist(D ∩ ∂Ek+1, D ∩ ∂Ek) > 0 для всех k ∈ N,

(c) тело цепи
⋂
k∈N

Ek содержится в ∂D.

Для цепей вводится частичный порядок по делению, определяются экви-
валентные цепи (см. [9]). Класс эквивалентных по делению цепей (Ek)k∈N
называется концом и обозначается через [Ek]. Тело конца I[Ek] определяется
как тело любого представителя, и это определение корректно.

Определение 4.10. Простой конец — конец, который не делится другим
концом.

Замечание 4.11. Простые концы [9] не совпадают с простыми концами
Каратеодори, см. пример 4.12 ниже.

Пусть ∂PD — множество простых концов в D. Символом DP обозначим
замыкание области D простыми концами, т. е. DP = D ∪ ∂PD.

Рассмотрим примеры.

Пример 4.12 ([9, пример 5.1], «расческа тополога» II). Пусть D — область
из примера 2.12.
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Множества Ek = ((1/2 − 2−k, 1) × (0, 2−k)) ∩ D определяют конец с телом
I[Ek] = I ∪{x0}, где I = (1/2, 1]×{0} и x0 = (1/2, 0). Однако [Ek] — не простой

конец, так как цепь Fk = B(x0, 2
−k) ∩D делит его.

В подходе через емкостные граничные элементы отрезок [1/2, 1] × {0} —
носитель одного граничного элемента h ∈ Hρ,p(D), 1 ≤ p ≤ 2 (см. пример 2.12).

Пример 4.13 (область с гребнем II). Пусть 2 < p ≤ 3. Рассмотрим область
Rα, α > p− 1,

Rα = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | |x2| ≤ xα1 , x1 ∈ (0, 1), x3 ∈ (−1, 1)}.

Обозначим символом R = {(0, 0, t) | t ∈ [−1, 1]} гребень. В примере 2.11 было
показано, что R — носитель одного граничного элемента h ∈ Hρ,p(R

α).

С другой стороны, любая точка на гребне достижима8), следовательно, в
силу [9, cледствие 7.8] любой точке x ∈ R соответствует простой конец [F xk ] с
телом I[F xk ] = {x}.

В ограниченных областях с локально конечно связной границей простые
концы метризуемы и граница простых концов гомеоморфна границе Мазурке-
вича (см. [9, cледствие 10.9]), поэтому граница простых концов ∂PD непре-
рывно отображается на емкостные граничные элементы Hρ,p(D); при условии
одноточечности носителей Hρ,p(D) при некотором p ∈ (n− 1, n] (p ∈ [1, 2], если
dimM = 2) граница простых концов гомеоморфна любой емкостной границе
Hρ,r(D), где r ∈ [p, n]. Условие одноточечности носителей существенно, как
показывает пример 4.13.

В работе [40] были получены результаты о граничном поведении для за-
мкнутых, непрерывных, открытых и дискретных Q-отображений в метрических
пространствах с помощью границы простых концов. Сформулируем данный
результат в модельном случае, ориентируемых римановых многообразий, для
непрерывных замкнутых отображений с ограниченным искажением.

Теорема 4.14. Пусть D — ограниченная область с локально конечно связ-
ной границей в римановом многообразии M , dimM = n ≥ 2, D′ — область в
N . Допустим, что f : D → D′, f(D) = D′, — непрерывное замкнутое отобра-
жение с ограниченным искажением. Более того, пусть D′ — область с n-сильно
достижимой границей.

Тогда существует непрерывное продолжение f : DP → D′, f(DP) = D′, и,
следовательно, D′ компактно.

Покажем, как теорема 4.14 следует из результатов настоящей статьи.

Доказательство. Из локально конечной связности границы ∂D и оценок
на емкость (см. пример 1.4) следует, что любая точка границы ∂D содержит-
ся в носителе некоторого емкостного граничного элемента. Условие n-сильной
достижимости границы ∂D′ обеспечивает одноточечность носителей граничных
элементов Hρ,n(D

′) (см. [7, § 4]). Применяя следствие 4.3, заключаем, что су-

ществует сюръекция ϑ : Hρ,n(D
′) → ∂D′. Тогда требуемое отображение f —

композиция следующих отображений:

∂PD
ι−→ Hρ,n(D)

f̃−→ Hρ,n(D
′)

ϑ−→ ∂D′,

где отображение ι существует в силу теоремы 4.8, а f̃ — в силу теоремы 3.10.

8)Граничная точка x ∈ ∂D достижима, если существует непрерывная кривая γ : [0, 1]→
M такая, что γ([0, 1)) ⊂ D и γ(1) = x.
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Остается показать, что f сюръективно. Пусть y ∈ ∂D′, тогда существует
последовательность yl ∈ D′, l = 1, 2, . . . , такая, что yl → y при l → ∞. В силу
компактности D и замкнутости f существует последовательность точек (xl)l∈N
таких, что xl ∈ f−1(yl) и xl → x ∈ ∂D при l →∞ в римановой метрике. Выделяя
подпоследовательность, можно считать, что (xl)l∈N ассоциирована с некоторой
последовательностью компонент связности, поэтому существует простой конец
[Ek] ∈ ∂PD такой, что f([Ek]) = y. �

Отметим, что в данном доказательстве компактность D′ не используется,
ср. с доказательством [40, теорема 1.1].
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