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Работа посвящена изучению теоретико-модельных свойств булевых алгебр
с выделенной плотной подалгеброй конечной ширины. Далее будем называть
их просто алгебрами. В такой алгебре подалгебра изоморфна самой булевой
алгебре, более того, подалгебра совпадает с булевой алгеброй по модулю идеала
Фреше.

Любая полная теория имеет счетные однородные модели, которые создают
хороший базис для исследования. Интересен вопрос существования однородных
моделей при дополнительных условиях минимальности или максимальности.
Алгебраическая система называется атомной, если в ней реализуются только
главные типы. Атомная модель является однородной. Счетная атомная мо-
дель называется простой. Простая модель, если она существует, элементарно
вкладывается в любую модель полной теории. Полная теория T имеет простую
модель тогда и только тогда, когда алгебра Линденбаума — Тарского Bn(T )
атомная для любого n ∈ N. Атомами в алгебре Bn(T ) являются полные фор-
мулы. Каждая полная формула задает главный тип теории.

Хорошо известно [1], что любая бесконечная булева алгебра имеет про-
стую модель, две счетные атомные булевы алгебры элементарно-эквивалентны
и Bω — простая модель теории атомных булевых алгебр. Существует ровно
счетное число различных элементарных теорий булевых алгебр. Элементарная
теория любой булевой алгебры имеет простую модель [2]. Если добавить в сиг-
натуру булевых алгебр одноместный предикат, выделяющий идеал, то ситуация
с числом элементарных теорий и простых моделей существенно меняется [3–7].
В [7] доказано, что существует ровно счетное число различных элементарных
теорий счетных суператомных булевых алгебр с одним выделенным идеалом;
элементарная теория любой счетной суператомной булевой алгебры с одним вы-
деленным идеалом имеет простую модель. В [8] доказано, что существует кон-
тинуум элементарных теорий булевых алгебр с одним выделенным идеалом,
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не имеющих простых моделей. В [3–9] исследовались теоретико-модельные и
алгоритмические свойства булевых алгебр с выделенными идеалами.

Авторы исследуют булевы алгебры с выделенной подалгеброй. Ранее ав-
торами было доказано [10, 11] существование континуума различных элемен-
тарных теорий счетных суператомных булевых алгебр с выделенной плотной
подалгеброй конечной ширины, каждая из которых имеет простую модель и не
имеет счетно-насыщенной модели.

В статье построена счетная суператомная булева алгебра A с выделенной
подалгеброй B такая, что элементарная теория этой булевой алгебры с вы-
деленной подалгеброй не имеет простой модели. Причем эта алгебра (булева
алгебра с выделенной подалгеброй) принадлежит классу K3, из чего следует,
что подалгебра B «практически совпадает» с булевой алгеброй A.

Поясним подробнее, что это означает. Во-первых, каждый атом подалгебры
это либо атом булевой алгебры, либо объединение двух атомов булевой алгебры,
либо объединение трех атомов булевой алгебры.

Во-вторых, любой атом булевой алгебры лежит под некоторым атомом по-
далгебры, т. е. он либо является атомом подалгебры, либо является «половин-
кой» атома подалгебры: одним из двух атомов булевой алгебры, объединением
которых является атом подалгебры, либо является «третью» атома подалгебры:
одним из трех атомов булевой алгебры, в объединении дающих атом подалгеб-
ры.

В-третьих, любой элемент булевой алгебры является объединением элемен-
та подалгебры и конечного числа атомов булевой алгебры, т. е. состоит из
элемента подалгебры и нескольких «кусочков» атомов подалгебры. При этом
булева алгебра и ее подалгебра изоморфны: A ∼= B.

У такой очень просто устроенной счетной суператомной булевой алгебры
с выделенной подалгеброй элементарная теория не имеет простой модели. Это
сильно контрастирует с тем, что элементарная теория любой булевой алгебры
имеет простую модель и что элементарная теория любой счетной суператомной
булевой алгебры с выделенным идеалом имеет простую модель. Более того, все
элементарные теории указанных алгебр имеют и счетно-насыщенные модели.

1. Основные определения
и предварительные результаты

Будем рассматривать булевы алгебры в сигнатуре σ = 〈∪,∩, C, 0, 1〉. В на-
стоящей работе, если не оговорено иное, мы рассматриваем только счетные
алгебры. Пусть σ∗ = 〈σ, P 〉, где P — символ одноместного предиката, выделя-
ющего подалгебру. Булеву алгебру с выделенной подалгеброй будем называть
просто алгеброй. Через PA = {a ∈ A | A |= P (a)} обозначим основное множество
выделенной подалгебры алгебры A.

Суператомную булеву алгебру с выделенной подалгеброй будем называть
суператомной алгеброй. Пусть A — произвольная алгебра, a ∈ A. Обозначим
â = {b ∈ A | b ≤ a}. Для элемента a ∈ PA определим алгебру, заданную
элементом a:

(a) = 〈â,∪,∩, Ca, 0, a, PA ∩ â〉, где Ca(b) = a ∩ C(b).
Прямая сумма

∑
i∈I
Ai определяется стандартным образом.

Определение 1.1 [10]. Подалгебра B булевой алгебры A называется по-

далгеброй ширины n, если под любым атомом подалгебры B лежат не более
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n атомов алгебры A и любой атом алгебры A лежит под некоторым атомом
подалгебры B. Такая подалгебра B также называется подалгеброй конечной

ширины.

Определение 1.2 [10]. ПодалгебраB булевой алгебрыA называется плот-

ной, если A = subA(B, F (A)) — наименьшая подалгебра алгебры A, содержащая
в себе множество |B| и идеал Фреше F (A) булевой алгебры A.

Обозначим [10] через Kn класс суператомных булевых алгебр с выделенной
плотной подалгеброй ширины n.

Определение 1.3 [10]. Обозначим A ≤ B, если найдется C такая, что B ≡
A×C. Алгебраическая система A называется неисчезающей, если из A ≡M×N
следует A ≡M или A ≡ N.

Определение 1.4 [10]. Алгебраическая система A называется локальной,
если число попарно элементарно неэквивалентных неисчезающих алгебраиче-
ских систем B ≤ A конечно, т. е. существуют B1, . . . ,Bn такие, что для произ-
вольной неисчезающей C ≤ A выполнено C ≡ Bi для некоторого i ≤ n.

Элемент a ∈ A называется локальным, если найдется элемент b ≥ a такой,
что P (b) и алгебра (b) локальна. Элемент a называется нелокальным, если он
не является локальным.

Следуя [10], приведем построение счетной последовательности формул
Tk(x), k ∈ N, языка σ∗ с одной свободной переменной.

Пусть ϕ, ψ — формулы с одной свободной переменной языка σ∗, T — теория
класса булевых алгебр с выделенной подалгеброй. Обозначим:

ϕ ≤ ψ, если T ⊢ (ψ(x)→ (∃y ≤ x)ϕ(y));
ϕ#ψ, если T ⊢ (ψ(x)→ (∀y ≤ x)¬ϕ(y)).
Формулы ϕ и ψ называются [10] независимыми, если ϕ#ψ и ψ#ϕ.
Определим отношение линейного порядка на конечных подмножествах мно-

жества натуральных чисел без нуля. Пусть A = {a1 > a2 > . . . > al}, B = {b1 >
b2 > . . . > bm} ⊂ N\{0}— два произвольных конечных подмножества множества
натуральных чисел без нуля. Положим A < B, если (a1, a2, . . . , al, 0, . . . , 0) <
(b1, b2, . . . , bm, 0, . . . , 0) в лексикографическом порядке, и A ≤ B, если A < B
или A = B (добавляем нули так, чтобы длины кортежей стали равными).

Обозначим X = {A ⊂ N \ {0} | 2 ≤ ‖A‖ < ω}. Занумеруем множество X
в порядке возрастания: пусть � : X → N — взаимно-однозначное отображение
всех конечных неодноэлементных подмножеств множества натуральных чисел
без нуля на множество натуральных чисел такое, что �(A) < �(B) ⇐⇒ A < B.
Очевидно, что такое отображение можно определить так, чтобы оно было ал-
горитмически эффективным.

Зафиксируем n ∈ N и соответственно класс Kn. Перейдем к построению
последовательности формул Tk(x), k ∈ N [10]. Построение будем вести по ин-
дукции.

Базис индукции:
T1(x) = ((x — атом) & P (x));
Tl(x) =

(
(x — объединение l атомов)&P (x) & (∀y ≤ x)

∧
i<l

¬Ti(y)
)

для

2 ≤ l ≤ n.
При помощи формулы

Q(x) = ∃y∃z((x = y ∪ z) & (y ∩ z = 0)

& (∀w ≤ y)(w 6= 0→ ¬P (w)) & (∀w ≤ z)(w 6= 0→ ¬P (w)))
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определим для 2 ≤ j ≤ n

Tn+j−1(x) =
(
P (x) & (¬Q(x) & (∃y ≤ x)Tj(y))

&
( ∧

i6=j, i≤n
(∀y ≤ x)¬Ti(y)

)
& (∀y, z ≤ x)((y ∩ z = 0→ (Q(y) ∨Q(z))))

)
.

Для формул Tk(x), n < k ≤ 2n−1, обозначим TRk
(x) = Tk(x) для множества

Rk = {k + 1− n}; R∗k = {i ≤ n | i 6= k + 1− n}.
Шаг индукции. Предположим, что формулы T1(x), . . . , Tm(x) построены.

Пусть R ∈ X , R ⊂ {1, 2, . . . ,m}, такое, что Ti#Tj для любых i, j ∈ R, i 6= j,
и имеющее наименьший номер l = �(R) такой, что множество Rl еще не было
использовано при построении формул T1(x), . . . , Tm(x), т. е. R = Rl . Пусть
R = {i1, . . . , ik}. Определим множество R∗ и вспомогательные формулы πR(x),
TR(x) следующим образом:

R∗ = {i ≤ m | (Ti#Tj) для всех j ∈ R};

πR(x) = (∃xi1 . . .∃xik )
( ∧

i6=j, i,j∈R
(xi ∩ xj = 0)

& (
⋃

i∈R
xi = x) &

( ∧

i6=j, i,j∈R
(∀z ≤ xi)¬Tj(z)

))
,

TR(x) =
(
¬πR(x) & P (x) & (∀y ≤ x)

((∨

i∈R
(∀z ≤ y)¬Ti(z)

)
→ πR(y)

)

&
(
(∀y ≤ x)

∧

i∈R∗
¬Ti(y)

)
& (∀y ≤ x)(∀z ≤ x)(y ∩ z = 0→ (πR(y) ∨ πR(z)))

)
.

Полагаем Tm+1(x) = TR(x). Обозначим Rm+1 = R и R∗m+1 = R∗.
При помощи построенной последовательности формул для каждой алгебры

A и каждого элемента a ∈ A определена характеристическая функция wa : N→
N следующим образом:

wa(0) = 0, если A |= P (a);
wa(0) = 1, если A |= ¬P (a);
wa(m) = 0, если A |= (∀y ≤ a)¬Tm(y), m ≥ 1 и
wa(m) = sup

{
k ∈ N | A |= (∃x1, . . . , xk ≤ a)

(( ∧
i6=j

xi∩xj = 0
)

&
( ∧
i≤k

Tm(xi)
))}

,

m ≥ 1, иначе.
Положим wA = w1A .

Теорема 1.5 [10]. Пусть A и B — локальные булевы алгебры с выделен-
ными подалгебрами, принадлежащими классу Kn. Для того чтобы A ≡ B,
необходимо и достаточно, чтобы wA = wB.

Рассмотрим обогащение сигнатуры σ1 = σ∗ ∪ {c1, . . . , ck} конечным числом
константных символов. Через (A, a1, . . . , ak) обозначим булеву алгебру с вы-
деленной подалгеброй в обогащенной константами сигнатуре, где a1, . . . , ak —
значения в модели A константных символов c1, . . . , ck соответственно.

Пусть (A, a1, . . . , ak) и (B, b1, . . . , bk) — булевы алгебры с выделенными по-
далгебрами в обогащенной константами сигнатуре σ1, A0 ⊆ A и B0 ⊆ B. Отоб-
ражение f : A0 → B0 назовем частичным изоморфизмом из (A, a1, . . . , ak) в
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(B, b1, . . . , bk), если множествоA0 определяет подалгебру в алгебре (A, a1, . . . , ak),
множество B0 — подалгебру в алгебре (B, b1, . . . , bk) (в частности, a1, . . . , ak ∈
A0 и b1, . . . , bk ∈ B0) и отображение f является изоморфизмом соответствую-
щих подалгебр, т. е. для любых a, b ∈ A0 выполнено

f(a ∪ b) = f(a) ∪ f(b); f(a ∩ b) = f(a) ∩ f(b); f(C(a)) = C(f(a));

P (a) ⇐⇒ P (f(a)); f(0) = 0; f(1) = 1; f(a1) = b1, . . . , f(ak) = bk.

Обозначим dom f = A0, im f = B0.
Отображение f : A0 → B0 назовем конечным частичным изоморфизмом,

если это отображение является частичным изоморфизмом и его область опре-
деления dom f = A0 конечна.

Определение 1.6 [10]. Будем говорить, что алгебра (A, a1, . . . , ak)m-экви-

валентна алгебре (B, b1, . . . , bk) и обозначать (A, a1, . . . , ak) ≡m (B, b1, . . . , bk),
если существуют непустые множества F0, . . . , Fm конечных частичных изомор-
физмов из (A, a1, . . . , ak) в (B, b1, . . . , bk), удовлетворяющие следующему усло-
вию: для любых l < m, f ∈ Fl, a ∈ A и b ∈ B найдутся g1, g2 ∈ Fl+1 такие, что
g1, g2 ⊃ f , a ∈ dom g1 и b ∈ im g2.

Будем обозначать A ≡m B для алгебр без выделенных констант, т. е. если
σ1 = σ∗.

Пусть φ — предложение языка σ∗. Длиной предложения φ, обозначим ln(φ),
называется число кванторов в этой формуле. Тогда справедливо следующее
утверждение.

Предложение 1.7. Пусть A и B — булевы алгебры с выделенной подал-
геброй, A ≡m B, φ — предложение языка σ∗ и ln(φ) ≤ m. Тогда A |= φ ⇐⇒
B |= φ.

Доказательство. Индукция по длине предложения φ. Доказательство
подобно доказательству теоремы 24.1 из [12].

Пусть A — произвольная булева алгебра с выделенной подалгеброй и a ∈ A.
Обозначим:

M(a)⇋ {m 6= 0 | wa(m) 6= 0} — носитель характеристической функции wa.
Начиная с [11], мы определяем носитель функции wa на ненулевых эле-

ментах, поскольку нумерация формул {Tk | k ≥ 1} начинается с единицы, а
wa(0) = 0 ⇐⇒ P (a).

N(a) ⇋ {m ∈ M(a) | ∀l ∈ M(a)(Tm ≤ Tl → m = l)} — множество
максимальных элементов множества M(a) относительно следующего порядка:
≤ (m, l) ⇐⇒ Tm ≤ Tl.

M(A)⇋M(1A); N(A)⇋ N(1A).
Заметим, что если множество N(a) конечно, то множество M(a) также

конечно.
Следующее определение является уточнением подобного определения из [10].

Определение 1.8 [11]. Элемент a булевой алгебры с выделенной подал-
геброй называется локальным, если M(a) конечно, m-простым, если M(a) ко-
нечно, N(a) = {m} и выполнено P (a). Элемент a называется простым, если

либо a ∈ F (A) и найдутся число l ≤ n и l-простой элемент d ≥ a,
либо a является m-простым для некоторого m.
В [10] мы считали, что любой элемент a ∈ F (A) является простым. Однако

в этом случае множествоN(a) может не быть одноэлементным, а в случае, когда
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N(a) = ∅, найдутся элементы ai ≤ a и i-простые элементы bi ≥ ai, 1 ≤ i ≤ n,
такие, что a = a1 ∪ . . . ∪ an. Естественнее считать простыми элементами те
элементы, для которых множество {i | ai 6= 0} одноэлементно. Уточненное
определение оставляет все доказанные утверждения в [10] верными, поскольку
любой элемент идеала Фреше в таком случае является объединением конечного
числа простых элементов. Уточненное определение авторами введено в [11].

Алгебра A называется простой (m-простой), если 1A есть простой (m-
простой) элемент.

Предложение 1.9 [10]. Пусть A ∈ Kn и a ∈ A. В алгебре A выполнено
Tl(a) тогда и только тогда, когда элемент a является l-простым и wa(l) = 1.

Предложение 1.10 [10]. Пусть A — счетная локальная булева алгебра
с выделенной подалгеброй, принадлежащая классу Kn. Тогда любой элемент
алгебры A является объединением конечного числа попарно не пересекающихся
простых элементов.

Предложение 1.11 [10]. Пусть A ∈ Kn. Тогда для любого a ∈ A найдутся
элементы b, c ≤ a такие, что b ∪ c = a, b ∩ c = 0, P (b) и c ∈ F (A).

Предложение 1.12 [10]. (а) Если n ≥ 2, то процесс построения формул
Tl(x) не прервется, т. е. для любого l формула Tl(x) будет построена.

(б) Если n ≥ 3, то найдется бесконечное множество A такое, что Ti#Tj для
различных i, j ∈ A.

Предложение 1.13 [10]. Пусть A и B — l-простые алгебры, принадлежа-
щие классу Kn. Предположим, что wA(l), wB(l) ≥ 2m и l > n. Тогда A ≡m B.

Предложение 1.14 [10]. Для того чтобы алгебра A была локальной, необ-
ходимо и достаточно, чтобы множество M(A) было конечным.

Предложение 1.15 [10]. Пусть A ∈ Kn. Тогда
(а) для любых непересекающихся элементов a, b ∈ P (A) и числа l ∈ N

выполняется wa∪b(l) = wa(l) +wb(l), если wa(l) <∞ или wb(l) <∞, и wa∪b(l) =
∞ в противном случае;

(б) для любых локальных элементов a ≤ b выполняется wa ≤ wb;
(в) если a — k-простой элемент и 2 ≤ k ≤ n, то wa(k) <∞.

Предложение 1.16 [10]. Пусть множества R, R∗ из построения последо-
вательности формул Tm, m ≥ 1. Справедливы следующие утверждения:

(1) для любого i ∈ R справедливо Ti ≤ TR;
(2) для любого i ∈ R∗ справедливо Ti#TR;
(3) если i < j, то Tj#Ti;
(4) для любых i, j либо Ti ≤ Tj , либо Ti#Tj ;
(5) Ti ≤ Tj тогда и только тогда, когда i = j или найдутся множества

R1, . . . , Rk такие, что i ∈ R1, Tl1 = TR1 , l1 ∈ R2, . . . , Tj = TRk
.

Определим формулы:

T ∗n+j−1(x) = P (x) &
(
¬Q(x) & (∃y ≤ x)Tj(y) &

( ∧

i6=j, i≤n
(∀y ≤ x)¬Ti(y)

))

для 2 ≤ j ≤ n,

T ∗l (x) =
(
¬πR(x) & P (x) & (∀y ≤ x)

((∨

i∈R
(∀z ≤ y)¬Ti(z)

)
→ πR(y)

)

&
(
(∀y ≤ x)

∧

i∈R∗
¬Ti(y)

))
,
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где множества R и R∗ из определения формулы Tl(x), l > 2n− 1.

Предложение 1.17. Пусть A ∈ Kn и A |= T ∗l (1). Тогда A |= ∃x Tl(x).
Доказательство. Докажем для l > 2n − 1, для n < l ≤ 2n − 1 доказа-

тельство аналогично.

Заметим, что для любого элемента a ∈ A если A |= T ∗l (a), то A |= Tl(a) или
A |= (∃y ≤ a ∃z ≤ a)(y ∩ z = 0 & T ∗l (y) & T ∗l (z)). Рассмотрим множество

Y = {y ∈ A | A |= T ∗l (y)}.
Пусть y0 ∈ Y имеет наименьший тип суператомности τ(y0) = (α0, n0), т. е.

для любого элемента y ∈ Y с типом суператомности (α, n) выполнено:

(α0 < α) или (α0 = α) & (n0 ≤ n).

Предположим, что A |= (b∩ c = 0 & T ∗l (b) & T ∗l (c)) для некоторых b, c ≤ y0.
Пусть τ(b) = (α1, n1), τ(c) = (α2, n2). В силу минимальности элемента τ(y0)
заключаем, что α1 = α2 = α0 и n0 + n0 ≤ n1 + n2 ≤ n0. Противоречие. Стало
быть, A |= Tl(y0). Предложение доказано.

Предложение 1.18. Пусть A ∈ Kn, A |= T ∗l (1), A |= Ts(x). Тогда s ≤ l.
Доказательство. Докажем для l > 2n − 1, для n < l ≤ 2n − 1 доказа-

тельство аналогично. Предположим противное. Выберем наименьшее s > l,
для которого A |= Ts(x). Пусть Ts = TRs и Tl = TRl

. Если p ∈ Rs, то в силу
минимальности s заключаем, что p ≤ l. Если p = l, то найдется p1 ∈ Rs такое,
что p 6= p1. В этом случае p1 ≤ l и p1 6= l. Следовательно, p1 < l. Стало
быть, p1 ∈ Rl. Последнее влечет, что Tp1 ≤ Tp. Противоречие. Значит, p < l.
Таким образом, для каждого p ∈ Rs найдется q ∈ Rl такое, что Tp ≤ Tq и p ≤ q.
Последнее означает, что Rs < Rl и �(Rs) < �(Rl). Следовательно, s ≤ l.

Предложение 1.19. Пусть A ∈ Kn, A |= T ∗l (1). Тогда A — l-простая.

Доказательство следует из предложений 1.17 и 1.18.

2. Теория без простой модели

В этом разделе построим алгебру из класса Kn, n ≥ 3, теория которой не
имеет простой модели.

В [11] доказана следующая

Теорема 2.1 [11]. Пусть каждое разложение A = B × C счетной алгебры
A ∈ Kn удовлетворяет следующим условиям:

(a) еслиB локальна, то для любого l ∈ N(B) если wB(l) =∞, то wC(l) <∞;

(б) если B нелокальная, то C локальная.

Тогда A — простая модель.

Заметим, что здесь P (1A), P (1B), P (1C). Стало быть, алгебру B можно
заменить алгеброй (b), алгебру C — алгеброй (c), где b, c ∈ A, b∩ c = 0, b∪ c = 1,
P (b), P (c), и теорема останется верной.

В [10] для каждого числа k ∈ N построена алгебра Nk |= Tk(1). Алгебра Nk
является локальной, неисчезающей и простой моделью для всех k ∈ N. С ис-
пользованием введенных алгебр Nk, k ∈ N, и конструкции прямой суммы в [11]
построена простая модель для каждой элементарной теории локальной модели.
Для каждого числа k алгебра Ak удовлетворяет условию (a) из теоремы 2.1.

Таким образом, справедлива следующая
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Теорема 2.2. Локальная алгебра A ∈ Kn является простой моделью своей
теории тогда и только тогда, когда для любого элемента b ∈ A если l ∈ N(b) и
wb(l) =∞, то w1\b(l) <∞.

Доказательство. (⇒) Пусть A — простая модель, b ∈ A, l ∈ N(b), wb(l) =
∞, c = 1 \ b и wc(l) =∞. Возможны два случая:

1) l ∈ N(c);

2) l 6∈ N(c).
В обоих случаях в силу предложений 1.10, 1.15(а) существует разложение

b = b1 ∪ . . . ∪ bk такое, что bi ∩ bj = 0 при i 6= j и bi — простые элементы,
причем b1 — l-простой элемент и wb1(l) =∞. Заменяя b на b1, без ограничения
общности полагаем, что b — l-простой элемент и wb(l) =∞.

Случай 1: l ∈ N(c). Аналогично найдется l-простой элемент d ≤ c такой,
что wd(l) =∞. Тогда A = B×M×N, где B = (b), M = (d) и N = (1 \ (b ∪ d)).

Рассмотрим (A, b) = (B, b)× (M, 0)× (N, 0). Пусть φ(x) — полная формула
в Th(A) и A |= φ(b), пусть m = ln(φ). Так как wb(l) =∞, найдутся непересекаю-
щиеся элементы e1, . . . , e2m ≤ b такие, что Tl(ei) для всех 1 ≤ i ≤ 2m. Возьмем
b0 = e1 ∪ . . . ∪ e2m . В силу предложения 1.15(а) получаем, что wb0(l) = 2m.
Пусть B0 = (b0). Из wb(l) = ∞ на основании предложения 1.15(в) следует,
что l > n. Применяя предложение 1.13, заключаем, что B ≡m B0. Поэтому
(B, b) ≡m (B0, b0). Обозначим A0 = B0 ×M×N. Следовательно,

(A0, b0) = (B0, b0)× (M, 0)× (N, 0) ≡m (B, b)× (M, 0)× (N, 0) = (A, b).

Отсюда следует, что A0 |= φ(b0). Кроме того, B0 ×M и B ×M — l-простые
с w1(l) = ∞. По теореме 1.5 B0 ×M ≡ B ×M. Поэтому A0 ≡ A. Кроме
того, A0 |= φ(b0) и φ — полная формула в Th(A0) = Th(A). Следовательно,
wb0(l) = wb(l) =∞. Противоречие.

Случай 2: l 6∈ N(c).
В этом случае найдется l∗-простой элемент d ≤ c такой, что wd(l

∗) = 1.
Тогда A = B×M×N, где B = (b), M = (d) и N = (1 \ (b ∪ d)).

Рассмотрим (A, b) = (B, b)× (M, 0)× (N, 0). Пусть φ(x) — полная формула
в Th(A) и A |= φ(b), пусть m = ln(φ). Так как wb(l) = ∞, найдется l-простой
элемент b0 ≤ b такой, что wb0 (l) = 2m.

Пусть B0 = (b0). Тогда (B, b) ≡m (B0, b0). Обозначим A0 = B0 ×M ×N.
Следовательно,

(A0, b0) = (B0, b0)× (M, 0)× (N, 0) ≡m (B, b)× (M, 0)× (N, 0) = (A, b).

Отсюда следует, что A0 |= φ(b0). Кроме того, Tl∗(b0 ∪ d), Tl∗(b ∪ d), Tl∗(d).
По теореме 1.5 (B0, b0) × (M, 0) ≡ (B, b) × (M, 0). Поэтому (A0, b0) ≡ (A, b).
Кроме того, (A0, b0) |= φ(b0) и φ — полная формула в Th(A0, b0) = Th(A, b).
Следовательно, wb0 (l) = wb(l) =∞. Противоречие.

(⇐) Следует из теоремы 2.1.

Утверждение 2.3. Пусть A ∈ Kn — локальная алгебра, являющаяся про-
стой моделью, a ∈ A и выполнено P (a). Тогда (a) — простая модель.

Доказательство. Пусть c ≤ a, l ∈ N(c) и wc(l) =∞. В силу теоремы 2.2
получаем w1\c(l) < ∞. Следовательно, wa\c(l) ≤ w1\c(l) < ∞. Значит, (a) —
простая модель.
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Утверждение 2.4. Пусть d ∈ Ni и d — l-простой элемент. Тогда wd(l) <
∞.

Доказательство. Пусть d — l-простой элемент и wd(l) = ∞. Тогда l ∈
N(d). Алгебра Ni является простой моделью. Следовательно, wC(d)(l) < ∞.
Заметим, что wNi(l) ≥ wd(l) = ∞. Тогда wNi(l) = ∞. Из Ni ≡ (d) × C(d) в
силу неисчезаемости алгебры Ni получаем, что Ni ≡ (d). Так как Ni |= Ti(1),
то (d) |= Ti(1). Значит, N(d) = {i}, i = l и 1 = wd(i) = wd(l) = ∞. Полученное
противоречие завершает обоснование.

Утверждение 2.5. (а) Пусть A =
∑
i∈N

(ai), где ai — локальные элементы

для всех i ∈ N. Тогда для любого элемента a ∈ A такого, что P (a), если a —
нелокальный элемент, то элемент C(a) локальный.

(б) Пусть A =
∑
i∈N

((ai)× (b)), где ai — локальные элементы для всех i ∈ N,

Tl(b) для некоторого числа l ∈ N, l 6∈ ⋃
i∈N

M(ai) и a ∈ A. Тогда если a —

нелокальный элемент, то wa(l) =∞.

Доказательство. (а) Если a — нелокальный элемент, то по определению
прямой суммы найдется число k ∈ N такое, что

∑
i>k

ai ≤ a. Тогда C(a) ≤

a1∪. . .∪ak. В этом случаеM(C(a)) ⊂M(a1)∪. . .∪M(ak) — конечное множество.
Следовательно, C(a) — локальный элемент.

П. (б) обосновывается аналогично п. (а).

Предложение 2.6. Пусть A — счетная локальная булева алгебра с выде-
ленной подалгеброй, принадлежащая классу Kn, l ∈ N(A), wA(l) = ∞. Тогда
найдется l-простой элемент a ∈ A такой, что wa(l) =∞ и w1\a(l) = 0.

Доказательство. Так как A локальная, в силу предложения 1.10 1A =
a1∪. . .∪ak — объединение конечного числа простых элементов. Без ограничения
общности можно считать, что a1 — l-простой элемент, wl(a1) = ∞, а элементы
a2, . . . , ak не являются l-простыми. Предположим, что wai(l) 6= 0 для некото-
рого 2 ≤ i ≤ k. Тогда найдется число l∗ такое, что ai — l∗-простой элемент и
Tl ≤ Tl∗ . Последнее влечет, что l 6∈ N(A). Полученное противоречие завершает
доказательство.

Утверждение 2.7. Пусть a ∈ Ni × Nj для i, j ∈ N и выполнено P (a).
Тогда (a) — простая модель.

Доказательство. Алгебра (a) локальна. Пусть c ≤ a, wc(l) = ∞ и l ∈
N(c). Обозначим d1 = 1Ni , d2 = 1Nj . Тогда c = (c ∩ d1) ∪ (c ∩ d2). Так
как wc(l) = ∞, без ограничения общности можно считать, что wc∩d1(l) = ∞.
Поскольку l ∈ N(c), то l ∈ N(c∩d1). Поэтому в силу предложения 2.6 найдется
l-простой элемент c1 ≤ c∩d1 такой, что wc1(l) =∞. Применяя утверждение 2.4,
заключаем, что wc1(l) <∞. Противоречие. Стало быть, для любого c ≤ a если
l ∈ N(c), то wc(l) <∞. Следовательно, в силу теоремы 2.2 алгебра (a) является
простой моделью своей теории.

Перейдем к описанию конструкции алгебры, которая не имеет простой мо-
дели.

Пусть n ≥ 3. Тогда в силу предложения 1.12 существует бесконечное мно-
жество A ⊂ N такое, что Ti#Tj для всех i, j ∈ A. Несложно доказать существо-
вание множества A, дополнительно удовлетворяющего условию T1, T2, . . . , Tn ≤
Ti для всех i ∈ A.
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Зафиксируем произвольное число l ∈ A. Разобьем множество {Ti | i ∈
A, i 6= l} на бесконечное множество троек формул:

{
Ak0 , B

k
0 , C

k
0 | k ∈ N

}
= {Ti | i ∈ A, i 6= l}.

Определим по индукции последовательность формул Aki , B
k
i , C

k
i следующим об-

разом.
Базис индукции: Ak0 , Bk0 , Ck0 определены.
Шаг индукции: Aki+1 = T{Bk

i ,C
k
i }, B

k
i+1 = T{Ak

i ,C
k
i }, C

k
i+1 = T{Ak

i ,B
k
i }.

Утверждение 2.8. Для любых чисел i, j, k, s ∈ N если k 6= s, то справед-
ливо следующее:

(а) Aki ≤ Bki+1, A
k
i ≤ Cki+1, A

k
i ≤ Aki+2, A

k
i ≤ Bki+2, A

k
i ≤ Cki+2, A

k
i#B

k
i ,

Aki#C
k
i , Aki#A

k
i+1;

(б) Bki ≤ Aki+1, B
k
i ≤ Cki+1, B

k
i ≤ Bki+2, B

k
i ≤ Aki+2, B

k
i ≤ Cki+2, B

k
i #A

k
i ,

Bki #C
k
i , Bki #B

k
i+1;

(в) Cki ≤ Bki+1, C
k
i ≤ Aki+1, C

k
i ≤ Cki+2, C

k
i ≤ Aki+2, C

k
i ≤ Bki+2, C

k
i #Aki ,

Cki #Bki , C
k
i #Cki+1;

(г) Aki#A
s
j , A

k
i #B

s
j , A

k
i#C

s
j ;

(д) Bki #A
s
j , B

k
i #B

s
j , B

k
i #C

s
j ;

(е) Cki #Asj , C
k
i #Bsj , C

k
i #Csj .

Доказательство. Истинность (а), (б) и (в) следует непосредственно из
построения формул и предложения 1.16.

(г) Докажем, что Aki#A
s
j . Предположим, что Aki ≤ Asj . Тогда Ak0 ≤ Aki

или Bk0 ≤ Aki , или Ck0 ≤ Aki . Пусть Ak0 ≤ Aki . Тогда Ak0 ≤ Asj . Индукцией по
j докажем, что такого быть не может. Если j = 0, то нарушается условие о
независимости формул с нижним нулевым индексом. Шаг индукции. Пусть
Ak0 ≤ Asj и j ≥ 1. Если Ak0 = Asj , то одна из формул As0, B

s
0 , C

s
0 ≤ Ak0 . Проти-

воречие. Следовательно, Ak0 6= Asj и, стало быть, Ak0 ≤ Bsj−1 или Ak0 ≤ Csj−1.
Индукционное предположение ведет к противоречию, что завершает доказа-
тельство утверждения 2.8. Остальные пункты доказываются аналогично.

Исходя из определения m-эквивалентности без труда доказываются следу-
ющие факты.

Утверждение 2.9. Пусть A и B — булевы алгебры с выделенной подал-
геброй. Для того чтобы A ≡m+1 B, необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лись следующие условия:

(а) для любого a ∈ A найдется элемент b ∈ B такой, что (A, a) ≡m (B, b);
(б) для любого b ∈ B найдется элемент a ∈ A такой, что (A, a) ≡m (B, b).

Доказательство непосредственно следует из определения 1.6.

Утверждение 2.10. Пусть A1, B1, A2, B2 — счетные суператомные буле-
вы алгебры с выделенной подалгеброй. Тогда если A1 ≡m B1 и A2 ≡m B2, то
A1 × A2 ≡m B1 ×B2.

Доказательство непосредственно следует из определения 1.6.

Утверждение 2.11. Пусть Ai, Bi, i ∈ N, — счетные суператомные булевы
алгебры с выделенной подалгеброй и Ai ≡m Bi для всех i ∈ N. Тогда

∑

i∈N
Ai ≡m

∑

i∈N
Bi.

Доказательство непосредственно следует из определения 1.6.
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Предложение 2.12. Пусть на алгебре A истинна одна из формул Akm(1),
Bkm(1) или Ckm(1), а на алгебре B истинна одна из формул Aks(1), Bks (1) или
Cks (1) и m ≤ s. Если модели A и B простые, то A ≡m B.

Доказательство. Заметим, что если на A истинна одна из формул Akm(1),
Bkm(1), то множествоN(A) одноэлементно и, следовательно, алгебра A локальна
исходя из определения последовательности формул Tk(x). Аналогично алгебра
B также локальна. Пусть A иB — простые модели своих элементарных теорий.

Требуемое утверждение докажем индукцией по числу m.
Базис индукции m = 0. Имеем A ≡0 B.
Шаг индукции. Без ограничения общности можно считать, что A |= Akm+1(1)

и B |= Cks+1(1) и s ≥ m.
Напомним, что в [10] для каждого числа i построена алгебра Ni такая, что

Ni |= Ti(1). В [11] доказано, что построенная алгебра является простой моделью
своей элементарной теории.

Так как A |= Akm+1 = T{Bk
m,C

k
m}(1), найдется число t ∈ N такое, что A |=

Tt(1). По условию A — простая модель своей элементарной теории и Nt |= Tt(1).
Следовательно, A ∼= Nt.

По построению Akm+1 = T{Bk
m,C

k
m}. Пусть Tp = Bkm, Tv = Ckm. Тогда Np |=

Bkm(1) и Nv |= Ckm(1). Рассмотрим прямую сумму
∑
i∈N

(
N

(i)
p ×N(i)

v

)
, где N

(i)
p
∼= Np

и N
(i)
v
∼= Nv. Тогда

∑
i∈N

(
N

(i)
p × N(i)

v

)
— простая модель, на которой истинно

предложение Akm+1(1).

Напомним, что предложение Akm+1(1) = T{Bk
m,C

k
m}(1) аксиоматизирует пол-

ную теорию. Кроме того, A |= Akm+1(1). Поэтому A ≡
∑
i∈N

(
N

(i)
p ×N(i)

v

)
. В силу

единственности простой модели имеем A ∼=
∑
i∈N

(
N

(i)
p ×N(i)

v

)
.

Следовательно, без ограничения общности можно считать, что

A =
∑

i∈N
((bi)× (ci)), B =

∑

i∈N
((a′i)× (b′i)),

где (bi) |= Bkm(1), (ci) |= Ckm(1), (a′i) |= Aks(1), (b′i) |= Bks (1) для всех i ∈ N.
В силу индукционного предположения (a′i) ≡m (bi) ≡m (b′i) ≡m (ci) для

всех i ∈ N. Следовательно, ввиду утверждения 2.11 A ≡m B.
Докажем, что A ≡m+1 B. Для этого достаточно показать, что для любого

элемента a ∈ A найдется b ∈ B такой, что (A, a) ≡m (B, b). Существование
такого же элемента a ∈ A для элемента b ∈ B доказывается аналогично.

Рассмотрим следующие случаи.

Случай 1: выполнено Bkm(a) или Ckm(a). Рассмотрим элемент b ∈ B та-
кой, что Bks (b). По индукционному предположению (a) ≡m (b). Так как A —
локальная и простая модель, в силу утверждения 2.3 (C(a)) — простая модель.
Заметим, что (C(a)) |= Akm+1(1). Стало быть, A ≡ (C(a)). Следовательно,
A ∼= (C(a)). Аналогично B ∼= (C(b)). Далее,

(A, a) ∼= ((a), a)× (C(a), 0) ≡ ((a), a)× (A, 0)

≡m ((b), b)× (B, 0) ≡ ((b), b)× (C(b), 0) ∼= (B, b),

т. е. (A, a) ≡m (B, b).
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Случай 2: выполнено Tj(a), при этом ((Tj ≤ Bkm) и (Tj 6= Bkm)) или
((Tj ≤ Ckm) и (Tj 6= Ckm)) для некоторого j. Тогда Tj ≤ Akm−1 или Tj ≤ Bkm−1,

или Tj ≤ Ckm−1. В силу утверждения 2.8 Akm−1, B
k
m−1, C

k
m−1 ≤ Cks+1. Стало

быть, найдется элемент b ∈ B такой, что Tj(b). Значит, по теореме 1.15 (a) ≡ (b).
Так как (C(a)) ≡ A ≡m B ≡ (C(b)), то (A, a) ≡m (B, b).

Случай 3: a ≤ d, ¬P (a), Ti(d) для i ≤ n и некоторого элемента d ∈ A.
Так как T1, T2, . . . , Tn ≤ Cks+1, найдется элемент e ∈ B такой, что Ti(e). Тогда
найдется b ≤ e с таким же числом атомов, что и у элемента a ∈ A. Значит,
((d), a) ∼= ((e), b).

Отсюда следует, что (A, a) ∼= ((d), a)×(C(d), 0) ≡ ((d), a)×(A, 0) ≡m ((e), b)×
(B, 0) ≡ ((e), b)× (C(e), 0) ∼= (B, b), т. е. (A, a) ≡m (B, b).

Случай 4: найдутся элементы c, d ∈ A такие, что a = c∪ d, P (c), d ∈ F (A),
c ∩ d = 0, (c) 6≡ A. В этом случае элемент c = c1 ∪ . . . ∪ ck — объединение
конечного числа непересекающихся простых элементов. Пусть c1 — r-простой
элемент для некоторого r. Напомним, что A ∼= Nt. Поскольку изоморфизм
сохраняет элементарную характеристику, в силу утверждения 2.4 wc1(r) < ∞.
Значит, элемент c есть объединение конечного числа элементов, удовлетворя-
ющих случаю 1 или случаю 2, а элемент d есть объединение конечного числа
элементов из случая 3.

Можно считать, что элементы, входящие в упомянутое разложение элемен-
тов c и d, попарно не пересекаются. Тогда можно конечное число раз применить
утверждения, доказанные для случаев 1–3, и утверждение 2.10. Поэтому в силу
утверждения 2.9 существование требуемого элемента b ∈ B доказано.

Случай 5: C(a) = c ∪ d, P (c), d ∈ F (A), c ∩ d = 0, (C(c)) 6≡ A. Тогда для
C(a) имеет место случай 4. Заметим, что задача для элемента a найти элемент b
с (A, a) ≡m (B, b) равносильна задаче найти элемент b с (A, C(a)) ≡m (B, C(b)).
Поэтому этот случай симметричен случаю 4.

Заметим, что исходя из определения прямой суммы и того, что A ∼= Nl,
для любого элемента a ∈ PA либо ((a) ∼= A и (C(a)) 6∼= A), либо ((a) 6∼= A и
(C(a)) ∼= A). Поэтому в силу предложения 1.11 для любого элемента a ∈ A
возможны только случаи 4 или 5. Таким образом, разбор случаев завершен и
предложение доказано.

Пусть D |= Tl(1) и Dk |= Akk(1) — алгебры, являющиеся простыми моделя-
ми. Для каждой алгебры B =

∑
i∈N

(Mi ×D) и числа m ∈ N определим алгебру

B(m) = (M′i ×D)×
∑

i∈N,i6=m
(Mi ×D),

где M′i |= Amm+1(1) — алгебра, являющуюся простой моделью.
Построим последовательность алгебр A1, . . . ,Ak, . . . следующим образом:

A1 =
∑

i∈N
(Di ×D);

A2 = A
(1)
1 ; A3 = A

(2)
1 , A4 = A

(2)
2 ;

A5 = A
(3)
1 , A6 = A

(3)
2 , A7 = A

(3)
3 , A8 = A

(3)
4 .

Пусть k ∈ N и r = 2k−1. Тогда определим

Ar+1 = A
(k)
1 , Ar+2 = A

(k)
2 , . . . ,Ar+r = A(k)

r .
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Утверждение 2.13. Для каждого i ∈ N алгебра Ai является простой мо-
делью.

Доказательство. Зафиксируем произвольное i ∈ N. Заметим, что мно-
жество M(Ai) бесконечное. Следовательно, Ai — нелокальная алгебра. Для
любого разложения A = B × C найдется a ∈ A такой, что (a) ∼= B и C(a) ∼= C,
при этом выполнено P (a). В силу утверждения 2.5 тогда либо (a) локальна,
либо C(a) локальна. Стало быть, если B нелокальная, то C локальная и усло-
вие (б) теоремы 2.1 выполнено.

Пусть a локальный, j ∈ N(a) и wa(j) = ∞. По построению алгебры Ai
выполнено

Ai =
∑

s∈N
(ds),

где для любого s имеем (ds) — простая модель и, кроме того, (ds) |= Tl(1),
либо (ds) |= Amk (1) для некоторых m и k. Значит, (ds) |= Tt(1) для некоторо-
го t. Поэтому для каждого s ∈ N найдется t ∈ N такой, что (ds) ∼= Nt. Тогда
a ≤ d1∪ . . .∪dk для некоторого k ∈ N. Следовательно, a = (a∩d1)∪ . . .∪(a∩dk).
Так как wa(j) =∞, то wa∩ds(j) =∞ для некоторого s ≤ k. Так как j ∈ N(a), то
j ∈ N(a ∩ ds). Найдутся число r ∈ N и непересекающиеся lp-простые элементы
ep для 1 ≤ p ≤ r такие, что a ∩ ds = e1 ∪ . . . ∪ er. Без ограничения общности
предположим, что we1(j) = ∞. В этом случае l1 = j или j < l1 и Tj ≤ Tl1 .
Последнее влечет, что j 6∈ N(a). Значит, l1 = j. Так как алгебра (ds) — про-
стая модель, в силу утверждения 2.4 we1(j) < ∞. Противоречие. Аналогично
we2(j) < ∞, . . . , wer (j) < ∞. Стало быть, wa∩ds(j) < ∞. Противоречие. По
теореме 2.1 алгебра Ai является простой моделью своей элементарной теории.

Предложение 2.14. Для каждых i,m ∈ N найдется j ∈ N такое, что
Ai ≡m Aj и Ai 6≡ Aj .

Доказательство. Рассмотрим число s такое, что i ≤ 2s−1 и s ≥ m. Пусть
Ai =

∑
k∈N

(Mk ×D). Так как i ≤ 2s−1, то Ms |= Ass(1). Рассмотрим алгебру

A
(s)
i = (M′s ×D)×

∑

k 6=s
(Mk ×D).

Так как M′s |= Ass+1(1), в силу утверждения 2.10 и предложения 2.12 получаем

A
(s)
i ≡s (Ms ×D)×

∑

k 6=s
(Mk ×D) ≡ Ai.

Так как s ≥ m, то, взяв j = i + 2s−1, получим Aj = A
(s)
i ≡m Ai. Предложение

доказано.

Определение 2.15. Будем говорить, что формула Ts отделима под эле-

ментом a, если wa(s) = 0 или найдется s-простой элемент b ≤ a такой, что
wa\b(s) = 0.

Предложение 2.16. Пусть a ∈ Ai, i ∈ N. Элемент a является локальным
тогда и только тогда, когда формула Tl отделяется под элементом a.

Доказательство. (⇐) Предположим, что a — нелокальный элемент и
формула Tl отделяется под элементом a. В силу построения модели Ai и утвер-
ждения 2.5 заключаем, что wa(l) = ∞. Следовательно, найдется l-простой
элемент b ≤ a такой, что wa\b(l) = 0. Как ранее отмечалось, l-простой элемент
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является локальным. Значит, элемент b локальный. Следовательно, элемент
a \ b нелокальный. Тем самым в силу утверждения 2.5 wa\b(l) = ∞. Противо-
речие.

(⇒) Пусть a — локальный элемент и wa(l) 6= 0. Тогда a ≤ b0∪c0∪. . .∪bk∪ck
для некоторого числа k ∈ N. Следовательно,

wa(l) = wb0∩a(l) + wc0∩a(l) + . . .+ wbk∩a(l) + wck∩a(l).

Заметим, что

Ai =
∑

s∈N
((bs)× (cs)),

причем (bs) ∼= Njs и (cs) ∼= Nl. В силу утверждения 2.8 формулы Tj0 , Tj1 , Tj2 , . . .
попарно независимы.

Кроме того, если Tij ≤ Tl, то Ak0 ≤ Tl, Bk0 ≤ Tl или Ck0 ≤ Tl для некоторого
k, что невозможно по построению. Также по построению ¬(Tl ≤ Tij ) для всех i
и j. Поэтому Tl#Tij для всех i и j.

Так как Tl#Tij для всех j ≤ k, то wbs(l) = 0 для всех s ≤ k. Значит,
wa(l) ≤ wc1(l) + wc2(l) + . . . + wck(l). Так как wci(l) = 1 для всех i ≤ k, то
wa(l) ≤ k < ∞. Отсюда следует, что найдется l-простой элемент b ≤ a такой,
что wb(l) = wa(l). Стало быть, формула Tl отделима под элементом a.

Предложение доказано.

ПустьB— суператомная булева алгебра с выделенной плотной подалгеброй
конечной ширины и J = {a ∈ B | формула Tl отделима под элементом a}.

Утверждение 2.17. Множество J ⊂ B — идеал, причем a ∈ J ⇐⇒ B |=
�J(a), где �J(x) = ((∃y ≤ x)((y — l-простой элемент) & (wx\y(l) = 0))∨(wx(l) =
0)).

Доказательство. Докажем, что J — идеал. Так как w0(l) = 0, то 0 ∈ J .
Пусть a ∈ J и b ≤ a. Тогда wa(l) = 0 или найдется l-простой элемент c ≤ a такой,
что wa\c(l) = 0. Предположим, что wb(l) 6= 0. Тогда wb(l) = wb∩c(l) + wb\c(l).
Отсюда следует, что b∩c l-простой и wb\c(l) = 0. Последнее означает, что b ∈ J .
Непосредственно проверяется, если a ∈ J и b ∈ J , то a ∪ b ∈ J .

В силу предложения 1.19 утверждение о том, что элемент является l-прос-
тым, записывается следующей формулой:

(x l-простой) =
(
P (x) &

(
(∀y ≤ x)

( ∧

i∈R∗
¬Ti(y)

))
& ((∃y ≤ x)Tl(y))

&
(
(∀y ≤ x)

((∨

i∈R
((∀z ≤ y)¬Ti(z))

)
→ πR(y)

)))
,

где R = Rl, R
∗ = R∗l , πr из определения формулы Tl.

Тогда

�J(x) = (((∃y ≤ x)((y — l-простой элемент)

& ((¬∃z ≤ (x \ y))Tl(z)))) ∨ ¬((∃y ≤ x)Tl(y))).

Утверждение 2.18. 1Ai/J — атом для всех i ∈ N.

Доказательство. Для любого элемента a ∈ Ai либо a локальный, либо
C(a) локальный. Стало быть, в силу предложения 2.16 либо a ∈ J , либо C(a) ∈
J . Следовательно, фактор алгебра Ai/j — атом. Утверждение доказано.



520 Д. Е. Пальчунов, А. В. Трофимов

Определим формулу:

(x/J − атом) = (x 6∈ J)&(∀a ≤ x)(a ∈ J ⇐⇒ x \ a 6∈ J).

Положим
A =

∑

i∈N
Ai.

Пусть T — полная теория. Напомним, что если существует формула φ, сов-
местная с теорией T , такая, что формула φ непополнима в теории T , а именно,
для любой формулы ψ, совместной с теорией T , из T ⊢ (ψ → φ) следует, что ψ
не является полной формулой, то теория T не имеет простой модели.

Заметим, что формула (x/J − атом) совместна с теорией Th(A), так как
Ai |= ((1/J)− атом). Докажем, что указанная формула непополнима в данной
полной теории.

Утверждение 2.19. A — нелокальная алгебра.

Доказательство следует из того, что M(A) — бесконечное множество.

Обозначим через A∗ = A|σ ограничение алгебры A на сигнатуру σ.

Утверждение 2.20. Булева алгебра A∗/J изоморфна булевой алгебреBω.

Доказательство следует из утверждения 2.18.

Теорема 2.21. Теория Th(A) не имеет простой модели.

Доказательство. Рассмотрим формулу �(x) = (x/J — атом). Предпо-
ложим, что теория T = Th(A) имеет простую модель. Тогда найдется пол-
ная относительно теории T совместная с теорией T формула �(x) такая, что
Th(A) ⊢ (�(x)→ �(x)). Так как � совместна с T , найдется элемент a ∈ A такой,
что A |= �(a). Следовательно, A |= �(a). Стало быть, для некоторого числа k
выполнено a ≤ 1A1 ∪ . . . ∪ 1Ak . Пусть b = 1A1 . Так как a/J — атом, без ограни-
чения общности будем считать, что (b ∩ a)/J — атом. Тогда c = b \ (b ∩ a) ∈ J
и d = (1A2 ∩ a) ∪ . . . ∪ (1Ak ∩ a) ∈ J . Заметим, что a = (b \ c) ∪ d = (a ∩ b) ∪ d.
Напомним, что

A1 =
∑

i∈N
(Di ×D), D |= Tl(1), Di |= Aii(1).

Значит, найдутся непересекающиеся элементы ei, qi ∈ A1, i ∈ N, такие, что

A1 =
∑

i∈N
((ei)× (qi)), Di ∼= (ei), D ∼= (qi).

Так как (a ∩ b)/J — атом, то a 6∈ J и a ∩ b 6∈ J . Значит, формула Tl
не отделяется под элементом a ∩ b. Следовательно, в силу предложения 2.17
элемент a ∩ b = b \ c нелокальный и c ≤ e1 ∪ q1 ∪ . . . ∪ es ∪ qs для некоторого
числа s ∈ N. Обозначим r = (e1 ∪ q1 ∪ . . . ∪ es ∪ qs) \ c.

Рассмотрим число m = max{k, s, ln(�)}+ 1 (здесь ln(�) — длина предло-

жения �). Обозначим j = 2m−1 + 1, b′ = 1Aj . Заметим, что Aj = A
(m)
1 и,

следовательно, найдутся непересекающиеся элементы e′i, q′i ∈ Aj, i ∈ N, такие,
что

Aj ∼= ((e′m)× (q′m))×
∑

i6=m
((e′i)× (q′i)),

(e′m) |= Amm+1(1), (e′i) ∼= (ei), i 6= m, (q′i) ∼= (qi).
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Так как m > s, найдутся непересекающиеся элементы c′, r′ ≤ e′1∪q′1∪ . . .∪
e′s ∪ q′s такие, что

((e1 ∪ q1 ∪ . . . ∪ es ∪ qs), c) ∼= ((e′1 ∪ q′1 ∪ . . . ∪ e′s ∪ q′s), c′),

((e1 ∪ q1 ∪ . . . ∪ es ∪ qs), r) ∼= ((e′1 ∪ q′1 ∪ . . . ∪ e′s ∪ q′s), r′),
c′ ∪ r′ = e′1 ∪ q′1 ∪ . . . ∪ e′s ∪ q′s.

Отсюда следует, что

(A1, b \ c) ∼= ((e1 ∪ q1 ∪ . . . ∪ es ∪ qs), r)× ((em)× (qm), em ∪ qm)

×
∑

i6=m,i>s
((qi)× (ei), qi∪ ei) ≡m ((e′1 ∪ q′1 ∪ . . .∪ e′s∪ q′s), r′)× ((e′m)× (q′m), e′m ∪ q′m)

×
∑

i6=m,i>s
((q′i)× (e′i), q

′
i ∪ e′i) ∼= (Aj , b

′ \ c′),

так как
(em)× (qm) ∼= Dm ×D ≡m D′m ×D ∼= (e′m)× (q′m).

УтверждениеDm ≡m D′m выполнено в силу предложения 2.13, посколькуDm |=
Amm(1) и D′m |= Amm+1(1).

Пусть a′ = (b′ \ c′) ∪ d. Тогда

(A, a) ∼= (A1, b \ c)× (A2 × . . .× Ak, d)× (Aj , 0)×
∑

i6=j,i>k
(Ai, 0)

≡m (Aj , b
′ \ c′)× (A2 × . . .× Ak, d)× (A1, 0)×

∑

i6=j,i>k
(Ai, 0) ∼= (A, a′),

поскольку (A1, b \ c) ≡m (Aj, b
′ \ c′) и (Aj , 0) ≡m (A1, 0). Последнее выполнено в

силу предложения 2.13, аналогично указанному выше.
Следовательно, (A, a) ≡m (A, a′). Так как длина формулы � не превосходит

числаm, из (A, a) |= �(a) следует, что (A, a′) |= �(a′). Из (A, a) |= �(a), (A, a′) |=
�(a′) и полноты формулы �(x) следует, что (A, a) ≡ (A, a′). Легко заметить,
что тогда N(a) = N(a′). Но по построению элемента a′ имеем N(a′) = (N(a) \
{p}) ∪ {t}, где Amm = Tp и Amm+1 = Tt. Поэтому N(a) 6= N(a′). Противоречие.
Следовательно, теория T не имеет простой модели. Теорема 2.21 доказана.

Анонсируем без доказательства следующее важное обобщение теоремы 2.21.

Следствие 2.22. В классе K3 (и, следовательно, в любом классе Kn) су-
ществует континуум попарно элементарно не эквивалентных счетных алгебр,
теория каждой из которых не имеет простой модели.

Доказательство этого утверждения мы приведем в следующей статье.
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