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ДЕФОРМАЦИЯ ТОНКОЙ УПРУГОЙ ЗАЖАТОЙ

ПО КРАЮ ПЛАСТИНЫ С ПРИКРЕПЛЕННЫМИ

СТЕРЖНЯМИ. 1. СТАТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА

С. А. Назаров

Аннотация. Строится асимптотика напряженно-деформированного состояния за-
крепленной вдоль кромки тонкой горизонтальной пластины с присоединенными к
ней вертикальными стержнями. Конструкция из изотропного и однородного упру-
гого материала находится под воздействием силы тяжести. При помощи процедуры
понижения размерности и анализа пограничных слоев, экспоненциального около
кромки пластины и степенного около зон присоединения стержней к пластине, на-
ходятся старшие и поправочные члены асимптотики прогиба пластины и жестких
смещений стержней, а также их продольная деформация. Выводится асимптоти-
чески точное анизотропное и весовое неравенство Корна, позволяющее обосновать
асимптотические формулы.
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1. Постановки задач. Пусть ω0 и ωj — области на плоскости, ограни-
ченные простыми замкнутыми гладкими (класса C∞) контурами ∂ω0 и ∂ωj,
j = 1, , . . . , J , а P 1, . . . , P J — попарно различные точки внутри области ω0. Тон-
кие изотропные и однородные (с постоянными Ламе λ ≥ 0, µ > 0 и плотностью
ρ > 0) цилиндрическая пластина и стержни с переменными сечениями ωhj (z),
заданные положительными профильными функциями Hj ∈ C∞[−ℓj, 0], опреде-
лим следующим образом:

�h0 = {x = (x1, x2, x3) : y := (x1, x2) ∈ ω0, z := x3 ∈ (0, h)}, (1)

�hj =
{
x : h−1H(z)−1yj ∈ ωj , z ∈ (−ℓj , 0]}, j = 1, . . . , J. (2)

Масштабированием сведем характерный размер продольного сечения ω0 пла-
стины (1) к единице, т. е. сделаем безразмерными декартовы системы координат
x ∈ R3 и yj ∈ R2 с центрами O и P j соответственно, а также все геометриче-
ские параметры, в частности, малый h > 0 и фиксированные положительные
ℓ1, . . . , ℓJ . Для упрощения изложения (см. разд. 9) предположим, что область
ωj содержит круг B2

rj = {yj : |yj | < rj} с радиусом rj > 0, а также верны
соотношения ∫

ωj

yj1 dy
j =

∫

ωj

yj2 dy
j = 0, I12(ωj) :=

∫

ωj

yj1y
j
2 dy

j = 0,

Hj(z) = 1 при z ∈ (−δH , 0), δH > 0.

(3)
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Первые два достигаются малыми сдвигам точек P j , а третье — поворотом си-
стемы yj =

(
yj1, y

j
2

)
.

Деформация упругого сочленения �h = �h0 ∪ �h1 ∪ · · · ∪ �hJ под действием
силы тяжести описывается системой Ламе трех дифференциальных уравнений
в частных производных

−µ�xu
h(x) − (λ+ µ)∇x∇⊤x uh(x) = fh(x) := ρge(3), x ∈ �h. (4)

При этом ∇x = grad, ∇⊤x = div, �x = ∇⊤x∇x — оператор Лапласа, g > 0
— ускорение свободного падения, e(q) — орт оси xq, вектор смещений uh =(
uh1 , u

h
2 , u

h
3

)⊤
интерпретируется как столбец в фиксированной системе координат

x (⊤ — знак транспонирования), а декартовы компоненты тензоров деформаций
и напряжений имеют вид

εpq(u
h) =

1

2

(
∂uhp
∂xq

+
∂uhq
∂xp

)
, σpq(u

h) = 2µεpq(u
h)+λδp,q

3∑

i=1

εii(u
h), p, q = 1, 2, 3,

где δp,q — символ Кронекера. Кромка пластины �h0 = ∂ω0 × (0, h) жестко за-
щемлена, а остальная часть поверхности ∂�h свободна от внешних воздействий,
т. е. выполнены краевые условия

uh(x) = 0 ∈ R3, x ∈ �h0 , (5)

σ(n)
q (uh;x) :=

3∑

p=1

np(x)σpq(u
h;x) = 0, x ∈ ∂�h \ �h0 , q = 1, 2, 3. (6)

Здесь n = (n1, n2, n3)
⊤ — единичный вектор внешней нормали, определенной

почти всюду на кусочно-гладкой поверхности ∂�h, т. е.

σ(n)(uh) =
(
σ

(n)
1 (uh), σ

(n)
2 (uh), σ

(n)
3 (uh)

)⊤

— вектор нормальных напряжений. Через L(∇x) и B(x,∇x) обозначим (3× 3)-
матрицы дифференциальных операторов из левых частей соотношений (4) и
(6).

Вариационная формулировка задачи (4)–(6) апеллирует к интегральному
тождеству [1, 2]

E(uh, ψh;�h) = (fh, ψh)�h ∀ ψh ∈ H1
0

(
�h; �h0

)3
, (7)

где (·, ·)�h — натуральное скалярное произведение в пространстве ЛебегаL2(�h),
скалярном или векторном,H1

0

(
�h; �h0

)
— пространство Соболева функций, обра-

щающихся в нуль на �h0 , а последний верхний индекс 3 в формуле (7) указывает

количество компонент у пробной вектор-функции ψh =
(
ψh1 , ψ

h
2 , ψ

h
3

)⊤
, однако

он отсутствует в обозначениях скалярных произведений и норм. Кроме того,
E(uh, uh;�h) — удвоенная упругая энергия, запасенная телом �h,

E(uh, ψh;�h) =
3∑

p,q=1

(σpq(u
h), εpq(ψ

h))�h .

Основная цель работы — построить асимптотику поля смещений, в частно-
сти, главные члены прогиба пластины �h0 и смещения стержней как жесткого
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целого. Автор впервые увидел описанную конструкцию на экспозиции пыточ-
ных инструментов инквизиции в музее религии и атеизма, размещавшегося в
Казанском соборе в доперестроечном Ленинграде, но такое же тело �h, напри-
мер, изображает прохудившуюся крышу сарая с сосульками-сталактитами.

Исследованию упругих сочленений тел с разными предельными размерно-
стями посвящено большое количество публикаций, однако наиболее подробно
изучены сочленения массивных тел с тонкими стержнями (см. [3–8] и [9] по по-
воду статических и спектральных задач теории упругости). Имеются публика-
ции о сочленениях пластин и стержней [10–12] и [13–15] (как и в известной шутке
[16, с. 293], они имеют дело со случаями J = 1 и J →∞ соответственно), в кото-
рых посредством разнообразных предельных переходов отыскиваются главные
члены асимптотик упругих полей. В данной статье основное внимание уделя-
ется анализу явления пограничного слоя вблизи зон присоединения стержней
к пластине, который позволяет построить младшие асимптотические члены и,
в частности, описать сдвиги и повороты стержней вследствие деформации пла-
стины.

Асимптотический анализ сочленений тел с разными предельными размер-
ностями (для пластины и стержней — соответственно два и один) существенно
осложнен тем обстоятельством, что уплощенные и удлиненные упругие тела
совершенно по-разному реагируют на нагружения в продольных и поперечных
направлениях, которые обычно рассогласованы в архитектурных, инженерных
и мебельных конструкциях. Абсолютно новым моментом является именно по-
строение пограничных слоев около зон присоединения стержней к пластине.
Эти слои описываются решениями задачи теории упругости в объединении �j

единичного слоя и полубесконечного цилиндра (разд. 5). Упомянем статьи
[17–19] и [20], где изучены скалярные краевые задачи на сочленении �h и по-
добных ему, но подчеркнем, что для них исследование решений задачи Неймана
на неограниченной области �j весьма просто, а значит, и сама процедура по-
строения асимптотики существенно отличается от представленной далее для
векторной задачи.

2. Двумерная модель пластины. Классическая модель Кирхгофа —
Лява изгиба тонкой пластины (см. [21–26] и др.), закрепленной вдоль края,
состоит из бигармонического уравнения Софи Жермен [27, § 30] в области ω0 ⊂
R2, снабженного двойным условием Дирихле на ее границе,

A0�
2
yw3(y) = gρ, y ∈ ω0, (8)

w3(y) = 0, ∂n0w3(y) = 0, y ∈ ∂ω0. (9)

Здесь ∂np — производная вдоль внешней нормали np =
(
np1, n

p
2

)⊤
на границе

области ωp ⊂ R2. Кроме того, приведенная цилиндрическая жесткость пласти-
ны, а также используемые далее измененная постоянная Ламе, коэффициент
Пуассона ν ∈ [0, 1/2) и фундаментальное решение бигармонического оператора
на плоскости выглядят так:

A0 =
µ

3

λ+ µ

λ+ 2µ
, λ0 =

2λµ

λ+ 2µ
≤ λ, ν =

λ

2(λ+ µ)
, �3(y) =

1

8π
|y|2 ln

1

|y| . (10)

Задача (8), (9) имеет единственное решение w3 ∈ C∞(ω0).
Обозначим через Gj ∈ H2(ω0) функцию Грина задачи (8), (9) с особенно-

стью в точке P j , т. е.

Gj(y) = A−1
0 �3(y

j) +Gj0(y), Gj0 ∈ C∞(ω0). (11)



484 С. А. Назаров

Матрица G =
(
Gj0(P

k)
)J
j,k=1

размером J×J симметрична и положительно опре-
деленна, так как

A0

(
�yG

j , �yG
k
)
ω0

= A0 lim
R→+0

∫

S1
R

(P j)

(
∂Gk

∂rj
(y)�yG

j(y)−Gk(y) ∂

∂rj
�yG

j(y)

)
dsy = Gk(P j).

Известная процедура понижения размерности в тонкой пластине (см.
[28–32], список далеко не полный) обычно использует асимптотический анзац

uh(0)(y, z) = Wh
(0)(ζ,∇y)w(y) + · · · :=

4∑

k=0

hk−2W k
(0)(ζ,∇y)w(y) + . . . , (12)

где многоточие заменяет младшие асимптотические члены, ζ = h−1(z − h/2) ∈
(−1/2, 1/2) — растянутая поперечная координата, столбец w = (w1, w2, w3)

⊤

содержит осредненные по толщине пластины продольные смещения и ее прогиб,
а (3× 3)-матрицы W k

(0) дифференциальных операторов заданы равенствами

W 0
(0)w(y) = e(3)w3(y), W 1

(0)(ζ,∇y)w(y) =

2∑

p=1

e(p)

(
wp(y)− ζ

∂w3

∂yp
(y)

)
,

W 2
(0)(ζ,∇y)w(y) = −e(3)

λ

λ+ 2µ

(
ζ

2∑

p=1

∂wp
∂yp

(y)−
(
ζ2

2
− 1

24

)
�yw3(y)

)
, (13)

W 1
(0)(ζ,∇y)w(y)

= X 0(ζ)



∂/∂y1 0 2−1/2∂/∂y2 0 0 0

0 ∂/∂y2 2−1/2∂/∂y1 0 0 0
0 0 0 ∂2/∂y2

1 2∂2/∂y1∂y2 ∂/∂y2
2



⊤

w(y).
(14)

Последний член суммы из (12) и полное выражение для (3× 6)-матрицы X 0(ζ)
не понадобятся, но их можно найти, например, в [31, гл. 4, § 2] или, как и все
другие формулы этого и очередного разделов, в любых других монографиях по
технической и математической теориям тонких упругих тел. В разд. 5 будут
востребованы только две компоненты названной матрицы, а именно,

W 1
(0)i(ζ,∇y)e(3)w3(y) =

1

6

(
3λ+ 4µ

λ+ 2µ
ζ3 − 11λ+ 12µ

λ+ 2µ

ζ

4

)
∂

∂yi
�yw3, i = 1, 2. (15)

Вектор осредненных продольных смещений w′ = (w1, w2)
⊤ пластины нахо-

дится из двумерной системы уравнений Ламе с краевыми условиями Дирихле

L′(∇y)w′(y) := −µ�yw
′(y)− (µ+ λ0)∇y∇⊤y w′(y) = f ′(y), y ∈ ω0, (16)

w′(y) = g′(y), y ∈ ∂ω0. (17)

Из-за принятого способа нагружения далее будет востребовано только сингу-
лярное решение плоской задачи теории упругости (16), (17) при f ′ = 0: влияние
стержней описывается при помощи фундаментальной матрицы для двумерной
системы Ламе (тензор Сомилианы), имеющей вид

�′(y) = (�′1(y), �′2(y)) = �0 ln r + �1(ϕ), (18)
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где (r, ϕ) ∈ R+ × S11 — система полярных координат, а симметричные (2 × 2)-
матрицы, неособенная числовая �0 и гладкая �1 на единичной окружности S11,
не понадобятся.

3. Одномерная модель стержней. Асимптотический анализ (см. [33–
35, 31, 32] и др.) задачи теории упругости для тонкого стержня, включаю-
щий классическую процедуру понижения размерностей, использует следующий
асимптотический анзац для вектора смещений:

uh(j)(y
j , zj) = Wh

(j)(η
j , z, ∂z)w

j(z)+ · · · :=
4∑

k=0

hk−2W k
(j)(η

j , z, ∂z)w
j(z)+ . . . . (19)

При этом (3× 4)–матрицы W k
(j) дифференциальных операторов заданы форму-

лами

W 0
(j)w

j(z) =

2∑

p=1

ej(p)w
j
p(z),

W 1
(j)(η

j , z, ∂z)w
j(z) = d6(ηj)wj4(z) + e(3)

(
wj3(z)−

2∑

p=1

ηjp
∂wjp
∂z

(z)

)
,

W 3
(j)(η

j , z, ∂z)w
j(z) = X j(ηj , z)D(∂z)w

j ,

W 4
(j)(η

j , z, ∂z)w
j(z) = X j′(ηj , z)D(∂z)∂zw

j(z).

(20)

Здесь фигурируют поворот вокруг оси стержня, а именно, последний столбец
(3× 6)-матрицы

d(x) = (d′(x), d6(x)) = (d†(x), d≡(x)) =




0 −x3 0 1 0 −2−1/2x2

0 0 −x3 0 1 2−1/2x1

1 x1 x2 0 0 0


 ,

(21)
порождающей три поступательных жестких смещения и три вращательных,
а также диагональная матрица D(∂z) = diag

{
∂2
z , ∂

2
z , ∂z, ∂z

}
и (3 × 4)-матрица

X (ηj , z), выглядящая так:

1

2

(
ν((ηj1)2−(ηj2)2)Hj(z)

4 2νηj1η
j
2Hj(z)

4 −2νηj1Hj(z)
2 0

2νηj2η
j
1Hj(z)

4 ν((ηj2)2−(ηj1)2)Hj(z)
4 −2νηj2Hj(z)

2 0

0 0 0
√

2Hj(z)
4�j(ηj)

)
. (22)

Она включает коэффициент Пуассона ν, профиль Hj(z) и функцию Сен-Венана
�j, т. е. обладающее нулевым средним решение задачи Неймана

−�ηj�
j(ηj) = 0, ηj ∈ ωj, ∂nj�j(ηj) = ηj2n

j
1(η

j)− ηj1nj2(ηj), ηj ∈ ∂ωj. (23)

Четвертое выражение в списке (20) и (3×4)-матрица X j′ по существу далее не
понадобятся.

Функции w1
1 , w

1
2 и w1

3 — осредненные поперечные и продольное смещения
в стержне, а w1

4 — его закручивание. Они удовлетворяют системе Кирхофа —
Клебша (см. [21, 36–41] и многие др.) четырех обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, распадающейся в силу ограничений (3),

∂2
zA

j
k(z)∂

2
zw

j
k(z) = f jk(z), z ∈ �j := (−ℓj, 0), k = 1, 2, (24)

−∂zAjl (z)∂zw
j
l (z) = f j3 (z), z ∈ �j , l = 3, 4. (25)
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Коэффициенты имеют вид

Ajk(z) = µ
3λ+ 2µ

λ+ µ
Hj(z)

4

∫

ωj

(
ηjk
)2
dηj ,

Aj3(z) = µ
3λ+ 2µ

λ+ µ
Hj(z)

2|ωj |, Aj4(z) =
µ

2
Hj(z)

4G(ωj)

(26)

(см., например, [31, гл. 5, § 2]). Здесь фигурируют площадь |ωj | и моменты
инерции Ikk(ωj) фигуры ωj (см. предпоследнюю формулу (3)), а также ее кру-
тильная жесткость [42]

G(ωj) =

∫

ωj

(∣∣∣∣
∂�j

∂ηj1
(ηj)− ηj2

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂�j

∂ηj2
(ηj) + ηj1

∣∣∣∣
2)
dηj . (27)

Краевые условия (6) порождают следующие условия в нижних концах от-
резков �j :

Ajk(zj)∂
2
zjw

j
k(zj)

∣∣
zj=−ℓj = 0, ∂zjA

j
k(zj)∂

2
zjw

j
k(zj)

∣∣
zj=−ℓj = 0, k = 1, 2, (28)

Ajl (zj)∂zjw
j
l (zj)

∣∣
zj=−ℓj = 0, l = 3, 4. (29)

Условия в точках zj = 0 будут найдены в результате асимптотического анализа.

4. Классический пограничный слой около кромки пластины.
В разд. 6 в качестве главных членов асимптотики на пластине решения задачи
(4)–(6) будет взята сумма

uh(0)(x) = Wh
(0)(ζ,∇y)e(3)(w3(y) + hw◦3(y)) + . . . , (30)

где дифференциальный оператор Wh
(0)(ζ,∇y) определен формулами (12), (13),

w3 — решение задачи (8), (9), а функцию w◦3 еще предстоит найти. Анзац
(30) годится только вне окрестностей кромки �h0 и примыкающих к пластине
торцов �hj = ωhj (0) стержней (2). Вблизи этих множеств необходимо построить
пограничные слои — двумерный и трехмерный. Обсудим первый из них.

При рассмотрении кромки пластины воспроизведем подход и результаты
работы [43]. В окрестности U дуги ∂ω0 введем локальные криволинейные коор-
динаты (n, s), где n — ориентированное расстояние до ∂ω0, n < 0 в ω0∩U , а s —
длина дуги, измеренная вдоль контура против часовой стрелки. Соответственно
e(n), e(s) и e(z) = e(3) — орты осей n, s и z. Сохраним масштаб для координаты

s и введем растянутые координаты y = (y1,y2)
⊤ = h−1(n, z− h/2), которые да-

лее интерпретируем как декартовы. Замена x 7→ (y, s) и формальный переход
к h = 0 трансформируют область (1) в прямое произведение P−×∂ω0, а задачу
(4)–(6), суженную на пластину �h0 , — в следующие двумерные, плоскую и анти-
плоскую (см. [38]), смешанные краевые задачи теории упругости на полуполосе
P− = {y : y1 < 0, |y2| < 1/2} с параметром s ∈ ∂ω0:

−µ�yv
#(y)− (λ+ µ)∇y∇y · v#(y) = 0, y ∈ P−,

v#(0,y2) = g#(y2), |y2| <
1

2
, (31)

µ
∂v1

∂y2
(y) + µ

∂v2

∂y2
(y) = 0, (λ+ 2µ)

∂v2

∂y2
(y) + λ

∂v1

∂y1
(y) = 0, y1 < 0, y2 = ±1

2
,
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−µ�yvs(y) − 0, y ∈ P−, µ
∂vs
∂y2

(y) = 0, y1 < 0, y2 = ±1

2
,

vs(0,y2) = gs(y2), |y2| <
1

2
.

(32)

Здесь v# = (vn,vz)
⊤ и vs — соответственно вектор продольных смещений и

поперечное смещение (депланация) в плоскостях, перпендикулярных боковой
поверхности �h0 пластины �h0 .

Согласно определениям (13) и соотношениям (9), а также предугаданному
равенству

w◦3(y) = 0, y ∈ ∂ω0, (33)

члены порядков h−2 и h−1 в анзаце (13) удовлетворяют краевым условиям (5)
на �h0 , но член порядка h0 = 1 оставляет невязку, которую следует компенсиро-
вать слагаемым h0v(y, s), отыскиваемым из задач (31) и (32) с такими правыми
частями:

gz(y2) = − λ

λ+ 2µ

(
y2

2

2
− 1

24

)
�yw3(0, s), gn(y2) = −y2

∂w◦3
∂n

(0, s), gs(y2) = 0.

Здесь функции w3 и w◦3 записаны в локальных координатах (n, s), а их след на
∂ω0 отвечает значению n = 0. Понятно, что vs = 0. Кроме того, как показывает
теория Кондратьева [44] (подробности см. в статье [43], а также в [45, гл. 5, § 7]
и [46, пример 1.12 и теорема 3.4]) существует решение задачи (31), представимое
в виде

v#(y) = Kn(ν)e(n) + Kz(ν)e(z)

+ (K(ν)�yw3(0, s)− ∂nw◦3(0, s))(y2e(n) − y1e(z)) + ṽ#(y). (34)

Остаток ṽ#(y) затухает при y1 → −∞ с экспоненциальной скоростью (см. ве-
совые гёльдеровские оценки [47]), Kn(ν), Kz(ν) и K(ν) — некоторые коэффи-
циенты, причем K(0) = 0 и K(ν) > 0 при ν ∈ (0, 1/2) (подробности см. в работе
[43]).

Для соблюдения естественного свойства двумерного пограничного слоя —
его экспоненциального затухания на удалении от кромки пластины — в первую
очередь требуется устранить линейное слагаемое в представлении (34). По-
стоянные члены учитываются при построении поправок следующего порядка в
анзаце (30) (см. разд. 7). Упомянутое первым слагаемое, имитирующее поворот
полуполосы P− на бесконечности, уничтожается постановкой краевого условия

∂nw
◦
3(y) = K(ν)�yw3(y), y ∈ ∂ω0. (35)

Вблизи нижних концов стержней также возникает явление пограничного
слоя (см. [48, 49, 34] и др.), которое описывается при помощи решений задачи

Неймана для системы Ламе в полуцилиндре Pj
+ = ωj(−ℓj) × R+. Сам полуци-

линдр Pj
+ получается в результате замены координат x 7→ ξj(+) = h−1(yj , z+ ℓj).

В случае ∂mz Hj(−ℓj) 6= 0 при каком-нибудь m ∈ N поверхность оказывается
«слегка искривленной», но спрямляется в пределе при h → +0. Таким обра-
зом, профиль Hj не влияет на старшие члены асимптотики, но значительно
усложняет построение младших из-за необходимости учитывать дополнитель-
ные невязки в краевых условиях на ∂Pj

+ \ ωj(−ℓj). В статье [50] показано,
что экспоненциальный характер затухания можно придать пограничному слою
путем выбора матриц X j , X j′ и постановки краевых условий (28), (29).
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Явные формулы для младших членов в данной статье не нужны, но для
упрощения строения степенного пограничного слоя, изучаемого в разд. 5, было
введено последнее требование (3).

5. Пограничный слой около зон присоединения стержней к пла-
стине. Сделаем растяжение координат x 7→ ξj = (ηj , ζ) = h−1(y − P j , z − h/2)
и перейдем формально к h = 0. В результате уведем часть границы сочлене-
ния �h на бесконечность и переделаем его в объединение �j единичного слоя
�0 = {ξj : ηj ∈ R2, |ζ| < 1/2} и полуцилиндра �j− = {ξj : ζ ≤ −1/2, ηj ∈ ωj}.
Попутно превратим систему уравнений (4) и краевые условия (6) в задачу

L(∇ξj )vj(ξj) = f j(ξj), ξj ∈ �j , B(ξj ,∇ξj )vj(ξj) = gj(ξj), ξj ∈ ∂�j , (36)

вариационная постановка которой — интегральное тождество [51–53]

E(vj , ψj ;�j) = (f j , ψj)�j + (gj , ψj)∂�j ∀ ψj ∈ Ej . (37)

Пространство Ej получено пополнением линейного множества C∞(�j)3 (бес-
конечно дифференцируемые вектор-функции с компактными носителями) по
«энергетической» норме ‖vj ;Ej‖ = (E(vj , vj ;�j) + ‖vj ;L2(Kj)‖2)1/2, где Kj —

какой-либо непустой компакт в �j .
Укажем весовое неравенство Корна [52–56]

|||vj ;�0|||2 + |||vj ;�j−|||2 ≤ Kj(E(vj , vj ;�j) + ‖vj ;L2(Kj)‖2) ∀ vj ∈ C∞(�j)
3,

в котором нормы на слое и на полуцилиндре выглядят следующим образом:

|||vj ;�0|||2 =

∫

�0

(
2∑

p=1

(∣∣∣∣
∂vjp

∂ηjp

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂vjp

∂ηj3−p

∣∣∣∣
2

+
1

R0(ξj)2

(∣∣∣∣
∂vj3
∂ηjp

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂vjp
∂ζ

∣∣∣∣
2)

+
1

R0(ξj)2
∣∣vjp
∣∣2
)

+
∣∣∂ζvj3

∣∣2 +R9(ξ
j)−4

∣∣vj3
∣∣2
)
dξj при R0(ξ

j) = (1 + ρj)(1 + | ln ρj |), ρj = |ηj |,

|||vj ;�j−|||2 =

∫

�j
−

(
2∑

p=1

(∣∣∣∣
∂vjp

∂ηjp

∣∣∣∣
2

+
1

Rj(ξj)2

(∣∣∣∣
∂vj3
∂ηjp

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂vjp
∂ζ

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂vjp

∂ηj3−p

∣∣∣
2
))

+

∣∣∣∣
∂vj3
∂ζ

∣∣∣∣
2

+
1

Rj(ξj)4

2∑

p=1

|vjp|2 +
1

Rj(ξj)2
|vj3|2

)
dξj при Rj(ξ

j) = 1 + |ζ|.

Заметим, что поворот вокруг оси ζ, т. е. последний столбец d6(ξj) матрицы
(21), не принадлежит введенному пространству, так как для него расходится
интеграл по слою. Нетрудно проверить (см., например, публикации [52, 56]),
что остальные жесткие смещения, т. е. пять столбцов (3 × 5)-блока d′(ξj), для
которых все интегралы сходящиеся, попадают в пространство Ej , так как мо-
гут быть приближены финитными вектор-функциями по энергетической норме.
Поскольку билинейная форма из тождества (37) вырождается только на жест-
ких смещениях, сделанные наблюдения вместе с простыми следовыми неравен-
ствами и теоремой Рисса о представлении линейного функционала в гильбер-
товом пространстве приводит к следующему утверждению.
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Лемма 1. Пусть правые части задачи (36) подчинены включениям1)

R0f
j
p ,R

2
0f
j
3 ∈ L2(�0), R0g

j
p,R

2
0g
j
3 ∈ L2(∂�0 ∩ ∂�j),

R2
jf
j
p ,Rjf

j
3 ∈ L2(�j−), R2

jg
j
p,Rjg

j
3 ∈ L2(∂�j− ∩ ∂�j)

(38)

при p = 1, 2 и пяти условиям ортогональности
∫

�j

d′(ξj)⊤f j(ξj)dξj +

∫

∂�j

d′(ξj)⊤gj(ξj) dsξj = 0 ∈ R5. (39)

Тогда вариационная задача (37) имеет решение vj ∈ Ej , определенное с точно-
стью до слагаемого d′(ξj)bj′ для любого столбца bj′ ∈ R5, однако при выполне-
нии условий ортогональности (vj , d′)Kj = 0 ∈ R5 оно становится единственным

и удовлетворяет оценке ‖vj;Ej‖ ≤ cjKNj , где Kj ⊂ �j — непустой компакт, а Nj
— сумма норм функций (38) в указанных пространствах.

Если правые части f j и gj гладкие, то их дифференциальные свойства
передаются решению всюду, кроме ребра ∂ωj × {−1/2} на границе ∂�j (см.
[57–59, 51] и [60]).

Известно (см., например, [46, пример 1.12 и предложение 3.2]), что в силу
леммы 1 у однородной (f j = 0 и gj = 0) задачи (36) есть двенадцать решений
с полиномиальным ростом при ζ → −∞ и некоторым вполне определенным
поведением в слое (см. ниже).

Число двенадцать есть не что иное, как количество мономов

e(3), −ze(1), −ze(2) и e(1), e(2),
1√
2
e(4), (40)

Z1(z) =
z

Aj3(0)
e(3), Z2(z) =

1

Aj1(0)

z3

6
e(1), Z3(z) =

1

Aj2(0)

z3

6
e(2),

Z4(z) = − 1

Aj1(0)

z2

2
e(1), Z5(z) = − 1

Aj2(0)

z2

2
e(2), Z6(z) = 2−1/2 z

Aj4(0)
e(4),

(41)

являющихся решениями следующей системы однородных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (24) и (25) с замороженными в точке z = 0 коэффи-
циентами:

D(∂z)A
j(0)D(∂z)Z

q(z) = 0, z ∈ R, q = 1, . . . , 6.

В формулах (40) и (41) фигурируют орты e(m) = (δ1,m, δ2,m, δ3,m, δ4,m)⊤ про-

странства R4 и диагональная матрица Aj = diag
{
Aj1, A

j
2, A

j
31, A

j
4

}
. При помощи

(3 × 4)-матрицы W1
(j) дифференциальных операторов, заданной соотношения-

ми (19), (20) и (22) с параметром h = 1, определим по группе мономов (41)
следующие вектор-функции с полиномиальным поведением по переменной ζ:

Z q
(j)(ξ

j) = W1
(j)(η

j , ∂ζ)Z
q(ζ), q = 1, . . . , 6. (42)

Нетрудно усмотреть, что, во-первых, формула (42) с первой группой (40) по-
рождает жесткие смещения, т. е. столбцы матрицы (21), и, во-вторых, сами
вектор-функции (42) аннулируются оператором L(∇ξj ) в целом цилиндре ωj×R
и оператором B(ηj ,∇ξj ) на его поверхности.

1)Требования (38) к правым частям можно ослабить.



490 С. А. Назаров

Ближайшая цель — показать, что поля смещения (42) порождают соот-
ветственно продольную и поперечные силы, приложенные на бесконечности в
полуцилиндре �j−, а также изгибающие и крутящий моменты, и установить су-
ществование названных решений в виде

V q
(j)(ξ

j) = χj(ξ
j)Z q

(j)(ξ
j) + χ0(ξ

j)Y q(ξj) + V̂ q
(j)(ξ

j), q = 1, . . . , 6, (43)

подобрав подходящие вектор-функции Y 1, . . . ,Y 6 в слое. Срезки χj(ξ
j) =

χ(−ζ) и χ0(ξ
j) = χ(ρj/Rj) определены по «эталонной» срезающей функции

χ ∈ C∞(R), подчиненной равенствам χ(t) = 0 при t < 1 и χ(t) = 1 при t > 2, а
радиус Rj выбран так, что круг B2

Rj
= {ηj : ρj < Rj} включает множество ωj .

Вычислим интегралы Iqjp(R) из формулы

(
I
q
11(R), . . . , Iqj6(R)

)⊤
=

∫

ωj

d(ηj , R)⊤σ(ζ)
(
Z q

(j); η
j ,−R

)
dηj , R >

1

2
, (44)

где �jR(Z ) := σ(ζ)(Z ) = (σ13(Z ), σ23(Z ), σ33(Z ))⊤ — вектор нормальных на-
пряжений на сечении ωj(−R) цилиндра. Сначала рассмотрим наиболее важные
для дальнейшего интегралы (44) при p = 1. В силу соотношений (20), (22) и
предположений (3) имеем

�jR
(
Z 1

(j); η
j
)

=
1

Aj3(0)
e(3)

(
λ+ 2µ+ λ

(
∂X13

∂ηj1
(ηj) +

∂X13

∂ηj1
(ηj)

))
∂ζ

∂ζ

=
µ

Aj3(0)

3λ+ 2µ

λ+ µ
⇒ I1j1(R) = 1 и I1jm(R) = 0 при m = 2, . . . , 6. (45)

Чуть более сложные выкладки при учете формул (27) и (26) нужны для
вывода равенств

I6j6(R) = 1 и I6jm(R) = 0 при m = 1, . . . , 5, (46)

так как �jR
(
Z 6

(j); η
j
)

= µ(d6(ηj , 0) + 21/2(∇⊤ηj , 0)⊤�j(ηj)) и

Aj4(0)I6j6(R) =
µ

2

∫

ωj

(∣∣ηj2
∣∣2 +

∣∣ηj1
∣∣2 − ηj2

∂�j

∂ηj1
(ηj) + ηj1

∂�j

∂ηj2
(ηj)

)
dηj

=
µ

2
G(ωj)−

µ

2

∫

ωj

(
|∇ηj�j(ηj)|2 − ηj2

∂�j

∂ηj1
(ηj) + ηj1

∂�j

∂ηj2
(ηj)

)
dηj = Aj4(0),

причем последний интеграл обратился в нуль благодаря формуле Грина и со-
отношениям (23).

Далее при p = 1, 2 и m = 1, . . . , 6 находим, что интеграл I3+pjm (R) принимает
вид
∫

ωj

dm(ηj ,−R)⊤�jR
(
Z 3+p

(j) ; ηj
)
dηj

= δ3+p,m

∫

ωj

(
0, 0, (λ+ 2µ− 2λν)ηjp

)(
Re(p) + ηjpe(3)

)
dηj = δ3+p,m. (47)

Наконец, последняя группа нужных равенств

I
1+p
jm (R) = δ1+p,m, p = 1, 2, m = 1, . . . , 6,
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требует более длинных вычислений, поскольку для мономов Z1+p третьей сте-
пени из списка (41) вектор нормальных напряжений �jR

(
Z 1+p

(j) ; ηj
)

зависит от

третьей строки матрицы X ′, для которой громоздкое явное выражение не при-
ведено. Поэтому приходится так же, как, например, в [31, гл. 5, § 1, 2], принять
во внимание тот факт, что нужные элементы упомянутой матрицы находятся из
задачи Неймана для оператора Лапласа в области ωj , и после неоднократного

интегрирования по частям свести искомую величину к интегралу от
(
ηjp
)2

с тем
же множителем, что и в формуле (47). Соответствующие выкладки воспроизво-
дить не будем по нескольким причинам. Во-первых, далее по существу исполь-
зуется только формула (45). Во-вторых, в [31, гл. 5, § 3] даже для анизотропных
стержней разработан вполне элементарный способ вычисления искомых инте-
гралов. Более того, в статье [61] для общих краевых задач в случае формально
самосопряженных эллиптических систем второго порядка в цилиндрах установ-
лена простая взаимосвязь между формулами Грина для исходной задачи и ее
одномерной моделью. Выкладки (44)–(47) приведены для того, чтобы сделать
понятными дальнейшие рассуждения.

Как упоминалось, поведение решений задачи (36) в цилиндрическом выхо-
де на бесконечность изучается при помощи теории Кондратьева [44] (см. также
[45, гл. 3, 6] и [46, § 3], которая к тому же обслуживает угловые и конические об-
ласти, однако выход на бесконечность в виде слоя не подпадает под эту теорию.
В статьях [62–65] и [53] был разработан подход к построению разложений кон-
кретных задач математической физики в секторе слоя и, в частности, в целом
слое. Важное наблюдение: для упругого слоя алгоритм построения разложе-
ний на бесконечности в �0 совпадает с процедурой понижения размерности для
пластины �h0 из разд. 2.

Введем аналогичный (41) набор решений двумерной модели (8), (16)

Y1(y) = −�(y)e(3), Y2(y) = �(y)e(1), Y3(y) = �(y)e(2), а также

Y4(y) =
∂�

∂y1
(y)e(3), Y

5(y) =
∂�

∂y1
(y)e(3), Y

6(y) =
(
d6(−∇⊤y , 0)⊤�(y)⊤

)⊤
.

(48)

Здесь � — (3 × 3)-матрица diag
{
�′, A−1

0 �3

}
, содержащая тензор Сомилианы и

фундаментальное решение оператора A0�
2
y из формул (18) и (10), а несколько

знаков транспонирования возникли из-за согласования порядка записи диффе-
ренцирования и произведения матриц. Положим

Y q(ξj) = W1
(0)(ζ,∇ηj )Yq(ηj), q = 1, . . . , 6, (49)

где матричный оператор W1
(0) задан формулами (12), (13) при h = 1. Приведем

выкладки, которые в соответствии с определениями (48) придают полям (49)
смысл соответственно поперечной и продольных сил, а также изгибающих и
крутящего моментов, приложенных на бесконечности в слое �0. Именно эти
поля появляются в представлении (43) искомых решений однородной задачи
(36) для неограниченного тела �j .

Вычислим интегралы Iq0m(R) из формулы

(
I
q
01(R), . . . , Iq06(R)

)⊤
=

∫

⊚R

d(ηj , z)⊤σ(ρ)(Y q; ξj)dsξj , R > Rj ,

где (ρ, ϕ, ζ) — цилиндрические координаты, а ⊚R = S1R × (−1/2, 1/2) — конеч-
ная цилиндрическая поверхность, на которой вектор нормальных напряжений
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�0
R(Y ) = σ(ρ)(Y ) имеет вид

σ(ρ)(Y ) = σ(1)(Y ) cosϕ+ σ(2)(Y ) sinϕ,

причем σ(k)(Y ) = (σk1(Y ), σk2(Y ), σk3(Y ))⊤.
Начнем с наиболее важных интегралов при q = 1. Согласно формулам (13)

и (15) имеем

σki(Y
1; ξj) = 2ζ

µ

A0

(
∂2�3

∂ηji ∂η
j
k

(ηj) + δk,i
λ

λ+ 2µ
�ηj�3(η

j)

)
+O

(
1

ρj

)
,

σk3(Y
1; ξj) =

µ

A0

λ+ µ

λ+ 2µ

(
1

2
− 2ζ2

)
∂

∂ηjk
�ηj�3(η

j), k, i = 1, 2.

(50)

Проинтегрировав по ζ ∈ (−1/2, 1/2), выводим с учетом равенства ∂ρj = cosϕ∂ηj1
+ sinϕ∂ηj2

, что

I101(R) =
µ

A0

λ+ µ

λ+ 2µ

1/2∫

−1/2

(
1

2
−2ζ2

)
dζ

∫

S1R

∂

∂ρj
�ηj�3(η

j)dsηj +O

(
1

R

)
= 1+O

(
1

R

)
.

Интеграл по окружности вычислен согласно третьей формуле (10). Равенства
I10m(R) = O(R−1) при m = 2, . . . , 5 вытекают непосредственно из соотношений
(50), но в случае m = 6 нужно дополнительно принять во внимание свойство

нечетности по одной из переменных ηji .

Вычислим интегралы I3+p0m (R) при p = 1, 2. Выражения для напряжений
σkq(Y

p+3; ξj) получаются дифференцированием правых частей (50) по −ηjp. За-
метим, что

cosϕ
∂3�3

∂(ηj1)
3

+ sinϕ
∂3�3

∂ηj2∂(ηj1)
2

= cosϕ�ηj
∂�3

∂ηj1
−
(

cosϕ
1

∂ηj2
− sinϕ

1

∂ηj1︸ ︷︷ ︸

)
∂2�3

∂ηj1∂η
j
2

,

cosϕ
∂3�3

∂ηj1∂(ηj2)
2

+ sinϕ
∂3�3

∂(ηj2)
3

= sinϕ�ηj
∂�3

∂ηj2
+

(
cosϕ

1

∂ηj2
− sinϕ

1

∂ηj1︸ ︷︷ ︸

)
∂2�3

∂ηj1∂η
j
2

,

где фигурной скобкой снизу выделено дифференциальное выражение ρ−1
j ∂ϕ,

исчезающее после интегрирования вдоль окружности. В итоге формула (10)
для �3 показывает, что

I
3+p
03+p(R) =

4µ

A0

λ+ µ

λ+ 2µ

∫

S1R

∂ηjp
∂ρj

�ηj
∂�3

∂ηjp
(ηj) dsηj

−
∫

S1
R

ηjp
∂

∂ρj
�ηj

∂�3

∂ηjp
(ηj) dsηj +O

(
1

R

)
= 1 +O

(
1

R

)
.

Кроме того, учитывая свойство нечетности подынтегрального выражения по
одной из переменных ηjk или ζ, обнаруживаем, что I3+p0m (R) = O(R−1), m =
1, . . . , 6, m 6= 3 + p.

Интегралы I1+p0m (R) при p = 1, 2 находятся при помощи соотношений

σki(Y
1+p; ξj) = σ′ki(�

′e(p); η
j) +O

(
ρ−2
j

)
, σk3(Y

1; ξj) = O
(
ρ−2
j

)
, k, i = 1, 2,
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и выкладки, в которой интегралы понимаются в смысле теории обобщенных
функций (см., например, [66]), придающей смысл равенству L′(∇y)�′(y) = I2δ(y)
с дельта-функцией Дирака:

I
1+p
0m (R) =

1/2∫

−1/2

dζ

∫

S1
R

e′⊤(m)σ
′(ρj)(�′e(p); η

j) dsηj +O

(
1

R

)

=

∫

B2R

e′⊤(m)L
′(∇y)�′(ηj)e(p) dηj +O

(
1

R

)

= δ1+p,m +O(R−1), m = 2, 3, I
1+p
0m (R) = O(R−1), m = 1, 4, 5, 6.

Здесь e′(m) =
(
δ1,m, δ2,m

)⊤
и σ′(ρj)(�′p) — вектор нормальных напряжений на

окружности, найденный по двумерному тензору напряжений (σ′ki(�
′p))2k,i=1 с

постоянными Ламе λ0 и µ.
Наконец, последние из нужных равенств I60m(R) = δ6,m +O(R−1) при m =

1, . . . , 6 выводятся при учете определения функции Дирака и вытекающего из
него соотношения∫

B2R

d6′(ηj)⊤L′(∇ηj )(d6′(−∇ηj )⊤�′(ηj)⊤)⊤dηj =

∫

B2R

d6′(ηj)⊤d6′(−∇ηj )δ(ηj) dηj

=

∫

B2R

δ(ηj) d6′(∇ηj )⊤d6′(ηj)dηj =

∫

B2R

δ(ηj) dηj = 1.

При этом d6′(y) = 2−1/2(−y2, y1)⊤ — укороченный последний столбец матрицы
(21), а равенство d6′(∇y)⊤d6′(y) = 1 выполнено благодаря множителям 2−1/2 в
определении (21).

Теперь сформулируем центральное утверждение раздела.

Теорема 1. Однородная задача (36) имеет шесть решений (30) с асимпто-

тическими членами (42), (49) и «энергетическим» слагаемыми V̂ q
(j) ∈ Ej , допус-

кающими представления

V̂ q
(j)(ξ

j) = χj(ξ
j) d(ξj)tq(j) + χ0(ξ

j)W1
(0)(ζ,∇ηj )T q

(j)(∇ηj )�(ηj) + Ṽ q
(j)(ξ

j).

При этом столбец tq(j) ∈ R6 и коэффициенты дифференциальных операторов

T q
(j)(∇ηj )� =

(
T q1

(j) (∇ηj )�′i + T q2
(j) (∇ηj )�′2(

T q3(j)11∂
2
ηj1

+ 2T q3(j)12∂ηj1
∂ηj2

+ T q3(j)22∂
2
ηj2

)
�3

)
,

T qk
(j) (∇ηj ) =

(
T qk(j)1∂ηj1

+ T qk(j)0∂ηj2
T qk(j)0∂ηj1

+ T qk(j)2∂ηj2

) (51)

зависят от индексов q = 1, . . . , 6, j = 1, . . . , J (и k = 1, 2), остаток Ṽ q
(j)(ξ

j)

исчезает с экспоненциальной скоростью на бесконечности в цилиндре �j− вместе

со своими производными, а в слое �0 при всех α′ = (α1, α2) ∈ N2
0 и α3 ∈ N0 =

{0, 1, 2, . . .} для него выполнены оценки
∣∣∂α3

ζ ∇α
′

ηj Ṽ
q

(j)m(ξj)
∣∣ ≤ Clαρδm,3−2−α1−α2

j (1+(1−δm,3)| ln ρj |), ρj > Rj , m = 1, 2, 3.

(52)
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Кроме того, компоненты εik(V̂
q

(j)) тензора деформаций (и напряжений) исчеза-

ют на бесконечности в полуцилиндре с экспоненциальной скоростью, а в слое
— как O

(
ρ−2
j

)
.

Доказательство. Существование решений (30) вытекает из леммы 1 и
проделанных вычислений. В самом деле, правые части задач для «энергетиче-

ских» составляющих V̂ q
(j) удовлетворяют включениям (38), а интегрирование по

частям в усеченном теле �j(R) = {ξj : ζ > −R и ρj < R} и предельный переход
при R → +∞ устанавливают равенства (39) при q = 1, . . . , 5. Именно послед-
ний факт обеспечен предшествующими выкладками, так как внешняя нормаль
на сечении ωj(−R) и на цилиндрической поверхности ⊚R равна −e(3) и ρ−1

j ηj

соответственно, а значит, интегралы по этим частям границы взаимно уничто-
жаются в пределе. Кроме того, формулы (46) проверяют условия разрешимости
(39) в случае q = 6.

Асимптотическое представление в цилиндре �j− — классический резуль-

тат2) теории Кондратьева [44] (см. также [45, гл. 5] и [47; 46, § 3]), а пред-
ставление в слое установлено в [53], где, в частности, изложены процедуры
построения разложений в бесконечные ряды и вывода оценок асимптотических
остатков. Отметим, что жесткое смещение удалено из разложения в слое �0 и
помещено в цилиндр �j− (см. слагаемое χj(ξ

j)d(ξj)tq(j)), а значит, коэффициен-

ты разложения определены однозначно. В выражение χ0W
1
(0)T

q
(j)� включены

все степенно-логарифмические решения ρ−1
j U ′(ϕ) двумерной системы Ламе и

U1
3 (ϕ) ln ρj + U0

3 (ϕ) бигармонического уравнения за исключением поля, порож-
денного моментом вращения вокруг оси апликат и имеющегося лишь у реше-
ния Y 6

(j), а также вертикального сдвига, переведенного в �j−. Наконец, непо-

средственное вычисление деформаций при учете формул (13), (14) и (51), (52)
обеспечивает последнее утверждение теоремы.

Опишем еще один набор решений задачи в неограниченном упругом теле
�j . Пусть P(y) — векторный полином, который определен похожими на (51)
формулами и состоит из линейной вектор-функции P ′(y) = (P1(y),P2(y))

⊤,
удовлетворяющей системе Ламе, и из квадратного трехчлена P3(y), уничтожа-
емого бигармоническим оператором �2

y. По изложенной схеме строим решение

V(P; ξj) однородной задачи (36), допускающее представление

V(j)(P; ξj) = χ0(ξ
j)W1

(0)(ζ,∇ηj )(P(ηj) + T P

(j) (∇ηj )�(ηj))

+ χj(ξ
j)d(ξj)bP

(j) + Ṽ(j)(P; ξj). (53)

При этом bP

(j) ∈ R6 — столбец и T P

(j) — определенный по формулам (51) диф-

ференциальный оператор, зависящие от полинома P и индекса j, а для экспо-

ненциально затухающего в полубесконечном цилиндре �j− остатка Ṽ(j)(P; ξj)
верны оценки (52) в слое �0.

6. Построение главных членов асимптотики. Дополним анзац (30)
для сужения uh0 решения задачи (4)–(6) на пластину �h0 асимптотическими
анзацами

uh(j)(x) = h−2d†(yj , z)d†(3)(∇yj , 0)⊤w3(P
j) + h−1d†(yj , z)d†(3)(∇yj , 0)⊤w◦3(P j)

+ hW1
(j)(η

j , ∂z)e(3)w
j
3(z) + . . . (54)

2)Иной подход, впрочем не дающий поточечные экспоненциальные оценки остатков,
предложен в [67].
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для сужений uhj на стержни �hj . Здесь d†(x) и d†(3)(x) — (3 × 3)-блок матрицы

(21) и его нижняя строка, а w3 — решение задачи (8), (9). Первое слагаемое
анзаца (54)

d†(yj , zj)d
†
(3)(∇yj , 0)⊤w3(P

j)

= e(3)w3(P
j) +

(
yj1e(3) − ze(1)

)
∂yj1

w3(P
j) +

(
yj2e(3) − ze(2)

)
∂yj2

w3(P
j)

есть не что иное, как главный член смещения стержня как жесткого цело-
го, а второе слагаемое еще предстоит определить. Третье слагаемое описы-
вает продольное растяжение стержня под действием силы тяжести, а значит,
функция wj3 находится из уравнения (25) с индексом l = 3 и с правой частью

f j3 (zj) = gρ|ωj|Hj(zj)
2. В силу краевого условия (29) при l = 3 получаем, что

Aj3(0)∂zjw
j
3(0) = Fj := −gρ|ωj|

0∫

−ℓj

Hj(zj)
2 dzj. (55)

Равенство wj3(0) = 0 полностью фиксирует функцию wj3, а h2Fj — общий вес
стержня �hj .

Применим метод сращиваемых асимптотических разложений (см. [68, 69;
30, гл. 2] и др.) и в качестве главных членов внутреннего разложения, пригод-
ного в непосредственной близости от торца ωhj (0), за который стержень присо-
единен к пластине, возьмем сумму

uh(x) = h−2d†(hξj)d†(3)(∇yj , 0)⊤w3(P
j) + h−1d†(hξj)d†(3)(∇yj , 0)⊤w◦3(P

j)

+ hFj
(
V 1

(j)(ξ
j)− (8π)−1 lnhV

(
ηj 7→ ρ2

j ; ξ
j
))

+ . . . . (56)

Первые два члена согласованы с такими же членами внешних разложений (30)
и (54), а третий член, включающий построенное в разд. 5 решение V 1

(j) одно-

родной задачи (36), учитывает его представление (43) в полуцилиндре �j− и
вытекающую из равенства (55) формулу Тейлора

wj3(z) = Aj3(0)−1F jz +O(z2) = hAj3(0)−1F jζ +O(h2ζ2) при z → −0.

Итак, выполнено сращивание разложений (56) и (54). Представления (43) и

(53) в слое �0 вектор-функций V 1
(j) и V(j)(P; ·) при P(ηj) = ρ2

j =
(
ηj1
)2

+
(
ηj2
)2

,

а также соотношение �3(η
j) = h−2(8π)−1r2j (ln h− ln rj), объясняющее появление

множителей h и lnh в последнем члене анзаца (56), показывают, что сращива-
ние внутреннего и внешнего разложений в теле пластины обеспечивает такие
представления поправочного члена w1

3 анзаца (30) вблизи точек P 1, . . . , P J :

w1
3(y) = d†(yj , 0)d†(3)(∇yj , 0)⊤w1

3(P
j) + F jA−1

0 �3(y
j) +O(r2j ) при rj → +0. (57)

Благодаря определению (11) функций Грина Gj решение однородного уравне-
ния (8) в проколотой области ω0\{P 1, . . . , P J}, удовлетворяющее соотношениям
(57), принимает вид

w◦3(y) = w•3(y) + F1G
1(x) + · · ·+ FJG

J (x),

где w•3 ∈ C∞(ω0) — бигармоническая функция, подчиненная краевым условиям
(33) и (35).
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Окончательно поправочный член в асимптотике жестких смещений стерж-
ней выглядит так:

d†(3)(∇yj , 0)⊤w◦3(P j)

= d†(3)(∇yj , 0)⊤
(
w•3(y) +

J∑

k=1

Fk
(
Gk0(y) + (1− δj,k)�3(y − P k)

)
)∣∣∣∣∣

y=P j

.

7. Младшие члены асимптотики. Из-за введенных в разд. 1 требо-
ваний геометрической симметрии старшие члены асимптотики, построенные в
предыдущем разделе, указывают на вертикальную деформацию элементов со-
членения �h, а именно, прогиб пластины и смещение стержней вниз с поворотом
и продольным растяжением. Покажем, что очередные асимптотические члены
порождают и иные типы деформаций пластины и стержней.

В первую очередь вспомним, что нужно еще соблюсти условия экспоненци-
ального затухания пограничного слоя около кромки пластины, т. е. устранить
слагаемыеKz(ν)e(z) и Kn(ν)e(n) из представления (34) вектора v#. Если первое
слагаемое учитывается постановкой краевого условия

w2
3(y) = −Kz(ν)�yw3(y), y ∈ ∂ω0,

в задаче для еще одного поправочного члена h2w2
3(y) из анзаца (30), то второе

слагаемое требует введения члена hw1′(y), в котором вектор-функция hw1′ =

h
(
w1

1 , w
1
1

)⊤
является решением однородной (f ′ = 0) двумерной системы Ламе

(16) с данными Дирихле

w1
n(y) = −Kz(ν)�yw3(y), w1

s(y) = 0, y ∈ ∂ω0,

и описывает продольную деформацию пластины. Справедлива формула Тей-
лора

w1#(y) = w1#(P j) +
2∑

p,q=1

yjp
∂w1

q

∂yjp
(P j) +O(r2j ) при rj → +0, (58)

старшие члены которой подлежат сращиванию с внутренним разложением в

окрестности торца ωhj (0) = ∂�h0 ∩ ∂�hj . К анзацу (30) присоединяем выражение

hW1
(0)

(
w1

1 , w
1
2 , 0
)⊤

, а составляющие, порожденные линейной частью формулы

(58), разобьем на группы

W1
(0)(ζ,∇y)

(
2∑

p=1

w1
p(P

j)e(p) +
1

2

(
∂w1

2

∂yj1
(P j)− ∂w1

1

∂yj2
(P j)

)(
cY −(yj)

0

))
(59)

и

W1
(0)(ζ,∇y)

(
2∑

p=1

∂w1
p

∂yjp
(P j)yjpe(p) +

1

2

(
∂w1

2

∂yj1
(P j) +

∂w1
1

∂yj2
(P j)

)(
Y +(yj)

0

))
. (60)

Здесь Y ±(y) = (±y2, y1)⊤. Сумма (59) — жесткое продольное смещение
d≡(y, 0)b≡ с подходящим столбцом b≡ ∈ R3. Сумма (60), которую обозначим че-
рез W1

(0)(ζ,∇y)P(1j)(y
j), — линейная вектор-функция, порождающая продоль-

ные деформации пластины в точке P j . Таким образом, внутреннее разложение
(56) следует дополнить слагаемым (59) и построенным в конце разд. 5 полем
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h2V(P(1j); ξ
j), которое в силу представления (53) вызывает дополнительное

жесткое смещение h2d(hyj , hz)bP(1j) стержня �hj , вообще говоря, включающее

его закручивание. Впрочем, в анзац для uhj = uh
∣∣
�h

j

уже пришлось включить

аналогичное поле

−(8π)−1F jh lnh d(hyj , hz)b
ηj 7→ρ2j
(j) (61)

из-за вычитаемого во внутреннем разложении (56) в зоне присоединения стерж-
ня к пластине. Особое внимание обратим на логарифмический множитель в
выражении (61) (см. разд. 8).

Напрашивается вывод: у всех членов внутреннего разложения около торца
ωhj (0), кроме последнего слагаемого в (56), в представлении на полуцилиндре

�j− фигурируют только линейные вектор-функции вида d(ξj)b... (как обычно,
в асимптотических рядах по степеням малого параметра h игнорируем слагае-
мые, затухающие на бесконечности с экспоненциальной скоростью). Этот вывод
может быть оспорен только по двум причинам. Во-первых, даже для цилин-
дрических (т. е. Hj = 1 в определении (2)) стержней унаследованная от анзаца
(19) асимптотическая конструкция

wj3(zj)e(3) − ν
2∑

p=1

ηjp∂zjw
j
3(zj)e(p) + X ′3(ηj)∂2

zjw
j
3(zj)e(p)

при wj3(zj) = 1
2ρgzj

(
zj + 2ℓj) оставляет невязки в краевых условиях на боковой

поверхности цилиндра. Во-вторых, невязки появляются и в краевых услови-
ях на нижнем торце стержня, и они компенсируются посредством построения
пограничного слоя в полуцилиндре PJ

+ (см. конец разд. 4), экспоненциальное
затухание которого может потребовать постановки неоднородных краевых усло-
вий (28) и (29). В обоих случаях вариация сечения ωhj (zj) усугубляет указанные
эффекты. Вместе с тем вполне разумна гипотеза о том, что наведенное таким
способом нагружение стержней самоуравновешено и потому не передается на
пластину. Впрочем, обоснование гипотезы в данной статье отсутствует.

8. Неравенство Корна [70] для сочленения. Асимптотически точное,
а значит, анизотропное и весовое неравенство Корна для конструкций из пла-
стин и стержней различных форм при разных способах крепления доказаны в
работе [55] (см. также [56, § 5]), однако, к сожалению, сочленение �h, закреплен-
ное только вдоль кромки пластины, рассмотрено не было (в указанных в разд. 1
работах закрепленными считаются как пластины, так и стержни). Восполним
этот пробел.

На пластине �h0 справедлива оценка (см. [71], а также [56, теорема 2.5])

∣∣∣∣∣∣uh;�h0
∣∣∣∣∣∣2

0
≤ K0E

(
uh, uh;�h0

)
, (62)

где множитель K0 не зависит ни от поля uh ∈ H1
0

(
�h0 ; �h0

)3
, ни от параметра

h ∈ (0, h0] при некотором h0 > 0, а норма в левой части задана формулой

∣∣∣∣∣∣uh;�h0
∣∣∣∣∣∣2
h

=

∫

�h
0 )

(
2∑

k=1

(∣∣∣∣
∂uhk
∂yk

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂uhk
∂y3−k

∣∣∣∣
2

+
h2

R2
h

(∣∣∣∣
∂uhk
∂z

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂uh3
∂yk

∣∣∣∣
2)

+
1

R2
h

|uhk |2
)

+

∣∣∣∣
∂uh3
∂z

∣∣∣∣
2

+
h2

R4
h

|uh3 |2
)
dx при Rh(y) = h+ dist(y, ∂ω0). (63)
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Весовой множитель Rh(y), приобретающий порядок h в непосредственной бли-
зости от границы сечения ω0, учитывает краевое условие Дирихле (5). В силу
простого соотношения

rj | ln rj | ≤ cjh(1 + | lnh|) на круге B2
hrj =

{
y : ηj ∈ B2

rj

}
⊂ ωhj

анизотропное неравенство Корна (62) и одномерное неравенство Харди «с ло-
гарифмом» (см. первоисточник [72] и, например, книгу [73])

1∫

0

|U(r)|2
| ln r|2

dr

r
≤ 4

1∫

0

∣∣∣∣
dU

dr
(r)

∣∣∣∣
2

r dr ∀ U ∈ C∞c [0, 1) (64)

дают оценку на круговом цилиндре Qh
j = B2

hrj
(P j) × (0, h) ⊂ �h0 с малыми

высотой и радиусом

h−2(1 + | lnh|)−2
(∥∥uh1 ;L2

(
Qh
j

)∥∥2
+
∥∥uh2 ;L2

(
Qh
j

)∥∥2
+ h2

∥∥uh3 ;L2
(
Qh
j

)∥∥2)

≤ CjE
(
uh, uh;�h0

)
. (65)

На упомянутом цилиндре представим поле uh в виде

uh(x) = d(y − P j , z − h/2)bh(j) + uh⊥(j) (x), x ∈ Qh
j , (66)

определив столбец bh(j) ∈ R6 так, чтобы соблюсти условия ортогональности

∫

Qh
j

d

(
y − P j , z − h

2

)⊤
uh⊥(j) (x) dx = 0 ∈ R6, (67)

которые согласно результатам [74, 52] (см. также [56, § 2]) показывают, что

h−2
∥∥uh⊥(j) ;L2

(
Qh
j

)∥∥2
+
∥∥∇xuh⊥(j) ;L2

(
Qh
j

)∥∥2

≤ cjE
(
uh⊥(j) , u

h⊥
(j) ;L

2
(
Qh
j

))
= cjE

(
uh, uh;L2

(
Qh
j

))
, (68)

h−2
∥∥uh⊥(j) ;L2

(
�hj (−2h, 0)

)∥∥2
+
∥∥∇xuh⊥(j) ;L2

(
�hj (−h, 0)

)∥∥2

≤ Cj
(
E
(
uh⊥(j) , u

h⊥
(j) ;L

2
(
�hj (−h, h)

))
+ h−2

∥∥uh⊥(j) ;L2
(
Qh
j

)∥∥2)
. (69)

Здесь �hj (−2h, 0) = ωhj × (−2h, 0) = {x ∈ �hj : z ∈ (−2h, 0)}, а коэффициенты

h−2 появились вследствие растяжения координат перед применением известных
вариантов неравенств Корна.

Распространим представление (66) на стержень �hj и введем поле uh(j)(x) =

χ(1−h−1z)uh⊥(j) (x), равное нулю при x ∈ ωhj (0) ⊂ ∂�h0 и удовлетворяющее в силу

формулы (69) соотношению

E
(
uh(j),u

h
(j);�

h
j

)
≤ 2
(
E
(
uh⊥(j) , u

h⊥
(j) ;�

h
j

)
+ cj

(
h−2

∥∥uh⊥(j) ;L2
(
�hj (−h, 0)

)∥∥2

+
∥∥∇xuh⊥(j) ;L2

(
�hj (−h, 0)

)∥∥2)) ≤ Cj
(
E
(
uh, uh;�hj

)
+ E

(
uh, uh;�h0

))
.

Теперь применим неравенство Корна (см. [71, 54] и [56, § 2, п. 6]) для тон-
кого стержня с закрепленным торцом, а затем, как и в [75], благодаря оценке
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(68) для uh⊥(j) придадим ему вид

∣∣∣∣∣∣uh⊥(j) ;�hj
∣∣∣∣∣∣2
h

:=

∫

�h
j

(
2∑

k=1

(∣∣∣∣
∂uh⊥(j)k
∂yk

∣∣∣∣
2

+
h2

h2 + z2

(∣∣∣∣
∂uh⊥(j)k
∂y3−k

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂uh⊥(j)k
∂z

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂uh⊥(j)3
∂yk

∣∣∣∣
2)

+
h2

(h2 + z2)2
|uh⊥(j)k|2

)
+

∣∣∣∣
∂uh⊥(j)3
∂z

∣∣∣∣
2

+
1

h2 + z2

∣∣uh⊥(j)3
∣∣2
)
dx ≤ CjE(uh, uh;�h). (70)

Обследуем компоненты bh(j)q столбца из представления (66). При учете

строения матрицы (21) и симметрий кругового цилиндра Qh
j находим

∣∣bh(j)1
∣∣ =

1

|Qh
j |

∣∣∣∣
∫

Qh
j

e⊤(3)d

(
y−P j, z− h

2

)
bh(j) dx

∣∣∣∣ =
1

|Qh
j |

∣∣∣∣
∫

Qh
j

(
uh0

3 (x)−uhj⊥3 (x)
)
dx

∣∣∣∣

≤ cjh−3/2
(∥∥uh0

3 ;L2
(
Qh
j

)∥∥+
∥∥uhj⊥3 ;L2

(
Qh
j

)∥∥) ≤ Cjh−1/2(1 + | lnh|)E1/2
h ,

∣∣bh(j)p+1

∣∣ =

( ∫

Qh
j

z2 dx

)−1∣∣∣∣
∫

Qh
j

ze⊤(p)d

(
y − P j , z − h

2

)
bh(j)dx

∣∣∣∣

≤ cjh−5
∣∣Qh

j

∣∣1/2(∥∥zuh0
p ;L2

(
Qh
j

)∥∥+
∥∥zuhj⊥p ;L2

(
Qh
j

)∥∥) ≤ Cjh−3/2(1 + | lnh|)E1/2
h ,
(71)

∣∣bh(j)p+3

∣∣ = 1∣∣Qh
j

∣∣
∫

Qh
j

(
uh0
p (x) − uhj⊥p (x)

)
dx

∣∣∣∣ ≤ Cjh
−1/2(1 + | lnh|)E1/2

h ,

|bh(j)6| =
(

1

2

∫

Qh
j

r2jdx

)−1∣∣∣∣
∫

Qh
j

d6(y − P j , 0)⊤
(
uh0
p (x) − uhj⊥p (x)

)
dx

∣∣∣∣

≤ cjh−7/2
2∑

p=1

(∥∥(y3−p − P j3−p
)
uh0
p ;L2

(
Qh
j

)∥∥+
∥∥(y3−p − P j3−p

)
uhj⊥p ;L2

(
Qh
j

)∥∥)

≤ Cjh−3/2(1 + | lnh|)E1/2
h .

Здесь p = 1, 2 и Eh — упругая энергия 1
2E
(
uh, uh;�h0

)
, запасенная пластиной.

При обработке норм в пространстве L2
(
Qh
j

)
использованы соотношения (65) и

(68).

При помощи формул (71) оценим соболевские нормы жесткого смещения
d(. . . )bh(j) с тщательно подобранными весовыми множителями, меньшими, чем

возникшие в оценке (70) для составляющей uh⊥(j) представления (66) и, совместив

результат с неравенством Корна (62), (63) на пластине, аналогично работе [75]
придем к следующему утверждению.

Теорема 2. На сочленении �h выполнено анизотропное весовое неравен-



500 С. А. Назаров

ство Корна

∣∣∣∣∣∣uh;�h0
∣∣∣∣∣∣2
h
+

J∑

j=1

∫

�h
j

(
2∑

k=1

(∣∣∣∣
∂uhk
∂yk

∣∣∣
2

+
h2(1 + | lnh|)−2

h2 + z2

(∣∣∣∣
∂uhk
∂y3−k

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂uhk
∂z

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂uh3
∂yk

∣∣∣∣
2)

+
h2(1 + | lnh|)−2

(h2 + z2)2

∣∣uhk
∣∣2
)

+

∣∣∣∣
∂uh3
∂z

∣∣∣∣
2

+
h(1 + | lnh|)−2

(h2 + z2)1/2

∣∣uh3
∣∣2
)
dx

≤ K�E(uh, uh;�h), (72)

где норма
∣∣∣∣∣∣uh;�h0

∣∣∣∣∣∣
h

задана соотношением (63), а множитель K� не зависит

от поля uh ∈ H1
0

(
�h; �h0

)3
и параметра h ∈ (0, h�] при некотором h� > 0.

Замечание. Неравенство (72) не учитывает специфику нагружения со-
членения �h силой тяжести, однако в определенном смысле является асимпто-
тически точным. В самом деле функционалE(·, ·;�h0 ) и квадрат нормы

∣∣∣∣∣∣·;�h0
∣∣∣∣∣∣
h
,

вычисленные для главного члена Wh
(0)(ζ,∇y)e(3)w3(y) анзаца (30), приобретают

порядок h−1, а каждый интеграл из суммы по j = 1, . . . , J , найденный по слага-
емому h−2d†(yj , z)d†(∇y , 0)⊤w3(P

j) суммы (54), равен O(h−1(1+ | lnh|)−2). Как
и для сочленений иных форм (см. обзор [56]), логарифмический множитель,
пришедший от неравенства Харди (64), нельзя выявить при помощи асимп-
тотических анзацев для решений задач с гладкими правыми частями, так как
логарифм присоединяется только к младшим асимптотическим членам (см. вы-
ражение (61)). Приемы из [56, § 5] позволяют убрать логарифм из множителей
при производных смещений в подынтегральном выражении (72), но автор не
знает, можно ли это сделать с множителями при самих смещениях.

На основе неравенства Корна из теоремы 2 обоснование полученных в разд. 6
асимптотических представлений решения задачи (4)–(6) проводится по стан-
дартной схеме (см. книги [30, 5], статьи [4, 8, 9] и другие публикации). С целью
сокращения объема работы3) ограничимся формулировкой результата для наи-
более интересных атрибутов поля смещений uh.

Теорема 3. 1. Для сужения uh0 на пластину �h0 решения задачи (4)–(6)
верна оценка

∣∣∣∣∣∣uh0 −
(
h−2W 0

(0) + h−1W 1
(0) + W 2

(0)

)
e(3)w3;�

h
0

∣∣∣∣∣∣2
h
≤ C0

�, (73)

в которой фигурирует норма (63), матричные дифференциальные операторы
(13) и решение задачи (8), (9), а множитель C0

� не зависит от параметра h ∈(
0, h0

�

]
при некотором h0

� > 0.

2. Для продольных смещений uhj3 в стержнях �hj , j = 1, . . . , J , выполнены
оценки

∥∥uhj3 − h−2d†(3)(y
j)d†(3)

(
∇⊤y , 0

)
w3(P

j);L2
(
�hj
)∥∥

+ h−1/2
∥∥ε33

(
uhj
)
− h−1∂zjw

j
3;L

2
(
�hj
)∥∥ ≤ Cj�, (74)

3)Точные оценки асимптотических остатков в полном объеме будут приведены в следу-
ющей публикации автора, посвященной анализу собственных колебаний сочленения �h, т. е.
спектральной задаче теории упругости.
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в которых d†(3) — нижняя строка блока d† матрицы (21), функции w3 и wj3

указаны в разд. 6, а множитель Cj� не зависит от параметра h ∈
(
0, hj�

]
при

некотором hj� > 0.

Вывод оценки (73) в целом повторяет материал гл. 4 книги [31] — измене-
ния, вызванные присоединением стержней, ничтожны, так как постоянное сме-
щение e(3)w3(P

j) удовлетворяет уравнениям и краевым условиям в стержне, а

порядок 1 = h0 мажоранты определен пограничным слоем вблизи кромки �h0
(см. разд. 4 и [31, гл. 4]). Асимптотику самого прогиба можно уточнить:

∥∥uh3 − h−2w3 − h−1w◦3 ;L
2
(
�h0
)∥∥ ≤ c0�.

Вместе с тем из-за особенностей O(| ln rj |) вторых производных функции w◦3
аналогичные улучшения асимптотических разложений напряжений и дефор-
маций невозможны — в них требуется привлечь пограничные слои из разд. 5.
Эти же пограничные слои определяют порядок мажоранты в неравенстве (74),
которая в ее упрощенном варианте, относящемся к продольным смещению и
деформации стержня, выводится при помощи процедуры из [31, гл. 5].

9. Размышления. Равенства (4) позволили существенно упростить вы-
числения и формулировки результатов. При нарушении первых равенств си-
стема уравнений Кирхгофа — Клебша

D(∂z)A
j(z)D(∂z)w

j(z) = f j(z), z ∈ (−ℓj, 0), (75)

не распадается на отдельные скалярные уравнения (24), (25), но это обстоятель-
ство мало влияет на главные члены асимптотики напряженно-деформированно-
го состояния сочленения �h, описанного в разд. 6. Взаимодействие продольного
деформирования стержней �hj с их изгибом и закручиванием (см., например,

[33] и [31, гл. 5 § 3], происходящее от заполненности матрицы Aj в системе (75),
изменяет, в частности, задачу для поиска продольной деформации пластины
�h0 . Вместе с тем сохраняется значительная малость горизонтальных смеще-
ний в пластине по сравнению с ее прогибом и соответственно сдвиги стержней
в вертикальном направлении. Точно такие же эффекты возникают в случае
анизотропного и неоднородного материала, для которого строение системы (75)
сохраняется (см. [31, гл. 5, § 3] и др.).

Пластина, имеющая переменное сечение или изготовленная из анизотроп-
ного неоднородного, к примеру, композиционного материала, способна оказать
более значимое влияние на асимптотическое строение напряженно-деформиро-

ванного состояния сочленения �h, так как вектор-функция w0 =
(
w0

1, w
0
2 , w

0
3

)⊤
находится из системы дифференциальных уравнений

D0(∇y)A 0(y)D0(∇y)⊤w0(y) = f0(y), y ∈ ω0,

с краевыми условиями (9), (17). При этом D0(∇y) — (3 × 6)-матрица диффе-
ренциальных операторов, указанная в формуле (14), а A 0 — симметричная и
положительно определенная матрица-функция размером 3×6, рассчитанная по
упругим модулям материала пластины. В общем случае матрица A 0 заполнена
целиком, и поэтому сила тяжести ρge(3) вызывает не только изгиб, но и про-
дольные смещения в пластине. Впрочем, согласно результатам из [31, гл. 4, § 2,
п. 4] для однородной анизотропной цилиндрической пластины или даже компо-
зитной пластины из разнородных слоев с постоянными толщинами и упругими
свойствами найдется такой коэффициент α (не обязательно из сегмента [0, 1]),
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что сдвиг начала оси апликат в точку z0 = hα делает матрицу A 0 блочно-
диагональной, а ее нижняя строка приобретает вид

(
0, 0,A 0

3

)
; иными слова-

ми, сила тяжести не вызывает в главном продольной деформации пластины,
а значит, полученные в данной статье асимптотические формулы сохранятся в
целом при сдвиге глобальной декартовой системы координат x. При заполнен-
ной матрице A j(y) для стержня �hj также характерна не только продольная
деформация, но и его изгиб и закручивание (см. [33; 31, гл. 5] и др.), и это об-
стоятельство приходится учитывать при построении пограничных слоев около
точки P j.

Упомянутые в разд. 1 интерпретации сочленения �h подразумевают кони-
ческие заострения концов стержней, т. е. Hj(−ℓj) = 0 и ∂zjHj(−ℓj) > 0. В этом
случае уравнения (24), (27) или (75) приобретают вырождающиеся коэффици-
енты и согласно результатам [76, 27] краевые условия (28), (29) для них не
нужны, а асимптотические конструкции изменяются незначительно.
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