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Аннотация. Получен спектральный (в терминах особенности спектральной меры
в окрестности единичного характера) критерий скоростей сходимости в эргодиче-
ской теореме для унитарных действий абелевых локально компактных групп ком-
пактного происхождения. Тем самым показано, что оценки этих скоростей, как и
для ранее изученных классических эргодических теорем для действий групп Z и
R, с необходимостью являются спектральными.
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§ 1. Введение

1.1. Эргодические теоремы для действия групп. Пусть H — гиль-
бертово пространство, на котором действует группа G унитарными преобразо-
ваниями Ug, g ∈ G. Пусть ν — σ-конечная мера, определенная на некоторой
σ-алгебре подмножеств G, и I — направленное множество индексов, нумеру-
ющих семейство Gα ⊂ G, α ∈ I , такое, что 0 < ν(Gα) ≤ ν(Gβ) < +∞ при
α ≤ β и lim

α∈I
ν(Gα) = +∞. Для всякого вектора f ∈H определим эргодические

средние

Aαf =
1

ν(Gα)

∫

Gα

Ugf dν(g), α ∈ I .

Сходимость таких средних по норме в H есть утверждение статистической
эргодической теоремы (см., например, [1]).

В дальнейшем будем считать, что G— локально компактная абелева группа
(со второй аксиомой счетности), а мера ν = µG есть мера Хаара на G (подробнее
о существовании и свойствах меры Хаара см., например, в [2]).

1.2. Группы компактного происхождения. Напомним несколько опре-
делений.
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Определение 1. Топологическая группаG называется локально компакт-

ной, если существует окрестность единицы, замыкание которой компактно.

Помимо компактных групп важный класс локально компактных групп пред-
ставляют группы компактного происхождения (см. [3, § 20]).

Определение 2. Топологическая группаG имеет компактное происхож-

дение, если существует такая окрестность V единицы, что ее замыкание V ком-
пактно и V порождает всю группу G, т. е. минимальная подгруппа группы G,
содержащая V , совпадает c G.

Из определения 2 следует, что если взять симметричную окрестность еди-
ницы U = V ∪ V −1 (ясно, что U компактно), то группу G можно представить в
виде счетного объединения компактных множеств: G =

⋃
n≥1

Un.

Важный класс групп компактного происхождения представляют связные
локально компактные группы, поскольку связная локально компактная топо-
логическая группа G порождается любой окрестностью единицы [3, § 22]. Отме-
тим также, что всякая локально компактная группа со свойством Каждана (T )
имеет компактное происхождение [4, § 1.3]. Общий вид абелевых групп компакт-
ного происхождения описан в следующей теореме (см. [3, § 39, теорема 51]).

Теорема 1. ПустьG— абелева группа компактного происхождения. Тогда

G ≃ Rd1 ⊕ Zd2 ⊕ Td3 ⊕ Z ⊕K, d1, d2, d3 ∈ N ∪ {0},

где Rd1– прямая сумма d1 экземпляров группы вещественных чисел, Zd2– пря-
мая сумма d2 экземпляров группы целых чисел, Td3– группа d3-мерного тора,
K — компактная группа, Z — конечная циклическая группа.

Поскольку группы Z и Td3 компактны, можно представить абелеву груп-
пу G компактного происхождения как прямую сумму d1 экземпляров веще-
ственных чисел, d2 экземпляров целых чисел и некоторой компактной группы,
т. е.

G ≃ Rd1 ⊕ Zd2 ⊕K.
1.3. Характеры, спектральная мера и аннуляторы. Нам понадо-

бится понятие двойственной группы и спектральной меры на ней. Напомним
соответствующие определения (см., например, [3, 5]).

Определение 3. Пусть G — локально компактная абелева группа. Непре-
рывный гомоморфизм χ : G→ S1 называется характером группыG.Множество
всех характеров образует коммутативную группу. Это группа называется двой-

ственной группой, или группой характеров группы G и обозначается через G∧.
Группа G∧ становится локально компактной группой, если задать топо-

логию на G∧ через систему окрестностей нуля. Для начала введем систему
окрестностей нуля группы S1. Для этого представим группу S1 как фактор-
группу R/Z и обозначим через κ : R −→ R/Z естественный гомоморфизм фак-
торизации. Множество элементов группы S1 вида κ(d), где |d| < 1

3k , k ∈ N,

обозначим через �k. Для A ⊂ G, M ⊂ S1 обозначим через W (A,M) множество
всех характеров χ ∈ G∧, удовлетворяющих условию χ(A) ⊂M. Совокупность
множеств вида W (F,�k), где F компактно, образует полную систему окрест-
ностей нуля группы G∧. Примеры абелевых локально компактных групп и их
групп характеров можно найти в [6, 7].

Помимо меры Хаара µG∧ на двойственной группе G∧ можно определить
еще одну борелевскую меру — спектральную меру.
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Определение 4. Для группы унитарных операторов Ug, g ∈ G, действу-
ющих в гильбертовом пространстве H , и вектора f ∈ H спектральной мерой

σf называется борелевская мера на G∧, определяемая своим преобразованием
Фурье:

(Ugf, f)H =

∫

G∧

χ(g) dσf (χ).

Из определения видно, что σf (G
∧) = ‖f‖2

H
. Кроме того, для нормы эрго-

дических средних справедлива формула

‖Aαf‖2H =

∫

G∧

1

µG(Gα)2

∣∣∣∣
∫

Gα

χ(g) dµG(g)

∣∣∣∣
2

dσf (χ). (1)

По критерию Блюма — Эйзенберга [8] сходимость таких средних будет
иметь место тогда и только тогда, когда для любого χ ∈ G∧, χ 6= 1,

∫

Gα

χ(g) dµG(g)→ 0.

При этом пределом будет Pf — проекция f на подпространство неподвижных
векторов группы унитарных операторов Ug, g ∈ G. В дальнейшем будем счи-
тать, что предел равен 0. Этого всегда можно добиться, взяв f − Pf вместо f .

Определение 5. Пусть G — локально компактная абелева группа. Для
непустого множества H ⊂ G аннулятором A (H,G∧) называется множеcтво в
G∧, состоящее из всех таких характеров χ, что χ(H) = 1, т. е.

A (H,G∧) = {χ ∈ G∧ : χ(H) = 1}.

Нетрудно видеть, что аннулятор A (H,G∧) является подгруппой двойствен-
ной группы G∧. Известно [6, теорема 3.4], что если в абелевой локально ком-
пактной группе G существует полная счетная система окрестностей нуля G =
G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm ⊃ · · · , состоящая из подгрупп, то для любого характера
χ ∈ G∧ найдется номер m такой, что χ ∈ A (Gm, G

∧).

1.4. Скорости сходимости. Как доказано в [9, 10], степенная скорость
сходимости в классической эргодической теореме фон Неймана равносильна сте-
пенной же, с тем же показателем степени, особенности спектральной меры в
точке 0. Тем самым было показано, что скорости сходимости в эргодической
теореме для действий групп Z и R с необходимостью являются спектральными
(эти скорости сейчас хорошо изучены, см. обзоры [9, 11], а также недавнюю
работу [12] и библиографию в них).

В 1990-х гг. А. М. Вершиком и А. М. Степиным была поставлена задача
переноса описанного выше результата из [9] с действия группы Z на группы Zd

и Rd (и далее на максимально широкий класс групп). Тогда удалось получить
оценки скоростей сходимости для действия локально конечных групп [13, 14].
Некоторые оценки скоростей сходимости классических эргодических средних
для действий групп Zd были получены тогда же в [15] и не так давно А. А. Тем-
пельманом для групп Rd в [16]. Совсем недавно в [17–19] доказаны спектраль-
ные критерии степенной скорости сходимости таких средних для всех возмож-
ных показателей степени, полностью аналогичные известным критериям для
действий Z и R.
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Наша цель — опираясь на результаты [19, 13] получить спектральный кри-
терий скоростей сходимости эргодических средних для унитарных действий абе-
левых локально компактных групп компактного происхождения (теорема 3).
На этот более широкий чем Zd и Rd естественный класс групп указал авторам
А. А. Темпельман.

§ 2. Усреднения по подгруппам

В этом параграфе рассмотрим случай произвольной абелевой локально
компактной группы, а усреднения ведутся по подгруппам.

Следующее предложение, по-видимому, хорошо известно специалистам по
двойственным группам. Поскольку нам неизвестно точной ссылки, для полноты
изложения приводим его с коротким доказательством.

Предложение 1. ПустьG — локально компактная абелева группа, H ⊂ G
— подгруппа G и χ ∈ G∧. Тогда∫

H

χ(g) dµG(g) = µG(H)IA (H,G∧)(χ).

Доказательство. Сделаем замену в интеграле. Для произвольного эле-
мента g0 ∈ H, полагая g = g′g0, получим∫

H

χ(g) dµG(g) =

∫

g−1
0 H

χ(g′g0) dµG(g′) = χ(g0)

∫

H

χ(g′) dµG(g′).

Отсюда следует равенство

(1 − χ(g0))

∫

H

χ(g) dµG(g) = 0.

Если χ(g0) = 1 для всякого g0 ∈ H, то, очевидно,∫

H

χ(g) dµG(g) =

∫

H

dµG(g) = µG(H).

Если же найдется g0 ∈ H такой, что χ(g0) 6= 1, то в силу полученного равенства
будет

∫
H

χ(g) dµG(g) = 0. �

Рассмотрим усреднение по подгруппам. Пусть Gm ⊂ Gm+1 ⊂ G, m ∈ N, —
подгруппы локально компактной абелевой группы G такие, что µG(Gm)→ +∞
при m → ∞. Из критерия Блюма — Эйсенберга для сходимости эргодических
средних

Amf =
1

µG(Gm)

∫

Gm

Ugf dµG(g)

требуется, чтобы
∫
Gm

χ(g) dµG(g)→ 0 для χ 6= 1. Из предложения 1, в свою оче-

редь, следует, что для этого нужно, чтобы lim
m→+∞

IA (Gm,G∧)(χ) = 0 при χ 6= 1.

Нетрудно видеть, что последнее эквивалентно равенству G =
⋃
m≥1

Gm, посколь-

ку в противном случае для собственной подгруппы G′ =
⋃
m≥1

Gm найдется

нетривиальный характер χ ∈ A (G′, G∧).
Следующая теорема является обобщением на локально компактные абеле-

вы группы утверждения для локально конечных групп [13; 14, § 2].
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Теорема 2. Пусть G — локально компактная абелева группа, Gm ⊂ Gm+1

⊂ G, m ∈ N, — ее подгруппы такие, что G =
⋃
m≥1

Gm. Тогда справедливо равен-

ство
‖Amf‖2H = σf (A (Gm, G

∧)).

Доказательство. Учитывая формулу (1) и предложение 1, получаем

‖Amf‖22 =

∫

G∧

1

µG(Gm)2

∣∣∣∣
∫

Gm

χ(g) dµG(g)

∣∣∣∣
2

dσf (χ)

=

∫

G∧

µG(Gm)2IA (Gm,G∧)(χ)

µG(Gm)2
dσf (χ) = σf (A (Gm, G

∧)). �

Таким образом, из теоремы 2 видно, что скорость сходимости определяется
асимптотикой спектральной меры в окрестности единичного характера. Про-
стым следствием из этой теоремы является следующее утверждение.

Предложение 2. Пусть спектральная мера σf абсолютно непрерывна (c
плотностью ρ) относительно меры Хаара µG∧ , т. е. для любого измеримого
множества E ⊂ G∧ справедливо равенство

σf (E) =

∫

E

dσf (χ) =

∫

E

ρ(χ) dµG∧(χ).

Предположим, что плотность ρ непрерывна в единичном характере. Тогда спра-
ведливо асимптотическое соотношение

‖Amf‖2H = ρ(1)µG∧(A (Gm, G
∧)) + o(µG∧(A (Gm, G

∧))) при m→ +∞.

§ 3. Усреднения для действия
групп компактного происхождения

В этом параграфе приведен основной результат статьи — спектральный
критерий скорости сходимости классических средних для действия абелевой
локально компактной группы компактного происхождения. Напомним, что для
такой группы по теореме 1 имеется изоморфное описание G ≃ K ⊕ Rd1 ⊕ Zd2 .

3.1. Усреднения для действия компактных групп. Пусть G = K —
компактная абелева группа. Мера Хаара µK на ней конечна (а не σ-конечна),
поэтому статистической эргодической теоремы (относительно меры µK) в этом
случае нет, но можно привести аналог этого утверждения, который, по суще-
ству, является следствием абсолютной непрерывности интеграла Лебега.

Пусть Km ⊂ K, m ∈ N ∪ {0}, — ненулевые (по мере µK) подмножества K
такие, что lim

m→∞
Km = K0 в метрике Фреше — Никодима, т. е.

lim
m→∞

µK(Km�K0) = 0.

Тогда для f ∈H при m→ +∞
1

µK(Km)

∫

Km

Ukf dµK(k)→ 1

µK(K0)

∫

K0

Ukf dµK(k).

Скорость сходимости в этом утверждении оценивается следующим образом.
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Предложение 3. Для всех m ∈ N справедлива оценка∥∥∥∥
1

µK(Km)

∫

Km

Ukf dµK(k)− 1

µK(K0)

∫

K0

Ukf dµK(k)

∥∥∥∥
H

≤ 2‖f‖H
µK(Km�K0)

µK(K0)
.

Доказательство. Прибавляя и отнимая выражение 1
µK(K0)

∫
Km

Ukf dµK(k),

получаем∥∥∥∥
1

µK(Km)

∫

Km

Ukf dµK(k)− 1

µK(K0)

∫

K0

Ukf dµK(k)

∥∥∥∥
H

=

∥∥∥∥
1

µK(K0)

(∫

K0

Ukf dµK(k)−
∫

Km

Ukf dµK(k)

)

+

(
1

µK(K0)
− 1

µK(Km)

) ∫

Km

Ukf dµK(k)

∥∥∥∥
H

≤ 1

µK(K0)

∫

K0�Km

‖Ukf‖H dµK(k) +
|µK(Km)− µK(K0)|
µK(Km)µK(K0)

∫

Km

‖Ukf‖H dµ(k)

≤ µK(Km�K0)‖f‖H
µK(K0)

+
µK(Km�K0)‖f‖H

µK(K0)
= 2

µK(Km�K0)

µK(K0)
‖f‖H . �

Предложение 3 доказано.

Замечание. Скорость сходимости в предложении 3 определяется скоро-
стью сходимости к нулю величин µK(Km�K0) и может быть сколь угодно быст-
рой. Этого можно добиться, переходя к сходящейся подпоследовательности
Kmj .

3.2. Нормы классических усреднений. ПустьG = K ⊕ Rd1 ⊕ Zd2 . Лю-
бой элемент g ∈ G будем представлять в виде g = (k,~t, ~n), где k ∈ K, ~t ∈ Rd1 и
~n ∈ Zd2 . Пусть e ∈ K — нейтральный элемент.

Нетрудно видеть, что для группы Ug, g ∈ G, унитарных операторов в гиль-
бертовом пространстве H справедливо представление

Ug = Uk1U
~t
2U

~n
3 ,

где Uk1 = U(k,0,0), U
~t
2 = U(e,~t,0) и U~n3 = U(e,0,~n). Для меры Хаара µG также имеем

разложение
µG = µK ⊗ µRd1 ⊗ µZd2 = µK ⊗Ld1 ⊗#d2 ,

где Ld1 — мера Лебега в Rd1 и #d2 — считающая мера в Zd2 .
Для индекса α = (m,~t, ~n) ∈ N× Rd1+ × Nd2 положим

Gα = Km × [0,~t)× [0, ~n) ⊂ G,
где µK(Km�K)→ 0 при m→ +∞. Будем писать α→∞ тогда и только тогда,
когда m, t1, . . . , td1 , n1, . . . , nd2 → +∞.

Рассмотрим эргодические средние для группы G по множествам Gα

Aαf =
1

µG(Gα)

∫

Gα

Ugf dµG(g)

=
1

µ(Km)t1 · · · td1n1 · · ·nd2

∫

Km

∫

[0,~t)

∫

[0,~n)

Uk1U
~s
2U

~j
3f dµK(k)d~sd#~j = AmA~tA~nf.
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Нам понадобится формула для нормы эргодических средних для прямой
суммы групп.

Предложение 4. Пусть K,L — локально компактные абелевы группы,
µK , µL — меры Хаара на K,L, Kn, Lm — усредняющие подмножества в K и L
соответственно такие, что 0 < µK(Kn) <∞ и 0 < µL(Lm) <∞. Для эргодиче-
ских средних

A(n,m)f =
1

µK(Kn)µL(Lm)

∫

Kn

∫

Lm

Uk1U
l
2f dµK(k) dµL(l)

справедлива формула

‖A(n,m)f‖2H =
1

µK(Kn)2µL(Lm)2

×
∫

K∧⊕L∧

∣∣∣∣
∫

Kn

χK(k) dµK(k)

∣∣∣∣
2∣∣∣∣
∫

Lm

χL(l) dµL(l)

∣∣∣∣
2

dσf (χK , χL).

Доказательство. Достаточно воспользоваться формулой (1) для груп-
пы G = K ⊕ L, используя представление G∧ = K∧ ⊕ L∧, причем каждый ха-
рактер χ ∈ G∧ представляется как произведение характеров из K∧ и L∧, т. е.
χ((k, l)) = χK(k)χL(l). �

Применяя предложение 4 к группе G = K ⊕ Rd1 ⊕ Zd2 и средним Aα, полу-
чаем

‖Aαf‖2H =

∫

K∧⊕Rd1⊕Td2

F d1
~t

(~x)�d2~n (~y)Fm(χ) dσf (χK , ~x, ~y), (2)

где использованы обозначения для многомерных ядер Фейера

F d1
~t

(~x) =
1

t21 · · · t2d1

∣∣∣∣
∫

[0,~t)

ei(~s,~x)d~s

∣∣∣∣
2

=

d1∏

i=1

(
sin tixi

2
tixi

2

)2

=

d1∏

i=1

sinc2

(
tixi
2

)
,

�d2~n (~y) =
1

n2
1 · · ·n2

d2

∣∣∣
∑

~j∈[0,~n)

ei(
~j,~y)
∣∣∣
2

=

d2∏

i=1

(
sin niyi

2

ni sin
yi
2

)2

,

Fm(χ) =
1

µ(Km)2

∣∣∣∣
∫

Km

χK(g) dµ(g)

∣∣∣∣
2

.

Это следует из того, что G∧ ≃ K∧ ⊕ Rd1 ⊕ Td2 (мы отождествляем T1 =
S1 = (−π, π]); характер для группы Rd1 выглядит как χRd1 (~x) = ei(~x,~s), ~s ∈ Rd1 ,
а характер для группы Zd2 имеет вид χZd2 (~j) = ei(~y,

~j), ~y ∈ (−π, π]d2 .

3.3. Основной результат. Обозначим через �d(~δ) параллелепипед в Rd

с ребрами ~δ > 0, т. е.

�d(~δ) = (−δ1, δ1]× · · · × (−δd, δd].
Для любого вектора ~v > 0 и ~β ∈ Rd положим

~v
~β = vβ1

1 · · · vβd

d , ~v−1 = (1/v1, . . . , 1/vd).

Пусть φ(α) = φ(m,~t, ~n) — произвольная вещественнозначная неотрицательная
функция.



Скорости сходимости в эргодической теореме 445

Лемма 1. Если ‖Aαf‖2H = O(φ(α)) при α→∞, т. е. существует константа

B > 0 такая, что для всех ~t, ~n,m > 0 выполняется

‖Aαf‖2H ≤ Bφ(m,~t, ~n),

то найдется константа D = D(d1 + d2) > 0 такая, что для спектральной меры
σf имеет место неравенство

σf
(
A (Km,K

∧)×�d1(~t−1)×�d2(~n−1)
)
≤ BDφ(m,~t, ~n).

Доказательство. Положим

1/D = (2 sin(1/2))d1+d2 = min
~x∈�d1

(~t−1)
F d1
~t

(~x) min
~y∈�d2

(~n−1)
F d2
~n (~y).

Учитывая, что Fm(χ) = 1 для χ ∈ A (Km,K
∧), получаем

Bφ(m,~t, ~n) ≥ ‖Aαf‖2H =

∫

K∧⊕Rd1⊕Td2

F d1
~t

(~x)�d2~n (~y)Fm(χ) dσf (χK , ~x, ~y)

≥
∫

A (Km,K∧)×�(~t−1)×�(~n−1)

F d1
~t

(~x)F d2
~n (~y)Fm(χ) dσf (χK , ~x, ~y)

≥ D−1

∫

A (Km,K∧)×�(~t−1)×�(~n−1)

Fm(χ) dσf (χK , ~x, ~y)

= D−1σf (A (Km,K
∧)×�d1(~t−1)×�d2(~n−1)). �

Лемма доказана.

Следующий критерий является основным результатом работы. Здесь мы
предполагаем, чтоKm ⊂ Km+1 — подгруппы компактной группыK,

⋃
m≥1

Km = K,

и µK(Km) > 0.

Теорема 3. Пусть G = K ⊕ Rd1 ⊕ Zd2 , ~α ∈ [0, 2)d1, ~β ∈ [0, 2)d2 , f ∈ H и
функция ψ такова, что ψ(m)→∞ при m→∞.

1. Если найдется константа C > 0 такая, что для всех ~δ1 ≥ 0, ~δ2 ∈ [0, π)d2 ,
m ∈ N выполняется неравенство

σf (A (Km,K
∧)×�d1(~δ1)×�d2(~δ2)) ≤ C ~δ1

~α ~δ2
~β 1

ψ(m)
,

то найдется константа B = B(~α, ~β, C) > 0 такая, что для всех ~t > 0, ~n ≥ 1,
m ≥ 1

‖Aαf‖2H ≤
B

~t~α~n~βψ(m)
.

2. Если найдется константа B > 0 такая, что для всех ~t > 0, ~n ≥ 1, m ≥ 1

‖Aαf‖2H ≤
B

~t~α~n~βψ(m)
,

то найдется константа C = C(d1 + d2, B) > 0 такая, что при всех ~δ1 ≥ 0, ~δ2 ∈
[0, ~π), m ∈ N

σf
(
A (Km,K

∧)× �d1(~δ1)×�d2(~δ2)
)
≤ C ~δ1

~α ~δ2
~β 1

ψ(m)
.
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Доказательство. 1. Воспользуемся формулой (2), записывая интеграл
по мере σf через интеграл от функции распределения по классической мере
Лебега. Учитывая предложение 1 и представление S1 в виде полуинтерва-
ла (−π, π], получаем

‖Aαf‖2H ≤
(π

2

)2d2
∫

K∧⊕Rd1⊕Td2

F d1
~t

(~x)F d2
~n (~y)Fm(χ) dσf (χK , ~x, ~y)

= 2
(π

2

)2d2
1∫

0

uσf
{
(χK , ~x, ~y) ∈ K∧ ⊕ Rd1 ⊕ Td2 :

∣∣F d1
~t

(~x)F d2
~n (~y)Fm(χ)

∣∣ > u
}
du

= 2
(π

2

)2d2
1∫

0

uσf
(
A (Km,K

∧)×
{
(~x, ~y) ∈ Rd1×(−π, π]d2 :

∣∣F d1
~t

(~x)F d2
~n (~y)

∣∣>u
})
du.

Можно считать, что мера σf определена на K∧×Rd1×Rd2 , а носителем яв-
ляется множество K∧ × Rd1 × (−π, π]d2 . Тогда неравенство перепишется в виде

‖Aαf‖2H ≤ 2
(π

2

)2d2

×
1∫

0

uσf
(
A (Km,K

∧)×
{
(~x, ~y) ∈ Rd1 × Rd2 :

∣∣F d1
~t

(~x)F d2
~n (~y)

∣∣ > u
})
du.

Далее проведем доказательство, следуя работе [19]. Обозначая через ϕ~t,~n
гомотетию

ϕ~t,~n =
1

2
(t1x1, . . . , td1xd1 , n1y1, . . . , nd2yd2)

и полагая

S d1,d2
u =

{
(~x, ~y) ∈ Rd1 × Rd2 :

∣∣F d1
~t

(~x)F d2
~n (~y)

∣∣ > u
}
, u ∈ (0, 1),

получим

‖Aαf‖2H ≤ 2
(π

2

)2d2
Iσf

(m,~t, ~n),

где

Iσf
(m,~t, ~n) =

1∫

0

uσf
(
A (Km,K

∧)× ϕ−1
~t,~n

S d1,d2
u

)
du. (3)

Множество S d1,d2
u можно накрыть крестообразным множеством Ed1+d2u , т. е.

S d1,d2
u ⊂ Edu, d = d1 + d2, где для u ∈ (0, 1)

Edu =

{
x ∈ Rd : |xi1xi2 · · ·xik | <

1

u
, 1 ≤ k ≤ d, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ d

}
.

Далее воспользуемся следующим утверждением из [19] о том, что множество
Edu можно вложить в подходящее объединение параллелепипедов.

Предложение 5. Пусть ε > 1. Тогда для любого u ∈ (0, 1) и для любой
перестановки τ ∈ Sd

Edu ⊂
k⋃

j1=1

j1⋃

j2=1

· · ·
jd−2⋃

jd−1=1

�τd

(
εjd−1 ,

εjd−2

εjd−1−1
,
εjd−3

εjd−2−1
, . . . ,

εj1

εj2−1
,

1

uεj1−1

)
,
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где k = k(u) =
⌈ ln(1/u)

ln ε

⌉
, и �τd(δ1, . . . , δd) = �d(δτ−1(1), . . . , δτ−1(d)).

Из этого предложения немедленно следует, что

A (Km,K
∧)× ϕ−1

~t,~n
S d1,d2
u ⊂

k⋃

j1=1

j1⋃

j2=1

· · ·
jd−2⋃

jd−1=1

A (Km,K
∧)

× ϕ−1
~t,~n
�τd

(
εjd−1 ,

εjd−2

εjd−1−1
,
εjd−3

εjd−2−1
, . . . ,

εj1

εj2−1
,

1

uεj1−1

)
.

Для ~γ = (~α, ~β) ∈ [0, 2)d обозначим через ~γ∗ = (γ∗1 , . . . , γ
∗
d) перестановку по

возрастанию координат ~γ, т. е. γ∗1 ≤ γ∗2 ≤ · · · ≤ γ∗d . Среди последовательных раз-
ностей γ∗k − γ∗k+1 для 1 ≤ k ≤ d− 1 пусть r = r(~γ) — число нулевых разностей.
Если r < d− 1, то обозначим через �k, 1 ≤ k ≤ d − 1 − r, ненулевые значения
среди этих разностей. Наконец, пусть

M = M(~γ) = max
1≤k≤d

γk = γ∗d ,

σ = σ(~γ) =

{
eγ
∗

2+···+γ∗d , если r = d− 1,

e
γ∗
1
+···+γ∗

d−1

(1−e�1 )···(1−e�d−1−r )
, если r < d− 1.

Проделывая такие же выкладки, как в предложении 2 в [19], получаем
оценку

σf
(
A (Km,K

∧)× ϕ−1
~t,~n

S d1,d2
u

)
≤ 2γ1+···+γdCσ

(ln(1/u) + 1)r

~t~α~n~βψ(m)uM
.

Учитывая эту оценку, для интеграла (3) получаем неравенство для любого
δ ∈ [0, 1]:

Iσf
(m,~t, ~n) =

δ∫

0

uσf
(
A (Km,K

∧)× ϕ−1
~t,~n

S d1,d2
u

)
du

+

1∫

δ

uσf
(
A (Km,K

∧)× ϕ−1
~t,~n

S d1,d2
u

)
du

≤ δ2

2
‖f‖2H +

2γ1+···+γdCσ

~t~α~n~βψ(m)

1∫

δ

u1−M (ln(1/u) + 1)r du.

Подстановка u = e−v дает оценку

Iσf
(m,~t, ~n) ≤ δ2

2
‖f‖2H +

2γ1+···+γdCσ

~t~α~n~βψ(m)

ln(1/δ)∫

0

(1 + v)re−(2−M)v dv.

Поскольку 0 ≤M < 2, полагая δ = 0, получим

‖Aαf‖2H ≤ 2
(π

2

)2d2
Iσf

(m,~t, ~n) ≤ 2
(π

2

)2d2 2γ1+···+γdCσ

~t~α~n~βψ(m)

+∞∫

0

(1+v)re−(2−M)v dv
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= 2
(π

2

)2d2
2γ1+···+γd

Cσ

~t~α~n~βψ(m)

r∑

k=0

Ckr

∞∫

0

vke−(2−M)v dv =
B

~t~α~n~βψ(m)
,

где

B = 2
(π

2

)2d2
2γ1+···+γdCσ

r∑

k=0

Ckr
k!

(2−M)k+1
.

2. Доказательство второй части теоремы немедленно следует из леммы 1,
где в качестве функции φ(m,~t, ~n) берем φ(m,~t, ~n) = 1

~t~α~n~βψ(m)
. Теорема доказа-

на. �

3.4. Случай изоморфизма групп. Пусть теперь G — произвольная
абелева группа компактного происхождения, т. е. G ≃ K ⊕ Rd1 ⊕ Zd2 . Покажем,
для каких усреднений группы G можно получить оценки скорости сходимости
из теоремы 3.

Приведем рассуждения в общем виде. Пусть G и H — изоморфные локаль-
но компактные абелевы группы и θ : H → G — изоморфизм групп. Предполо-
жим, что для группы H определены эргодические средние

AU,Hα f =
1

µH(Hα)

∫

Hα

Uhf dµH(h), α ∈ I ,

для которых имеется оценка скорости сходимости.
Нетрудно видеть, что для мер Хаара имеется равенство µG(g) = cµH(θ−1(g))

для некоторой константы c > 0. Положим Gα = θ(Hα) и Ug = Uθ−1g. Делая за-
мену переменных с помощью изоморфизма θ, получаем

AU,Hα f =
1

µH(Hα)

∫

Hα

Uhf dµH(h) =
1

µG(θ(Hα))

∫

Hα

Uhf dµG(θh)

=
1

µG(θ(Hα))

∫

θ(Hα)

Uθ−1gf dµG(g) = AU ,G
α f.

Таким образом, для средних AU ,G
α получается такая же оценка скорости сходи-

мости, как для AU,Hα f. Отметим также, что любая унитарная группа Ug , g ∈ G,
представляется как Ug = Uθ−1g для некоторой унитарной группы Uh, h ∈ H.

В качестве примера возьмем группу вещественных чисел по сложению H =
(R,+) и группу положительных вещественных чисел со стандартной операцией
умножения G = (R+ \ {0},×). Нетрудно убедиться, что эти группы изоморфны
с изоморфизмом θ(x) = exp(x). Мера Хаара dµG(u) = cd(lnu) = cduu . Далее,
возьмем классические эргодические средние для группы R

Atf =
1

2t

t∫

−t

Usf ds,

для которых известен спектральный критерий скорости сходимости. Тогда для
эргодические средних

Atf =
1

2t

et∫

e−t

Uuf
du

u

справедлив такой же критерий.
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