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Аннотация. Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на алгебре фон
Неймана M . Исследованы случаи, когда гипонормальный τ -измеримый оператор
(или некоторое его сужение) является нормальным. Получен критерий гипонор-
мальности τ -измеримого оператора в терминах его функции сингулярных значений.
Множество всех τ -измеримых гипонормальных операторов замкнуто в топологии
τ -локальной сходимости по мере. Это утверждение является обобщением задачи
226 из книги “P. R. Halmos, A Hilbert Space Problem Book, Second Edition, Springer-
Verl., Berlin, 1982” на неограниченные операторы. Множество всех τ -измеримых

когипонормальных операторов замкнуто в топологии τ -локальной сходимости по
мере тогда и только тогда, когда алгебра фон Неймана M конечна.
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1. Введение

Ограниченным гипонормальным операторам в гильбертовом пространстве
посвящены работы многих исследователей (см., например, [1–7] и библиогра-
фию в них). В контексте полуконечных алгебр фон Неймана автором были
опубликованы работы [8–13] о свойствах (неограниченных) τ -измеримых ги-
понормальных операторов (см. также [14]). Пусть алгебра фон Неймана M
операторов действует в гильбертовом пространстве H , M pr — решетка про-
екторов в M , τ — точный нормальный полуконечный след на M , S(M , τ) —
∗-алгебра всех τ -измеримых операторов, S(M , τ)h — эрмитова часть S(M , τ),
µ(t;X) — функция сингулярных значений оператора X ∈ S(M , τ). Перечис-
лим основные результаты нашей статьи; некоторые из них являются новыми
даже в случае алгебры M = B(H ) с τ = tr. Если T ∈ S(M , τ)h, P ∈ M pr и
оператор A := PT гипонормален, то TP = PT и A = PTP ∈ S(M , τ)h (тео-
рема 2). Если оператор T ∈ S(M , τ) гипонормален, P ∈ M pr и TP = λP для
некоторого λ ∈ C, то TP = PT и оператор T |PH нормален (теорема 3). Опера-
тор T ∈ S(M , τ) гипонормален (когипонормален) тогда и только тогда, когда
µ(t;TP ) ≥ µ(t;T ∗P ) (соответственно µ(t;T ∗P ) ≥ µ(t;TP )) для всех t > 0 и
P ∈M pr с τ(P ) < +∞ (теорема 6). В частности, оператор T ∈ S(M , τ) норма-
лен тогда и только тогда, когда µ(t;TP ) = µ(t;T ∗P ) для всех t > 0 и P ∈M pr
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с τ(P ) < +∞ (следствие 3). Множество всех τ -измеримых гипонормальных
операторов tτl-замкнуто (теорема 7). Это утверждение является обобщением
задачи 226 из [15] на неограниченные операторы. Множество всех τ -измеримых
когипонормальных операторов tτl-замкнуто тогда и только тогда, когда алгебра
фон Неймана M является конечной (следствие 4).

2. Определения и обозначения

Пусть M — алгебра фон Неймана операторов в гильбертовом пространстве
H , M pr — решетка проекторов (P = P 2 = P ∗) в M , I — единица M , P⊥ = I−P
для P ∈M pr. Пусть M + — конус положительных элементов из M , ‖ · ‖ — C∗-
норма на M , M1 = {X ∈ M : ‖X‖ ≤ 1} — единичный шар алгебры M . Для
P,Q ∈ M pr пишем P ∼ Q (эквивалентность Мюррея — фон Неймана), если
P = U∗U и Q = UU∗ для некоторого U ∈ M ; M называется конечной, если
I не эквивалентна никакому проектору P ∈ M \ {I}. Запись P � Q означает,
что P ∼ R для некоторого R ∈M pr с R ≤ Q. Отображение ϕ : M + → [0,+∞]
называется следом, если ϕ(X + Y ) = ϕ(X) + ϕ(Y ), ϕ(λX) = λϕ(X) для всех
X,Y ∈M +, λ ≥ 0 (при этом 0 · (+∞) ≡ 0) и ϕ(Z∗Z) = ϕ(ZZ∗) для всех Z ∈M .
След ϕ называется
• точным, если ϕ(X) > 0 для всех X ∈M +, X 6= 0;
• нормальным, если Xi ր X (Xi, X ∈M +)⇒ ϕ(X) = supϕ(Xi);
• конечным, если ϕ(I) < +∞;
• полуконечным, если ϕ(X) = sup{ϕ(Y ) : Y ∈ M +, Y ≤ X,ϕ(Y ) < +∞}

для каждого X ∈M + (см. [16, гл. V, § 2; 17, гл. 1, § 1.15]).
Оператор в H (не обязательно ограниченный или плотно определенный)

называется присоединенным к алгебре фон Неймана M , если он перестаново-
чен с любым унитарным оператором из коммутанта M ′ алгебры M . Далее
всюду τ — точный нормальный полуконечный след на M , M pr

τ = {P ∈ M pr,
τ(P ) < +∞}. Замкнутый оператор X , присоединенный к M , имеющий всюду
плотную в H область определения D(X), называется τ-измеримым, если для
любого ε > 0 существует такой P ∈M pr, что PH ⊂ D(X) и τ(P⊥) < ε. Множе-
ство S(M , τ) всех τ -измеримых операторов является ∗-алгеброй относительно
перехода к сопряженному оператору, умножению на скаляр и операций силь-
ного сложения и умножения, получаемых замыканием обычных операций (см.
[18, гл. IX; 17, гл. 2, § 2.3]). Для семейства L ⊂ S(M , τ) обозначим через L + и
L h его положительную и эрмитову части соответственно. Частичный порядок
в S(M , τ)h, порожденный собственным конусом S(M , τ)+, будем обозначать че-
рез ≤. Если X ∈ S(M , τ) и X = U |X | — полярное разложение X , то U ∈M и

|X | =
√
X∗X ∈ S(M , τ)+. Оператор A ∈ S(M , τ) называется гипонормальным,

если A∗A ≥ AA∗; когипонормальным, если оператор A∗ гипонормален.
В *-алгебре S(M , τ) вводится топология tτ сходимости по мере (см. [18,

гл. IX, § 2; 17, гл. 2, § 2.5]), фундаментальную систему окрестностей нуля кото-
рой образуют множества

U(ε, δ) = {X ∈ S(M , τ) : ∃P ∈M pr(‖XP‖ ≤ ε и τ(P⊥) ≤ δ)}, ε > 0, δ > 0.

Известно, что (S(M , τ), tτ ) является полной метризуемой топологической
*-алгеброй [17, гл. 2, § 2.3, 2.5], причем M плотно в (S(M , τ), tτ ) [17, гл. 2,
§ 2.5]. Для обозначения сходимости сети {Xj}j∈J ⊂ S(M , τ) к X ∈ S(M , τ)

в топологии tτ используется запись Xj
τ−→ X ; при этом говорят, что {Xj}j∈J

сходится к X по мере τ .
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Через µ(t;X) обозначим функцию сингулярных значений оператора X ∈
S(M , τ), т. е. невозрастающую непрерывную справа функцию µ(·;X) : (0,+∞)
→ [0,+∞), заданную формулой

µ(t;X) = inf{‖XP‖ : P ∈M pr, τ(P⊥) ≤ t}, t > 0.

Лемма 1 [19]. Пусть X,Y ∈ S(M , τ), A,B ∈M . Тогда

(i) µ(t;X) = µ(t; |X |) = µ(t;X∗) для всех t > 0;

(ii) если |X | ≤ |Y |, то µ(t;X) ≤ µ(t;Y ) для всех t > 0;

(iii) µ(t;AXB) ≤ ‖A‖‖B‖µ(t;X) для всех t > 0;

(iv) µ(s+ t;X + Y ) ≤ µ(s;X) + µ(t;Y ) для всех s, t > 0;

(v) µ(t; f(|X |)) = f(µ(t;X)) для всех непрерывных функций f : R+ → R+ с
f(0) = 0 и t > 0.

Топология tτ сходимости по мере может быть локализована следующим
образом. Для ε, δ > 0 и P ∈M pr

τ определим множества

V (ε, δ, P ) = {X ∈ S(M , τ) : ∃Q ∈M pr(Q ≤ P, ‖XQ‖ ≤ ε и τ(P −Q) ≤ δ)}.

Пространство S(M , τ) становится топологическим векторным пространством
относительно топологии tτl τ-локальной сходимости по мере, базис окрест-
ностей нуля которой образует семейство � = {V (ε, δ, P )}ε,δ>0;P∈M

pr
τ

. Будем

использовать символ Xi
τ l−→ X для обозначения tτl-сходимости. С помощью

стандартной техники редуцирования алгебр фон Неймана можно показать (см.

также [20, 21]), что Xi
τ l−→ X тогда и только тогда, когда XiP

τ−→ XP для
всех P ∈ M pr

τ , ср. с [22, с. 114]; ясно, что tτl ≤ tτ . О свойствах топологии tτl
(см. [20, 21; 23–25]). Если след τ конечен, то tτ = tτl является минимальной
метризуемой топологией, согласованной со структурой кольца в S(M , τ) [26].

Если M = B(H ) — *-алгебра всех ограниченных линейных операторов
в H и τ = tr — канонический след, то S(M , τ) совпадает с B(H ), тополо-
гия tτ совпадает с топологией нормы ‖ · ‖, tτl совпадает с топологией сильной
операторной сходимости. Имеем

µ(t;X) =
∞∑

n=1

sn(X)χ[n−1,n)(t), t > 0,

где {sn(X)}∞n=1 — последовательность s-чисел компактного оператора X ; χA —
индикатор множества A ⊂ R [27, гл. II].

Если M — абелева (т. е. коммутативна), то M ≃ L∞(�,�, ν) и τ(f) =∫
�

f dν, где (�,�, ν) — локализуемое пространство с мерой, ∗-алгебра S(M , τ)

совпадает с алгеброй всех измеримых комплексных функций f на (�,�, ν), ко-
торые ограничены всюду, кроме множества конечной меры (при этом почти
всюду равные функции отождествляются). Функция µ(t; f) совпадает c невоз-
растающей перестановкой функции |f |; свойства перестановок см. в [28].

3. Основные результаты

Лемма 2 [29, лемма 2]. Если T ∈ S(M , τ)+, P ∈M pr и PT + TP ≥ 0, то
TP = PT .
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Теорема 1. Пусть T ∈ S(M , τ)+ и P ∈M pr. Тогда
(i) если U = 2P − I и T − UTU ≥ 0, то TP = PT ;
(ii) если Q ∈M pr с PQ = 0 и для некоторого числа t > 0

T (P − tQ) + (P − tQ)T ≥ 0, (1)

то TP = PT и TQ = QT = 0.

Доказательство. (i) Из неравенства T − (2P − I)T (2P − I) ≥ 0 получаем

PT + TP − 2PTP ≥ 0.

Поскольку PTP ≥ 0, должно быть PT + TP ≥ 0. В силу леммы 2 имеем
TP = PT .

(ii). Умножив обе части неравенства (1) слева и справа на проектор Q,
получаем −2QTQ ≥ 0. Так как QTQ ≥ 0, то QTQ = |T 1/2Q|2 = 0 и T 1/2Q = 0.
Значит, TQ = T 1/2 · T 1/2Q = 0 и QT = (TQ)∗ = 0. Теперь из (1) следует
PT + TP ≥ 0, поэтому TP = PT в силу леммы 2. Теорема доказана.

Пример 1. Условие положительности оператора T существенно в п. (ii)
теоремы 1. В алгебре M2(C) для проекторов P := diag(0, 1), Q := diag(1, 0) и
эрмитовой матрицы

T =

(
0 1
1 0

)

имеем T (P −Q) + (P −Q)T = 0 (ср. с (1)), но TP 6= PT и TQ 6= 0 6= QT .

Теорема 2. Пусть T ∈ S(M , τ)h, P ∈ M pr и оператор A := PT гипонор-
мален. Тогда TP = PT и A = PTP ∈ S(M , τ)h.

Доказательство. Поскольку PT 2P = AA∗ ≤ A∗A = TPT , умножив все
части этого неравенства слева и справа на проектор P , получаем

0 ≤ PT 2P ≤ PTPTP = (PTP )2 = |PTP |2.

Отсюда с помощью неравенства PTPTP ≤ PTITP = PT 2P в силу операторной
монотонности функции f(t) =

√
t (t ≥ 0) имеем

√
PT 2P ≤ |PTP | =

√
PTPTP ≤

√
PT 2P ,

т. е. |PTP | =
√
PT 2P . Возводя в квадрат обе части последнего равенства,

получаем PTPTP = PT 2P (= PTPTP + PTP⊥TP ). Следовательно,

PTP⊥TP = |P⊥TP |2 = 0

и P⊥TP = 0. Таким образом, TP = PTP = (PTP )∗ = (TP )∗ = PT и A =
PTP ∈ S(M , τ)h. Теорема доказана. �

Следствие 1. Если оператор A = A2 ∈ S(M , τ) гипонормален (или коги-
понормален), то A ∈M pr.

Доказательство. В силу [30, теорема 2.21] каждый оператор A = A2 ∈
S(M , τ) представляется в виде произведения A = PT , где P = A(A+A∗−I)−1 ∈
M pr и обратимый в S(M , τ) оператор T = A+ A∗ − I принадлежит S(M , τ)h.
Теперь утверждение вытекает из спектральной теоремы. Если оператор A =
A2 ∈ S(M , τ) когипонормален, то A∗ = A∗2 гипонормален. �
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Теорема 3. Пусть оператор T ∈ S(M , τ) гипонормален, P ∈M pr и TP =
λP для некоторого λ ∈ C. Тогда PT = TP и оператор T |PH нормален.

Доказательство. Поскольку PTT ∗P ≤ PT ∗TP , имеем

0 ≤ (PT − λP )(PT − λP )∗ = PTT ∗P − λPTP − λPT ∗P + |λ|2P
≤ PT ∗TP − |λ|2P − λPT ∗P + |λ|2P = PT ∗λP − λPT ∗P = 0.

Следовательно, T ∗P − λP = (PT − λP )∗ = 0 и PT = λP = TP . Имеем T |PH =
PTP . Легко видеть, что

(PTP )∗PTP = PT ∗PTP = PT ∗PPT = PT ∗PλP = λPT ∗P,

PTP (PTP )∗ = PTPT ∗P = PPTT ∗P = PTT ∗P = λPT ∗P.

Теорема доказана. �

Следствие 2. Пусть оператор T ∈ S(M , τ) гипонормален, P1, P2 ∈M pr и
TP1 = λ1P1, TP2 = λ2P2 для некоторых ненулевых λ1, λ2 ∈ C, λ1 6= λ2. Тогда
P1P2 = 0.

Доказательство. Для λ1 /∈ {0, λ2} имеем P1T = λ1P1 в силу теоремы 3 и

λ1λ2P1P2 = TP1TP2 = TP1TP2 = Tλ1P1P2 = λ1TP1P2 = λ1λ1P1P2 = λ2
1P1P2.

Следовательно, λ1(λ2 − λ1)P1P2 = 0 и P1P2 = 0.
Для λ2 /∈ {0, λ1} рассмотрим произведение λ1λ2P2P1 и аналогичным обра-

зом получим P2P1 = 0 = 0∗ = (P2P1)
∗ = P1P2. �

Теорема 4. Пусть оператор T ∈ S(M , τ) гипонормален и P ∈M pr.
(i) Если 0 ≤ TP ≤ P , то TP = PT .
Пусть TP = PTP . Тогда
(ii) оператор T |PH гипонормален; если T |PH нормален, то TP = PT .

Доказательство. (i) Для оператора A := TP имеем 0 ≤ A ≤ P , поэтому
AP = PA = A в силу [31, гл. 2, п. 2.17]. Аналогичным образом из 0 ≤ A2 ≤ P
получаем A2P = PA2 = A2. Заметим, что PT ∗ = (TP )∗ = A и PTT ∗P ≤
PT ∗TP . Тогда

0 ≤ (PT − TP )(PT − TP )∗ = PTT ∗P − PTTP − TPT ∗P + TPPT ∗

≤ PT ∗TP − PTA−AT ∗P +A2 = 2A2 − PTA−AT ∗P
= 2A2 − PTPA−APT ∗P = 2A2 − PTPA−APT ∗P

= 2A2 − PA2 −A2P = 2A2 −A2 −A2 = 0

и TP = PT .
Имеем PT ∗TP ≥ PTT ∗P и T |PH = PTP . Пусть TP = PTP .
(ii) Легко видеть, что

(PTP )∗PTP = (TP )∗TP = PT ∗PT ≥ PTT ∗P ≥ PTPT ∗P = PTP (PTP )∗,

т. е. оператор T |PH гипонормален. Пусть T |PH нормален. Тогда PTP (PTP )∗

= (PTP )∗PTP и P⊥TP = 0, поэтому

0 ≤ (TP − PT )(TP − PT )∗ = TPT ∗P − TPT ∗P − PTPT ∗ + PTT ∗P

= TPT ∗ − TPT ∗P − TPT ∗ + PTT ∗P = −TPT ∗P + PTT ∗P

= −PTPPT ∗P + PTT ∗P ≤ −PTPPT ∗P + PT ∗TP = PT ∗P⊥TP = 0

и TP = PT . Теорема доказана. �
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Теорема 5. Пусть T ∈M1 и P ∈M pr. Тогда
(i) если TP ≥ P , то TP = PT = P ;
(ii) если T гипонормален и TT ∗P = P (или τ(TT ∗P ) = τ(P ) < +∞), то

T ∗TP = P .

Доказательство. (i) Поскольку P ≤ TP ≤ I, имеем 0 ≤ TP − P ≤ P⊥ ∈
M pr. Поэтому 0 = (TP − P )P⊥ = P⊥(TP − P ) = TP − P в силу [31, гл. 2,
п. 2.17] и TP = P = PT ∗. Ввиду 0 ≤ TT ∗ ≤ I имеем

0 ≤ (PT − P )(PT − P )∗ = PTT ∗P − PTP − PT ∗P + P ≤ P − P = 0

и PT = P .
(ii) Если TT ∗P = P , то 0 ≤ (T ∗T )2 ≤ T ∗T ≤ I и P = PTT ∗P ≤ PT ∗TP ≤ P ,

т. е. PTT ∗P = PT ∗TP = P . (Если τ(TT ∗P ) = τ(P ) < +∞, то из оценок
PTT ∗P ≤ PT ∗TP ≤ P и

τ(P ) = τ(TT ∗P ) = τ(TT ∗PP ) = τ(PTT ∗P ) ≤ τ(PT ∗TP ) ≤ τ(P )

в силу точности следа τ получаем PTT ∗P = PT ∗TP = P .) Поэтому

0 ≤ (T ∗TP − P )∗(T ∗TP − P ) = P (T ∗T )2P − 2PT ∗TP + P

= P (T ∗T )2P − P ≤ P − P = 0

и T ∗TP = P . Теорема доказана. �

Теорема 6. Оператор T ∈ S(M , τ) гипонормален (когипонормален) тогда
и только тогда, когда µ(t;TP ) ≥ µ(t;T ∗P ) (соответственно µ(t;T ∗P ) ≥ µ(t;TP ))
для всех t > 0 и P ∈M pr

τ .

Доказательство. (⇒) Поскольку PT ∗TP ≥ PTT ∗P для гипонормаль-
ного T , в силу пп. (i), (ii) и (v) леммы 1 для всех t > 0 и P ∈ M pr имеем
оценку

µ(t;TP ) = µ(t; (PT ∗TP )1/2) = µ(t;PT ∗TP )1/2 ≥ µ(t;PTT ∗P )1/2

= µ(t; (PTT ∗P )1/2) = µ(t;T ∗P ).

(⇐) Пусть µ(t;TP ) ≥ µ(t;T ∗P ) для всех t > 0 и P ∈M pr
τ . Предположим,

что A− 6= 0 в разложении Жордана

T ∗T − TT ∗ = A+ −A−,

где A+, A− ∈ S(M , τ)+ c A+A− = 0. Пусть число ε > 0 такое, что спектральный
проектор EA−(ε,+∞) = P ненулевой. Переходя при необходимости к подпро-
ектору, считаем τ(P ) < +∞. Имеем PT ∗TP − PTT ∗P = −PA−P ≤ −εP , т. е.

PT ∗TP + εP ≤ PTT ∗P. (2)

Рассмотрим редуцированную алгебру фон Неймана MP = PMP с единицей P
и редуцированный точный конечный нормальный след τP = τ(P · P ) на MP .
Тогда

S(MP , τP ) = PS(M , τ)P

и для функции сингулярных значений µP (t; ·), вычисленной по следу τP , в силу
неравенства (2) и хорошо известного представления

µ(t;X) = inf{s > 0 : dX(s) ≤ t}, t > 0,
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см. [19, предложение 2.2] (здесь dX(s) = τ(E|X|(s,+∞)), s > 0, есть функция
распределения оператораX ∈ S(M , τ) и E|X|(s,+∞) — спектральный проектор
оператора |X |, соответствующий интервалу (s,+∞)) и пп. (i) и (v) леммы 1
имеем

µ(t;T ∗P )2 = µ(t; |T ∗P |2) = µ(t;PTT ∗P ) = µP (t;PTT ∗P ) ≥ µP (t;PT ∗TP+εP )

= µP (t;PT ∗TP ) + ε = µ(t;PT ∗TP ) + ε = µ(t; |TP |2) + ε = µ(t;TP )2 + ε;

противоречие. Теорема доказана. �

Следствие 3. Оператор T ∈ S(M , τ) нормален тогда и только тогда, ко-
гда µ(t;TP ) = µ(t;T ∗P ) для всех t > 0 и P ∈M pr

τ .

Топологию tτl можно определить и в терминах функций сингулярных зна-

чений. Семейство �̃ = {Ṽ (ε, δ, P )}ε,δ>0;P∈M
pr
τ

, где

Ṽ (ε, δ, P ) = {X ∈ S(M , τ) : µ(δ;XP ) < ε},

также задает базис окрестностей нуля для tτl.

Теорема 7. Множество всех τ -измеримых гипонормальных операторов
tτl-замкнуто.

Доказательство. Окрестность нуля оператора B ∈ S(M , τ) в топологии
tτl есть множество

Vε,δ,P (B) := {A ∈ S(M , τ) : µ(δ;AP −BP ) < ε},

где ε, δ > 0 и P ∈ M pr
τ (см. также [20, § 2; 21, § 2; 25, § 3]). Наша теорема

утверждает, что если каждая такая окрестность оператора B содержит гипо-
нормальный оператор, то

µ(t;B∗P ) ≤ µ(t;BP )

для всех t > 0 и P ∈ M pr
τ (см. теорему 6). Для фиксированного P ∈ M pr

τ

рассмотрим проектор
Q := P ∨ sl(B

∗P ).

Так как sl(B
∗P ) � P , имеем τ(Q) ≤ τ(P )+ τ(sl(B

∗)) ≤ 2τ(P ) < +∞ и Q ∈M pr
τ .

Для лучшего понимания идеи использования гипотезы окрестностей допу-
стим на время, что выполнена более сильная гипотеза, а именно, пусть суще-
ствует гипонормальный оператор A ∈ S(M , τ) такой, что

AQ = BQ.

В этом случае, переходя к сопряженным операторам, имеем QA∗ = QB∗, а это
влечет

µ(t;B∗P ) = µ(t; sl(B
∗P )QB∗P ) ≤ ‖sl(B∗P )‖µ(t;QB∗P ) = µ(t;QA∗P )

≤ ‖Q‖µ(t;A∗P ) = µ(t;A∗P ) ≤ µ(t;AP ) = µ(t;AQP ) = µ(t;BQP ) = µ(t;BP )

для всех t > 0 в силу п. (iii) леммы 1 и теоремы 6 для оператора A.
Доказательство, собственно, делается снова путем проноса ε и δ вдоль при-

веденной выше цепочки рассуждений с использованием леммы 1 о свойствах
функций сингулярных значений. Для произвольного t > 2δ > 0 имеем

µ(t;B∗P ) = µ(t; sl(B
∗P )QB∗P ) ≤ ‖sl(B∗P )‖µ(t;QB∗P ) = µ(t;QB∗P )
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= µ(t;QB∗P −QA∗P +QA∗P ) ≤ µ(δ;QB∗P −QA∗P ) + µ(t− δ;QA∗P )

≤ ‖P‖µ(δ;QB∗ −QA∗) + µ(t− δ;QA∗P ) = µ(δ;BQ−AQ) + µ(t− δ;QA∗P )

≤ ε+µ(t−δ;QA∗P ) ≤ ε+‖Q‖µ(t−δ;A∗P ) ≤ ε+µ(t−δ;AP ) = ε+µ(t−δ;AQP )

= ε+ µ(t− δ;AQP −BQP +BQP ) ≤ ε+ µ(δ;AQP −BQP ) + µ(t− 2δ;BQP )

≤ 2ε+ µ(t− 2δ;BQP ) = 2ε+ µ(t− 2δ;BP ).

Если t— точка непрерывности функции µ(·;BP ), то в силу малости ε и δ получа-
ем µ(t;B∗P ) ≤ µ(t;BP ) и оператор B гипонормален ввиду теоремы 6. Наконец,
напомним, что функция сингулярных значений µ(·;X) (X ∈ S(M , τ)) непре-
рывна справа на R+ и имеет не более чем счетное множество точек разрыва.
Теорема доказана. �

Следствие 4. Множество всех τ -измеримых когипонормальных операто-
ров tτl-замкнуто тогда и только тогда, когда алгебра фон Неймана M конечна.

Доказательство. Достаточность. Предположим, что множество всех
когипонормальных операторов из S(M , τ) является tτl-замкнутым. Тогда мно-
жество всех τ -измеримых нормальных операторов tτl-замкнуто как пересече-
ние двух tτl-замкнутых множеств в S(M , τ). Напомним, что множество M iso

всех изометрий (U∗U = I) является tτl-замкнутым множеством в S(M , τ) [20,
п. 3 леммы 3.7]. Следовательно, множество M u всех унитарных операторов
(U∗U = UU∗ = I) является tτl-замкнутым множеством в S(M , τ). Но M u tτl-
замкнуто тогда и только тогда, когда алгебра фон Неймана M конечна [24,
п. (i) теоремы 1].

Необходимость. Алгебра фон Неймана M конечна тогда и только тогда,
когда инволюция A 7→ A∗ tτl-непрерывна из S(M , τ) в S(M , τ) [20, п. 5 теоре-
мы 4.1]. При этом если сеть {Xj}j∈J ⊂ (M , τ) когипонормальных операторов

tτl-сходится к оператору X ∈ S(M , τ), то X∗j
τl−→ X∗. Поскольку операторы

X∗j , j ∈ J , гипонормальны, оператор X∗ гипонормален; поэтому X когипонор-
мален. �

Замечание 1. На алгебрах локально измеримых операторов М. А. Мура-
товым и В. И. Чилиным в [32] была исследована другая топология локальной
сходимости по мере, отличная от нашей топологии tτl. Вопрос о замкнутости
множества всех локально измеримых гипонормальных операторов в этой топо-
логии остается открытым.
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