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Аннотация. Вводится и изучается понятие слабой коголографичности, обобща-
ющее понятие голографичности и в некотором смысле являющееся двойственным
к понятию слабой голографичности. Получены описания слабо коголографичных

полей и абелевых групп, доказана слабая коголографичность любых ординалов и
эквивалентностей, счетных булевых алгебр. Дана полная картина соотношений
между свойствами голографичности, слабой голографичности, слабой когологра-
фичности и счетной категоричности.
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В данной работе мы продолжаем начатое в работах [1, 2] изучение воз-
можностей задания алгебраических структур путем «размножения» некоторой
конечной части такой структуры с помощью различных классов морфизмов.
Можно сказать, что в таких структурах значение истинности предикатов на
кортежах элементов можно определять путем некоторого сравнения этих кор-
тежей с подходящим кортежем, все элементы которого содержатся в некотором
априори фиксированном конечном эталонном множестве, так называемом мно-

жестве прототипов. Способы сравнения при этом могут варьироваться. При
различных способах сравнения с элементами эталонного множества возникают
различные варианты голографичности. Общее название семейства подобных
свойств — голографичность — было выбрано в силу того, что эти свойства
некоторым образом перекликаются со свойством специфических физических
изображений — голограмм, в которых часть голограммы может содержать ин-
формацию обо всем изображении.

Ранее в упомянутых работах изучались свойства голографичности и сла-
бой голографичности, определения которых будут даны чуть позже. Здесь мы
изучаем новое свойство структур, которое мы назвали слабой коголографично-

стью.
Всюду далее мы подразумеваем, что рассматриваемые нами сигнатуры ко-

нечны и состоят только из предикатных символов. Даже в случаях, когда мы
говорим об операциях, все равно в соответствующих ситуациях подразумева-
ем, что на самом деле работаем не с самими операциями, а с их предикатными
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представлениями. Максимальное число аргументов сигнатурных символов сиг-
натуры ‖σ‖ будем называть ее высотой. Так, например, высота сигнатуры
упорядоченных множеств равна 2, а высота сигнатуры для полей или колец
равна 3.

Определение 1. Структура A конечной предикатной сигнатуры σ назы-
вается слабо коголографичной, если она содержит конечное подмножество M
такое, что для любого S ⊆ A мощности, не превосходящей высоту сигнатуры σ,
существует изоморфное вложение ϕ : A → A такое, что S ⊆ ϕ(M). Множество
M при этом называется множеством прототипов этой структуры.

Если заменить в определении выше «изоморфное вложение» на «автомор-
физм», то получим определение голографичности (в оригинале [1] ϕ(S) ⊆ M ,
но эта формулировка эквивалентна данной). Если в этом же определении заме-
нить S ⊆ ϕ(M) на ϕ(S) ⊆M , то получим определение слабой голографичности
[2]. В работе [1] было также отмечено, что любая не более чем счетная счетно
категоричная структура конечной сигнатуры является голографичной и при-
веден пример счетной голографичной, но не счетно категоричной структуры.
К сожалению, авторам до сих пор не известны другие примеры таких структур.
Поиск новых подобных примеров представляет несомненный интерес.

Очевидно, что голографичность структуры влечет как ее слабую гологра-
фичность, так и слабую коголографичность.

В работах [1, 2] наряду с доказательством некоторых общих свойств го-
лографичных и слабо голографичных структур получены также полные или
частичные описания структур, обладающих соответствующим свойством голо-
графичности для классов абелевых групп, линейных порядков, булевых алгебр,
эквивалентностей и полей.

Данная работа организована примерно по той же схеме, что и предшеству-
ющие ей вышеупомянутые работы [1, 2].

1. Общие свойства

Некоторые общие свойства слабо коголографичных структур очень похожи
на свойства голографичных и слабо голографичных структур из уже упомяну-
тых работ [1, 2].

Следующее утверждение достаточно очевидно.

Предложение 1. Декартово произведение двух слабо коголографичных
структур слабо коголографично. При этом в качестве множества прототипов
для декартова произведения можно взять декартово произведение множеств
прототипов исходных структур.

Теорема 1. Пусть A — слабо коголографичная структура сигнатуры σ и
M — ее множество прототипов. Тогда любое ее подмножество мощности строго
меньшей чем ‖σ‖ порождает в ней подструктуру мощности не более чем |M |‖σ‖.

Доказательство. Пусть s — произвольный конечный кортеж из попарно
различных элементов структуры A, длина которого строго меньше, чем ‖σ‖,
и пусть S — множество всех его элементов. Обозначим через 〈S〉 основное
множество подструктуры, порожденной в A множеством S. Для каждого a ∈
〈S〉 определим кортеж ψ(a) ∈ M |s| следующим образом: сначала фиксируем
некоторое изоморфное вложение ϕa : A→ A со свойствомϕa(M) ⊇ S∪{a} (здесь
под ϕ−1

a (s) мы понимаем соответствующий кортеж), а затем полагаем ψ(a) =
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〈
ϕ−1
a (s), ϕ−1

a (a)
〉
. Покажем, что ψ инъективно. Предположим, что ψ(a0) =

ψ(a1). Из равенства 〈
ϕ−1
a0

(s), ϕ−1
a0

(a0)
〉

=
〈
ϕ−1
a1

(s), ϕ−1
a1

(a1)
〉

получаем, что отображения ϕ−1
a0

и ϕ−1
a1

совпадают на S, а также и ϕ−1
a0

(a0) =

ϕ−1
a1

(a1). Далее зафиксируем терм t со свойством a1 = t(s). Имеем

ϕ−1
a0

(a0) = ϕ−1
a1

(a1) = ϕ−1
a1

(t(s)) = t
(
ϕ−1
a1

(s)
)

= t
(
ϕ−1
a0

(s)
)

= ϕ−1
a0

(t(s)) = ϕ−1
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(a1).

Сравнивая начало и конец цепочки равенств, получаем a0 = a1.
Итак, отображение ψ из множества 〈S〉 разнозначно. Его множество значе-

ний содержит не более чем |M ||s|+1, а значит и не более чем |M |‖σ‖ элементов.
Отсюда получаем, что и мощность множества 〈S〉 не превосходит |M |‖σ‖. Тео-
рема доказана.

Следующая теорема показывает, что рассмотрение голографичных струк-
тур бесконечных сигнатур не имеет смысла. Отметим, что такой же результат
верен и для голографичных и слабо голографичных структур (см. [1, 2]).

Теорема 2. Предположим, что A — структура сигнатуры конечной высо-
ты, удовлетворяющая определению слабой коголографичности, в котором опу-
щено требование конечности сигнатуры. Тогда среди ее сигнатурных предика-
тов можно выбрать такое конечное подмножество, что любой ее сигнатурный
предикат совпадает с одним из выбранных.

Доказательство похоже на доказательства аналогичных результатов о
голографичных и слабо голографичных структурах в [1, 2].

Пусть M — множество прототипов для A, и пусть P — произвольный
n-арный сигнатурный предикат нашей структуры. Стрелкой →֒ будем обозна-
чать изоморфное вложение. Из определения непосредственно следует, что

A |= P (x)↔ ∃ϕ : A →֒ A({x} ⊆ ϕ(M) ∧ ϕ−1(x) ∈Mn ∩ P ).

Отсюда следует, что для любых n-арных предикатов P0 и P1 из Mn ∩ P0 =
Mn ∩ P1 следует P0 = P1. В силу конечности числа множеств вида Mn ∩ P
число различных n-арных предикатов в A будет конечным. Поскольку наша
сигнатура имеет конечную высоту, число попарно различных предикатов в A
также будет конечным. Теорема доказана.

2. Абелевы группы

Напомним, что группа называется группой ограниченной экспоненты, если
она удовлетворяет тождеству xn = 1 для некоторого натурального n > 0.

Оказывается, что слабая коголографичность для абелевых групп эквива-
лентна голографичности.

Теорема 3. Пусть G — абелева группа. Следующие условия эквивалент-
ны:

(1) G слабо коголографична,
(2) G — группа ограниченной экспоненты,
(3) G голографична,
(4) G слабо голографична.

Действительно, если группа слабо коголографична, то из теоремы 1 сле-
дует, что она является группой ограниченной экспоненты. Следовательно, по
[1, теорема 6] она голографична. В силу [2, теорема 8] это свойство эквива-
лентно слабой голографичности. Далее, из голографичности следует и слабая
коголографичность (т. е. п. 1). Теорема доказана.
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3. Линейные порядки

Здесь покажем, что класс всех счетных слабо коголографичных порядков
весьма широк. Конечные линейные порядки, а также счетные счетно катего-
ричные плотные линейные порядки (как и все счетно категоричные структуры
конечной сигнатуры), голографичны и, следовательно, они слабо когологра-
фичны. Слабая коголографичность также сохраняется при произведениях и
суммировании конечного числа порядков. Также покажем, что любой ординал
(не обязательно счетный) слабо коголографичен. Отметим, что несчетные не
слабо коголографичные линейные порядки существуют. В качестве примера
можно привести линейный порядок мощности 2ω, не имеющий нетривиальных
изоморфных вложений в самого себя, построенный в работе [3]. Вопрос о суще-
ствовании счетных не слабо коголографичных порядков остается открытым.

Предложение 2. Если порядки L0 и L1 слабо коголографичны, то поряд-
ки L0 + L1 и L0 × L1 также слабо коголографичны.

Доказательство. Пусть L0 и L1 — непересекающиеся слабо когологра-
фичные линейные порядки и M0, M1 — их множества прототипов соответствен-
но. Как нетрудно проверить, множества M0 ∪M1 и M0×M1 годятся в качестве
множеств прототипов соответственно для L0 + L1 и L0 × L1. Предложение до-
казано.

Теорема 4. Любой ординал слабо коголографичен.

Доказательство. Ввиду того, что любой ординал α представим в виде
конечной суммы вида α = ωβ0 ·m0 + · · ·+ωβk−1 ·mk−1, где β0, . . . , βk−1 — орди-
налы, а m0, . . . ,mk−1 ∈ ω, из предложения 2 следует, что достаточно доказать
слабую коголографичность любого ординала вида ωα, где α — произвольный
ординал.

Если γ и β — ординалы и γ ≤ β, то через β − γ будем обозначать такой
(единственный) ординал δ, что γ + δ = β.

Лемма 4.1. Пусть β — ненулевой ординал. Тогда следующие условия
эквивалентны:

(1) β представим в виде ωα, где α — ординал,
(2) для любого γ < β выполнено β − γ = β.

Доказательство леммы. Докажем импликацию (1) → (2) индукцией
по α. Предположим, что для всех ординалов, меньших чем α, утверждение
доказано.

Рассмотрим два случая.

Случай 1. Ординал α непредельный.
Пусть α = α0+1. Тогда ωα = ωα0 ·ω = ωα0 +ωα0 + · · · и, следовательно, для

подходящего k < ω выполнено γ < ωα0 · k и наш ординал изоморфно вклады-
вается в свой сегмент, начинающийся с ωα0 · k. Отсюда получаем ωα ≤ ωα − γ.
Обратное неравенство ωα − γ ≤ ωα очевидно. В итоге получаем ωα − γ = ωα.

Случай 2. Ординал α предельный.
Если α = 0, то утверждение очевидно. Пусть α 6= 0. Поскольку ωα − γ ≤

ωα, достаточно убедиться, что ωα ≤ ωα − γ. Обозначим конфинальность α
через cf(α). Зафиксируем строго возрастающую последовательность ординалов
(αδ)δ<cf(α) такую, что α =

⋃
δ<cf(α)

αδ. Не ограничивая общности рассуждений,
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можно считать, что α0 = 0 и для предельных β < α выполнено αβ =
⋃
δ<β

αδ.

В силу только что сделанных предположений получаем

ωα =
⋃

δ<cf(α)

ωαδ =
⋃

δ<cf(α)

[ωαδ , ωαδ+1).

Зафиксируем некоторый ординал δ0 < cf(α) со свойством γ < ωαδ0 . Посколь-
ку cf(α) является еще и кардиналом, для любого τ < cf(α) будет выполнено
δ0 + τ < cf(α). Далее, заметим, что порядковый тип любого интервала вида
[ωαλ , ωαλ+1), λ < cf(α), равен ωαλ+1 − ωαλ , который, в свою очередь, по пред-
положению индукции равен ωαλ+1 . Отсюда следует, что для любого τ < cf(α)
порядковый тип интервала [ωατ , ωατ+1) меньше либо равен порядкового типа
интервала [ωαδ0+τ , ωαδ0+τ+1). Для каждого τ < cf(α) зафиксируем изоморфное
вложение

ψτ : [ωατ , ωατ+1)→ [ωαδ0+τ , ωαδ0+τ+1).

Легко проверить, что отображение ψ =
⋃

δ<cf(α)

ψδ будет изоморфным вложением

из ωα в ωα − γ, откуда получаем ωα ≤ ωα − γ.
Докажем импликацию (2) → (1). Пусть ординал β 6= 0 обладает свойством

(2). Рассмотрим разложение β по степеням ω:

β = ωα1 ·m1 + · · ·+ ωαk ·mk,

где все mi — ненулевые натуральные числа и α1 > · · · > αk — ординалы. Если
k > 1 или mk > 1, то β можно представить в виде суммы некоторого ординала
γ < β и ωαk , причем ωαk = β − γ < β. Это означает, что k = 1 и mk = 1.

Лемма доказана.

Лемма 4.2. Любой ординал вида ωα слабо коголографичен.

Доказательство. Если α = 0, то утверждение очевидно. В остальных
случаях из леммы 4.1 легко получаем, что в качестве множества прототипов
можно взять множество, состоящее из первого и второго элементов этого по-
рядка. Лемма, а вместе с ней и теорема доказаны.

4. Булевы алгебры

Известно, что существуют несчетные нетривиальные булевы алгебры, не
допускающие нетривиальных вложений в себя (см. обзор [4]), откуда следует
существование не слабо коголографичных булевых алгебр. Тем не менее класс
слабо коголографичных булевых алгебр оказывается достаточно широким.

Будем использовать представление булевых алгебр в виде алгебр над по-
рядками: если L — линейный порядок с наименьшим элементом, то через BL
будем обозначать булеву алгебру, порожденную в множестве всех подмножеств
L замкнутыми слева и открытыми справа интервалами [a, b), a, b ∈ L.

Теорема 5. 1. Любая булева алгебра вида Bα где α — произвольный ор-
динал (не обязательно счетный), слабо коголографична.

2. Любая не более чем счетная булева алгебра слабо коголографична.

Доказательство. Докажем п. 1. Нам понадобится следующая очевид-
ная
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Лемма 5.1. Пусть ϕ : L0 → L1 — изоморфное вложение линейных поряд-
ков, обладающих наименьшими элементами и переводящее наименьший элемент
из L0 в наименьший элемент из L1. Тогда отображение

[a, b) 7→ [ϕ(a), ϕ(b)), a, b ∈ L0,

однозначно продолжается до изоморфного вложения ϕ из BL0 в BL1 .

Под разбиением единицы в булевой алгебре будем понимать любое семей-
ство вида (ai)i<k, состоящее из ее ненулевых элементов, такое, что при i 6= j
выполнено ai ∩ aj = 0, а

⋃
i<k

ai = 1.

Лемма 5.2. Пусть (ai)i<8 — разбиение единицы в булевой алгебре B и
для любого разбиения единицы (bj)j<8 этой алгебры существует изоморфное
вложение ϕ : B→ B такое, что

ϕ({ai | i < 8}) = {bi | i < 8}.

Тогда B слабо коголографична и булева алгебра M, порожденная множеством
{ai | i < 8}, является множеством ее прототипов.

Доказательство леммы. Пусть x0, x1, x2 ∈ B. Эти элементы порожда-
ют в B конечную подалгебру, содержащую не более восьми атомов. Из суще-
ствования разбиения единицы из восьми элементов следует, что в нашей алгебре
имеется достаточно элементов, чтобы расширить эту подалгебру до подалгеб-
ры B′ с ровно восемью атомами. Семейство этих атомов образует разбиение
единицы. Возьмем изоморфное вложение ϕ как в условии леммы, переводящее
разбиение (ai)i<8 в семейство атомов алгебры B′. Тогда ϕ(M) ⊇ {x0, x1, x2},
что и требовалось. Лемма доказана.

В дальнейшем через B ↾ a будем обозначать ограничение булевой алгебры
B на ее элемент a.

Лемма 5.3. Если B —булева алгебра a ∈ B и булевы алгебры B ↾ a и
B ↾ a слабо коголографичны, то B слабо коголографична.

Доказательство леммы. Следует из предложения 1 и хорошо известно-
го разложения B ∼= B ↾ a×B ↾ a.

Следующая лемма очевидна.

Лемма 5.4. Пусть L1, . . . , Lk — линейные порядки с наименьшими эле-
ментами. Тогда BL1+···+Lk

∼= BL1 × · · · ×BLk
.

Лемма 5.5. Для любого ординала α булева алгебра Bωα слабо когологра-
фична.

Доказательство леммы. Для α = 0 лемма очевидна.
Пусть теперь α > 0. Пусть 0 < 1 < . . . < 7 — первые 8 элементов ординала

ωα. Покажем, что множество элементов конечной подалгебры, порожденной в
Bωα множеством A = {ai | i < 8}, где

ai =

{
[i, i+ 1) при i < 7,

[7, ωα) при i = 7,

годится в качестве множества прототипов. Заметим, что (ai)i<8 — разбиение
единицы в алгебре Bωα . Для доказательства достаточно проверить для этого
разбиения выполнение условий леммы 5.2.
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Пусть (bi)i<8 — произвольное разбиение единицы в нашей алгебре. Каж-
дый из элементов bi есть объединение конечного семейства попарно не пересе-
кающихся непустых интервалов вида [a, b) ⊆ ωα, где a, b ∈ ωα ∪ {∞}. Пусть
L0, . . . , Lk — список всех таких интервалов, участвующих в образовании эле-
ментов bi в порядке их следования. Заметим, что Lk как самый правый из них
имеет вид [a, ωα), где a < ωα. Без ограничения общности рассуждений счи-
таем, что Lk ⊆ b7. По лемме 5.4 имеем Bωα ∼= BL0 × · · · ×BLk

. Переставим
элементы последовательности L0, . . . , Lk, сначала расположив в порядке следо-
вания интервалы, содержащиеся в b0, потом в порядке следования интервалы,
содержащиеся в b1, и т. д. В результате получим новую последовательность
интервалов L′0, . . . , L

′
k со свойством L′k = Lk.

Имеем последовательность естественных изоморфизмов

BL0+···+Lk
∼= BL0 × · · · ×BLk

∼= BL′0 × · · · ×BL′k ∼= BL′0+···+L′
k
.

Обозначим композицию этих изоморфизмов изBL0+···+Lk
наBL′0+···+L′

k
через ϕ.

Нетрудно видеть, что в L существуют точки c0, c1, . . . , c7 такие, что c0 — наи-
меньший элемент в L, c0 < c1 < . . . < c7, ϕ(bi) = [ci, ci+1) для всех i = 0, . . . , 6
и ϕ(b7) = [c7,∞)

В силу леммы 4.1 промежуток [c7,∞) в L, а также [7,∞) в ωα изоморфны
ωα. Зафиксируем изоморфизм θ0 : [7,∞) → [c7,∞) между этими интервалами
и расширим его до изоморфного вложения θ из ωα в L, положив

θ(x) =

{
cx, если x < 7,

θ0(x), если x ≥ 7.

Заметим, что θ сохраняет наименьший элемент. По лемме 5.1 θ продолжается

до изоморфного вложения θ̂ : Bωα → BL. При этом θ̂([i, i+ 1)) = [ci, ci+1) при

всех i < 7 и θ̂([7, ωα)) = [c7,∞). Остается заметить, что ϕ−1θ̂ также является

изоморфным вложением из Bωα в себя и ϕ−1θ̂(ai) = bi для всех i < 8.
Лемма доказана.

Теперь все готово для завершения доказательства п. 1 теоремы. Пусть α —
произвольный ординал. Представим его в виде

α = ωα0 · k0 + ωα1 · k1 + · · ·+ ωαl · kl
для подходящих l, k0, . . . , kl < ω и ординалов α0 > α1 > · · · > αk. Имеем

Bα = Bωα0 ·k0+ωα1 ·k1+···+ωαk ·kl ∼= (Bωα0 )
k0 × (Bωα1 )

k1 × · · · × (Bωαk )
kl .

Теперь п. 1 нашей теоремы следует из лемм 5.4, 5.5 и предложения 1.

Докажем п. 2 теоремы. Пусть B — не более чем счетная булева алгебра.
Поскольку все счетные суператомные булевы алгебры имеют вид Bα, где α —
подходящий счетный ординал (см. [5]), все не более чем счетные суператом-
ные булевы алгебры слабо коголографичны. Если число ее атомов конечно,
то она счетно категорична и, следовательно, слабо коголографична. Остается
рассмотреть случай, когда B — счетная не суператомная алгебра с бесконеч-
ным числом атомов. Зафиксируем в ней 7 атомов, которые обозначим через
ai, i < 7, и положим a7 = 1 ∩ ⋃

i<7

ai. Покажем, что разбиение единицы (ai)i<8

удовлетворяет условиям леммы 5.2, откуда и будет следовать слабая коголо-
графичность B. Пусть (bi)i<8 — произвольное разбиение единицы в B. Среди
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алгебр B ↾ bi имеется не суператомная булева алгебра, поскольку в противном
случае сама алгебра B, изоморфная B ↾ b0 × · · · ×B ↾ b7, была бы суператом-
ной. Без ограничения общности считаем, что алгебра B ↾ b7 не суператомна и,
следовательно, содержит счетную безатомную булеву подалгебру. Для каждого
i < 7 пусть ϕi будет (единственным) изоморфным вложением из двухэлемент-
ной алгебры B ↾ ai в алгебру B ↾ bi, а в качестве ϕ7 зафиксируем какое–нибудь
изоморфное вложение алгебры B ↾ a7 в B ↾ b7, которое существует в силу то-
го, что последняя содержит счетную безатомную булеву подалгебру, в которую,
как хорошо известно, изоморфно вкладывается любая счетная булева алгебра.
Теперь определим вложение ϕ : B→ B как

ϕ(x) =
⋃

i<8

ϕi(x ∩ ai).

Очевидно, что ϕ(ai) = bi для всех i < 8.
Теорема доказана.

5. Эквивалентности

Здесь под эквивалентностью будем понимать в зависимости от ситуации
как предикатную структуру, единственным сигнатурным отношением которой
является эта эквивалентность, так и само это отношение. Эти два понятия
незначительно отличаются: всякая структура должна иметь непустое основное
множество, в то время как сами эквивалентности можно рассматривать и на
пустом множестве. Тем не менее мы надеемся, что это не приведет к недоразу-
мениям. Докажем следующую теорему.

Теорема 6. Любая эквивалентность слабо коголографична.

Нам понадобится следующее описание голографичных эквивалентностей.

Теорема 7 [2, теорема 11]. Произвольное отношение эквивалентности го-
лографично тогда и только тогда, когда множество мощностей его классов ко-
нечно.

Доказательство теоремы 6. Следующая лемма очевидна.

Лемма 7.1. Пусть E0 и E1 — слабо коголографичные эквивалентности на
непересекающихся множествах S0 и S1 соответственно. Тогда эквивалентность
E = E0 ∪ E1 также слабо коголографична.

Пусть E — произвольная эквивалентность. Ее можно представить в виде
E = E0 ∪ E1, где E0 и E1 — эквивалентности на непересекающихся множе-
ствах такие, что все классы E0 одноэлементны, а все классы E1 содержат как
минимум два элемента. Эквивалентность E0 либо пуста, либо по теореме 7 сла-
бо коголографична. Поэтому в силу леммы 7.1 достаточно доказать теорему
для случая, когда все классы эквивалентности E содержат как минимум два
элемента.

Зафиксируем некоторое взаимно однозначное отображение γ 7→ Aγ из под-
ходящего ординала α на множество всех классов эквивалентности E такое, что
выполняется условие

γ0 ≤ γ1 → |Aγ0 | ≤ |Aγ1 |. (1)

Пользуясь тем, что по теореме 4 ординал α слабо коголографичен, зафик-
сируем в α множество прототипов M0, и в каждом классе Aγ , γ ∈ M , также



386 Н. А. Баженов, Б. Касымканулы, А. С. Морозов

зафиксируем не равные между собой элементы aγ и bγ . Покажем, что множе-
ство M = {aγ , bγ | γ ∈M0} годится в качестве множества прототипов для E.

Проверим выполнимость определения слабой коголографичности для E.
Возьмем произвольные x0 и x1, x0 6= x1, и рассмотрим два возможных случая.

Случай 1. 〈x0, x1〉 /∈ E.
Возьмем ординалы γ0, γ1 < α такие, что x0 ∈ Aγ0 и x1 ∈ Aγ1 . Очевидно,

что γ0 6= γ1. Пусть ψ : α → α — изоморфное вложение α в себя со свойством
ψ(M0) ⊇ {γ0, γ1}. Пусть δ0 = ψ−1(γ0) и δ1 = ψ−1(γ1). Поскольку ψ — вложение
ординалов, для всех δ < α справедливо δ ≤ ψ(δ), откуда в силу (1) также имеем
|Aδ| ≤ |Aψ(δ)|. Ввиду этого для каждого δ < α можно зафиксировать вложение
ψδ : Aδ → Aψ(δ), удовлетворив при этом условия ψδ0(aδ0) = x0 и ψδ1(aδ1) = x1.
Очевидно, что отображение ϕ =

⋃
δ<α

ψδ является изоморфным вложением E в

себя со свойством ϕ(M) ⊇ {x0, x1}.
Случай 2. 〈x0, x1〉 ∈ E.
Пусть ординал γ < α таков, что x0, x1 ∈ Aγ . Возьмем изоморфное вложение

ψ : α → α со свойством ψ(M0) ⊇ {γ}. Пусть µ = ψ−1(γ). Так же, как и в
случае 1, можно для каждого δ < α зафиксировать вложение ψδ : Aδ → Aψ(δ),
удовлетворив при этом условия ψµ(aµ) = x0 и ψµ(bµ) = x1. Тогда отображение
ϕ =

⋃
δ<α

ψδ является изоморфным вложением E в себя со свойством ϕ(M) ⊇

{x0, x1}.
Тем самым мы доказали существование требуемого в определении изоморф-

ного вложения, а вместе с этим и саму теорему.

6. Поля

Теорема 8. Пусть F — поле. Тогда следующие условия эквивалентны:
(1) F — конечное поле,
(2) F слабо коголографично,
(3) F слабо голографично,
(4) F голографично.

Доказательство. Эквивалентность пп. (1), (3) и (4) доказана в [2, тео-
рема 9]. Остается доказать эквивалентность пп. (1) и (2).

Импликация (1)⇒(2) очевидна. Докажем импликацию (2)⇒(1). Пусть F
— слабо коголографичное поле. Тогда его характеристика конечна, так как в
противном случае множество {1} порождало бы бесконечную подструктуру. По
той же самой причине поле F не может иметь трансцендентных элементов, и
это означает, что все элементы поля F алгебраичны над его простым подполем.

Из теоремы 1 следует, что порядки всех элементов F относительно умно-
жения ограничены в совокупности, т. е. существует натуральное число n со
свойством xn = 1 для всех x 6= 0. В силу этого степени всех минимальных
многочленов для элементов из F над его простым подполем также ограничены
в совокупности, а это означает, что такие многочлены образуют конечное мно-
жество. Поскольку любой многочлен имеет лишь конечное число корней, само
поле F конечно. Теорема доказана.

7. Соотношения между типами голографичности

Обозначим через H класс всех счетных голографичных структур, WH —
класс всех счетных слабо голографичных структур, WCH — класс всех счетных
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слабо коголографичных структур, а C — класс всех счетных счетно категорич-
ных структур конечной предикатной сигнатуры.

Картину взаимного расположения данных классов дает следующая

Теорема 9. Справедливы следующие соотношения:

WH ⊃ H ⊂WCH, WCH *WH, WH *WCH
∪
C

причем все вышеупомянутые включения строгие.

Доказательство. Справедливость включений H ⊆ WH, WCH и C ⊆ H
очевидна. Докажем, что эти включения строгие, т. е. что обратные к ним
включения не выполнены.

Включение WH ⊆ H не имеет места, поскольку любая счетная атомная не
суператомная алгебра слабо голографична (см. [2, теорема 5]), содержит беско-
нечное число атомов и поэтому не является голографичной (см. [1, теорема 4]).

Включение WCH ⊆ H не имеет места, поскольку любая счетная булева
алгебра с бесконечным количеством атомов по теореме 5 слабо коголографична,
но не голографична в силу [1, теорема 4].

Пример, показывающий, что H * C, построен в [1, теорема 2].
В качестве примера структуры, доказывающего соотношение WCH *WH,

можно взять любую счетную суператомную булеву алгебру, напримерBω . Дей-
ствительно, она принадлежит классу WCH согласно п. 2 теоремы 5 и не принад-
лежит классу WH по теореме 5 из [2], утверждающей, что любая счетная булева
алгебра слабо голографична тогда и только тогда, когда она не суператомна.

Для доказательства оставшегося утверждения WH *WCH построим струк-
туру A сигнатуры σ = {R2, E2}, являющуюся слабо голографичной, но не сла-
бо коголографичной. Стоит отметить, что эта структура имеет вычислимую
копию.

Напомним, что счетный неориентированный граф без петель G является
случайным графом (random graph) в том и только том случае, когда для про-
извольных конечных множеств X,Y ⊆ dom(G) таких, что X ∩ Y = ∅, в графе
G существует вершина v 6∈ X ∪ Y такая, что v соединена ребром с каждой вер-
шиной из X и v не соединена ребром ни с какой вершиной из Y (см., например,
теорему 6.4.4 в [6]).

Зададим искомую структуру A по следующим правилам.
• Структура (dom(A ), R) есть неориентированный граф без петель.
• Отношение E является эквивалентностью на множестве dom(A ), имею-

щей счетное число классов эквивалентности. Пусть [a0]E , [b0]E , [a1]E , [b1]E , . . .
— это перечисление без повторений множества всех классов эквивалентности E.
• Если элементы x и y лежат в разных E-классах, то A |= ¬R(x, y).
• Для каждого k ∈ ω подструктура ([ak]E , R↾ [ak]E) изоморфна случайному

графу.
• Для каждого k ∈ ω подструктура ([bk]E , R↾ [bk]E) есть цикл длины k + 3.
Отметим следующее свойство структуры A : если x 6∈ [bk]E , то подграф

([x]E , R↾ [x]E) не вкладывается изоморфно в ([bk]E , R↾ [bk]E).
(1) Структура A слабо голографична. Действительно, множество прото-

типов M можно построить следующим образом. Выберем произвольные эле-
менты c, d ∈ [a0]E такие, что a0 6∈ {c, d} и A |= R(a0, c) ∧ ¬R(a0, d). Полагаем
M = {a0, c, d, a1}.
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Опираясь на свойства случайного графа, нетрудно показать, что для любой
пары вершин x, y из A существует изоморфное вложение ϕ: A →֒ A такое, что
ϕ({x, y}) ⊂M .

(2) Структура A не является слабо коголографичной. Действительно,
предположим, что M — конечное множество прототипов, свидетельствующее
о слабой коголографичности для A . Тогда выберем произвольное bk такое, что
M ∩ [bk]E = ∅.

Пусть ϕ — произвольное изоморфное вложение из A в A , и пусть bk = ϕ(a)
для некоторого a. Нетрудно понять, что a ∈ [bk]E . Отсюда вытекает, что
{bk} 6⊆ ϕ(M), приходим к противоречию с предположением о слабой когологра-
фичности.

Теорема доказана.
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