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О РАЦИОНАЛЬНЫХ ИНТЕГРАЛАХ

НАТУРАЛЬНЫХ СИСТЕМ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

С. В. Агапов, Д. В. Соловьев

Аннотация. Исследуются натуральные механические системы на двумерной плос-
кости в магнитном поле, обладающие дополнительным рациональным по импуль-
сам первым интегралом. В данной работе построены новые интегрируемые при-
меры таких систем, а также исследован вопрос о существовании рациональных
интегралов в отсутствии магнитного поля.
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1. Введение и основные результаты

Рассмотрим натуральную механическую систему

ẋi = {xi, H}mg, ṗi = {pi, H}mg, i = 1, 2, (1)

с гамильтонианом H в магнитном поле ω:

H =
p2
1 + p2

2

2
+ V (x1, x2), ω = �(x1, x2) dx1 ∧ dx2,

здесь V (x1, x2) — потенциал, магнитная скобка Пуассона имеет вид

{F,H}mg =

2∑

i=1

(
∂F

∂xi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂xi

)
+ �(x1, x2)

(
∂F

∂p1

∂H

∂p2
− ∂F

∂p2

∂H

∂p1

)
.

Система (1) задает движение заряженной частицы на плоскости в потенциаль-
ном силовом и магнитном полях.

Функция F называется первым интегралом системы (1), если

Ḟ = {F,H}mg ≡ 0.

Отметим, что гамильтониан H сам по себе является первым интегралом (1).
Если при этом найдется дополнительный интеграл F, функционально незави-
симый с H почти всюду, то система (1) называется вполне интегрируемой.

В этом случае согласно теореме Арнольда — Лиувилля [1] уравнения движе-
ния (1) можно проинтегрировать в квадратурах.

Во многих системах вида (1) первые интегралы являются полиномами по
импульсам. Полиномиальные интегралы малых степеней таких систем хорошо
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изучены в целом. Так, например, система (1) допускает линейный интеграл
тогда и только тогда, когда потенциал и магнитное поле имеют один из следу-
ющих видов [2]:
• V (x, y) = f(αx+βy), �(x, y) = −2g′(αx+βy), F1 = αp2−βp1 +g(αx+βy);
• V (x, y) = f(x2 + y2), �(x, y) = −2g′(x2 + y2), F1 = −yp1 + xp2 + g(x2 + y2);

здесь α, β ∈ R — произвольные постоянные, а f и g — произвольные функции
одного аргумента.

Классификация квадратичных интегралов системы (1) является намного
более сложной задачей (см., например, [2–4]). Приведем лишь один из извест-
ных примеров, найденный в [2].
• Пусть S(x), R(y) — эллиптические функции, удовлетворяющие уравнени-

ям
S′′ = αS2 + β1S + γ1, R′′ = −αR2 + β2R+ γ2.

Тогда система (1) с потенциалом

V (x, y) =
1

2
(S′)

2
+

1

2
(R′)

2
+ SR′′ +RS′′ + µ2 − µ1

в магнитном поле ω = (S′′ +R′′) dx ∧ dy обладает квадратичным по импульсам
интегралом

F2 =
p2
2

2
+R′p1 + S′p2 + f,

где

µ1 = (S′)2 +
β2

2
S2 − β3S, µ2 = −(R′)2 − β1

2
R2 + β3R, f =

1

2
(S′)2 + SR′′ + µ2.

Полиномиальные интегралы более высоких степеней системы (1) исследо-
вались в различных работах (см., например, [5–7] и ссылки в них).

Отметим, что поиск полиномиальных интегралов гамильтоновой системы
(1) в отсутствии магнитного поля является отдельной содержательной зада-
чей. Многочисленные примеры интегрируемых потенциалов и соответствую-
щие ссылки можно найти в [8, 9]. Особый интерес при этом представляет слу-
чай компактных конфигурационных пространств. В [10] доказано, что система
(1) на аналитической ориентируемой замкнутой двумерной поверхности рода
g > 1 в нулевом магнитном поле не может быть аналитически интегрируема.
С другой стороны, примеры интегрируемых потенциалов на двумерном торе
хорошо известны, дополнительный интеграл при этом является полиномом по
импульсам степени 1 или 2. Вопрос о существовании неприводимых интегралов
степени n > 2 до сих пор является открытым: в данный момент доказано лишь
отсутствие интегралов степеней n = 3, 4, 5 [11–13]. Интересно, что на двумер-
ной сфере при этом существуют интегрируемые примеры с интегралами степени
n > 2.

Упомянем также магнитные геодезические потоки, которые задаются га-
мильтоновой системой (1) с гамильтонианомH = gijpipj/2, здесь ds2 = gij dx

idxj

— риманова метрика на конфигурационном пространстве. В отличие от нату-
ральных систем (1) для магнитных геодезических потоков интегрируемость од-
новременно на всех уровнях энергии оказывается весьма ограничительным тре-
бованием (см., например, [14] в случае замкнутой гиперболической поверхности
и [15–18] в случае двумерного тора). Поэтому более естественным здесь оказы-
вается вопрос об интегрируемости лишь на фиксированном уровне энергии (см.,
например, [19]), в этом случае пространство интегрируемых примеров намного
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богаче. В частности, на двумерном торе существуют различные интегрируемые
примеры таких потоков с квадратичным первым интегралом [2, 3, 16, 20].

Вернемся к натуральной системе (1) в магнитном поле, у которой, вообще
говоря, могут быть интегралы более общего вида. Систематическое изучение
неполиномиальных интегралов систем вида (1), по всей видимости, впервые
было начато в работах [8, 21], там же можно найти различные примеры таких
интегралов.

В данной работе исследован случай, когда дополнительный интеграл F
системы (1) имеет вид рациональной функции по импульсам с линейными чис-
лителем и знаменателем, т. е.

F =
a(x, y)p1 + b(x, y)p2 + d(x, y)

f(x, y)p1 + g(x, y)p2 + h(x, y)
. (2)

Предположим сначала, что f = 0. Тогда имеет место

Лемма 1. Если f(x, y) ≡ 0, то без ограничения общности можно считать,
что рациональный интеграл F имеет один из следующих двух видов.

Случай 1:

F =
p1 + l(x, y)

p2 + k(x, y)
, (3)

Случай 2:

F =
yp1 − xp2 + l(x, y)

p2 + k(x, y)
, (4)

где k(x, y), l(x, y) — некоторые функции.

Основные результаты данной работы заключаются в следующем.

Теорема 1. Функция F вида (3) является первым интегралом гамильто-
новой системы (1) тогда и только тогда, когда функции l(x, y), k(x, y) удовле-
творяют следующей системе уравнений:

kl = s3xy + s1y + s2x− s0, (5)

l2 − k2 = s3(x
2 − y2) + 2s1x− 2s2y + s4, (6)

где s0, . . . , s4 ∈ R — произвольные постоянные, а потенциал и магнитное поле
имеют вид

V (x, y) = −1

2
(k2 + s3x

2 + 2s1x), ω = kx dx ∧ dy.

Теорема 2. Функция F вида (4) является первым интегралом гамиль-
тоновой системы (1) тогда и только тогда, когда функции u(x, y) = yk(x, y),
v(x, y) = l(x, y) + xk(x, y) удовлетворяют следующей системе уравнений:

2(u2 − v2) = 2s5 − 4s4x+ x2(−4s2 + 4s3 + 4s1x+ s0x
2)

+ 2(2s2 − 2s3 − 3x(2s1 + s0x))y
2 + s0y

4, (7)

uv = y(s4 − x(−2s2 + 2s3 + 3s1x+ s0x
2) + (s1 + s0x)y

2), (8)

где s0, . . . , s5 ∈ R — произвольные постоянные, а потенциал и магнитное поле
имеют вид

V (x, y) = −1

2

(
u2

y2
+ 2s0x

2 + 4s1x

)
, ω =

ux
y
dx ∧ dy.
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Отметим, что рациональные интегралы вида (2) системы (1) с несколько
более общей точки зрения исследовались в вышеупомянутой работе [8]; там же
построены некоторые частные примеры таких интегралов. В нашей работе тео-
ремы 1, 2 дают полное описание интегрируемых потенциалов и магнитных полей
системы (1), для которых имеется дополнительный рациональный интеграл (2)
в случае f(x, y) ≡ 0. Случай f(x, y) 6= 0 является намного более трудным для
исследования (см. ниже).

Задача о рациональных интегралах системы (1) в отсутствии магнитного
поля также содержательна, на что было указано, например, в [22]. Удивитель-
но, но, насколько нам известно, вопрос о существовании таких интегралов, не
сводящихся к полиномиальным, до сих пор открыт. Некоторые результаты в
этом направлении были получены в недавних работах [23, 24], где, в частности,
была обнаружена любопытная связь этой задачи с мероморфными решениями
уравнения Хопфа. Несколько неожиданным при этом является тот факт, что
аналогичная задача для двумерных геодезических потоков исследована гораздо
лучше [22]; многочисленные примеры рациональных интегралов, в том числе на
фиксированном уровне энергии при наличии магнитного поля, можно найти в
[25–28].

Данная работа устроена следующим образом. В разд. 2 приведены доказа-
тельства леммы 1 и теорем 1, 2. Разд. 3 посвящен исследованию общего случая
f(x, y) 6= 0. Мы опишем трудности, возникающие при исследовании этого слу-
чая, укажем на вышеупомянутую связь с уравнением Хопфа, а также обсудим
вопрос о том, как наличие или отсутствие магнитного поля влияет на существо-
вание рациональных интегралов системы (1).

2. Доказательства основных утверждений

Докажем лемму 1. Пусть первый интеграл F системы (1) имеет вид

F =
a(x, y)p1 + b(x, y)p2 + d(x, y)

g(x, y)p2 + h(x, y)
.

Приравнивая к нулю коэффициенты при мономах старшей степени по импуль-
сам в равенстве {F,H}mg ≡ 0, получим

gby − bgy = 0, gax − agx = 0, g(ay + bx)− agy − bgx = 0. (9)

Без ограничения общности можно считать, что g(x, y) 6= 0, иначе существует
линейный интеграл. Интегрируя уравнения системы (9), имеем

a(x, y) = (c1y + c2)g(x, y), b(x, y) = −(c1x− c3)g(x, y),

где c1, c2, c3 — произвольные постоянные. Тогда первый интеграл F̃ = F − c3
примет вид

F̃ =
(c1y + c2)p1 − c1xp2 + (d/g − c3h/g)

p2 + h/g
,

здесь c21 + c22 6= 0, иначе существует линейный по импульсам интеграл F̂ = 1/F̃ .

Если c1 = 0, то первый интеграл F̃ /c2 принимает вид (3). Если c1 6= 0, то
подходящим координатным сдвигом первому интегралу можно придать вид (4).
Лемма 1 доказана.

Перейдем к доказательству теорем 1, 2.
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2.1. Случай 1. Докажем теорему 1. Пусть первый интеграл F имеет вид
(3), тогда соотношения (9) выполнены автоматически. Приравнивая к нулю
коэффициенты при мономах оставшихся степеней в равенстве {F,H}mg ≡ 0,
получим следующие соотношения:

� = kx, lx = ky, ly = −kx, (10)

Vy + kky = 0, Vx + llx = 0, (11)

lVy − kVx = 0. (12)

Легко проверить, что уравнение (12) является следствием (10), (11). Условие
совместности системы (11) имеет вид (llx)y − (kky)x = 0. С учетом (10) это
выражение можно переписать двумя различными способами:

(kl)yy = 0, (kl)xx = 0.

Проинтегрировав эти уравнения, получим

kl = φ(x)y + ψ(x) = ξ(y)x+ η(y), (13)

где φ(x), ψ(x), ξ(y), η(y) — неизвестные пока функции. Беря смешанную про-
изводную от этого выражения, получим φ′(x) = ξ′(y), откуда следует, что

φ(x) = s3x+ s1, ξ(y) = s3y + s2,

где s1, s2, s3 — произвольные постоянные. Подставляя эти выражения в (13),
имеем

ψ(y) = s1y − s0, η(x) = s2x− s0,
здесь s0 — произвольная постоянная. В итоге приходим к алгебраическому
соотношению на неизвестные функции k(x, y), l(x, y):

kl = s3xy + s1y + s2x− s0. (14)

Вернемся к соотношениям (11). Проинтегрировав их, получим

2V (x, y) = α(x) − k2(x, y) = β(y)− l2(x, y)
для произвольных функций α(x), β(y). Следовательно,

l(x, y)2 − k(x, y)2 = β(y)− α(x).

Возьмем оператор Лапласа (� = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 ) от обеих частей. Левая часть ввиду

(10) обратится в нуль и, следовательно,

α′′(x) = β′′(y) = 2c0,

где c0 — произвольная постоянная. Стало быть,

α(x) = c0x
2 + c1x+ c2, β(y) = c0y

2 + c3y + c4,

и получили второе алгебраическое соотношение на функции k(x, y), l(x, y):

l2 − k2 = c0(y
2 − x2) + c3y − c1x+ c4 − c2. (15)

Постоянные si, cj в (14), (15) не могут быть произвольными, они связа-
ны несколькими дополнительными соотношениями. Чтобы найти их, возьмем
частные производные по x и по y от выражения l2 − k2. С учетом (10) имеем

(l2 − k2)x = 2(lky + kly) = 2(lk)y, (l2 − k2)y = −2(lkx + klx) = −2(lk)x.
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Из этих равенств с учетом (14), (15) следует, что c0 = −s3, c1 = −2s1, c3 = −2s2.
Обозначая s4 = c4 − c2, приходим к искомой системе (5), (6) на неизвестные
функции k(x, y) и l(x, y). Выпишем ее решения в явном виде:

l(x, y) = ±
√

2(s2x+ s1y + s3xy − s4)√
−s4 − 2s1x− s3x2 + 2s2y + s3y2 ±

√
h(x, y)

,

k(x, y) = ±

√
−s4 − 2s1x− s3x2 + 2s2y + s3y2 ±

√
h(x, y)

√
2

,

здесь h(x, y) = (s4 + 2s1x− 2s2y + s3(x− y)(x+ y))2 + 4(s2x+ s1y + s3xy − s0)2.
Теорема 1 доказана.

Как видно, в общем случае выражения для первого интеграла, а также
для потенциала и магнитного поля оказываются достаточно громоздкими. По-
кажем, как при помощи теоремы 1 можно построить более простые примеры.
Пусть, например, s1 = 1, s0 = s2 = s3 = s4 = 0. Тогда система (5), (6) примет
вид

2x = l2 − k2, y = kl. (16)

Сделаем дополнительную замену координат (x, y) → (k, l), рассматривая соот-
ношения (16) как формулы перехода. Расширяя это преобразование координат
до канонического, получим, что старые и новые импульсы связаны следующими
соотношениями:

p1 =
−XPX + Y PY

X2 + Y 2
, p2 =

Y PX +XPY
X2 + Y 2

,

здесь введены более привычные обозначения k = X, l = Y. В новых переменных
получим следующий интегрируемый пример.

Пример 1. Натуральная система с гамильтонианом

H =
P 2
X + P 2

Y

2(X2 + Y 2)
− Y 2

2

в магнитном поле ω = XdX ∧ dY вполне интегрируема, дополнительный инте-
грал имеет вид

F =
−XPX + Y PY + Y (X2 + Y 2)

Y PX +XPY +X(X2 + Y 2)
, {F,H}mg ≡ 0.

Нетрудно проверить, что эта система не обладает линейными по импульсам
интегралами и интеграл F неприводим.

Отметим, что гамильтониан H в примере 1 имеет вид H = gijPiPj/2 + V,
однако соответствующая метрика ds2 = gij du

iduj , разумеется, плоская.

2.2. Случай 2. Докажем теорему 2. Пусть первый интеграл F имеет вид
(4), тогда соотношения (9) выполнены автоматически. Оставшиеся уравнения
имеют вид

� = kx, −yky + xkx + lx = 0, ykx + xky + ly = 0,

yVy + k(xkx + lx) = 0, −lky + k(ykx + ly)− yVx = 0,

(xk + l)Vy − ykVx = 0.
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Введя обозначения

u(x, y) = yk(x, y), v(x, y) = l(x, y) + xk(x, y),

перепишем эту систему в виде

vy + ux = 0, vx − uy = 0, (17)

u(yuy − u) + y3Vy = 0, −v(u− yuy) + y3Vx = 0. (18)

Рассуждениями, аналогичными приведенным в предыдущем пункте, можно по-
казать, что общее решение системы (17), (18) имеет вид (7), (8). Детали для
краткости опустим.

Теорема 2 доказана.

Общее решение системы (7), (8) имеет достаточно громоздкий вид. Поэто-
му, как и в случае 1, приведем несколько простых примеров, которые получа-
ются из теоремы 2.

Пример 2. Пусть s0 = s2/2, остальные константы положим равными ну-
лю. Получим однопараметрическое семейство интегрируемых гамильтоновых
систем (1):

H =
p2
1 + p2

2

2
− s2(x2 + y2)2

8y2
, F =

2y(−xp2 + yp1) + sx(x2 + y2)

2yp2 + s(y2 − x2)
,

ω = −sx
y
dx ∧ dy, {F,H}mg ≡ 0, s ∈ R \ {0}.

Пример 3. Пусть s3 = 1/(2s2), остальные константы положим равными
нулю. Получим однопараметрическое семейство интегрируемых гамильтоновых
систем (1):

H =
p2
1 + p2

2

2
− x2

2s2y2
, F =

x2 − sxyp2 + (1 + sp1)y
2

−x+ syp2
,

ω = − 1

sy
dx ∧ dy, {F,H}mg ≡ 0, s ∈ R \ {0}.

Полагая s = 1 и s = −1 в примерах 2, 3 соответственно, получим интегрируемые
примеры, найденные в [8, 21].

3. Общий случай f(x, y) 6= 0
и связь с уравнением Хопфа

Рациональные интегралы (2) натуральной системы (1) в отсутствии маг-
нитного поля, т. е. при �(x, y) ≡ 0, исследовались в работах [23, 24]. В [24]
доказано, что если f(x, y) ≡ 0, т. е. если первый интеграл F имеет вид (3) или
(4), то у системы (1) обязательно существует линейный по импульсам первый
интеграл. Сравнивая этот результат с утверждениями теорем 1, 2, убеждаем-
ся в том, что добавление ненулевого магнитного поля существенным образом
расширяет пространство интегрируемых примеров, порождая нетривиальные
рациональные интегралы вида (3), (4).

Рассмотрим теперь более общий случай. Предположим, что система (1) (в
магнитном поле или без него) обладает рациональным интегралом F вида (2) и
f(x, y) 6= 0. Воспользуемся простым техническим фактом: наличие магнитного
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поля не дает вклада в уравнения, эквивалентные обращению в нуль коэффи-
циентов скобки Пуассона при мономах старшей степени. Поэтому из условия
{F,H}mg ≡ 0, равно как и из условия {F,H} ≡ 0, следуют соотношения

fax − afx = 0, (19)

gax + f(ay + bx)− bfx − a(fy + gx) = 0, (20)

fby + g(ay + bx)− agy − b(fy + gx) = 0, (21)

gby − bgy = 0. (22)

Из (19), (22) вытекает, что a(x, y) = A(y)f(x, y), b(x, y) = B(x)g(x, y). Отметим,
что если A(y) ≡ B(x) ≡ C, где C — произвольная постоянная, то в этом случае
существует линейный по импульсам первый интеграл F1 = 1/(F − C).

Обозначим f(x, y) = w(x, y)g(x, y). Уравнения (20), (21) принимают вид

(A−B)wx + w(wA′ +B′) = 0, (A−B)wy + wA′ +B′ = 0. (23)

Из (23), в частности, следует, что функция w(x, y) удовлетворяет уравнению
Хопфа:

wx − wwy = 0. (24)

Замечание 1. Хорошо известно, что единственное гладкое на всей плоско-
сти решение уравнения Хопфа (24) — это решение w(x, y) ≡ const . Единственное
мероморфное решение (см. [29]) имеет вид w(x, y) = −(y+c1)/(x+c2). Оба этих
случая были полностью исследованы в [23, 24].

Любопытно, что метод разделения переменных, примененный к уравнению
Хопфа (24), дает в точности эти и только эти решения.

Замечание 2. Любое непостоянное решение (24) можно записать в неяв-
ном виде следующим образом:

y + wx = s(w),

где s(w) — произвольная функция. Так, например, если взять s(w) = P/Q, где
P, Q — полиномы по w невысоких степеней с постоянными коэффициентами, то
функция w(x, y) находится в радикалах. Нам неизвестно, существуют ли другие
функции s(w), для которых функцию w(x, y) можно найти в явном виде.

Интегрируя соотношения (23), получим

w(x, y) =
A(y)−B(x)

u(y) + xA′(y)
=
v(x) − yB′(x)
A(y)−B(x)

,

где u(y), v(x) — произвольные функции, удовлетворяющие нетривиальному
условию совместности

(u(y) + xA′(y)) (v(x) − yB′(x)) = (A(y)−B(x))2 . (25)

Одна из основных сложностей, возникающих при исследовании общего случая,
заключается в том, чтобы найти все такие функции A(y), B(x), u(y), v(x), удо-
влетворяющие уравнению (25). Некоторые частные решения уравнения (25)
при этом найти не так сложно; приведем здесь те, которые отвечают постоян-
ной либо мероморфной функции w(x, y).

Если w(x, y) ≡ c0, то

A(y) = c1y + c2, B(x) = −c0c1x+ c3,
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u(y) = (c1y + c2 − c3)/c0, v(x) = c0(c0c1x+ c2 − c3).
Если w(x, y) = −(y + c1)/(x+ c2), то

A(y) =
c3

c1 + y
+ c5, B(x) =

c4
c2 + x

+ c5,

u(y) =
c4(c1 + y)− c2c3

(c1 + y)2
, v(x) =

−c3(c2 + x) + c1c4
(c2 + x)2

.

Здесь c0, . . . , c5 — произвольные постоянные. Построенные функции A(y), B(x),
u(y), v(x) удовлетворяют уравнению (25) и, следовательно, задают частные ре-
шения системы (19)–(22). Однако анализ остальных уравнений, вытекающих из
условия {F,H}mg ≡ 0, даже в этих частных случаях оказывается очень слож-
ным.

Очень интересным также является вопрос о том, существуют ли другие
нетривиальные решения уравнения (25) и, в случае положительного ответа,
каким функциям w(x, y) они отвечают. Ответ на этот вопрос нам неизвестен.

4. Заключение

В данной работе продолжены исследования рациональных интегралов (2)
гамильтоновой системы (1), начатые ранее в [8, 21]. Случай f(x, y) ≡ 0 пол-
ностью исследован, получено полное описание соответствующих потенциалов и
магнитных полей (см. теоремы 1, 2). Интересно, что наличие ненулевого маг-
нитного поля во всех построенных интегрируемых примерах оказывается суще-
ственным — в противном случае, как следует из результатов [23, 24], система
(1) обязательно обладает линейным первым интегралом.

Исследование общего случая f(x, y) 6= 0 является непростой задачей, один
из возможных подходов к ней и связанные с ним трудности были описаны вы-
ше в разд. 3. Альтернативный подход, основанный на несколько иных идеях,
был предложен в [8], но, насколько нам известно, он не получил в дальнейшем
особого развития. Вполне вероятно, что эта задача станет предметом наших
дальнейших исследований.
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