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Аннотация. Представлена характеризация квазилинейных интегральных опера-
торов итерационного типа на конусах неубывающих функций пространств Лебега
на вещественной полуоси.
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§ 1. Введение

ПустьM — множество всех измеримых по Лебегу функций на R+ := [0,∞).
Обозначим через M+ ⊂ M подмножество всех неотрицательных функций и
через M↑ ⊂M+ — подмножество всех неубывающих функций.

Пусть u, v, w, ρ ∈ M+, 0 < p, r, q ≤ ∞. В работе изучается задача характе-
ризации неравенства



∞∫

0

[Rf(x)]rρ(x) dx




1
r

≤ C



∞∫

0

[f(x)]pv(x) dx




1
p

, f ∈M↑, (∗)

где константаC не зависит от f и полагается выбранной наименьшей из возмож-
ных. В качестве R рассматриваются итерационные интегральные операторы
вида

Tf(x) :=



∞∫

x




t∫

0

fu



q

w(t) dt




1
q

, f ∈M↑, (1)

T f(x) :=




x∫

0



∞∫

t

fu



q

w(t) dt




1
q

, f ∈M↑, (2)

Sf(x) :=



∞∫

x



∞∫

t

fu



q

w(t) dt




1
q

, f ∈M↑, (3)
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S f(x) :=




x∫

0




t∫

0

fu



q

w(t) dt




1
q

, f ∈M↑. (4)

Задача характеризации весовых интегральных неравенств с квазилиней-
ными интегральными операторами на конусах монотонных и квазивогнутых
функций появилась в связи с исследованиями ограниченности операторов клас-
сического анализа в пространствах Лебега и Лоренца [1–10].

В данной работе рассмотрены неравенства (∗) на конусе M↑ возрастаю-
щих функций, которые изучены слабее, хотя для неравенств Харди этот случай
появился [11] почти одновременно с исследованием неравенств на убывающих
функциях [1–4]. Для решения задачи используется метод редукции [12–15] для
квазилинейных операторов итерационного типа, уже эффективно применяемый
в ряде статей авторов [16–20]. Для операторов T и S задача решена в [21] (см.
§ 2), в § 3 дано решение для операторов T и S .

Одной из мотиваций изучения задачи (∗) является характеризация били-
нейного неравенства Харди. В [22] билинейные неравенства изучались на ко-
нусе M+ неотрицательных функций как дополнение к некоторым результатам
о мультилинейных неравенствах [23–25], а в [26] задача рассмотрена на кону-
се M↓ убывающих функций. В § 4 рассматривается билинейное неравенство с
операторами Копсона на конусе неубывающих функций.

Всюду в работе произведения вида 0 · ∞ полагаются равными 0. Соотно-
шение A . B означает A ≤ cB с константой c, зависящей только от p, q и r;
A ≈ B равносильно A . B . A. Z обозначает множество всех целых чисел,
χE — характеристическую функцию (индикатор) множества E ⊂ (0,∞). Если
1 ≤ p ≤ ∞, то p′ := p

p−1 при 1 < p <∞, p′ :=∞ при p = 1 и p′ := 1 при p =∞.

§ 2. Операторы T и S

Если 0 < p ≤ ∞ и v ∈M+, то положим

Lpv :=



f ∈M : ‖f‖Lp

v
:=



∞∫

0

|f(x)|pv(x) dx




1
p

<∞



,

L∞v := {f ∈M : ‖f‖L∞v := ess sup
x≥0

v(x)|f(x)| <∞}

и аналогично Lpv[a, b] для функций, заданных на отрезке [a, b].
Пусть u, v, w, ρ ∈M+. Положим

V (t) :=

t∫

0

v, V∗(t) :=

∞∫

t

v, U∗(t) :=

∞∫

t

u, W (t) :=

∞∫

t

w,

u(t) :=
u(t)

V
2
p
∗ (t)

, U(t) :=

t∫

0

u, 0 < t <∞.

(5)

Будем считать, что

0 <

x∫

0

ρ <∞
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при любом x > 0 и
∞∫

0

ρ =∞.

Определим последовательность {an} ⊂ (0,∞) из уравнений

an∫

0

ρ = 2n, n ∈ Z.

Пусть функции σ : [0,∞)→ [0,∞) и σ−1 : [0,∞)→ [0,∞) задаются формулами
(здесь inf ∅ =∞)

σ(x) := inf



y > 0 :

y∫

0

ρ ≥ 2

x∫

0

ρ



 , σ−1(x) := inf



y > 0 :

y∫

0

ρ ≥ 1
2

x∫

0

ρ



 . (6)

Пусть σ2(x) := σ(σ(x)). Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈M+ положим

Tth(x) := χ[t,∞)(x)




x∫

σ−1(t)



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



p

,

T[c,d]h(x) := χ[c,d](x)




x∫

σ−1(c)




d∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



p

,

‖Tt‖Lp
v→Lq

w
:= sup

06=h∈M+

(∞∫
0

[Tth]qw

) 1
q

(∞∫
0

[h]pv

) 1
p

.

Теорема 2.1 [21, теорема 1]. Пусть 0 < q < ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞.
Тогда для наилучшей константы CT в неравенстве



∞∫

0



∞∫

x




y∫

0

fu



q

w(y) dy




r
q

ρ(x) dx




1
r

≤ CT



∞∫

0

[f ]pv




1
p

, f ∈M↑, (7)

выполняется оценка
CT ≈ A1 +A2 +B,

где A1, A2 — наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

ρ(x)[W (x)]
r
q




x∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ Ap1
∞∫

0

h,



∞∫

0





∞∫

x



∞∫

y

hV∗




q
p

[U(y)]qw(y) dy




p
q



r
p

ρ(x) dx




p
r

≤ Ap2
∞∫

0

h
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при h ∈M+, а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(
t∫
0

ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1→L
q
p
w

, p ≤ r,
(∞∫

0

ρ(x)

[(
x∫
0

ρ

)∥∥T[σ−1(x),σ(x)]

∥∥
L1→L

q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r − 1
p .

Замечание 2.1. (1) При q = ∞ имеем CT ≈ A1 + A2 + B, где A1, A2 —
наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

ρ(x)[W (x)]r




x∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ Ap1
∞∫

0

h,



∞∫

0

ρ(x) ess sup
y≥x





∞∫

y

hV∗




1
p

U(y)w(y) dy



r

dx




p
r

≤ Ap2
∞∫

0

h

при h ∈M+, а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(
t∫
0

ρ

) 1
r

‖Ttt‖
1
p

L1→L∞w
, p ≤ r,

(∞∫
0

ρ(x)

[(
x∫
0

ρ

)∥∥T[σ−1(x),σ(x)]

∥∥
L1→L∞w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.

(2) При p =∞ или r =∞ имеем

CT =

∥∥∥∥T
(

1
v

)∥∥∥∥
Lr

ρ

, p =∞, CT = sup
t>0

R(t)‖Tt‖
1
p

L1→L
q
p
w

, r =∞,

где
R(t) := ess sup

0<z<t
ρ(z), W (x) := ess sup

t≥x
w(t).

Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈M+ положим

Tth(x) := χ[t,∞)(x)




σ(t)∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



p

,

T[c,d]h(x) := χ[c,d](x)




σ(d)∫

x




z∫

c

h




1
p

u(z) dz



p

и

‖Tt‖Lp
v→Lq

w
:= sup

06=h∈M+

(∞∫
0

[Tth]qw

) 1
q

(∞∫
0

[h]pv

) 1
p

.
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Теорема 2.2 [21, теорема 2]. Пусть 0 < q < ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞.
Тогда для наилучшей константы CS в неравенстве



∞∫

0



∞∫

x



∞∫

y

fu



q

w(y) dy




r
q

ρ(x) dx




1
r

≤ CS



∞∫

0

[f ]pv




1
p

, f ∈M↑, (8)

выполняется оценка
CS ≈ A1 + A2 + B,

где A1,A2 — наилучшие константы в неравенствах


∞∫

0





∞∫

x




y∫

0

h




q
p

[U∗(y)]qw(y) dy




p
q



r
p

ρ(x) dx




p
r

≤ Ap1
∞∫

0

hV∗, h ∈M+,



∞∫

0

ρ(x)




σ2(x)∫

x

w




r
q



∞∫

σ2(x)




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ Ap2
∞∫

0

hV∗, h ∈M+,

а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(
t∫
0

ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1
V∗
→L

q
p
w

, p ≤ r,

(∞∫
0

ρ(x)

[(
x∫
0

ρ

)
‖T[σ−1(x),σ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r − 1
p .

Замечание 2.2. (1) При q = ∞ имеем CS ≈ A1 + A2 + B, где A1,A2 —
наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

ρ(x) ess sup
y≥x






y∫

0

h




1
p

U∗(y)w(y)



r

dx




p
r

≤ Ap1
∞∫

0

hV∗, h ∈M+,



∞∫

0

ρ(x) ess sup
x≤y≤σ2(x)

[w(y)]r




∞∫

σ2(x)




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ Ap2
∞∫

0

hV∗, h ∈M+,

а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(
t∫
0

ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1
V∗
→L∞w

, p ≤ r,
(∞∫

0

ρ(x)

[(
x∫
0

ρ

)∥∥T[σ−1(x),σ(x)]

∥∥
L1

V∗
→L∞w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.

(2) При p =∞ или r =∞ имеем

CS =

∥∥∥∥S
(

1
v

)∥∥∥∥
Lr

ρ

, p =∞, CS = sup
t>0

R(t)‖Tt‖
1
p

L1
V∗
→L

q
p
w

, r =∞,

где R(t) := ess sup
0<z<t

ρ(z).
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§ 3. Операторы T и S

Будем считать, что 0 <
∞∫
x

ρ < ∞ при любом x > 0 и
∞∫
0

ρ = ∞. Определим

последовательность {bn} ⊂ (0,∞) из уравнений

∞∫

bn

ρ = 2−n, n ∈ Z. (9)

Пусть функции ζ : [0,∞)→ [0,∞) и ζ−1 : [0,∞)→ [0,∞) задаются формулами
(здесь sup∅ = 0)

ζ(x) := sup



y > 0 :

∞∫

y

ρ ≥ 1
2

∞∫

x

ρ



 , ζ−1(x) := sup



y > 0 :

∞∫

y

ρ ≥ 2

∞∫

x

ρ



 .

(10)
Пусть ζ−2(x) = ζ−1(ζ−1(x)). Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t, p <∞, h ∈M+ положим

T̃th(x) := χ(0,t](x)



∞∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



p

, (11)

T̃[c,d]h(x) := χ[c,d](x)




ζ(d)∫

x




z∫

c

h




1
p

u(z) dz



p

. (12)

Теорема 3.1. Пусть 0 < q, p, r <∞, 1
s := 1

r− 1
p . Предположим, что V (∞) =

∞. Тогда для наилучшей константы CT в неравенстве



∞∫

0




x∫

0



∞∫

y

fu



q

w(y) dy




r
q

ρ(x) dx




1
r

≤ CT



∞∫

0

[f ]pv




1
p

, f ∈M↑, (13)

выполняется оценка
CT ≈ A1 + A2 + B,

где A1,A2 — наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

ρ(x)






x∫

0




y∫

0

h




q
p

[U∗(y)]qw(y) dy




p
q



r
p

dx




p
r

≤ Ap
1

∞∫

0

hV∗, h ∈M+,



∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w




r
q


∞∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ Ap
2

∞∫

0

hV∗, h ∈M+,

а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(∞∫
t

ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1
V∗
→L

q
p
w

, p ≤ r,

(∞∫
0

ρ(x)

[(∞∫
x

ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.
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Доказательство. Замена fp → f в неравенстве (13) приводит к неравен-
ству 


∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w(y)



∞∫

y

f
1
p (z)u(z) dz



q

dy




r
q

dx




p
r

≤ Cp
T

∞∫

0

fv.

Используя [12, теорема 3.3], получим эквивалентное неравенство



∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w(y)



∞∫

y

u(z)




z∫

0

h




1
p

dz



q

dy




r
q

dx




p
r

. Cp
T

∞∫

0

hV∗ (14)

при h ∈M+.
Оценка сверху. В дальнейшем будем пользоваться известным соотноше-

нием (см., например, [7, предложение 2.1])
∑

n∈Z
2−n

(∑

i≤n
ai
)s
≈
∑

n∈Z
2−nasn, (15)

верным для любых последовательностей неотрицательных чисел и фиксирован-
ного s > 0. Обозначим

Tph(y) :=



∞∫

y

u(z)




z∫

0

h




1
p

dz




p

.

Имеем

J :=
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x)




x∫

0

w(y) (Tph(y))
q
p dy




r
q

dx

≈
∑

n

2−n




bn∫

0

w(y) (Tph(y))
q
p dy




r
q

=
∑

n

2−n


∑

i≤n

bi∫

bi−1

w(y)(Tph(y))
q
p dy




r
q

≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)(Tph(y))
q
p dy




r
q

≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w




r
q



∞∫

bn+1




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

+
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




bn+1∫

y




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



q

dy




r
q

=: J1 + J2.

Далее,

J1 ≈
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x) dx




bn∫

bn−1

w




r
q



∞∫

bn+1




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r
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≤
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x)




x∫

0

w




r
q


∞∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx

=

∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w




r
q


∞∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx ≤ Ar
2



∞∫

0

hV∗




r
p

и

J2 ≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




bn+1∫

y




bn−1∫

0

h




1
p

u(z) dz



q

dy




r
q

+
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




bn+1∫

y

u(z)




z∫

bn−1

h




1
p

dz



q

dy




r
q

=: J2,1 + J2,2.

Запишем

J2,1 ≤
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x) dx




bn∫

bn−1

[U∗(y)]
qw(y)




y∫

0

h




q
p

dy




r
q

≤
∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

[U∗(y)]
qw(y)




y∫

0

h




q
p

dy




r
q

dx ≤ Ar
1



∞∫

0

hV∗




r
p

.

Используя (11) и (12), получим

J2,2 =
∑

n

2−n






bn∫

bn−1

w(y)(T̃[bn−1,bn]h(y))
q
p dy




p
q



r
p

≤
∑

n

2−n‖T̃[bn−1,bn]‖
r
p

L1
V∗

[bn−1,bn+1]→L
q
p
w [bn−1,bn]




bn+1∫

bn−1

hV∗




r
p

.

При p ≤ r, применяя неравенство Йенсена, имеем

J2,2 . sup
n

2−n‖T̃[bn−1,bn]‖
r
p

L1
V∗
→L

q
p
w



∞∫

0

hV∗




r
p

.

Отсюда

J
p
r

2,2 . sup
t>0



∞∫

t

ρ




p
r

‖T̃t‖
L1

V∗
→L

q
p
w

∞∫

0

hV∗ ≤ Bp

∞∫

0

hV∗.

При r < p, используя неравенство Гёльдера ( 1
s = 1

r − 1
p ), получим

J2,2 .
(∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−1,bn]‖

s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

) r
s



∞∫

0

hV∗




r
p

.
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Так как
∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−1,bn]‖

s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

≈
∑

n




bn∫

bn−1

ρ






∞∫

bn

ρ




s
p

‖T̃[ζ−1(bn),ζ(bn−1)]‖
s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

≤
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w




s
p

dx

=

∞∫

0

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w




s
p

dx = Bs,

оценка сверху CT . A1 + A2 + B доказана.

Оценка снизу. Сужая области интегрирования в (14), имеем
(1) CT & A1 при [0, z]→ [0, y],
(2) CT & A2 при [y,∞]→ [x,∞].
Также из неравенства (14) для h ∈M+ следует



∞∫

t

ρ




p
r



t∫

0

w(y)



∞∫

y

u(z)




z∫

0

h




1
p

dz



q

dy




p
q

. Cp
T

∞∫

0

hV∗.

Поэтому CT & B и теорема доказана при p ≤ r.
Из (14) для любого t ∈ (0,∞) имеем




∞∫

ζ(t)

ρ




p
r



ζ(t)∫

ζ−1(t)

w(y)




ζ(ζ(t))∫

y

u(z)




z∫

ζ−1(t)

h




1
p

dz



q

dy




p
q

. Cp
T

∞∫

0

hV∗,

т. е.
‖T̃[ζ−1(t),ζ(t)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w

<∞.

Поэтому ‖T̃[ζ−1(t),ζ(t)]‖
L1

V∗
→L

q
p
w

можно вычислить по плотному подмножеству в

L1
V∗

. Пространство L1
V∗

сепарабельно. Пусть X ⊂ L1
V∗

— его счетное плотное
подмножество. Тогда для любого t ∈ (0,∞) выполнено

‖T̃[ζ−1(t),ζ(t)]‖
L1

V∗
→L

q
p
w

= sup
06=h∈X

‖T̃[ζ−1(t),ζ(t)]h‖
L

q
p
w

‖h‖L1
V∗

,

т. е. функция t 7→ ‖T̃[ζ−1(t),ζ(t)]‖
L1

V∗
→L

q
p
w

измерима по Борелю.

При r < p запишем

Bs =

∞∫

0

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w




s
p

dx
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=
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V∗
→L

q
p
w




s
p

dx

≤
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x) dx




∞∫

bn−1

ρ




s
p

‖T̃[ζ−1(bn−1),ζ(bn+1)]‖
s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

≈
∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−2,bn+2]‖

s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

.

Отсюда

Bs .
∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−2,bn+2]‖

s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

=:Bs.

Пусть θ ∈ (0, 1) — произвольное фиксированное число. Тогда для любого
n ∈ Z существует функция hn ∈ L1

V∗
[bn−2, bn+3] такая, что ‖hn‖L1

V∗
[bn−2,bn+3] = 1

и
‖T̃[bn−2,bn+2]hn‖

L
q
p
w

≥ θ‖T̃[bn−2,bn+2]‖
L1

V∗
→L

q
p
w

.

Положим

gn := 2
−ns
r ‖T̃[bn−2,bn+2]‖

s
p

L1
V∗
→L

q
p
w

hn, Tn := ‖T̃[bn−2,bn+2]‖
L1

V∗
→L

q
p
w

, g :=
∑

gn.

Тогда

‖g‖L1
V∗
.
∑

n

bn+3∫

bn−2

gnV∗ =
∑

n

2
−ns
r T

s
p
n = Bs.

С другой стороны,

D :=

∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w(y)(Tpg(y))
q
p dy




r
q

dx

&
∑

n

bn+3∫

bn+2

ρ(x) dx






bn+2∫

bn−2

w(y)(Tpg(y))
q
p dy




p
q



r
p

&
∑

n

2−n






bn+2∫

bn−2

w(y)






bn+3∫

y

u(z)




z∫

bn−2

gn




1
p

dz



p


q
p

dy




p
q



r
p

=
∑

n

2−n






bn+2∫

bn−2

w(y)(T̃[bn−2,bn+2]gn)
q
p dy




p
q



r
p

=
∑

n

2−n2
−ns
p T

sr

p2

n ‖T̃[bn−2,bn+2]hn‖
r
p

L
q
p
w

≥ θ r
p

∑

n

2
−ns
r T

s
p
n = θ

r
pBs.

Отсюда

BsCp
T
& Cp

T
‖g‖L1

V∗

(14)

& D
p
r & θB

sp
r .
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Следовательно,
CT & θ

1
pB & θ

1
p B.

В силу произвольности θ ∈ (0, 1) получаем, что CT & B. �
Замечание 3.1. (1) При q = ∞ имеем CT ≈ A1 + A2 + B, где A1,A2 —

наилучшие константы в неравенствах


∞∫

0

ρ(x) ess sup
0≤y≤x






y∫

0

h




1
p

U∗(y)w(y)



r

dx




p
r

≤ Ap
1

∞∫

0

hV∗, h ∈M+,



∞∫

0

ρ(x) ess sup
0≤y≤x

[w(y)]r



∞∫

x




z∫

0

h




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ Ap
2

∞∫

0

hV∗, h ∈M+,

а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(∞∫
t

ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1
V∗
→L∞w

, p ≤ r,
(∞∫

0

ρ(x)

[(∞∫
x

ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖L1

V∗
→L∞w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r − 1
p .

(2) При p =∞ или r =∞ имеем

CT =

∥∥∥∥T
(

1
v

)∥∥∥∥
Lr

ρ

, p =∞, CT ≈ sup
t>0

R(t)‖T̃t‖
1
p

L1
V∗
→L

q
p
w

, r =∞,

где R(t) := ess sup
z≥t

ρ(z).

Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈M+ положим

T̃th(x) := χ(0,t](x)




x∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



p

, (16)

T̃[c,d]h(x) := χ[c,d](x)




x∫

ζ−1(c)




d∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



p

. (17)

Теорема 3.2. Пусть 0 < q, p, r < ∞, 1
s := 1

r − 1
p . Предположим, что

V (∞) =∞. Тогда для наилучшей константы CS в неравенстве


∞∫

0




x∫

0




y∫

0

fu



q

w(y) dy




r
q

ρ(x) dx




1
r

≤ CS



∞∫

0

[f ]pv




1
p

, f ∈M↑, (18)

выполняется оценка
CS ≈ A1 + A2 + B,

где A1, A2 — наилучшие константы в неравенствах


∞∫

0

ρ(x)




x∫

ζ−2(x)

w




r
q



ζ−2(x)∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ A
p
1

∞∫

0

h,
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

∞∫

0

ρ(x)






x∫

0



∞∫

y

hV∗




q
p

Uq(y)w(y) dy




p
q



r
p

dx




p
r

≤ A
p
2

∞∫

0

h

при h ∈M+, а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(∞∫
t

ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1→L
q
p
w

, p ≤ r,
(
∞∫
0

ρ(x)

[(∞∫
x

ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1→L
q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.

Доказательство. Замена fp → f в (18) приведет к неравенству



∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w(y)




y∫

0

f
1
p (z)u(z) dz



q

dy




r
q

dx




p
r

≤ Cp
S

∞∫

0

fv.

Используя [12, теорема 3.4], получим эквивалентное неравенство



∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

w(y)




y∫

0

u(z)



∞∫

z

hV∗




1
p

dz



q

dy




r
q

dx




p
r

. Cp
S

∞∫

0

h (19)

при h ∈M+.
Оценка сверху. Положим

Tph(y) :=




y∫

0

u(z)



∞∫

z

hV∗




1
p

dz



p

.

Имеем

I :=
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x)




x∫

0

w(y) (Tph(y))
q
p dy




r
q

dx

≈
∑

n

2−n




bn∫

0

w(y) (Tph(y))
q
p dy




r
q

=
∑

n

2−n


∑

i≤n

bi∫

bi−1

w(y) (Tph(y))
q
p dy




r
q

≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)(Tph(y))
q
p dy




r
q

≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w




r
q



bn−2∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

+
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




y∫

bn−2



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



q

dy




r
q

=: I1 + I2.
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Далее,

I1 ≈
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x) dx




bn∫

bn−1

w




r
q



bn−2∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

≤
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x)




x∫

ζ−2(x)

w




r
q



ζ−2(x)∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx

=

∞∫

0

ρ(x)




x∫

ζ−2(x)

w




r
q



ζ−2(x)∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx ≤ A
r
1



∞∫

0

h




r
p

,

I2 ≈
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




y∫

bn−2




bn∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



q

dy




r
q

+
∑

n

2−n




bn∫

bn−1

w(y)




y∫

bn−2

u(z)




∞∫

bn

hV∗




1
p

dz



q

dy




r
q

=: I2,1 + I2,2.

Запишем

I2,2 ≤
∑

n

bn+1∫

bn

ρ(x) dx




bn∫

bn−1

[U(y)]qw(y)



∞∫

y

hV∗




q
p

dy




r
q

≤
∞∫

0

ρ(x)




x∫

0

[U(y)]qw(y)



∞∫

y

hV∗




q
p

dy




r
q

dx ≤ A
r
2



∞∫

0

h




r
p

.

Воспользовавшись обозначениями (16) и (17), получим

I2,1 =
∑

n

2−n






bn∫

bn−1

w(y)(T̃[bn−1,bn]h(y))
q
p dy




p
q



r
p

≤
∑

n

2−n‖T̃[bn−1,bn]‖
r
p

L1[bn−2,bn]→L
q
p
w [bn−1,bn]




bn∫

bn−2

h




r
p

.

Применим неравенство Йенсена при p ≤ r:

I2,1 . sup
n

2−n‖T̃[bn−1,bn]‖
r
p

L1→L
q
p
w



∞∫

0

h




r
p

.

Поэтому

I
p
r

2,1 . sup
t>0



∞∫

t

ρ




p
r

‖T̃t‖
L1→L

q
p
w

∞∫

0

h ≤ B
p

∞∫

0

h.
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Применив неравенство Гёльдера при r < p (1
s = 1

r − 1
p ), получим

I2,1 .
(∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−1,bn]‖

s
p

L1→L
q
p
w

) r
s



∞∫

0

h




r
p

.

Так как
∑

n

2−
ns
r ‖T̃[bn−1,bn]‖

s
p

L1→L
q
p
w

≈
∑

n




bn∫

bn−1

ρ






∞∫

bn

ρ




s
p

‖T̃[ζ−1(bn),ζ(bn−1)]‖
s
p

L1→L
q
p
w

≤
∑

n

bn∫

bn−1

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1→L
q
p
w




s
p

dx

=

∞∫

0

ρ(x)





∞∫

x

ρ


 ‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1→L
q
p
w




s
p

dx = B
s,

оценка сверху CS . A1 + A2 + B доказана.

Оценка снизу. Сужая области интегрирования в (19), имеем
(1) CS & A1 при [0, x]→ [ζ−2(x), x],
(2) CS & A2 при [z,∞]→ [y,∞].
Аналогично теореме 3.1 доказывается, что CS & B. �

Замечание 3.2. (1) При q = ∞ имеем CS ≈ A1 + A2 + B, где A1, A2 —
наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

ρ(x) ess sup
ζ−2(x)≤t≤x

[w(t)]r




ζ−2(x)∫

0



∞∫

z

hV∗




1
p

u(z) dz



r

dx




p
r

≤ A
p
1

∞∫

0

h,



∞∫

0

ρ(x) ess sup
0≤y≤x





∞∫

y

hV∗




1
p

U(y)w(y) dy



r

dx




p
r

≤ A
p
2

∞∫

0

h

при h ∈M+, а константа B имеет вид

B :=





sup
t>0

(∞∫
t

ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1→L∞w
, p ≤ r,

(∞∫
0

ρ(x)

[(∞∫
x

ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖L1→L∞w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r − 1
p .

(2) При p =∞ или r =∞ имеем

CS =

∥∥∥∥S
(

1
v

)∥∥∥∥
Lr

ρ

, p =∞, CS ≈ sup
t>0

R(t)‖T̃t‖
1
p

L1→L
q
p
w

, r =∞,
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где R(t) := ess sup
z≥t

ρ(z).

Замечание 3.3. Точные двусторонние оценки наилучших констант A1,
A2, B в теореме 3.1, A1, A2, B в теореме 3.2 и аналогичных констант в теоре-
мах 2.1, 2.2 явными интегральными функционалами находятся с помощью ре-
дукционных теорем и характеризаций интегральных неравенств из [27, гл. ХI,
теорема 4], см. также [12, теорема 1.1; 13–15, 28, 29].

§ 4. Билинейные неравенства
на конусе неубывающих функций

Пусть 0 < p1, p2, q <∞, v1, v2, u1, u2, w ∈M+.
Рассмотрим задачу характеризации неравенства

‖H∗u1
f ·H∗u2

g‖Lq
w
≤ C‖f‖Lp1

v1
‖g‖Lp2

v2
, f, g ∈M↑, (20)

где константа C не зависит от f и g и предполагается наименьшей из возмож-
ных, а операторы имеют вид

H∗ui
f(t) :=

∞∫

t

fui, i = 1, 2.

Для решения задачи фиксируем в неравенстве (20) функцию g ∈M↑ и рассмот-
рим неравенство Харди

‖H∗u1
f‖Lq

ρ
≤ C‖f‖Lp1

v1
, f ∈M↑, (21)

где

ρ(x) :=

(∞∫
x

gu2

)q
w(x)

‖g‖q
L

p2
v2

.

Так как двусторонняя оценка константы C точным функционалом известна
для всех значений параметров p1, q ∈ (0,∞] [12], основная задача сводится к
характеризации или редукции неравенства на конусе возрастающих функций
с этим функционалом, в котором в зависимости от параметров суммирования
участвуют линейные или квазилинейные интегральные операторы, изученные
в предыдущих разделах.

Положим

Vi(t) :=

t∫

0

vi, Vi∗(t) :=

∞∫

t

vi, Ui∗(t) :=

∞∫

t

ui, 0 < t <∞, i = 1, 2.

Теорема 4.1. Пусть 0 < q, p < ∞. Тогда для наилучшей константы C в
неравенстве



∞∫

0



∞∫

x

fu



q

ρ(x) dx




1
q

≤ C



∞∫

0

fpv




1
p

, f ∈M↑, (22)

верно следующее.
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(i) Если 1 < p ≤ q <∞, то C ≈ A0 +A1, где

A0 := sup
x>0



∞∫

x

U q∗ρ




1
q

[V∗(x)]
− 1

p <∞,

A1 := sup
x>0




x∫

0

ρ




1
q


∞∫

x

(
U∗
V∗

)p′
v




1
p′

<∞.

(ii) Если 0 < q < p <∞, 1 < p <∞, то C ≈ B0 +B1, где

B0 :=



∞∫

0

V
− r

p
∗ (x)



∞∫

x

U q∗ρ




r
p

U q∗ (x)ρ(x) dx




1
r

<∞,

B1 :=



∞∫

0




x∫

0

ρ




r
p


∞∫

x

(
U∗
V∗

)p′
v




r
p′

ρ(x) dx




1
r

<∞.

(iii) Если 0 < q < p ≤ 1, то C ≈ C0 + C1, где

C0 :=



∞∫

0

V
− r

p
∗ (x)



∞∫

x

U q∗ρ




r
p

U q∗ (x)ρ(x) dx




1
r

<∞,

C1 :=



∞∫

0




x∫

0

ρ




r
p (

sup
z∈[x,∞)

Up∗ (z)
V∗(z)

) r
p

ρ(x) dx




1
r

<∞.

(iv) Если 0 < p ≤ q <∞, 0 < p ≤ 1, то C ≈ D0 +D1, где

D0 := sup
x>0

V
− 1

p
∗ (x)U∗(x)




x∫

0

ρ




1
q

<∞, D1 := sup
x>0

V
− 1

p
∗ (x)



∞∫

x

U q∗ρ




1
q

<∞.

Доказательство. Для f ∈M↑ и ϕ ∈M+ введем обозначения

g(x) := f

(
1
x

)
∈M↓, ϕ̃(x) := ϕ

(
1
x

)
1
x2
∈M+, x ∈ (0,∞).

Замены z → 1
z в левой части и t→ 1

t в правой части неравенства (22) приведут
к неравенству



∞∫

0




1
x∫

0

gũ



q

ρ(x) dx




1
q

≤ C



∞∫

0

gpṽ




1
p

, g ∈M↓.

Заменяя x→ 1
x в левой части этого неравенства, получим



∞∫

0




x∫

0

gũ



q

ρ̃(x) dx




1
q

≤ C



∞∫

0

gpṽ




1
p

, g ∈M↓. (23)
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Неравенство (22) эквивалентно (23), которое охарактеризовано в теореме 2.5 из
[12]. �

Будем предполагать, что

V1∗(x) =

∞∫

x

v1 <∞, U1∗(x) =

∞∫

x

u1 <∞, x ∈ (0,∞), V1∗(0) =∞, V2(∞) =∞.

(24)
Случай 1. 1 < p1 ≤ q <∞, 1 < p2 ≤ q <∞.
Применив теорему 4.1 в неравенстве (21) при фиксированном g ∈M↑ и при

1 < p1 ≤ q < ∞, получим C ≈ A0 + A1, где A0,A1 — наилучшие константы в
неравенствах

sup
x>0



∞∫

x

U q1∗(t)



∞∫

t

gu2



q

w(t) dt




1
q

[V1∗(x)]
− 1

p1 ≤ A0



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑,

sup
x>0




x∫

0



∞∫

t

gu2



q

w(t) dt




1
q


∞∫

x

(
U1∗
V1∗

)p′1
v1




1
p′
1

≤ A1



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑.

Снова применив теорему 4.1 при 1 < p2 ≤ q <∞, получим C ≈ A0 + A1,

A0 ≈ sup
x>0

[V1∗(x)]
− 1

p1 [A01(x) + A02(x)], (25)

где

A01(x) := sup
t>x



∞∫

t

[U1∗U2∗]qw




1
q

[V2∗(t)]
− 1

p2 ,

A02(x) := sup
t>x




t∫

x

[U1∗]qw




1
q


∞∫

t

(
U2∗
V2∗

)p′2
v2




1
p′
2

,

A1 = sup
x>0



∞∫

x

(
U1∗
V1∗

)p′1
v1




1
p′
1

[A11(x) + A12(x)] , (26)

где

A11(x) := sup
0<t<x




x∫

t

U q2∗w




1
q

[V2∗(t)]
− 1

p2 ,

A12(x) := sup
0<t<x




t∫

0

w




1
q



x∫

t

(
U2∗
V2∗

)p′2
v2




1
p′
2

.

Случай 2. 0 < q < p1 <∞, 1 < p1 <∞ или 0 < q < p2 <∞, 1 < p2 <∞.
Используя теорему 4.1 в неравенстве (21) при 0 < q < p1 <∞, 1 < p1 <∞,

1
r := 1

q − 1
p1

, получим C ≈ B0 + B1, где B0, B1 — наилучшие константы в
неравенствах


∞∫

0




x∫

0



∞∫

t

gu2



q

w(t) dt




r
q

α(x) dx




1
r

≤ B0



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑, (27)
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

∞∫

0



∞∫

x

U q1∗(t)w(t)



∞∫

t

gu2



q

dt




r
q

β(x) dx




1
r

≤ B1



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑,

(28)
где

α(x) := − d

dx





∞∫

x

(
U1∗
V1∗

)p′1
v1




r
p′
1


, β(x) :=

d

dx
[[V1∗(x)]

− r
p1 ].

Далее характеризуем неравенство (27) применением теоремы 3.1. Получим
B0 ≈ B01 + B02 + B03, где B01, B02 — наилучшие константы в неравенствах



∞∫

0

α(x)




x∫

0

w




r
q


∞∫

x




z∫

0

h




1
p2

u2(z) dz



r

dx




p2
r

≤ Bp2
01

∞∫

0

hV2∗, h ∈M+,



∞∫

0

α(x)






x∫

0




y∫

0

h




q
p2

[U2∗(y)]qw(y) dy




p2
q



r
p2

dx




p2
r

≤ Bp2
02

∞∫

0

hV2∗, h ∈M+,

а константа B03 имеет вид

B03 :=





sup
t>0

(∞∫
t

α

) 1
r

‖T̃t‖
1
p2

L1
V2∗
→L

q
p2
w

, p2 ≤ r,

(∞∫
0

α(x)

[(∞∫
x

α

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V2∗
→L

q
p2
w

] s
p2

dx

) 1
s

, r < p2.

Здесь 1
s := 1

r − 1
p2
, а функции ζ, ζ−1 определены по формулам (10) при ρ = α.

Аналогично, используя теорему 2.2 для константы B1 в неравенстве (28),
находим B1 ≈ B11 + B12 + B13, где B11, B12 — наилучшие константы в нера-
венствах


∞∫

0

β(x)





∞∫

x




y∫

0

h




q
p2

U q1∗(y)U
q
2∗(y)w(y) dy




p2
q



r
p2

dx




p2
r

≤ Bp2
11

∞∫

0

hV2∗,



∞∫

0

β(x)




σ2(x)∫

x

U q1∗w




r
q



∞∫

σ2(x)




z∫

0

h




1
p2

u2(z) dz



r

dx




p2
r

≤ Bp2
12

∞∫

0

hV2∗

при h ∈M+, а константа B13 имеет вид

B13 :=





sup
t>0

(
t∫
0

β

) 1
r

‖Tt‖
1
p2

L1
V2∗
→L

q
p2

wU
q
1∗

, p2 ≤ r,

(∞∫
0

β(x)

[(
x∫
0

β

)
‖T[σ−1(x),σ(x)]‖

L1
V2∗
→L

q
p2

wU
q
1∗

] s
p2

dx

) 1
s

, r < p2,

где 1
s := 1

r − 1
p2

, а функции σ, σ−1 определены по формулам (6) при ρ = β.
Случай 0 < q < p2 <∞, 1 < p2 <∞ рассматривается аналогично.
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Случай 3. 0 < q < min(p1, p2) ≤ 1. Применив теорему 4.1 в неравенстве
(21) при 0 < q < p1 ≤ 1, имеем C ≈ C0+C1, где C0, C1 — наилучшие константы
в неравенствах



∞∫

0



∞∫

x

U q1∗(t)w(t)



∞∫

t

gu2



q

dt




r
q

µ(x) dx




1
r

≤ C0



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑,

(29)


∞∫

0




x∫

0



∞∫

t

gu2



q

w(t) dt




r
q

ν(x) dx




1
r

≤ C1



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑, (30)

где

µ(x) :=
d

dx
([V1∗(x)]

− r
p1 ), ν(x) := − d

dx

(
sup

t∈(x,∞)

[
Up11∗ (t)
V1∗(t)

]) r
p1

.

Рассматривая задачу характеризации квазилинейных операторов в нера-
венствах (29), (30), заметим, что решение этой задачи аналогично случаю 2,
т. е. достаточно применить теорему 2.2 и теорему 3.1.

Случай 4. 0 < max(p1, p2) ≤ q <∞, 0 < max(p1, p2) ≤ 1.
Воспользовавшись теоремой 4.1 в неравенстве (21) при 0 < p1 ≤ q < ∞,

0 < p1 ≤ 1, получим C ≈ D0 + D1, где D0, D1 — наилучшие константы в
неравенствах

sup
x>0

[V1∗(x)]
− 1

p1 U1∗(x)




x∫

0



∞∫

y

gu2



q

w(y) dy




1
q

≤ D0



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑,

(31)

sup
x>0

[V1∗(x)]
− 1

p1



∞∫

x

U q1∗(y)w(y)



∞∫

y

gu2



q

dy




1
q

≤ D1



∞∫

0

gp2v2




1
p2

, g ∈M↑.

(32)
Для характеризации неравенств (31), (32) так же, как и в случае 1, снова при-
меним теорему 4.1.

Теорема 4.2. Пусть 0 < p1, p2, q <∞. Тогда для наилучшей константы C
в неравенстве (20) выполняется следующее.

(i) Пусть 1 < p1 ≤ q <∞, 1 < p2 ≤ q <∞. Тогда C ≈ A0 + A1, где A0,A1

определены в (25) и (26).
(ii) Пусть 0 < q < p1 < ∞, 1 < p1 < ∞, тогда C ≈ B0 + B1, где B0,B1 —

наилучшие константы в неравенствах (27) и (28) при условии (24).
(iii) Пусть 0 < q < min(p1, p2) ≤ 1, тогда C ≈ C0 + C1, где C0, C1 —

наилучшие константы в неравенствах (29) и (30) при условии (24).
(iv) Пусть 0 < max(p1, p2) ≤ q <∞, 0 < max(p1, p2) ≤ 1. Тогда C ≈ D0+D1,

где D0,D1 — наилучшие константы в неравенствах (31) и (32).
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