
Сибирский математический журнал
Март—апрель, 2025. Том 66, № 2

УДК 517.51

ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ

ПРОСТРАНСТВ ЧЕЗАРО СО СТЕПЕННЫМ ВЕСОМ

Д. В. Прохоров

Аннотация. Для всех случаев параметров дано описание вещественного интерпо-
ляционного пространства пары пространств Чезаро со степенным весом. Показано,
что результатом их вещественной интерполяции является пространство Чезаро с
другим степенным весом, показатель которого определяется параметрами интерпо-
ляции.
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1. Введение

Пусть I := (c, d) ⊂ R, q ∈ [1,∞], 1
q + 1

q′ = 1, M(I) — вещественное вектор-

ное пространство всех измеримых по Лебегу функций f : I → [−∞,∞], L0(I)
— векторное пространство классов эквивалентных по мере Лебега функций из
M(I), Lq(I) — пространство Лебега.

Обозначим (если мера в интеграле не указана, то интеграл берется по мере
Лебега)

L1
loc([c, d)) := {f ∈ L0(I) | ‖χ(c,x)f‖L1(I) <∞ ∀x ∈ I},

L1
loc((c, d]) := {f ∈ L0(I) | ‖χ(x,d)f‖L1(I) <∞ ∀x ∈ I};

(H×(f))(x) :=

x∫

c

f ∀x ∈ I, ∀f ∈ L1
loc([c, d)),

(H×(f))(x) :=

d∫

x

f ∀x ∈ I, ∀f ∈ L1
loc((c, d]).

Пусть w ∈ M(I), w > 0 почти всюду по мере Лебега на I. Рассматриваются
нормированные пространства

Cesq,w(I) :=
{
f ∈ L1

loc([c, d)) | ‖f‖Cesq,w(I) := ‖wH×(|f |)‖Lq(I) <∞
}
,

C esq,w(I) :=
{
f ∈ L1

loc([c, d)) | ‖f‖Cesq,w(I) := ‖wH×(f)‖Lq(I) <∞
}
,

Copq,w(I) :=
{
f ∈ L1

loc((c, d]) | ‖f‖Copq,w(I) := ‖wH×(|f |)‖Lq(I) <∞
}
,

C opq,w(I) :=
{
f ∈ L1

loc((c, d]) | ‖f‖Copq,w(I) := ‖wH×(f)‖Lq(I) <∞
}
.

Пространство Cesq,w(I) называется пространством Чезаро, C esq,w(I) — про-
странством типа Чезаро. Пространство Copq,w(I) называется простран-
ством Копсона, C opq,w(I) — пространством типа Копсона. Ясно, что

c© 2025 Прохоров Д. В.



234 Д. В. Прохоров

Cesq,w(I) →֒ C esq,w(I) и Copq,w(I) →֒ C opq,w(I), где символ →֒ означает непре-
рывность вложения. При wq ∈ L1

loc((c, d]) пространство Cesq,w(I) имеет запас
элементов (в частности, содержит χK для любого компакта K ⊂ I), Cesq,w(I)
полное [1, лемма 3.1], C esq,w(I) может не быть полным [2, теорема 2.1(e)].
Пространства Копсона обладают аналогичными свойствами в случае
wq ∈ L1

loc([c, d)).
Обозначим I∗ := (0,∞) и ϕβ(x) := 1

xβ , x ∈ I∗, β ∈ R. Пространства
Cesq,ϕ1(I∗) и Copq,ϕ1

(I∗) (со степенным весом) активно изучались с 1970-х гг.
(см. [3] и литературу к ней). Оба пространства Cesq,ϕ1(I∗) и C esq,ϕ1(I∗) появля-
ются при решении задачи об описании пространств ассоциированных к одному
весовому пространству Соболева на вещественной прямой [4]. Некоторые об-
щие свойства пространств C esq,ϕβ

(I∗), C opq,ϕβ
(I∗) получены в статьях [2, 5].

Ряд работ посвящены описанию пространств, ассоциированных к простран-
ствам Cesq,w(I), Copq,w(I) [1, 6] и к C esq,w(I), C opq,w(I) [7, 8] с произвольными
весами. В [9, теорема 2.1(ii)] показано, что Cesq,ϕ1(I∗) = Copq,ϕ1

(I∗) является
результатом вещественной интерполяции пары весовых пространств Лебега.

По теории интерполяции написан ряд монографий (см., например, [10–12]).
Приведем основные определения. ПустьX , Y — два вещественных нормирован-
ных пространства. Класс всех линейных непрерывных операторов T : X → Y
обозначим через L(X,Y ). Пара пространств (X,Y ) называется интерполяцион-
ной парой, если существует хаусдорфово топологическое векторное простран-
ство V такое, что X непрерывно вложено в V и Y непрерывно вложено в V .
В этом случае определяются сумма

X + Y := {z ∈ V | z = x+ y, x ∈ X, y ∈ Y }
и пересечение

X ∩ Y := {z ∈ V | z ∈ X, z ∈ Y }
с нормами

‖z‖X+Y := inf
z=x+y, x∈X, y∈Y

(‖x‖X + ‖y‖Y ), ‖z‖X∩Y := max{‖z‖X, ‖z‖Y }.

Для интерполяционной пары (X,Y ) промежуточным пространством называ-
ется любое нормированное пространство E такое, что X∩Y →֒ E →֒ X+Y . Ин-
терполяционным пространством между X и Y называют любое промежуточ-
ное для (X,Y ) пространство E такое, что для T ∈ L(X + Y,X + Y ), у которого
T |X ∈ L(X,X) и T |Y ∈ L(Y, Y ), выполнено T |E ∈ L(E,E).

Одним из способов построения интерполяционного пространства для ин-
терполяционной пары (X,Y ) является K-метод (метод вещественной интерпо-
ляции), сформулированный ниже.

K-метод. Пусть (X,Y ) — интерполяционная пара. Для z ∈ X + Y и
t ∈ (0,∞) положим

K(t, z,X, Y ) := inf
z=x+y, x∈X, y∈Y

(‖x‖X + t‖y‖Y ) .

Для θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞] пространство

(X,Y )θ,p := {z ∈ X + Y | ‖z‖(X,Y )θ,p <∞},
где

‖z‖(X,Y )θ,p :=





(∞∫
0

K(t, z,X, Y )pt−θp−1 dt

) 1
p

, p ∈ [1,∞),

ess sup
t∈(0,∞)

t−θK(t, z,X, Y ), p =∞,
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является интерполяционным пространством между X и Y .
Пусть 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ и θ ∈ (0, 1). В [9, следствие 2.4] при помощи теоремы

реитерации (см. [10, теорема 2.4, с. 311; 11, теорема 3.5.3]) доказано равенство

(Cesp0,ϕ1(I∗),Cesp1,ϕ1(I∗))θ,pθ = Cespθ,ϕ1(I∗),

где 1
pθ

= 1−θ
p0

+ θ
p1

. Основной результат данной работы находится в п. 2.2, где
доказано другой техникой равенство

(Cesp0,ϕβ
(I∗),Cesp1,ϕβ

(I∗))θ,p = Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗) (1)

для любых θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞] и β > 1
p0

. В п. 2.3 показано, что схема п. 2.2
неприменима для интерполяции пространств C esq,ϕβ

(I∗). Аналогичные резуль-
таты для пространств Копсона приведены в п. 2.4.

Всюду в работе произведения вида 0 ·∞ полагаются равными 0. Соотноше-
ние A .{... } B означает A ≤ cB с константой c, зависящей от параметров
перечисленных в {. . . }; A ≈{... } B равносильно (A .{... } B и B .{... } A).

2. Результаты

2.1. Общие факты.

Предложение 1. Любые два пространства семейства {C esq,w(I)}q∈[1,∞]∪
{Cesq,w(I)}q∈[1,∞] образуют интерполяционную пару.

Доказательство. Пусть {ak}∞1 ⊂ I, {bk}∞1 ⊂ I, a1 < b1, ak ↓ c, bk ↑ d.
Для k ∈ N и f ∈ L1

loc([c, d)) положим

‖f‖(k) :=

bk∫

ak

w(x)

∣∣∣∣∣∣

x∫

c

f

∣∣∣∣∣∣
dx

и определим вещественное векторное пространство

V :=
{
f ∈ L1

loc([c, d)) | ‖f‖V <∞
}
,

где

‖f‖V := sup
k∈N

‖f‖(k)
bk − ak + 1

.

Фиксируем произвольное q ∈ [1,∞]. В силу неравенства Гёльдера для про-
извольного f ∈ C esq,w(I) выполнено

‖f‖V ≤ sup
k∈N

(bk − ak)1−
1
q ‖f‖C esq,w(I)

bk − ak + 1
≤ ‖f‖C esq,w(I),

т. е. C esq,w(I) →֒ V . Так как Cesq,w(I) →֒ C esq,w(I), то Cesq,w(I) →֒ V . �

Пусть p0, p1 ∈ [1,∞] и θ ∈ (0, 1). Определим γ равенством 1
γ = 1

p0
− 1

p1
,

pθ — равенством 1
pθ

= 1−θ
p0

+ θ
p1

. Заметим, что θ
γ = θ

[
1
p0
− 1

p1

]
= 1

p0
− 1

pθ
и

1−θ
γ = 1

γ − θ
γ = 1

pθ
− 1

p1
.

Для элемента f ∈ L1
loc([0,∞)) и s ∈ I∗ положим I0,s := (0, s], I1,s := (s,∞),

f0,s := fχI0,s , f1,s := fχI1,s . Если f0,s ∈ X , f1,s ∈ Y , то из определения функци-
онала K вытекает

K(s
1
γ , f,X, Y ) ≤ ‖f0,s‖X + s

1
γ ‖f1,s‖Y .
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При p ∈ [1,∞)



∞∫

0

K(t, f,X, Y )pt−θp−1 dt




1
p

= γ−
1
p



∞∫

0

K(s
1
γ , f,X, Y )ps−

θp
γ
−1 ds




1
p

,

ибо − 1
γ (θp+ 1) + 1

γ − 1 = − θpγ − 1, и

‖f‖(X,Y )θ,p .γ,p

[∫

I∗

‖f0,s‖pXs
p( 1

pθ
− 1

p0
)−1

ds

] 1
p

+

[∫

I∗

‖f1,s‖pY s
p( 1

pθ
− 1

p1
)−1

ds

] 1
p

. (2)

При p =∞ выполнено

ess sup
t∈(0,∞)

t−θK(t, f,X, Y ) = ess sup
s∈(0,∞)

s−
θ
γK(s

1
γ , f,X, Y )

и
‖f‖(X,Y )θ,∞ ≤ ess sup

s∈(0,∞)

s
1
pθ
− 1

p0 ‖f0,s‖X + ess sup
s∈(0,∞)

s
1
pθ
− 1

p1 ‖f1,s‖Y . (3)

Кроме того, из определения K существуют gs,0 ∈ X и gs,1 ∈ Y такие, что
f = gs,0 + gs,1 и

2K(s
1
γ , f,X, Y ) ≥ ‖gs,0‖X + s

1
γ ‖gs,1‖Y . (4)

Для произвольного веса w ∈M(I∗) можно доказать следующий результат.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p ≤ p0 < p1 ≤ ∞, θ ∈ (0, 1). Тогда

(C esp0,w(I∗),C esp1,w(I∗))θ,p →֒ C esp,w·ϕ 1
p
− 1

pθ

(I∗), (5)

(Cesp0,w(I∗),Cesp1,w(I∗))θ,p →֒ Cesp,w·ϕ 1
p
− 1

pθ

(I∗). (6)

Доказательство. Фиксируем f ∈ (C esp0,w(I∗),C esp1,w(I∗))θ,p. Для дока-
зательства (5) достаточно показать, что для любого s ∈ I∗ выполнено

2K(s
1
γ , f,C esp0,w(I∗),C esp1,w(I∗)) ≥




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p0
− 1

p , (7)

ибо в этом случае перестановкой интегралов получаем

2‖f‖(C esp0,w(I∗),C esp1,w(I∗))θ,p &γ,p



∫

I∗

s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx s
p
p0
− θp

γ
−2 ds




1
p

≈p0,p1,p,θ



∫

I∗

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x
1
p
− 1

pθ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

.

Фиксируем s ∈ I∗. Пусть gs,i ∈ C espi,w(I∗), i ∈ {0, 1}, о которых говорится
в (4). Применяя обратное неравенство Гёльдера, оценим

‖gs,0‖C esp0,w(I∗) + s
1
γ ‖gs,1‖C esp1,w(I∗)
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≥




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x∫

0

gs,0

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p0
− 1

p +




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x∫

0

gs,1

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p1
− 1

p
+ 1

γ

≥




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p0
− 1

p ,

тем самым (7) доказано. Вложение (6) доказывается аналогично. �

Далее работаем с пространствами со степенными весами.

Теорема 2. Пусть 1 ≤ p0 < p1 ≤ p ≤ ∞, β > 1
p0

, θ ∈ (0, 1). Тогда

C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗) →֒ (C esp0,ϕβ
(I∗),C esp1,ϕβ

(I∗))θ,p. (8)

Доказательство. Фиксируем f ∈ C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗). Для s ∈ I∗ имеем

‖f0,s‖C esp0,ϕβ
(I∗) =




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
1
xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p0

dx+

∞∫

s

dx

xβp0

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p0


1
p0

.β,p0



∫

I0,s

∣∣∣∣∣∣
1
xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p0

dx




1
p0

+ s
1
p0
−β

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣
;

при p1 <∞

‖f1,s‖C esp1,ϕβ
(I∗) =



∞∫

s

∣∣∣∣∣∣
1
xβ

x∫

s

f

∣∣∣∣∣∣

p1

dx




1
p1

.β,p1



∫

I1,s

∣∣∣∣∣∣
1
xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p1

dx




1
p1

+ s
1
p1
−β

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣
;

при p1 =∞

‖f1,s‖C esp1,ϕβ
(I∗) = sup

x>s

∣∣∣∣∣∣
1
xβ

x∫

s

f

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

x>s

∣∣∣∣∣∣
1
xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣
+

1
sβ

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣
.

Следовательно, для i ∈ {0, 1} и s ∈ I∗ выполнено

‖fi,s‖C espi,ϕβ
(I∗) .β,pi ‖ϕβH×(f)‖Lpi(Ii,s) + s

1
pi
−β

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣
. (9)

1. Случай p < ∞. Пусть p1 < p и i ∈ {0, 1}. Применяя неравенство
Гёльдера, получим оценку



∫

Ii,s

∣∣∣∣∣∣
1
xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

pi

dx




1
pi

≤



∫

Ii,s

∣∣∣∣∣∣
1

x
β+ 1

p
− 1

pθ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p [∫

Ii,s

xµi dx

] 1
pi
− 1

p

, (10)
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где µi := (pθ−p)pi
pθ(p−pi) . Правая часть (10) конечна, ибо µi+1 > 0 при i = 0 и µi+1 < 0

при i = 1. При p1 = p



∞∫

s

∣∣∣∣∣∣
1
xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p1

dx




1
p1

≤



∞∫

s

∣∣∣∣∣∣
1

x
β+ 1

p
− 1

pθ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p
− 1

pθ <∞.

Таким образом, f0,s ∈ C esp0,ϕβ
(I∗) и f1,s ∈ C esp1,ϕβ

(I∗).
Для нашего случая (X,Y ) = (C esp0,ϕβ

(I∗),C esp1,ϕβ
(I∗)), i ∈ {0, 1} имеем

[∫

I∗

‖fi,s‖pC espi,ϕβ
(I∗)

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds

] 1
p

.β,pi



∫

I∗



∫

Ii,s

∣∣∣∣∣∣
1
xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

pi

dx




p
pi

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds




1
p

+ ‖f‖C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗)

.p0,p1,p,θ ‖f‖C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗), (11)

где последняя оценка при pi < p получена применением неравенства Харди [13]
для неотрицательных функций вида

[∫

I∗

(∫

Ii,s

x
( 1
p
− 1

pθ
)pig(x) dx

) p
pi

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds

] pi
p

.p0,p1,p,θ

[∫

I∗

g(x)
p
pi dx

] pi
p

,

ибо для s ∈ I∗ выполнено (см. (10))
[ ∫

I∗\Ii,s

y
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

dy

] pi
p
[∫

Ii,s

xµi dx

]1− pi
p

≈p0,p1,p,θ 1.

При p1 = p имеем


∫

I∗



∞∫

s

∣∣∣∣∣∣
1
xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p1

dx




p
p1

s
p( 1

pθ
− 1

p1
)−1

ds




1
p

=



∫

I∗

∣∣∣∣∣∣
1
xβ

x∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

p x∫

0

s
p
pθ
−2
ds dx




1
p

≈p0,p1,p,θ ‖f‖C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

В силу (2) вложение (8) доказано для случая p <∞.

2. Случай p =∞. Для i ∈ {0, 1} и s ∈ I∗ имеем

s
1
pθ
− 1

pi ‖fi,s‖C espi,ϕβ
(I∗) .β,pi s

1
pθ
− 1

pi ‖ϕβH×(f)‖Lpi(Ii,s) + s
1
pθ
−β

∣∣∣∣∣∣

s∫

0

f

∣∣∣∣∣∣

≤ ‖f‖C es∞,ϕ
β− 1

pθ

(I∗)[s
1
pθ
− 1

pi ‖ϕ 1
pθ

‖Lpi(Ii,s) + 1] .p0,p1,θ ‖f‖C es∞,ϕ
β− 1

pθ

(I∗).

Применяя (3), получим (8) для случая p =∞. Теорема доказана. �

2.2. Интерполяция пространств Cesq,ϕβ
(I∗) K-методом. Заметим, что

Cesq,ϕβ
(I∗) = {0} при (q <∞ и β ≤ 1

q ) или (q =∞ и β < 0).
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Теорема 3. Пусть 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞, β > 1
p0

, θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞]. Тогда
выполнено (1).

Доказательство. 1. Сначала докажем вложение

Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗) →֒ (Cesp0,ϕβ
(I∗),Cesp1,ϕβ

(I∗))θ,p. (12)

При p ∈ [p1,∞] (12) доказывается аналогично доказательству теоремы 2.
Пусть p < p1. Фиксируем f ∈ Cesp,ϕ

β+ 1
p
− 1

pθ

(I∗). Покажем, что для i ∈ {0, 1}
выполнено fi,s ∈ Cespi,ϕβ

(I∗) и имеет место оценка
[∫

I∗

‖fi,s‖pCespi,ϕβ
(I∗)

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds

] 1
p

.p0,p1,p,θ ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗). (13)

В силу (9) имеем

‖fi,s‖Cespi,ϕβ
(I∗) = ‖|fi,s|‖C espi,ϕβ

(I∗) .β,pi ‖ϕβH×(|f |)‖Lpi(Ii,s) + s
1
pi
−β

s∫

0

|f |

и, учитывая f ∈ L1
loc([0,∞)), достаточно показать конечность первого слагае-

мого при s = 1.
При p ≤ pi <∞ применяем дискретизацию выражения ‖ϕβH×(|f |)‖Lpi(Ii,1)

и неравенство Йенсена для сумм. Пусть Z0 := Z ∩ (−∞, 0], Z1 := Z ∩ [1,∞).
Имеем

‖ϕβH×(|f |)‖Lpi(Ii,1) =


∑

k∈Zi

2k∫

2k−1


 1
xβ

x∫

0

|f |



pi

dx




1
pi

.β,pi


∑

k∈Zi


(2k)p(

1
pi
−β)




2k∫

0

|f |



p


pi
p



1
pi

≤


∑

k∈Zi

(2k)p(
1
pi
−β)




2k∫

0

|f |



p


1
p

≤


∑

k∈Zi

(2k)p(
1
pθ
−β)




2k∫

0

|f |



p


1
p

.β,pθ,p ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

При p1 =∞ действуем аналогично:

sup
x>1


 1
xβ

x∫

0

|f |


 = sup

k∈Z1

sup
x∈(2k−1,2k]


 1
xβ

x∫

0

|f |


 .β


 sup
k∈Z1

(2k)−pβ




2k∫

0

|f |



p


1
p

≤


∑

k∈Z1

(2k)p(
1
pθ
−β)




2k∫

0

|f |



p


1
p

.β,pθ,p ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

При p0 < p конечность ‖f0,s‖Cesp0,ϕβ
(I∗) доказывается с помощью неравенства

Гёльдера, как сделано в (10). Таким образом, fi,s ∈ Cespi,ϕβ
(I∗) для i ∈ {0, 1}.

При pi < ∞, учитывая (11), для доказательства (13) достаточно показать
выполнение неравенства


∫

I∗



∫

Ii,s


 1
xβ

x∫

0

|f |



pi

dx




p
pi

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds




1
p

.p0,p1,p,θ ‖f‖C esp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).
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Пусть Z0,k := Z ∩ (−∞, k], Z1,k := Z ∩ [k,∞). Применяя дискретизацию и [14,
предложение 2.1], получим



∫

I∗



∫

Ii,s


 1
xβ

x∫

0

|f |



pi

dx




p
pi

s
p( 1

pθ
− 1

pi
)−1

ds




1
p

.p0,p1,p,θ


∑

k∈Z
(2k)p(

1
pθ
− 1

pi
)


 ∑

n∈Zi,k

2n∫

2n−1


 1
xβ

x∫

0

|f |



pi

dx




p
pi




1
p

≈β,pi,p


∑

k∈Z
(2k)p(

1
pθ
− 1

pi
)


 ∑

n∈Zi,k

(2n)1−βpi




2n∫

0

|f |



pi


p
pi



1
p

≈β,p0,p1,p,θ


∑

k∈Z
(2k)p(

1
pθ
−β)




2k∫

0

|f |



p


1
p

.β,pθ,p ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

При p1 =∞ имеем

[∫

I∗

‖f1,s‖pCesp1,ϕβ
(I∗)

s
p( 1

pθ
− 1

p1
)−1

ds

] 1
p

=



∫

I∗


sup
x>s


 1
xβ

x∫

s

|f |





p

s
p
pθ
−1
ds




1
p

.p,pθ


∑

k∈Z
(2k)

p
pθ sup

m≥k
sup

2m−1<x≤2m


 1
xβ

x∫

0

|f |



p


1
p

.p,pθ


∑

k∈Z
(2k)p(

1
pθ
−β)




2k∫

0

|f |



p


1
p

.β,p,pθ ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

2. Покажем обратное к (12) вложение. Фиксируем элемент f ∈ (Cesp0,ϕβ
(I∗),

Cesp1,ϕβ
(I∗))θ,p. Фиксируем s ∈ I∗. Пусть gs,i ∈ Cespi,w(I∗), i ∈ {0, 1}, о которых

говорится в (4). Заметим, что

‖gs,i‖Cespi,ϕβ
(I∗) ≥ ‖ϕβ‖Lpi((s,∞))

s∫

0

|gs,i| ≈β,pi s
1
pi
−β

s∫

0

|gs,i|.

Следовательно,

‖gs,0‖Cesp0,ϕβ
(I∗) + s

1
γ ‖gs,1‖Cesp1,ϕβ

(I∗) &β,p0,p1 s
1
p0
−β

s∫

0

|f |.

Отсюда

‖f‖(Cesp0,ϕβ
(I∗),Cesp1,ϕβ

(I∗))θ,p &β,p0,p1,p ‖f‖Cesp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

Таким образом, (1) доказано. �

2.3. Контрпример. Следующее утверждение показывает, что схема п. 2.2
неприменима для пространств C esq,ϕβ

(I∗) при p < p1.
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Предложение 2. Пусть 1 ≤ p0 < p1 < ∞, β > 1
p0

, θ ∈ (0, 1), p ∈ [1, p1).
Существует f ∈ C esp,ϕ

β+ 1
p
− 1

pθ

(I∗) такой, что для любого s ∈ [0,∞) выполнено

χ(s,∞)f 6∈ C esp1,ϕβ
(I∗).

Доказательство. Пусть ν > β + p
p1−p

∣∣ 1
pθ
− 1

p

∣∣, 0 < η < min
{
1, p1p − 1

}
.

Для k ∈ N положим

εk :=

{ 1
k2+η , k четное,
1
kη , k нечетное;

bk :=

{
k

1
pν , k четное,

k−
1
pν , k нечетное.

Определим {αk}∞1 ⊂ [2,∞) и {ak}∞1 ⊂ (0, 1) индуктивно. Положим α1 := 2,
a1 := ε12−p1(ν−β). Пусть {αj}k1 и {aj}k1 построены. Положим

αk+1 :=
α2
k

αk − ak
= αk + ak +

a2
k

αk − ak
и ak+1 := εk+1α

−p1(ν−β)
k+1 . (14)

Тогда αk+1 > αk ≥ 2 и 0 < ak+1 < εk+1 < 1.
Из (14) вытекает, что последовательность {αk}∞1 растет и

αk+1 ≥
k∑

j=1

aj =
k∑

j=1

εjα
−p1(ν−β)
j ≥ α−p1(ν−β)

k+1

k∑

j=1

εj ,

откуда с учетом расходимости ряда
∞∑
j=1

εj следует, что lim
k→∞

αk = ∞. Кроме

того, из (14) имеем

ak = αk −
α2
k

αk+1
=
αkαk+1 − α2

k

αk+1
=

(αk+1 − αk)αk
αk+1

.

Далее, для q ∈ (1,∞) имеем

αk+1∫

αk

dx

xq
=

1
q − 1

[
1

αq−1
k

− 1

αq−1
k+1

]
=

1
q − 1

[
αq−1
k+1 − α

q−1
k

αq−1
k αq−1

k+1

]
,

стало быть,

min{q − 1, 1}
q − 1

ak
αqk
≤

αk+1∫

αk

dx

xq
≤ max{q − 1, 1}

q − 1
ak
αqk
.

Пусть α0 = b0 := 0. Для k ∈ N выберем δk ∈ (0, αk+1 − αk) так, чтобы
выполнялись неравенства

1
2

αk+1∫

αk

dx

xp1β
<

αk+1∫

αk+δk

dx

xp1β
,

[2(bk−1αk−1)ν + (bkαk)ν ]
p

αk+δk∫

αk

dx

x
p(β+ 1

p
− 1

pθ
)
<

1
2k
.

Положим

f(x) :=
∞∑

j=1

(bjαj)ν − (bj−1αj−1)ν

δj
χ(αj ,αj+δj)(x), x ∈ I∗.
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Заметим, что для y ∈ [αk + δk, αk+1] выполнено
y∫

2

f =

αk+δk∫

2

f =
k∑

j=1

[(bjαj)ν − (bj−1αj−1)ν ] = (bkαk)ν ,

а для y ∈ (αk, αk + δk)∣∣∣∣∣∣

y∫

2

f

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣

αk∫

2

f

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

y∫

αk

f

∣∣∣∣∣∣
≤ 2(bk−1αk−1)ν + (bkαk)ν .

Так как

pν−p
[
β +

1
p
− 1
pθ

]
≤ p(ν−β)+p

∣∣∣∣
1
pθ
− 1
p

∣∣∣∣ < p(ν−β)+(p1−p)(ν−β) = p1(ν−β),

то

‖f‖p
C esp,ϕ

β+ 1
p
− 1

pθ

(I∗)
=
∞∑

k=1

αk+1∫

αk

1

x
p(β+ 1

p
− 1

pθ
)

∣∣∣∣∣∣

x∫

2

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx

≤
∞∑

k=1



αk+δk∫

αk

[2(bk−1αk−1)ν + (bkαk)ν ]p

x
p(β+ 1

p
− 1

pθ
)

dx+ [bkαk]pν
αk+1∫

αk+δk

dx

x
p(β+ 1

p
− 1

pθ
)




.β,p,pθ

∞∑

k=1

[
2−k + bpνk akα

pν−p(β+ 1
p
− 1

pθ
)

k

]

≤ 1 +
∞∑

k=1

bpνk akα
p1(ν−β)
k = 1 +

∞∑

k=1

bpνk εk = 1 +
∞∑

k=1

k−(1+η) <∞.

Фиксируем произвольное s ∈ [0,∞). Выберем m ∈ N такое, что ανm > 2 и

m
1
p >

∣∣∣∣
max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣. Тогда для четных k ≥ m

1
(bkαk)ν

∣∣∣∣∣∣

max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣∣∣
=

1

k
1
pανk

∣∣∣∣∣∣

max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

m
1
pανm

∣∣∣∣∣∣

max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣∣∣
<

1
2

и, следовательно,

‖χ(s,∞)f‖p1C esp1,ϕβ
(I∗)
≥

∞∑

k=m

αk+1∫

αk+δk

dx

xp1β

∣∣∣∣∣∣

αk+δk∫

s

f

∣∣∣∣∣∣

p1

=
∞∑

k=m

αk+1∫

αk+δk

dx

xp1β

∣∣∣∣∣∣
(bkαk)ν −

max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣∣∣

p1

&β,p1

∞∑

k=m

akb
p1ν
k α

p1(ν−β)
k

∣∣∣∣∣∣∣
1− 1

(bkαk)ν

max{2,s}∫

2

f

∣∣∣∣∣∣∣

p1

≥ 1
2p1

∞∑

j=m

bp1ν2j ε2j =∞,

ибо bp1ν2j ε2j = (2j)
p1
p
−2−η. �

2.4. Интерполяция пространств Copq,ϕβ
(I∗) K-методом. Заметим,

что Copq,ϕβ
(I∗) = {0} при (q <∞ и β ≥ 1

q ) или (q =∞ и β > 0).
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Предложение 3. Любые два пространства семейства {C opq,w(I)}q∈[1,∞]∪
{Copq,w(I)}q∈[1,∞] образуют интерполяционную пару.

Теорема 4. Пусть 1 ≤ p ≤ p0 < p1 ≤ ∞, θ ∈ (0, 1). Тогда

(C opp0,w(I∗),C opp1,w(I∗))θ,p →֒ C opp,w·ϕ 1
p
− 1

pθ

(I∗),

(Copp0,w(I∗),Copp1,w(I∗))θ,p →֒ Copp,w·ϕ 1
p
− 1

pθ

(I∗).

Теорема 5. Пусть 1 ≤ p0 < p1 ≤ p ≤ ∞, β < 1
p1

при p1 < ∞, β ≤ 0 при
p1 =∞, θ ∈ (0, 1). Тогда

C opp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗) →֒ (C opp0,ϕβ
(I∗),C opp1,ϕβ

(I∗))θ,p.

Теорема 6. Пусть 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞, β < 1
p1

при p1 <∞, β ≤ 0 при p1 =∞,
θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞]. Тогда выполнено

(Copp0,ϕβ
(I∗),Copp1,ϕβ

(I∗))θ,p = Copp,ϕ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I∗).

Теоремы 4–6 доказываются аналогично теоремам 1–3 с заменой
x∫
0

f на
∞∫
x

f .

Так, утверждение теоремы 4 вытекает из оценки

2K(s
1
γ , f,C opp0,w(I∗),C opp1,w(I∗)) ≥




s∫

0

∣∣∣∣∣∣
w(x)

∞∫

x

f

∣∣∣∣∣∣

p

dx




1
p

s
1
p0
− 1

p ,

которая доказывается, как (7). А в разложениях f = f0,s + f1,s и f = gs,0 + gs,1
для i ∈ {0, 1} и s ∈ I∗ имеем

‖fi,s‖Coppi,ϕβ
(I∗) .β,pi ‖ϕβH×(f)‖Lpi(Ii,s) + s

1
pi
−β

∣∣∣∣∣∣

∞∫

s

f

∣∣∣∣∣∣
,

‖gs,i‖Coppi,ϕβ
(I∗) ≥ ‖ϕβ‖Lpi((0,s))

∞∫

s

|gs,i|.
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