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§ 1. Введение

Пусть (X,B, µ) — измеримое пространство с конечной мерой µ ≥ 0 и (Y,A )
— измеримое пространство. Символ MA обозначает пространство счетно-адди-
тивных мер на A , наделенное вариационной нормой (под мерой подразумевает-
ся вещественная счетно-аддитивная мера). Напомним, что всякая мера ν ∈MA

обладает разложением Хана — Жордана ν = ν+ − ν−, где ν+ и ν− — взаим-
но сингулярные неотрицательные меры, называемые соответственно положи-
тельной и отрицательной частями меры ν. Мера |ν| = ν+ + ν− называется
полной вариацией ν, а величина ‖ν‖ = |ν|(Y ) называется вариацией ν. Далее µ-
измеримой функцией называется функция, которая определена µ-почти всюду
и измерима относительно пополнения меры µ (см. [1]).

Во многих задачах полезно использовать различные пространства инте-
грируемых отображений на X со значениями в пространстве MA . Наиболее
классическая конструкция основана на интеграле Бохнера (см., например, [2]),
что приводит к пространству L1(µ,E) интегрируемых по Бохнеру отображе-
ний со значениями в нормированном пространстве E. Пространство L1(µ,E)
состоит из классов эквивалентности отображений f : X → E таких, что име-
ется последовательность простых отображений fn : X → E, т. е. отображений
с конечным числом значений, принимаемых на разбиении пространства X на
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конечное число множеств из B, с тем свойством, что fn(x)→ f(x) для µ-почти
всех x ∈ X и ∫

X

‖fn(x)− f(x)‖E µ(dx)→ 0.

Тогда векторные интегралы отображений fn образуют фундаментальную по-
следовательность, причем если E полно, то они сходятся к вектору из E, назы-
ваемому интегралом Бохнера от f . Норма на L1(µ,E) задается равенством

‖f‖1 =
∫

X

‖f(x)‖E µ(dx),

где используются представители классов эквивалентности. Если E полно, то
L1(µ,E) тоже полно. В частности, в нашем случае получаем банахово простран-
ство L1(µ,MA ) мерозначных отображений. Однако это пространство оказыва-
ется довольно узким, поскольку всякое интегрируемое по Бохнеру отображение
почти наверное принимает значения в сепарабельном подпространстве в E, что
не выполнено во многих интересных случаях. Например, если f(x) = δx — ме-
ра Дирака в точке x для всякого x из [0, 1] с мерой Лебега, то f не является
интегрируемым по Бохнеру.

В этой работе рассматривается несколько более широких классов мерознач-
ных интегрируемых отображений. Первое пространство L1

w(µ,MA ), рассмат-
риваемое в § 2, состоит из мерозначных отображений � = (λx)x∈X , для которых
функции x 7→ λx(A) являются µ-интегрируемыми и также функция x 7→ ‖λx‖
интегрируема. Для счетно-порожденной σ-алгебры A это пространство бана-
хово и в типичных случаях шире, чем пространство интегрируемых по Бохне-
ру отображений, которое является замкнутым подпространством в L1

w(µ,MA ).
В § 3 изучается пространство L(µ,MA ) мерозначных отображений, которые
также имеют интегрируемые значения на множествах, но не обязательно об-
ладают интегрируемыми вариациями. Это пространство обычно неполно, но
при некоторых дополнительных предположениях об Y его подмножество, со-
стоящее из отображений со значениями в неотрицательных мерах, полно отно-
сительно метрики из L(µ,MA ). Наконец, в §4 введено пространство мерознач-
ных отображений с интегрируемыми нормами Канторовича — Рубинштейна.
Это пространство обычно также неполно, но его подмножество из отображений
со значениями в неотрицательных мерах полно относительно соответствующей
метрики. В нашей готовящейся к печати работе изучаются некоторые допол-
нительные свойства таких пространств.

§ 2. Пространство отображений
с интегрируемой вариацией

Естественное пространство L1
w(µ,MA ), содержащее отображения типа рас-

смотренных в простом примере выше, состоит из классов эквивалентности из-
меримых мерозначных отображений (как обычно, эквивалентность означает
равенство почти всюду), для которых вариация µ-интегрируема, где, однако,
измеримость определяется в более слабом смысле: требуется, чтобы функция
x 7→ f(x)(A) была µ-измеримой для каждого множества A ∈ A .

В лемме ниже показано, что если σ-алгебра A является счетно-порожден-
ной, то пространство L1

w(µ,MA ) линейно и может быть наделено нормой

‖f‖1 =
∫

X

‖f(x)‖µ(dx),
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где используются представители классов эквивалентности, более того, эта нор-
ма полна. Чтобы подчеркнуть, что мы имеем дело с мерозначными отображе-
ниями, будем использовать также символ � = (λx)x∈X для таких отображений.

Для счетно-порожденной σ-алгебры A равенство f(x) = g(x) выполнено
для µ-почти всех x ∈ X в точности тогда, когда для каждого A ∈ A име-
ем f(x)(A) = g(x)(A) для µ-почти всех x ∈ X . Достаточно также иметь это
равенство для всех множеств из счетной алгебры, порождающей A .

Условие µ-интегрируемости функции x 7→ ‖f(x)‖ включает µ-измеримость,
но в общем случае B-измеримость функций x 7→ ‖f(x)‖ и x 7→ ‖g(x)‖ не влечет
B-измеримость функции x 7→ ‖f(x) + g(x)‖. Эта проблема не возникает для
счетно-порожденных σ-алгебр, так как следующая лемма показывает, что в
таком случае B-измеримость x 7→ ‖f(x)‖ вытекает из B-измеримости функций
x 7→ f(x)(A), A ∈ A . Более того, достаточно иметь измеримость таких функций
для множеств A из счетной алгебры, порождающей A .

Лемма 2.1. Предположим, что найдется счетная алгебра A0, порожда-
ющая A , причем функции x 7→ f(x)(A) являются B-измеримыми для всех
множеств A ∈ A0. Тогда функции

x 7→ f(x)+(Y ), x 7→ f(x)−(Y ), x 7→ |f(x)|(Y ) = ‖f(x)‖

также B-измеримы.

Доказательство. Справедливы равенства

f(x)+(Y ) = sup
A∈A

f(x)(A) = sup
E∈A0

f(x)(E).

Итак, функция f(x)+(Y ) есть супремум счетного набора B-измеримых функ-
ций и также B-измерима. Тогда то же самое верно для f(x)−(Y ), значит, также
и для ‖f(x)‖. �

Следующий простой пример показывает, что для общей σ-алгебры A пре-
дыдущая лемма может быть неверной.

Пример 2.2. Пусть X = [0, 1] с борелевской σ-алгеброй B и мерой Лебега
µ и Y = [0, 1] с σ-алгеброй A , порожденной всеми одноточечными множествами.
Возьмем неизмеримую по Лебегу функцию ϕ : [0, 1]→ (0, 1] и положим

f(x) = (ϕ(x) + 1)δx − ϕ(x)δx/2.

Тогда f(x)([0, 1]) = 1 для всех x ∈ [0, 1]. Для всякого a ∈ [0, 1] функция
x 7→ f(x)({a}) является B-измеримой, ибо она равна нулю вне точек a и 2a. Сле-
довательно, функция x 7→ f(x)(A) оказывается B-измеримой для всех A ∈ A ,
поскольку A состоит из всех не более чем счетных множеств и их дополнений.
Однако функция

x 7→ |f(x)|([0, 1]) = ((ϕ(x) + 1)δx + ϕ(x)δx/2)([0, 1]) = 1 + 2ϕ(x)

неизмерима по Лебегу.

Предложение 2.3. Пусть σ-алгебра A является счетно-порожденной.
Тогда пространство L1

w(µ,MA ) банахово.

Доказательство. Для всякого f ∈ L1
w(µ,MA ) имеется представитель,

для которого функция x 7→ ‖f(x)‖ является B-измеримой по лемме 2.1. Значит,
если f, g ∈ L1

w(µ,MA ), то αf+βg ∈ L1
w(µ,MA ) для всех скаляров α, β. Поэтому
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L1
w(µ,MA ) — линейное пространство. Ясно, что f 7→ ‖f‖1 — норма на этом

пространстве.
Пусть {fn} — последовательность Коши в L1

w(µ,MA ). Можно считать, что
f1 = 0, и иметь дело с представителями классов эквивалентности. Переходя к
подпоследовательности, можно предполагать, что

‖fn+1 − fn‖1 ≤ 2−n.

Тогда ряд из интегралов от ‖fn+1(x)−fn(x)‖ сходится, значит, для µ-почти всех
x сходится ряд из ‖fn+1(x) − fn(x)‖. Поскольку MA полно, это означает, что
для таких x ряд из fn+1(x) − fn(x) сходится в MA . Это влечет сходимость из
fn+1(x) по вариационной норме. Предел f(x) ∈ MA определен почти всюду,
более того, функция x 7→ f(x)(A) является µ-измеримой для всякого A ∈ A ,
ибо f(x)(A) = lim

n→∞
fn(x)(A) почти всюду. Наконец, заметим, что fn → f в

пространстве L1
w(µ,MA ). Действительно, для заданного ε > 0 найдется такое

число N , что 2−N < ε/2. Тогда при n, k ≥ N имеем ‖fn − fk‖1 ≤ ε, т. е.
∫

X

‖fn(x) − fk(x)‖µ(dx) ≤ ε.

Полагая k →∞, по теореме Фату получаем, что ‖fn − f‖1 ≤ ε. �
Пространство L1

w(µ,MA ) не обязано быть линейным для произвольной σ-
алгебры A . Предположение, что A является счетно-порожденной, важно в
предыдущем предложении, как видно из следующего примера, аналогичного
предыдущему.

Пример 2.4. Пусть опять X — отрезок [0, 1] с борелевской σ-алгеброй B и
мерой Лебега µ и Y есть [0, 1] с σ-алгеброй A , порожденной всеми одноточечны-
ми множествами. Возьмем неизмеримую по Лебегу функцию g : [0, 1]→ {−1, 1}
и положим f1(x) = 2δx, f2(x) = −g(x)δx/2 + g(x)δx. Отображение f1 оче-
видным образом измеримо вместе с x 7→ ‖f1(x)‖. Отображение f2 также из-
меримо, поскольку f2(x)([0, 1]) = 0 и для каждой точки a ∈ [0, 1] значение
f2(x)({a}) может отличаться от нуля лишь при x = a и x = 2a. Следовательно,
функция x 7→ f2(x)(A) является B-измеримой для всех A ∈ A . Кроме того,
‖f2(x)‖ = 2|g(x)| = 2 при x ∈ (0, 1]. С другой стороны, для x ∈ (0, 1] имеем
равенство |f1(x) + f2(x)| = |2 + g(x)|δx + |g(x)|δx/2, поэтому функция

x 7→ ‖f1(x) + f2(x)‖ = |2 + g(x)|+ |g(x)| = 3 + g(x)

неизмерима по Лебегу.

Пространство L1
w(µ,MA ) содержит типичные отображения, возникающие

при дезинтегрировании мер. Например, типична следующая ситуация. Пред-
положим, что F : X → Y — некоторое измеримое отображение и σ — образ
меры µ при F , определенный формулой

σ(A) = µ ◦ F−1(A) := µ(F−1(A)), A ∈ A .

Известно (см. [1, гл. 10]), что при широких предположениях (например, когда
X и Y — суслинские пространства с их борелевскими σ-алгебрами и F — бо-
релевское отображение) существуют борелевские вероятностные меры µy на X ,
y ∈ Y , называемые условными мерами, такие, что для σ-почти всякого y верно
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равенство µy(F−1(y)) = 1, функции y 7→ µy(B) борелевски измеримы для всех
B ∈ B, причем

µ(B) =
∫

Y

µy(B)σ(dy).

В типичных случаях отображение y 7→ µy не является интегрируемым по Бох-
неру, так как меры µy взаимно сингулярны, но очевидным образом оно входит
в L1

w(µ,MA ).

§ 3. Пространство отображений
с интегрируемыми значениями на множествах

Теперь рассмотрим два других пространства, которые могут представлять
интерес.

Обозначим через B1(X) и B1(Y ) классы функций, ограниченных по моду-
лю 1 и измеримых относительно B и A соответственно.

Рассмотрим пространство L(µ,MA ) классов µ-эквивалентности таких отоб-
ражений � : x 7→ λx со значениями в пространстве MA , что функции x 7→ λx(A)
являются µ-интегрируемыми для каждого A ∈ A . Эти функции имеют B-
измеримых представителей.

Теорема 3.1. Для всякого элемента � = (λx)x∈X ∈ L(µ,MA ) функция
множества ν� : A → R, определенная формулой

ν�(A) =
∫

X

λx(A)µ(dx), A ∈ A , (3.1)

является счетно-аддитивной вещественной мерой и

‖�‖L := sup
A∈A

∫

X

|λx(A)|µ(dx) <∞.

Кроме того, для всякой функции g ∈ B1(Y ) функция

x 7→
∫

Y

g(y)λx(dy)

µ-интегрируема.

Доказательство. Сначала проверим счетную аддитивность ν�. Пред-
положим, что множества An ∈ A попарно дизъюнктны. Пусть A0 — под-σ-
алгебра, порожденная этими множествами. Тогда имеется счетная алгебра A1,
порождающая A0. Можно выбрать версию � так, что функции x 7→ λx(A)
будут B-измеримы для всех A ∈ A1.

Пусть p(x) — вариация меры λx, рассматриваемой на A0. По лемме 2.1
функция p является B-измеримой. Множества

XN = {x ∈ X : p(x) ≤ N}

B-измеримы. Функции множества ν�,N : A0 → R, заданные формулой

ν�,N (A) =
∫

XN

λx(A)µ(dx), A ∈ A0,
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являются счетно-аддитивными мерами на A0 по теореме Лебега о мажорируе-
мой сходимости. Кроме того,

ν�(A) = lim
N→∞

ν�,N (A) для всех A ∈ A0.

По теореме Никодима последовательность мер {ν�,N} ограничена по вариации,
а по теореме Витали — Лебега — Хана — Сакса мера ν� также счетно-аддитивна
на A0 (см. [1, теорема 4.6.3]). В частности,

ν�

( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑

n=1

ν�(An).

Следовательно, для всякой функции f ∈ B1(X) мера νf� : A → R, задан-
ная формулой

νf�(A) =
∫

X

f(x)λx(A)µ(dx),

счетно-аддитивна на A . Семейство мер (νf�)f∈B1(X) равномерно ограничено
на каждом множестве A ∈ A интегралом от |λx(A)|. Значит, по теореме Ни-
кодима эти меры равномерно ограничены по вариации некоторым числом M .
Следовательно, ∫

X

|λx(A)|µ(dx) ≤M для всех A ∈ A ,

ибо можно использовать функции f(x) = signλx(A) из B1(X). Итак,

‖νf�‖ ≤ 2 sup
A∈A

|νf�(A)| ≤ 2‖f�‖L ≤ 2‖�‖L для всех f ∈ B1(X).

Зафиксируем g ∈ B1(Y ) и обозначим через A0 под-σ-алгебру, порожден-
ную g; она счетно-порожденная (будучи порожденной всеми множествами вида
g−1((−∞, r)), где r ∈ Q). Пусть

f(x) = signG(x), G(x) =
∫

Y

g(y)λx(dy).

Чтобы доказать µ-интегрируемость G, достаточно показать, что интегралы от
|G| по множествам XN , определенным выше для A0, равномерно ограничены.
Заметим, что
∫

XN

|G(x)|µ(dx) =
∫

X

(
IXN

(x)f(x)
∫

Y

g(y)λx(dy)

)
µ(dx) =

∫

Y

g(y) νfIXN
�(dy).

Последнее равенство выполнено, так как оно верно для функций g, являющихся
индикаторами множеств из A0, значит, оно верно для A0-измеримых функций с
конечным числом значений, а тогда и для их равномерных пределов. Последний
интеграл оценивается числом ‖νfIXN

�‖ ≤ 2‖�‖L. �
Замечание 3.2. Предыдущая теорема справедлива также для мер µ со

значениями в [0,∞]. В самом деле, случай σ-конечной меры µ сводится к рас-
смотренному, поскольку можно взять конечную меру µ0, эквивалентную µ, так
что µ задается плотностью Радона — Никодима ̺ относительно µ0. Тогда вместо
мер λx и µ можно иметь дело с ̺(x)λx и µ0. В общем случае, имея счетный набор
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множеств An, для которых функции x 7→ λx(An) являются µ-интегрируемыми,
получаем такое множество X0 ∈ B, что эти функции равны нулю вне X0 и мера
µ является σ-конечной на X0.

Чтобы наделить пространство L(µ,MA ) конечной нормой

‖�‖L = sup
A∈A

∫

X

|λx(A)|µ(dx),

где используются представители классов эквивалентности, удобнее использо-
вать более слабое отношение эквивалентности: �1 = (λx1 ) ∼ �2 = (λx2), если для
каждого A ∈ A имеем λx1(A) = λx2(A) для µ-почти всех x ∈ X .

Если A является счетно-порожденной, то это сводится к равенству λx1 = λx2
для µ-почти всех x ∈ X , но в общем случае может случиться, что ‖�‖L = 0,
хотя λx 6= 0 для µ-почти всех x ∈ X . Достаточно взять λx = δx − δx/2 для всех
x ∈ [0, 1] в примере 2.4.

Эта норма эквивалентна норме

‖�‖L,1 = sup
f∈B1(X), g∈B1(Y )

∫

X

∫

Y

f(x)g(y)λx(dy)µ(dx). (3.2)

В самом деле, очевидно, что ‖�‖L ≤ ‖�‖L,1. С другой стороны, для всякой
фиксированной функции f ∈ B1(X) в доказательстве теоремы 3.1 мы задали
меру νf� на A равенством

νf�(A) =
∫

X

f(x)λx(A)µ(dx)

и показали, что ‖νf�‖ ≤ 2‖�‖L. Следовательно, для всех g ∈ B1(Y ) имеем
∫

Y

g(y) νf�(dy) ≤ 2‖�‖L,

что дает оценку ‖�‖L,1 ≤ 2‖�‖L.
Согласно теореме 3.1 для всяких � ∈ L(µ,MA ) и B ∈ B можно задать

меру
∫

B

λx µ(dx) на A посредством

(∫

B

λx µ(dx)

)
(A) =

∫

B

λx(A)µ(dx) для всех A ∈ A .

В обозначениях доказательства теоремы 3.1 это мера νIB ·�. Конечно, это же
можно сделать и в случае отображений со значениями в пространстве комплекс-
ных мер на A . Для иллюстрации этого определения заметим, что

∫

[0,1]

δx µ(dx) = µ,

где µ — мера Лебега.

Замечание 3.3. Для некоторых пространств удобнее использовать мень-
шие подмножества в B1(X) и B1(Y ), задающие ту же самую норму ‖ · ‖L,1.
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Предположим, что � ⊂ B1(X) и � ⊂ B1(Y ) — подмножества с тем свойством,
что для каждой вещественной меры m на B и каждой функции f ∈ B1(X)
имеет место неравенство

∫

X

f dm ≤ sup
ϕ∈�

∫

X

ϕdm

и аналогично для каждой меры η на A и каждой функции g ∈ B1(Y ) имеет
место неравенство ∫

Y

g dη ≤ sup
ψ∈�

∫

Y

ψ dη.

Тогда

‖�‖L,1 = sup
ϕ∈�,ψ∈�

∫

X

∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λx(dy)µ(dx). (3.3)

В самом деле, если функция f ∈ B1(X) фиксирована, можно заменить мно-
жество B1(Y ) в (3.2) множеством � при взятии супремума интегралов по мере
νf�. Далее, когда функция ψ ∈ � фиксирована, супремум

∫

X

∫

Y

f(x)ψ(y)λx(dy)µ(dx)

по f ∈ B1(X) может быть заменен супремумом по ϕ ∈ �, так как этот интеграл
можно записать как интеграл от f относительно меры m, заданной плотностью
Радона — Никодима

̺(x) =
∫

Y

ψ(y)λx(dy)

относительно µ. Та же самая самая норма может быть определена равенством

‖�‖L,1 = sup
ϕ∈�,ψ∈�

∫

X

∣∣∣∣
∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λx(dy)

∣∣∣∣µ(dx). (3.4)

В самом деле, правая часть (3.3) мажорируется правой частью (3.4). С другой
стороны, если ϕ ∈ �,ψ ∈ � фиксированы и ε > 0, можно взять функцию ̺ и
определенную выше меру m и найти такую функцию ϕ1 ∈ �, что

∫

X

|ϕ(x)|m(dx) ≤
∫

X

ϕ1(x)m(dx) + ε.

Значит, правая часть (3.4) оценивается правой частью (3.3) плюс ε. Полагая
ε→ 0, получаем наше утверждение.

Например, если X и Y — полные сепарабельные метрические пространства,
то в качестве � и � можно взять подходящие счетные наборы непрерывных
функций с модулями не больше 1 или подходящие счетные наборы функций с
конечными множествами значений. Последнее всегда возможно, если A и B

являются счетно-порожденными, что выполнено, например, в случае, когда X
и Y — суслинские пространства (см. [1, следствие 6.7.5]). Если лишь A явля-
ется счетно-порожденной, можно использовать � = B1(X) и взять в качестве �
счетное множество в B1(Y ), состоящее из функций с конечным числом значе-
ний, принимаемых на множествах из счетной алгебры, порождающей A . Если
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Y — компактное метрическое пространство, можно взять в качестве � счет-
ное множество, плотное в единичном шаре пространства Cb(Y ) ограниченных
непрерывных функций на Y с его sup-нормой.

Замечание 3.4. Если �1 = (λx1), �2 = (λx2) ∈ L(µ,MA ), то

‖ν�1 − ν�2‖ ≤ 2‖�1 − �2‖L,

так как для всякого A ∈ A имеем

|ν�1(A)− ν�2(A)| ≤
∫

X

|λx1(A)− λx2(A)|µ(dx) ≤ ‖�1 − �2‖L.

В типичных случаях пространство L(µ,MA ) несепарабельно, поскольку
оно содержит подпространство, изоморфное пространству MA с вариационной
нормой. В самом деле, всякая мера σ ∈ MA задает элемент � с λx ≡ σ, для
которого верны оценки

µ(X)‖σ‖/2 ≤ ‖�‖L,1 = sup
A∈A

|σ(A)|µ(X) ≤ µ(X)‖σ‖.

Пространство L(µ,MA ) шире пространства L1
w(µ,MA ) измеримых меро-

значных отображений с µ-интегрируемой вариацией. Рассмотрим пример отоб-
ражения из L(µ,MA ), для которого функция x 7→ ‖λx‖ не является µ-интегри-
руемой.

Пример 3.5. Пусть X = Y = [0, 1] с борелевской σ-алгеброй и µ — мера
Лебега. Для каждого фиксированного n ∈ N и каждого x ∈ Jn = ((n+1)−1, n−1]
пусть λx — мера с плотностью n sin(2πny) на [0, 1]. Для всяких борелевского
множества A ⊂ [0, 1] и x ∈ Jn имеем

λx(A) = n

∫

A

sin(2πny) dy = n(IA, ϕn)L2 , ϕn(y) = sin(2πny).

Следовательно,
1∫

0

λx(A) dx =
∞∑

n=1

1
n+ 1

(IA, ϕn)L2 ,

где ряд сходится, так как
∑
n
|(IA, ϕn)L2 |2 <∞. Однако интеграл от ‖λx‖ беско-

нечен, поскольку

‖λx‖ = n

1∫

0

| sin(2πny)| dy ≥ n
1∫

0

| sin(2πny)|2 dy =
n

2

при x ∈ Jn и длина Jn равна n−1(n+ 1)−1.

Вместо sin(2πny) можно использовать функции Радемахера (см. [3]). В этом
примере построенное отображение не входит в L1

w(µ,MA ), но приближается
элементами из L1

w(µ,MA ) относительно нормы L(µ,MA ). Неясно, всегда ли
L1
w(µ,MA ) плотно в L(µ,MA ).

Теперь построим пример, показывающий, что L(µ,MA ) неполно в типич-
ных случаях.
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Пусть µ — мера Лебега на [0, 1] с борелевской σ-алгеброй B. Возьмем
винеровский процесс {wt(ω)}t∈[0,1] на вероятностном пространстве ([0, 1],B, µ)
(см. [4] или [5]) и соответствующий броуновский мост

bt(ω) = wt(ω)− tw1(ω).

Ниже используется стохастический интеграл Винера

1∫

0

h(s) dws

для неслучайных функций h ∈ L2[0, 1], представляющий собой гауссовскую слу-
чайную величину ξ с нулевым средним и дисперсией (средним ξ2), равной ‖h‖2L2

(см. [4] или [5]). Это задает также стохастический интеграл относительно dbs.
Такой интеграл не является интегралом типа Стилтьеса, но если функция h
непрерывно дифференцируема, то верна следующая формула интегрирования
по частям (см. [5, §2.2]):

1∫

0

h(s) dws = h(1)w1 −
1∫

0

h′(s)ws ds,

которая дает и аналогичную формулу с bs:

1∫

0

h(s) dbs = −
1∫

0

h′(s) bs ds.

Положим
cn = (1 + ln |n|)−1, n 6= 0, c0 = 0,

ξt(ω) =
∑

n∈Z
cn

1∫

0

bs(ω) exp(−i2πns) ds exp(i2πnt),

ξN,t(ω) =
∑

n∈Z, |n|≤N
cn

1∫

0

bs(ω) exp(−i2πns) ds exp(i2πnt).

Эти процессы вещественны, мы используем комплексный базис в L2 лишь для
упрощения обозначений. Рассмотрим отображение �N такое, что λωN есть мера
с плотностью ∂tξN,t(ω) относительно меры Лебега на [0, 1], т. е. ξN,t(ω) есть
функция распределения меры λωN .

Теорема 3.6. Последовательность {�N} фундаментальна в L(µ,MA ), но
не имеет предела в этом пространстве.

Доказательство. Сначала покажем, что {�N}— последовательность Ко-
ши. Пусть f ∈ B1(X), g ∈ B1(Y ) и M > N . Оценим

DN,M :=
∑

n:N<|n|≤M
cn

1∫

0

1∫

0

f(ω)g(t)

1∫

0

exp(−i2πns)bs(ω) ds

× (i2πn) exp(i2πnt) dtdω.
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Заметим, что по упомянутой выше формуле интегрирования по частям

(i2πn)

1∫

0

exp(−i2πns)bs(ω) ds =

1∫

0

exp(−i2πns) dbs(ω)

=

1∫

0

exp(−i2πns) dws(ω) = ηn(ω)

для всякого n 6= 0, так как dbs = dws −w1ds и интеграл от exp(−i2πns) по [0, 1]
равен нулю. Итак,

1∫

0

1∫

0

f(ω)g(t)(λωM − λωN )(dt) dω =
∑

n:N<|n|≤M
cngn

1∫

0

f(ω)ηn(ω) dω,

где

gn =

1∫

0

g(t) exp(i2πnt) dt.

Поскольку функции exp(−i2πns) ортонормированы в L2[0, 1], их стохастические
интегралы ηn относительно винеровского процесса также ортонормированы в
L2[0, 1]. Значит,

∑

n

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

f(ω)ηn(ω) dω

∣∣∣∣∣∣

2

≤ ‖f‖2L2 ≤ 1.

Кроме того,
∑
n
|gn|2 ≤ ‖g‖2L2 ≤ 1, что по неравенству Коши дает оценку

DN,M ≤ cN .
Итак, {�N} — последовательность Коши.

Предположим, что она сходится к некоторому элементу � ∈ L(µ,MA ),
заданному борелевскими мерами λω на [0, 1]. Поскольку

ξN,t(ω) = λωN ([0, t))

и ξN,t(ω)→ ξt(ω) для всяких фиксированных ω и t, заключаем, что

λω([0, t)) = ξt(ω) (3.5)

при фиксированном t для почти всех ω. В самом деле, найдутся такие возрас-
тающие номера Nk, что

‖�− �Nk
‖L,1 ≤ 2−k.

Следовательно, для всякого фиксированного t и всякой функции f ∈ B1(X)
имеем ∣∣∣∣∣∣

1∫

0

f(ω)
(
λω([0, t))− λωNk

([0, t))
)
dω

∣∣∣∣∣∣
≤ 2−k.

Беря в качестве f(ω) знак λω([0, t))− λωNk
([0, t)), получаем

1∫

0

∣∣λω([0, t))− λωNk
([0, t))

∣∣ dω ≤ 2−k,
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что есть
1∫

0

|λω([0, t))− ξNk,t(ω)| dω ≤ 2−k.

Полагая k →∞, приходим к (3.5).
Чтобы получить противоречие, остается показать, что ξt(ω) имеет неогра-

ниченную вариацию для почти каждого ω. Без множителей (1 + lnn)−1 это
было бы стандартным фактом для броуновского движения или броуновского
моста. Эти множители приводят к иному центрированному гауссовскому про-
цессу. Однако этот процесс ξt имеет траектории, которые гёльдеровы со всяким
показателем α ∈ (0, 1/2). В самом деле, записав ξt, как и выше, в виде

ξt(ω) =
∑

n∈Z,n6=0

cn
i2πn

1∫

0

exp(−i2πns) dws exp(i2πnt),

получаем, что комплексные гауссовские случайные величины с нулевым сред-
ним

ηn =

1∫

0

exp(−i2πns) dws

независимы и имеют вариации 1. Поскольку

∑

n:2j≤|n|≤2j+1

1
(1 + ln |n|)2

1
|n|2 = O(2−j/2),

процесс ξt имеет выборочные траектории, которые гёльдеровы со всяким пока-
зателем α < 1/2 (см. [6, гл. VII, теорема 2]). Это же можно усмотреть из теоре-
мы Колмогорова о гёльдеровости выборочных траекторий случайных процессов
(см. [5]). В самом деле, среднее случайной величины |ξτ (ω)− ξt(ω)|2 оценивает-
ся через |τ − t|, ибо оно не больше среднего |bτ (ω)− bt(ω)|2. Это следует из того,
что дисперсия ряда

∑
n
αnηn с числовыми коэффициентами αn равна

∑
n
|αn|2 и

|cn| ≤ 1. С другой стороны, среднее |bτ (ω)− bt(ω)|2 равно |τ − t| − |τ − t|2, так
как среднее wτwt равно min(τ, t). Значит, среднее |ξτ (ω) − ξt(ω)|4 оценивается
через |τ − t|2.

Предположим теперь, что ξt(ω) имеет ограниченную вариацию. Тогда в
силу результата Зигмунда (см. [7, гл. IX, п. 3, следствие 1] или [8, гл. VI,
теорема 3.6]) ряд Фурье функции ξt(ω) сходится абсолютно. Однако ряд

∑

n∈Z, n6=0

1
1 + ln |n|

1
|n|

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

exp(−i2πns) dws

∣∣∣∣∣∣

расходится почти наверное. Это вытекает из теоремы Колмогорова о трех ря-
дах: если ξn — независимые случайные величины, причем ряд из ξn сходится
почти всюду, то для всякого c > 0 сходится ряд из средних ξcn, где ξcn = ξn
при |ξn| ≤ c и ξcn = 0 при |ξn| > c (см. [9, гл. IV, §2, теорема 2]). Легко ви-
деть, что в нашем случае сходимость средних ξcn влечет сходимость средних ξn,
которая не имеет места, как проверено ниже. Заметим также, что по закону
нуля или единицы Колмогорова наш ряд сходился бы почти всюду, если бы он
сходился на множестве положительной меры. Есть также иное обоснование:
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случайные величины, заданные стохастическими интегралами от exp(−i2πns),
могут быть представлены (после интегрирования по частям) как непрерывные
линейные функционалы на пространстве C[0, 1] с мерой Винера. Тогда част-
ные суммы ряда выше являются непрерывными полунормами на [0, 1], которые
возрастают и имеют конечный предел почти всюду относительно меры Винера.
Следовательно, их предел — измеримая полунорма, значит, она интегрируема
по теореме Ферника (см. [10, теорема 2.8.5]). Поэтому в случае сходимости этот
ряд был бы интегрируем по ω. Однако интегралы

1∫

0

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

exp(−i2πns) dws

∣∣∣∣∣∣
dω

отделены от нуля. В самом деле,

1∫

0

cos(2πns) dws

есть центрированная гауссовская случайная величина с дисперсией

1∫

0

| cos(2πns)|2 ds = 1/2.

Значит, среднее ее модуля равно π−1/2. �

Стоит отметить, что элементы L(µ,MA ) интегрируемы по Петтису, если
MA наделить топологией сходимости на множествах или топологией двойствен-
ности с пространством BA ограниченных A -измеримых функций, ибо сопря-
женные к MA с этими топологиями суть пространство простых A -измеримых
функций и BA соответственно. Например, для функционала L, порожденного
множеством A ∈ A , интеграл Петтиса от � по множеству B ∈ B есть мера
νIB�, так как интеграл от L(λx) = λx(A) по B равен νIB�(A). Однако интегри-
руемости по Петтису может не быть, если мы рассматриваем MA как банахово
пространство с вариационной нормой. В самом деле, если Y = [0, 1] с боре-
левской σ-алгеброй и X = [0, 1] с мерой Лебега µ, то существует непрерывный
линейный функционал L на MA с L(µ) = 1 и L(δx) = 0 при всех x. Тогда инте-
грал от L(δx) равен нулю. Более того, функция L(λx) может быть неизмеримой
по Лебегу. Достаточно взять неизмеримую функцию ψ, положить L(δx) = ψ(x),
распространить L по линейности на линейные комбинации дираковских мер и
затем продолжить на все MA по теореме Хана — Банаха.

§ 4. Пространство отображений
с нормой типа Канторовича

Еще одно интересное пространство мерозначных отображений возникает,
если Y — полное сепарабельное метрическое пространство с его борелевской
σ-алгеброй A = B(Y ), а пространство мер MA наделено нормой Канторовича
— Рубинштейна

‖ν‖KR = sup

{∫

Y

ϕ(y) ν(dy) : ϕ ∈ Lip1, |ϕ| ≤ 1

}
,
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где Lip1 — множество 1-липшицевых функций на Y . Норма Канторовича —
Рубинштейна метризует слабую топологию на множестве неотрицательных мер
(но не на знакопеременных мерах), см. [1] или [11]. Если Y содержит беско-
нечную последовательность Коши, то MA неполно относительно нормы Кан-
торовича — Рубинштейна. В самом деле, если бы эта норма была полной,
то по теореме Банаха она была бы эквивалентна вариационной норме вви-
ду оценки ‖ν‖KR ≤ ‖ν‖. Однако если {an} — последовательность Коши, то
‖δan − δak‖KR = d(an, ak) для достаточно больших n и k, хотя ‖δan − δak‖ = 2
при an 6= ak. Тем не менее метрика dKR, порожденная этой нормой, полна на
множестве неотрицательных мер. Это влечет следующее утверждение.

Пусть L1
KR(µ,MA ) — пространство классов эквивалентности µ-измеримых

отображений
f : X → (MA , ‖ · ‖KR)

таких, что функция x 7→ ‖f(x)‖KR является µ-интегрируемой (она µ-измерима
из-за сепарабельности Y ). Это пространство наделено нормой

‖f‖1,KR =
∫

Y

‖f(x)‖KR µ(dx),

где используются представители классов эквивалентности. Ясно, что простран-
ство L1

KR(µ,MA ) неполно, если Y не дискретно. Заметим, что пространство
(MA , ‖ · ‖KR) сепарабельно, поэтому пространство L1

KR(µ,MA ) имеет упомя-
нутый во введении вид L1(µ,E) с E = (MA , ‖ · ‖KR), но здесь E неполно.

Предложение 4.1. Подмножество в L1
KR(µ,MA ), состоящее из отобра-

жений со значениями в неотрицательных мерах, полно относительно метрики,
порожденной нормой ‖ · ‖1,KR.

Доказательство. Аналогично доказательству предложения 2.3 предпо-
ложим, что {fn} ⊂ L1

KR(µ,MA ) — последовательность отображений со значе-
ниями в неотрицательных мерах с ‖fn+1 − fn‖1,KR ≤ 2−n, f1 = 0. В силу того
же рассуждения, что и выше, она сходится к отображению f ∈ L1

KR(µ,MA ),
для которого f(x) ≥ 0, так как множество неотрицательных мер в MA полно
относительно метрики dKR. �

Аналогичный результат верен для пространства L(µ,MA ), если Y является
более специальным пространством.

Теорема 4.2. Предположим, что Y — такое хаусдорфово топологическое
пространство с его борелевской σ-алгеброй A = B(Y ), что все ограниченные
меры на B(Y ) радоновы и компактные множества в Y метризуемы (например,
Y — суслинское пространство). Тогда подмножество в L(µ,MA ), состоящее
из отображений со значениями в неотрицательных мерах, полно относительно
метрики, порожденной нормой ‖ · ‖L.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай компактного метризуемо-
го Y . Пусть {�n} ⊂ L(µ,MA ), �n = (λxn) — последовательность отображений
со значениями в неотрицательных мерах с ‖�n+1−�n‖L ≤ 2−n, �1 = 0. Можно
выбрать версии, для которых функции x 7→ λxn(A) являются B-измеримыми
для всех A ∈ A . Найдется счетное множество �, плотное в единичном шаре
Cb(Y ). Воспользуемся замечанием 3.3 и вычислим норму ‖ · ‖L,1 ≤ 2‖ · ‖L с по-
мощью (3.4) с � = B1(X). Для каждого фиксированного ψ ∈ � имеем µ-почти
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всюду
∞∑

n=1

∣∣∣∣
∫

Y

ψ(y)λxn+1(dy)−
∫

Y

ψ(y)λxn(dy)

∣∣∣∣ <∞,

поскольку ряд из интегралов относительно µ сходится. Следовательно, множе-
ство X0 всех таких точек x ∈ X , что ряд выше сходится для всех ψ ∈ �, принад-
лежит B и µ(X\X0) = 0. Тогда для x ∈ X0 имеем сходимость ряда без модулей
под знаком интеграла, что означает сходимость интегралов от ψ относительно
мер λxn. Это дает слабую сходимость мер λxn к некоторым неотрицательным
борелевским мерам λx, x ∈ X0. В самом деле, поскольку Y компактно, после-
довательность мер λxn имеет предельную точку в слабой топологии, но из-за
сходимости интегралов от функций из � предельная точка единственна.

Легко видеть, что функции x 7→ λx(A) являются µ-измеримыми для всех
A ∈ B(Y ), ибо таковы все функции

∫

Y

h(y)λx(dy), h ∈ �,

а тогда и все такие функции с h ∈ Cb(Y ). Интеграл от λx(Y ) по мере µ конечен
по теореме Фату, поскольку

∫

X

λxn(Y )µ(dx) ≤ ‖�n‖L ≤ sup
j
‖�j‖L.

Следовательно, получаем отображение � = (λx) из L(µ,MA ) с неотрицатель-
ными мерами λx. Остается доказать сходимость �n к � относительно нормы
‖ · ‖L. Теперь снова используем замечание 3.3 для вычисления нормы ‖ · ‖L,1
с помощью (3.4). Имеем ‖�n − �k‖L,1 ≤ 21−n при k ≥ n. Зафиксируем n. Для
всяких ϕ ∈ � и ψ ∈ � имеем

∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λxk(dy)µ(dx)→
∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λx(dy)µ(dx)

для всех x ∈ X0 в силу слабой сходимости λxk к λx. Следовательно, по теореме
Фату

∫

X

∣∣∣∣
∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λxn(dy)µ(dx) −
∫

Y

ϕ(x)ψ(y)λx(dy)

∣∣∣∣µ(dx) ≤ 21−n.

Взяв супремумы по ϕ и ψ, получаем ‖�n − �‖L,1 ≤ 21−n.
Теперь перейдем к общему случаю. Пусть {�n} ⊂ L(µ,MA ), �n = (λxn)

— последовательность отображений со значениями в неотрицательных мерах с
‖�n+1 − �n‖L ≤ 2−n, �1 = 0. Из замечания 3.4 вытекает, что борелевские ме-
ры ν�n

, определенные формулой (3.1), сходятся по вариации, значит, их предел
есть ограниченная неотрицательная борелевская мера ν на Y , которая автома-
тически радонова по нашему предположению. Более того,

‖ν − ν�n
‖ ≤ 21−n.

Выберем возрастающие компактные множества Kj ⊂ Y так, что ν(Y \Kj) ≤
2−j. Зафиксируем j. Тогда получаем элементы �jn из L(µ,MA ), определенные
следующим образом:

�jn = (λj,xn ), λj,xn (A) := λxn(A ∩Kj).
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Имеем ∥∥�jn+1 − �jn
∥∥
L
≤ ‖�n+1 − �n‖L ≤ 2−n.

Поскольку все меры λj,xn сосредоточены на метризуемом компактном множестве
Kj, заключаем в силу первого этапа, что при n→∞ отображения �jn сходятся
к элементу �j = (λj,x) ∈ L(µ,MA ), где все меры λj,x ≥ 0 сосредоточены на Kj.
Кроме того, при всех n ≥ 1 выполнено неравенство

‖�jn − �j‖L ≤ 21−n. (4.1)

Заметим, что для µ-почти всех x и всех j

λj,x ≤ λj+1,x.

Достаточно проверить это для каждого фиксированного j. Напомним, что со-
гласно первому этапу почти все меры λj,x являются слабыми пределами огра-
ничений мер λxn на Kj и аналогично для λj+1,x. Поэтому нам нужен следующий
факт: если неотрицательные меры ηn на компактном метрическом пространстве
K слабо сходятся к мере η и их ограничения на меньшее компактное множество
S слабо сходятся к мере ξ на S, то ξ ≤ η на S. Покажем, что ξ(C) ≤ η(C)
для всякого компактного множества C ⊂ S. Пусть ε > 0. Найдется такая
непрерывная функция f : K → [0, 1], что

ξ(C) ≤
∫

S

f dξ, η(C) ≥
∫

K

f dη − ε.

Поскольку∫

S

f dξ = lim
n→∞

∫

S

f dηn,

∫

K

f dη = lim
n→∞

∫

K

f dηn,

∫

S

f dηn ≤
∫

K

f dηn,

получаем оценку ξ(C) ≤ η(C) − ε, что доказывает наше утверждение. Следо-
вательно, для µ-почти всех x последовательность мер λj,x возрастает. Такое
же рассуждение, как и выше, показывает, что для почти всех x последова-
тельность λxn(Y ) сходится к конечному пределу, так как ряд из интегралов от
|λxn+1(Y )−λxn(Y )| сходится. Поскольку λj,xn (Y ) ≤ λxn(Y ) и λj,x(Y ) ≤ lim

n→∞
λxn(Y ),

заключаем, что для µ-почти всех x меры λj,x возрастают к ограниченной боре-
левской мере λx, для которой функция x 7→ λx является µ-измеримой. Интегра-
лы от функций λxn(Y ) относительно µ, равные ν�n

(Y ), сходятся к ν(Y ) и рав-
номерно ограничены. По теореме Фату функция x 7→ lim

n→∞
λxn(Y ) оказывается

µ-интегрируемой, значит, меньшая функция x 7→ λx(Y ) также µ-интегрируема.
Наконец, покажем, что � = (λx) является пределом {�n}. Имеем

‖�n − �jn‖L = sup
A∈A

∫

X

|λxn(A) − λxn(A ∩Kj)|µ(dx)

= sup
A∈A

∫

X

(λxn(A) − λxn(A ∩Kj))µ(dx)

= sup
A∈A

(νn(A)− νn(A ∩Kj)) = νn(Y \Kj) ≤ ‖νn − ν‖ + 4−j.

Аналогично, поскольку λx ≥ λj,x и λx(Y )− λj,x(Y )→ 0 почти всюду, имеем

‖�− �j‖L ≤
∫

X

(λx(Y )− λj,x(Y ))µ(dx)→ 0.
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Теперь для заданного ε > 0 возьмем такое j, что ‖� − �j‖L ≤ ε/4 и 4−j ≤ ε.
В силу (4.1) и оценок выше получаем

‖�n − �‖L ≤
∥∥�n − �jn

∥∥
L

+
∥∥�jn − �j

∥∥
L

+ ‖�j − �‖L ≤ ‖νn − ν‖+
ε

2
+ 21−n ≤ ε,

когда ‖νn − ν‖+ 21−n ≤ ε/2, что дает желаемое заключение. �

Мы не знаем, важны ли дополнительные предположения об Y , использо-
ванные в доказательстве этого утверждения.

Наконец, стоит отметить, что множество P, состоящее из таких отобра-
жений � = (λx), что почти каждая мера λx является вероятностной, полно с
метрикой из банахова пространства L1

w(µ,MA ), а также с метрикой из нор-
мированного пространства L(µ,MA ). Однако топологии на P, порожденные
этими метриками, не совпадают. Рассмотрим пример, где X и Y — единичный
отрезок [0, 1] с борелевской σ-алгеброй и µ — мера Лебега.

Пример 4.3. Для каждого n ≥ 1 возьмем разбиение отрезка [0, 1] на n
полуинтервалов U1, . . . , Un длины 1/n и положим λxn(dy) = (1 + sin(2πky)) dy
при x ∈ Uk. Соответствующие отображения �n = (λxn)x∈[0,1] сходятся в P с
метрикой из L(µ,MA ) к отображению � = (λx)x∈[0,1], где λx = λ — мера Лебега
для всех x ∈ [0, 1], но нет сходимости по метрике из L1

w(µ,MA ). Действительно,
для всякого борелевского множества A из [0, 1] имеем

1∫

0

|λxn(A)− λx(A)| dx = n−1
n∑

k=1

∣∣∣∣
∫

A

sin(2πkx) dx

∣∣∣∣

≤ n−1/2

(
n∑

k=1

∣∣∣∣
∫

A

sin(2πky) dy

∣∣∣∣
2
)1/2

≤ n−1/2‖IA‖L2 .

Следовательно, ‖�n − �‖L ≤ n−1/2. С другой стороны,

‖�n − �‖1 =

1∫

0

‖λxn − λx‖ dx = n−1
n∑

k=1

1∫

0

| sin(2πky)| dy ≥ 4−1

для достаточно больших n, так как интегралы от | sin(2πky)| больше 1/4 для
больших k.
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