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СТРОЕНИЕ КОНЕЧНЫХ ГРУПП,

ИЗОСПЕКТРАЛЬНЫХ ГРУППЕ АВТОМОРФИЗМОВ

ВТОРОЙ СПОРАДИЧЕСКОЙ ГРУППЫ ЯНКО

А. Х. Журтов,
Д. В. Лыткина, В. Д. Мазуров

Аннотация. Доказывается, что любой разрешимый главный фактор конечной груп-
пы, имеющей то же множество порядков элементов, что и группа автоморфизмов
простой спорадической группы Янко, является 2-группой порядка 2, 24, 26 или 220.
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1. Введение. Для конечной группы G спектром называется множество
ω(G) порядков элементов группы G. Спектр группы G замкнут относительно
делимости и поэтому однозначно определяется множеством µ(G), состоящим из
максимальных относительно делимости элементов спектра ω(G).

Если для групп G и H их спектры совпадают, то G и H называются изо-

спектральными. Очевидно, что группы G и H изоспектральны тогда и только
тогда, когда µ(G) = µ(H). Число попарно не изоморфных групп, изоспектраль-
ных данной группе G, обозначается через h(G). Если h(G) = 1, то G называется
распознаваемой по спектру, а если h(G) бесконечно, то G называется нерас-

познаваемой по спектру. В [1] доказано, что группа автоморфизмов каждой
простой спорадической группы, не изоморфной M cL, M12, M22, He, Suz, O

′N
и J2, распознается по спектру. В [2] то же самое доказано для остальных спо-
радических групп за исключением, быть может, J2.

В [3] показано, что конечная неразрешимая группа G, изоспектральная
Aut(J2), либо изоморфна Aut(J2), либо содержит нетривиальную нормальную
2-подгруппу N , для которой G/N изоморфна знакопеременной группе степе-
ни 8. В [4] доказана неразрешимость G.

Основная цель настоящей работы — уточнить строение G.

Теорема. Конечная группа G, изоспектральная Aut(J2), либо изоморфна

Aut(J2), либо обладает нормальной нетривиальной 2-подгруппой N , фактор-

группа по которой изоморфна знакопеременной группе A8. При этом любой

главный фактор группы G, лежащий в N , является абсолютно неприводимым

A8-модулем размерности 4, 6 или 20.

1. Доказательство теоремы. Пусть G — конечная группа, изоспек-
тральная Aut(J2), но не изоморфная Aut(J2).
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Лемма 1. (1) µ(G) = {23 · 3, 2 · 5, 2 · 7, 3 · 5}.
(2) E = O2(G) 6= 1 и G/E ≃ A8.

Доказательство. П. (1) вытекает из таблицы неприводимых характеров
J2.2 в [5], п. (2) — следствие [3] и [4].

Лемма 2. Степень любого неприводимого представления группы A8 над

полем порядка 2 равна 1, 4, 6, 14, 20 или 64.

Доказательство. В табл. 1, взятой из [6, с. 48], перечислены брауэровы
характеры группы A8 в характеристике 2.

Таблица 1. Характеры Брауэра группы A8

1A 3A 3B 5A 7A B ∗ ∗ 15A B ∗ ∗
ϕ1 1 1 1 1 1 1 1 1

ϕ2 4 −2 1 −1 −b7 ∗∗ −b15 ∗∗
ϕ3 4 −2 1 −1 ∗∗ −b7 ∗∗ −b15

ϕ4 6 3 0 1 −1 −1 −2 −2

ϕ5 14 2 −1 −1 0 0 2 2

ϕ6 20 −4 −1 0 −1 −1 b15− 1 ∗∗
ϕ7 20 −4 −1 0 −1 −1 ∗∗ b15− 1

ϕ8 64 4 −2 −1 1 1 −1 −1

В ней b7 = 1/2(−1 + i
√

7), b15 = 1/2(−1 + i
√

15), символы ∗∗ рядом с −b7
означают числа, комплексно сопряженные с −b7, а символы ∗∗ рядом с −b15 и
b15−1 означают числа, комплексно сопряженные с −b15 и b15−1 соответственно.
Характер ϕ3 алгебраически сопряжен с ϕ2, а ϕ7 алгебраически сопряжен с ϕ6.
Пятая степень элемента из класса 15A содержится в классе 3A.

Согласно [7] все представления группы A8, характеры которых перечисле-
ны в табл. 1, реализуются над полем порядка 2. Лемма доказана.

Лемма 3. Любое неприводимое представление группы A8 степени 1, 14 и

64 над полем порядка 2 содержит ненулевую неподвижную точку циклической

подгруппы A порядка 15 из A8.

Доказательство. Поскольку (2, 15) = 1, ограничение характера Брауэра
ϕi, i ∈ {1, 2, . . . , 8}, на A является обыкновенным характером A, поэтому число

Ti =
1

|A|
∑

a∈A

ϕi(a)

равно размерности пространства неподвижных точек группы A в соответству-
ющем ϕi представлении Vi группы A8. Простые вычисления с помощью табл. 1
показывают, что Ti > 0 для i = 1, 5, 8. Лемма доказана.

Закончим доказательство теоремы. Предположим противное. Пусть 1 =
B0 ≤ B1 ≤ B2 ≤ · · · ≤ Bm = O2(G) — неуплотняемый ряд подгрупп, инва-
риантных в G. Тогда V = Bk/Bk−1 — неприводимый A8-модуль над полем
порядка 2 для k = 1, 2, . . . ,m. Если для какого-то k модуль V эквивалентен Vi
для i = 1, 5, 8, то по лемме 3 V содержит ненулевую неподвижную точку группы
A и CO2(G)(A) 6= 1, где A — подгруппа из A8 порядка 15. Но тогда в G есть
элемент порядка 30, что противоречит лемме 1. Теорема доказана.

Отметим, что вопрос о распознаваемости группы Aut(J2) по спектру оста-
ется открытым.
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