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1. Введение

Пусть D, D′ — открытые области (т. е. открытые связные множества) в
Rn. Локально суммируемая функция ω : D′ → R называется весовой, если
0 < ω(y) <∞ для п. в. y ∈ D′.

Функция u : D′ → R принадлежит весовому классу Соболева L1
p(D

′, ω),

p ∈ [1,∞), если u локально суммируема в D′, а обобщенные производные ∂u
∂yj

принадлежат Lp(D
′, ω) для любого j = 1, . . . , n.

Полунорма функции u ∈ L1
p(D

′, ω) равна

‖u‖L1
p(D

′,ω) =

(∫

D′

|∇u|pω(y) dy

) 1
p

.

Отображение ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) принадлежит классу Соболева W 1
q,loc(D),

если ϕj(x) принадлежит Lq,loc(D) и обобщенные производные
∂ϕj

∂xi
принадлежат

Lq,loc(D) для любых j, i = 1, . . . , n.
Символом Lipl(D

′) будем обозначать пространство локально липшицевых
функций, определенных на области D′.

Будем говорить, что гомеоморфизм ϕ порождает ограниченный оператор

композиции

ϕ∗ : L1
p(D

′, ω)→ L1
q(D), 1 ≤ q ≤ p <∞,

если оператор

ϕ∗ : L1
p(D

′, ω) ∩ Lipl(D
′)→ L1

q(D), 1 ≤ q ≤ p <∞, (1)
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действующий по правилу ϕ∗(u) = u ◦ϕ, где u ∈ L1
p(D

′, ω)∩ Lipl(D
′), ограничен:

с некоторой постоянной Kq,p <∞ справедливо неравенство

‖ϕ∗u‖L1
q(D) ≤ Kq,p‖u‖L1

p(D
′) для всех u ∈ L1

p(D
′) ∩ Lipl(D

′, ω).

Конденсатором в области D′ ⊂ Rn называется пара E = (F1, F0) связных
компактов (континуумов) в D′: F1, F0 ⊂ D′. Если континуум F содержится в
U , где U ⋐ D′ — открытое связное компактно вложенное в D′ множество, то
конденсатор E = (F, ∂U) будем обозначать символом E = (F,U).

Конденсатор E = (F,U) называется кольцевым, если дополнение в Rn к
открытому множеству U \ F состоит из двух замкнутых связных множеств:
ограниченной компоненты — континуума F — и неограниченной — Rn \ U .

Непрерывная функция u ∈ L1
p(D

′, ω) называется допустимой для конден-

сатора (F,U), если u ≡ 1 на F и u ≡ 0 на ∂U .
Емкость конденсатора (F,U) в весовом пространстве u ∈ L1

p(D
′, ω) опре-

делим как величину

cap
(
E;L1

p(D
′, ω)

)
= inf ‖u‖pL1

p(D
′;ω),

где инфимум берется по всем допустимым для конденсатора (F,U) функциям
класса Lipl(D

′;ω).
Функция �, определенная на открытых подмножествах из D′ и принимаю-

щая неотрицательные значения, называется счетно-аддитивной функцией мно-

жества, если
1) для всякой точки x ∈ D′ существует δ, 0 < δ < dist(x, ∂D′), такое, что

0 < �(B(x, δ)) <∞;
2) для всякого счетного набора {Ui}i∈N попарно не пересекающихся откры-

тых множеств из D′ имеет место неравенство

∞∑

i=1

�(Ui) ≤ �(U), где
⋃

i

Ui ⊂ U. (2)

Первое описание гомеоморфизмов ϕ : D → D′, индуцирующих ограничен-
ный оператор композиции ϕ∗ : L1

p(D
′, ω) → L1

p(D), 1 ≤ p < ∞, ω ≡ 1, получено
в [1, теорема 8.7; 2, 3]. В работе [4] введено понятие Qq,p-гомеоморфизмов, т. е.
гомеоморфизмов, удовлетворяющих одному из условий следующей теоремы.

Теорема 1 [4, теорема 1]. Пусть заданы гомеоморфизм ϕ : D → D′ обла-

стей D,D′ ⊂ Rn и весовая локально суммируемая функция ω : D′ → (0,∞).
Следующие условия эквивалентны:

1) гомеоморфизм ϕ : D → D′ порождает ограниченный оператор

ϕ∗ : L1
p(D

′, ω) ∩ Lipl(D
′)→ L1

q(D), 1 < q ≤ p <∞,

по правилу ϕ∗(u) = u ◦ ϕ, где u ∈ L1
p(D

′) ∩ Lipl(D
′);

2) существует ограниченная абсолютно непрерывная счетно-аддитивная

функция �q,p при q < p, заданная на открытых множествах в D, такая, что для

всякого конденсатора E = (F,U), расположенного в D′, и прообраза ϕ−1(E) =
(ϕ−1(F ), ϕ−1(U)), расположенного в D, выполняются неравенства:

cap
1
q
(
ϕ−1(E);L1

q(D)
)
≤
{
�(U \ F )

p−q
pq cap

1
p
(
E;L1

p(D
′;ω)

)
, 1 < q < p <∞,

Kp cap
1
p
(
E;L1

p(D
′;ω)

)
, 1 < q = p <∞;

(3)



Оценка меры прообраза шара при Qq,p-гомеоморфизмах 1235

3) операторная функция искажения

K1,ω
q,p (x) =

{ |Dϕ|(x)
|J(x,ϕ)|

1
p ω

1
p (ϕ(x))

, если |J(x, ϕ)| 6= 0,

0, если |J(x, ϕ)| = 0,

принадлежит Lσ, где 1
σ = 1

q − 1
p , если q < p, и σ =∞, если q = p.

Символ K1,1
q,p(x) применяется в тех случаях, когда ω ≡ 1.

Данная теорема содержит в качестве частного случая результаты, получен-
ные в [1–3] (случай q = p, ω ≡ 1) и [5–7] (q ≤ p, ω ≡ 1).

Замечание 2. Вообще класс отображений Qq,p определяется искажением
только кубических конденсаторов [8, теорема 18], но в данной работе будем
рассматривать кольцевые конденсаторы.

В работе [9] доказана эквивалентность двух подходов к описанию гомео-
морфизмов: гомеоморфизм изменяет контролируемым способом емкость образа
конденсатора через весовую емкость конденсатора в прообразе тогда и только
тогда, когда модуль образа семейства кривых оценивается через весовой модуль
исходного семейства кривых.

2. Искажение мер под
действием Qq,p-гомеоморфизмов

Перейдем к формулировке результатов данной работы.

Теорема 3. Пусть гомеоморфизм ϕ : D → D′ удовлетворяет одному из усло-

вий теоремы 1, ω локально суммируема в D′, ϑx0(r) — среднее значение весовой

функции ω над сферой |x − x0| = r, �n — объем n-мерного шара единичного

радиуса, m — мера Лебега, α — константа, равная половине расстояния от x0

до границы множества D′. Тогда выполняется оценка меры прообраза шара:

1) в случаях, когда n − 1 < q < p ≤ n, n − 1 < q = p < n и r < α (или

1 ≤ q ≤ p ≤ 2, при n = 2):

m(ϕ−1(B(x0, r)))

≤ �n


1 + n

p−q
p(q−1)�

p−q
p(q−1)
n

n− q
q − 1

α∫

r

dt

t
q(n−1)
p(q−1) ϑx0(t)

q
p(q−1)�(t)

p−q
p(q−1)




n(q−1)
q−n

. (4)

2) в случае n < q ≤ p <∞ и r > ε > 0:

m(ϕ−1(B(x0, r)))

≥ �n


1 + n

p−q
p(q−1)�

p−q
p(q−1)
n

n− q
q − 1

r∫

ε

dt

t
q(n−1)
p(q−1) ϑx0(t)

q
p(q−1)�(t)

p−q
p(q−1)




n(q−1)
q−n

. (5)

3) в случае n = q ≤ p <∞ и r < α:

m(ϕ−1(B(x0, r))) ≤ �n exp


−n

n(p−1)
p(n−1)�

p−n
p(n−1)
n

α∫

r

dt

t
n
p ϑx0(t)

n
p(n−1)�(t)

p−n
p(n−1)


. (6)

где

�(t) =
1

|S(x0, t)|

∫

S(x0,t)

( | adjDϕ(γ)|
| detDϕ(γ)|

q−1
q ω

1
p (γ)

)σ
dγ.
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Доказательство. Рассмотрим кольцо At = {x | t < |x| < t + �t}. Обо-

значим F = B(x0, t) и U = B(x0, t + �t). Тогда E = (F,U) и ϕ−1(E) =
(ϕ−1(F ), ϕ−1(U)) — конденсаторы.

Так как гомеоморфизм ϕ удовлетворяет условию теоремы 1, выполняется
емкостное неравенство

cap
1
q
(
ϕ−1(E);L1

q(D)
)
≤ �(U \ F )

p−q
pq cap

1
p
(
E;L1

p(D
′;ω)

)
. (7)

Левую часть этого неравенства можно оценить снизу согласно [12, предло-
жение 5]:

cap
1
q

(
ϕ−1(E);L1

q(D)
)
≥ inf mn−1σ

(m(ϕ−1(U) \ ϕ−1(F )))
q−1
q

. (8)

где Hn−1σ — (n−1)-мерная мера Хаусдорфа C∞-многообразия σ, являющегося
границей σ = ∂T ограниченного открытого множества T , содержащего ϕ−1(F )
и содержащегося вместе со своим замыканием T в ϕ−1(U), а точная нижняя
грань берется по всем таким σ.

Для оценки правой части неравенства (7) выберем пробную функцию

η(r) =





r∫
0

1

It
n−1
p−1 ϑx0(t)

1
p−1

, если r ∈ (t, t+�t),

0 иначе,

где ϑx0(t) — среднее значение весовой функции ω над сферой |x− x0| = t,

I =

t+�t∫

t

ds

s
n−1
p−1 ϑx0(s)

1
p−1

.

Выбор данной пробной функции объясняется тем, что при ее использовании
правая часть неравенства (7) достигает инфимума среди радиальных функций
(подробное доказательство можно увидеть в [10]). Нетрудно убедиться, что

η(r) ≡ 1 на B(x0, t) и η(r) ≡ 0 на ∂(B(x0, t + �t)), т. е. эта функция является
допустимой для конденсатора E = (F,U).

Подставляем эту пробную функцию в правую часть неравенства (7):

�(U\F )
p−q
pq cap

1
p
(
E;L1

p(D
′;ω)

)
≤ �(U\F )

p−q
pq

ζ
1
p

n−1
(
t+�t∫
t

ds

s
n−1
p−1 ϑx0 (s)

1
p−1

) p−1
p

, (9)

где ζn−1 — площадь единичной сферы в Rn.
Таким образом, комбинируя неравенства (6) и (7), получаем

inf mn−1σ
(
m
(
ϕ−1(U) \ ϕ−1(F )

)) q−1
q

≤ �(U \ F )
p−q
pq

ζ
1
p

n−1
(
t+�t∫
t

ds

s
n−1
p−1 ϑx0(s)

1
p−1

) p−1
p

.

Согласно изопериметрическому неравенству

inf mn−1σ ≥ n�
1
n
n (m(ϕ−1(F )))

n−1
n .
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Отсюда

n�
1
n
n (m(ϕ−1(F )))

n−1
n ≤ �(U\F )

p−q
pq
ζ

1
p

n−1(m(ϕ−1(U) \ ϕ−1(F )))
q−1
q

(
t+�t∫
t

ds

s
n−1
p−1 ϑx0(s)

1
p−1

) p−1
p

. (10)

Положим �(t) = m(ϕ−1(B(x0, t))) и �(t) = �(B(x0, t)). Тогда неравен-
ство (8) принимает вид

n�
1
n
n (�(t))

n−1
n ≤ (�(t+�t)− �(t))

p−q
pq
ζ

1
p

n−1(�(t+�t)− �(t))
q−1
q

(
t+�t∫
t

ds

s
n−1
p−1 ϑx0(s)

1
p−1

) p−1
p

, (11)

или

n�
1
n
n (�(t))

n−1
n ≤

(
�(t+�t)− �(t)

�t

) p−q
pq ζ

1
p

n−1

(�(t+�t)−�(t)
�t

) q−1
q

(
1
�t

t+�t∫
t

ds

s
n−1
p−1 ϑx0(s)

1
p−1

) p−1
p

. (12)

Так как �(t) монотонна, можно перейти к пределу при �t→ 0:

n�
1
n
n (�(t))

n−1
n ≤ (� ′(t))

p−q
pq

ζ
1
p

n−1(�
′(t))

q−1
q

(
1

t
n−1
p−1 ϑx0(t)

1
p−1

) p−1
p

, (13)

для п. в. t. С учетом того, что ζn−1 = n�n, получаем

n
q(p−1)
p(q−1)�

q(p−n)
pn(q−1)
n

t
q(n−1)
p(q−1) ϑx0(t)

q
p(q−1)

≤ (� ′(t))
p−q

p(q−1)
�′(t)

(�(t))
q(n−1)
n(q−1)

, (14)

n
q(p−1)
p(q−1)�

q(p−n)
pn(q−1)
n

t
q(n−1)
p(q−1) ϑx0(t)

q
p(q−1) (� ′(t))

p−q
p(q−1)

≤ �′(t)

(�(t))
q(n−1)
n(q−1)

. (15)

В случаях q < p ≤ n и q = p < n, так как �(t) — монотонная функция, можно
написать:

α∫

r

dt

t
q(n−1)
p(q−1) ϑx0(t)

q
p(q−1) (� ′(t))

p−q
p(q−1)

≤ n
q−p

p(q−1)�
q(n−p)
pn(q−1)
n

q − 1

q − n(�(α)
q−n

n(q−1) − �(r)
q−n

n(q−1) ). (16)

Отсюда

�(r) ≤


�(α)

q−n
n(q−1) +n

p−q
p(q−1)�

q(p−n)
pn(q−1)
n

n− q
q − 1

α∫

r

dt

t
q(n−1)
p(q−1) ϑx0(t)

q
p(q−1) (� ′(t))

p−q
p(q−1)




n(q−1)
q−n

.

(17)
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Так как m(ϕ−1(B(x0, α))) ≤ �n, то

�(r) ≤ �n


1 + n

p−q
p(q−1)�

p−q
p(q−1)
n

n− q
q − 1

α∫

r

dt

t
q(n−1)
p(q−1) ϑx0(t)

q
p(q−1) (� ′(t))

p−q
p(q−1)




n(q−1)
q−n

.

(18)
Согласно [13, формула 3.12]

� ′(t) =

[ ∫

B(x0,t)

( | adjDϕ−1(y)|
| detDϕ−1(y)|

q−1
q ω

1
p (y)

)σ
dy

]′

=




t∫

0

dt

∫

S(x0,t)\Z′

( | adjDϕ−1(γ)|
| detDϕ−1(γ)|

q−1
q ω

1
p (γ)

)σ
dγ



′

=

∫

S(x0,t)

( | adjDϕ−1(γ)|
| detDϕ−1(γ)|

q−1
q ω

1
p (γ)

)σ
dγ.

Отсюда выводим финальную оценку (4).
В случае n < q ≤ p интегрируем неравенство (15) в пределах [ε, r], ε > 0,

что приводит к

�(r) ≥ �n


1 + n

p−q
p(q−1)�

p−q
p(q−1)
n

n− q
q − 1

r∫

ε

dt

t
q(n−1)
p(q−1) ϑx0(t)

q
p(q−1) (� ′(t))

p−q
p(q−1)




n(q−1)
q−n

,

(20)
после чего, выполняя подстановку (19), приходим к финальной оценке (5).

В случае n = q ≤ p неравенство (15) принимает вид

n
n(p−1)
p(n−1)�

p−n
p(n−1)
n

t
n
p ϑx0(t)

n
p(n−1) (� ′(t))

p−n
p(n−1)

≤ �′(t)

�(t)
. (21)

Последнее после интегрирования в пределах [r, α] дает оценку

�(r) ≤ �n exp



−n

n(p−1)
p(n−1)�

p−n
p(n−1)
n

α∫

r

dt

t
n
p ϑx0(t)

n
p(n−1) (� ′(t))

p−n
p(n−1)



 , (22)

или, с учетом (19), финальную оценку (6).

Замечание 4. Основной результат, доказанный выше, содержит в каче-
стве частного случая некоторые результаты работ [10, 11], в которых рассмот-
рены случаи q = p ≤ n и n ≤ q = p < ∞. В данной работе доказан более
широкий результат, так как рассматриваются условия, простирающиеся за пре-
делы ограничений работ [10, 11]. Продемонстрируем, как на основе результатов
теоремы 3 можно вывести одно из утверждений работы [10]. В теореме 3.1 той
же работы при условиях 1 < p < n и n ≥ 2 приведена следующая оценка:

m(ϕ−1(B(x0, r))) ≤ �n


1 +

n− p
p− 1

1∫

r

dt

t
n−1
p−1 ϑx0(t)

1
p−1




n(p−1)
p−n

. (23)

Легко убедиться, что при p = q < n данная оценка соответствует оценке (4).
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3. Асимптотическое поведение

Оценки теоремы 3 позволяют описать асимптотическое поведение отобра-
жения ϕ в точке.

Теорема 5. Пусть гомеоморфизм ϕ : Bn → Bn удовлетворяет условиям

теоремы 3, f = ϕ−1, f(0) = 0. Тогда имеет место оценка

lim
x→0

inf
|f(x)|
R(|x|) ≤ 1,

где

1) в случае n− 1 < q < p ≤ n:

R(|x|) =


1 + n

p−q
p(q−1)�

p−q
p(q−1)
n

n− q
q − 1

α∫

|x|

dt

t
n−1
q−1 ϑx0(t)

q
p(q−1)�(t)

p−q
p(q−1)




1−q
n−q

;

2) в случае n = q < p:

R(|x|) = exp


−n

p−n
p(n−1)�

p−n
p(n−1)
n

α∫

|x|

dt

t
n
p ϑx0(t)

n
p(n−1)�(t)

p−n
p(n−1)


 .

Доказательство. Положим lf (r) = min
|x|=r

|f(x)|. Тогда с учетом условия

f(0) = 0 получаем �nl
n
f (r) ≤ m(f(Br)), т. е.

lf (r) ≤
(
m(f(Br))

�n

) 1
n

.

Из теоремы 3 следует, что

m(f(Br)) ≤ �nRn(r).

Таким образом, можно написать

lim
x→0

inf
|f(x)|
R(|x|) = lim

r→0
inf

lf(r)

R(r)
≤ lim
r→0

inf

(
m(f(Br))

�n

)1/n
1

R(r)
≤ 1,

откуда и вытекают доказываемые оценки.
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