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Аннотация. Исследуются измеримые отображения римановых многообразий, ин-
дуцирующие по правилу замены переменной ограниченные операторы пространств
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§ 1. Введение

Изучение операторов композиции в пространствах Соболева восходит к
классической работе С. Л. Соболева [1] (см. работу [2], в которой приведена
подробная история и библиография по этому вопросу). Новый импульс для
развития этой проблематики возник при решении задачи Ю. Г. Решетняка об
описании всех изоморфизмов ϕ∗ однородных пространств Соболева L1

n, порож-
денных квазиконформными отображениями ϕ евклидова пространства Rn по
правилу ϕ∗(u) = u ◦ ϕ, сформулированной в 1968 г. на первом Донецком кол-
локвиуме по теории квазиконформных отображений. В [3] показано, что та-
ковыми являются структурные изоморфизмы пространств L1

n и только они.
Предложенный в [3] подход к задаче Решетняка естественно рассматривать в
контексте предшествующих этому результатов (см., например, [4]): в теоремах
Банаха, Стоуна, Эйленберга, Аренса и Келли, Хьюита, Гельфанда и Колмо-
горова получены условия на различные структуры пространства непрерывных
функций C(S), изоморфизм которых определяет топологическое пространство
S с точностью до гомеоморфизма. Отметим здесь результат Стоуна, согласно
которому C(S) как структурно упорядоченная группа определяет S. С другой
стороны, Накаи [5] и Льюис [6] установили, что изоморфность алгебр Ройдена
равносильна квазиконформной эквивалентности областей определения. Выде-
ляя теперь в однородном пространстве Соболева L1

n две структуры: векторной
решетки и полунормированного пространства, мы получаем ситуацию, в алгеб-
раическом смысле близкую к работе Стоуна, а в метрическом — к работе Накаи.
Такой взгляд на задачу является наиболее естественным, так как все еще да-
ет возможность восстановить отображение, несмотря на минимум «материала»
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для его нахождения, доказать его непрерывность и установить его метрические
свойства.

В рамках найденного в [3] подхода к проблеме Решетняка возникла сле-
дующая задача: какие метрические и аналитические свойства имеет измери-
мое отображение ϕ, индуцирующее изоморфизм ϕ∗ по правилу ϕ∗(f) = f ◦ ϕ,
f ∈ L1

n. Варьируя функциональное пространство, мы каждый раз приходим
к новой задаче: пространства Соболева W 1

p , p > n, рассмотрены в работе [7],

однородные пространства Бесова blp(R
n), n > 1, lp = n, — в [8] при p = n+ 1 и

в [9] при p > n + 1, пространства Соболева W 1
p , n − 1 < p < n, — в [10], про-

странства риссовых и бесселевых потенциалов — в [11], трехиндексные шкалы
пространств Никольского — Бесова и Лизоркина — Трибеля (и их анизотропные
аналоги) — в [12], пространства Соболева L1

p на собственных областях много-
мерных евклидовых областей, 1 ≤ p < ∞, p 6= n, — в [13] (новое сравнительно
с [10] доказательство), пространства Соболева L1

p на областях групп Карно,
1 ≤ p < ∞, — в [14–16]. В [17] к задаче замены переменной в пространствах
Соболева применена теория мультипликаторов. Свойства ограниченного опера-
тора композиции на пространствах Бесова кроме работы [9] изучались также в
[18] и в [19]. Квазиконформная эквивалентность классов Лизоркина — Трибеля
исследована в [20].

Связь изоморфного ограниченного оператора композиции классов Соболе-
ва на римановых пространствах с геометрией риманова пространства установ-
лена в [21–23].

Вывод работ [3, 8–16, 21–23] состоит в том, что изоморфность оператора ϕ∗

влечет в зависимости от соотношения между показателями гладкости, сумми-
руемости и размерностью пространства свойство отображения быть квазикон-
формным или квазиизометрическим в метрике области определения, адекват-
ной геометрии функционального пространства.

Исследуемая в этой работе задача состоит в том, чтобы найти необходимые
и достаточные условия на измеримое отображение ϕ, при выполнении которых
ϕ индуцирует по правилу замены переменной ограниченный оператор ϕ∗ про-
странств Соболева с первыми обобщенными производными на областях полных
римановых многообразий.

Настоящую работу можно рассматривать как естественное развитие ре-
зультатов и методов работ [2, 12, 13, 24–27], успешно примененных в [14–16] для
решения задачи об операторе композиции на группах Карно.

Основной результат работы сформулирован в теореме 1, в которой при
некоторых ограничениях на геометрию риманова многообразия в образе получе-
ны эквивалентные функциональные свойства отображений римановых многооб-
разий, индуцирующих по правилу замены переменной ограниченные операторы
композиции классов Соболева с первыми обобщенными производными. Кроме
того, доказано, что исследуемый класс отображений обладает N −1-свойством
Лузина и другими свойствами.

§ 2. Классы функций и отображений
Соболева на римановом многообразии

Далее фиксируем связное полное риманово многообразие M = (M, g), т. е.
гладкое многообразие M, в каждом касательном пространстве TxM которого
выбрано cкалярное произведение gx, гладко меняющееся от точки к точке.
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Длина абсолютно непрерывной кусочно гладкой кривой γ : [a, b] → M вы-

ражается интегралом l(γ) =
b∫
a

|γ̇(t)| dt (здесь |γ̇(t)| =
√
gγ(t)(γ̇(t), γ̇(t)) — длина

касательного вектора γ̇(t) в евклидовом пространстве Tγ(t)M со скалярным про-
изведением gγ(t)).

Метрика d(x, y) на римановом многообразии M определяется как точная
нижняя грань длин кусочно-гладких кривых с концевыми точками x и y.

Символом B(x, r) = {y ∈M | d(x, y) < r} будем обозначать открытый шар в
римановой метрике с центром в точке x ∈ M и радиусом r ∈ (0,∞), а символом
BE(x, r) — евклидов шар в Rn.

Мера на многообразии M определяется следующим образом. Пусть (U,ϕ)
— карта в M. Диффеоморфизм ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn можно рассматривать
как изометрию между (U, g) и (ϕ(U), g), если определить риманов тензор g на
ϕ(U) следующим образом: gx(X,Y ) = gϕ−1(x)(dϕ

−1(X), dϕ−1(Y )), x ∈ ϕ(U) и
X,Y ∈ TxRn. Меру множества E ⊂ U в том случае, когда образ ϕ(E) измерим
по Лебегу в Rn, определим по формуле

ω(E) =

∫

ϕ(E)

√
det g dx.

Можно доказать, что определенная таким образом мера нe зависит от выбора
системы координат и совпадает с n-мерой Хаусдорфа H n(E) множества E как
подмножества метрического пространства (M, g) (см., например, [28]).

Мера ω(E) произвольного множества E ⊂M определяется как точная ниж-
няя грань сумм

∞∑

i=1

ω(Ei), где E =

∞⋃

i=1

Ei,

множества Ei дизъюнктны, измеримы и каждое содержится в одной карте.
Можно показать, что и в этом случае справедливо равенство H n(E) = ω(E).

Далее будем исследовать свойства измеримых отображений f : M → M ,
где (M , g) — еще одно риманово многообразие с римановым тензором g, отно-
сительно которого определяются риманова метрика d на M ; риманова метрика
d определяет, в свою очередь, меру ν на M .

Пусть D — область (связное открытое множество) на римановом многооб-
разии M.

Определение 1. 1) Пространство функций Lp(D), суммируемых в степе-
ни p ∈ [1,∞), состоит из измеримых по Лебегу функций, имеющих конечную
норму

‖f | Lp(D)‖ =

(∫

D

|f(x)|p dω
)1/p

<∞.

Здесь ω — определенная выше мера на римановом многообразии (M, g).

2) Если измеримая функция u : D → R суммируема на каждой компактной
части области D, то она называется локально суммируемой в степени s (в этом
случае пишем u ∈ Ls,loc(M) или u ∈ Ls,loc(M,R)).

3) Измеримое отображение f : M → M , где M — eще одно риманово
пространство, принадлежит Ls,loc(M,M ), 1 ≤ s ≤ ∞, тогда и только тогда,
когда функция [f ]y : M → R, определенная по правилу [f ]y(x) = d(f(x), y),
принадлежит Ls,loc(M,R) для любой точки y ∈M .
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Определение 2. Для функций f : M → R класса C1 можно определить
дифференциал df : TxM→ R в точке x ∈M. Так как df(x) — линейный функци-
онал над конечномерным пространством TxM со скалярным произведением gx,
существует единственный вектор ∇f ∈ TxM, называемый градиентом, такой,
что выполняется равенство df(x)(X) = gx(∇f,X) для всех X ∈ TxM.

В координатах градиент ∇f можно найти следующим образом:

∇f = g−1

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xn

)
, (1)

где g−1 — обратная матрица к g, а ∂f
∂xi

— частные производные.

Обобщенным градиентом локально-суммируемой функции f : M → R на-
зывается локально-суммируемое сечение h : M → TM, удовлетворяющее инте-
гральному тождеству ∫

M

hη dω = −
∫

M

f∇η dω

для любой гладкой финитной функции η : M → R. (Здесь ∇η — градиент
функции η на M.)

Однородное пространство Соболева L1
p(D) состоит из локально интегри-

руемых функций f : D → R, имеющих обобщенный градиент ∇f ∈ Lp(D).
Полунорма в L1

p(D) определяется как величина

∥∥f | L1
p(D)

∥∥ = ‖∇f | Lp(D)‖ =

(∫

D

|∇f(x)|p dω
) 1

p

(здесь ∇f(x) — обобщенный градиент функции f в точке x ∈ D, а |∇f(x)| —
длина обобщенного градиента ∇f(x) в евклидовом пространстве TxM со ска-
лярным произведением gx).

Пространство Соболева W 1
p (D) состоит из локально суммируемых функ-

ций, имеющих конечную норму
∥∥f |W 1

p (D)
∥∥ = ‖f | Lp(D)‖+ ‖∇f | Lp(D)‖.

Будем говорить, что f принадлежит W 1
p,loc(D), если f ∈ W 1

p (V ) для любой

ограниченной подобласти V ⊂ D такой, что V ⋐ D (т. е. V ограничена и
V ⊂ D).

В [29] Ю. Г. Решетняк предложил подход к определению соболевских клас-
сов функций со значениями в метрических пространствах. Пусть (X, r) — пол-
ное метрическое пространство, r — метрика на X, a D — область на римановом
многообразии M.

Определение 3. Будем говорить, что измеримое отображение ϕ : D → X
принадлежит классу W 1

p,loc(D;X), если выполнены следующие условия.

(A) Для всякого z ∈ X функция [f ]z : x ∈ D 7→ r(ϕ(x), z) принадлежит
классу W 1

p,loc(D).

(B) Семейство градиентов (∇[f ]z)z∈X имеет мажоранту, принадлежащую
Lp,loc(D), т. е. существует функция g ∈ Lp,loc(D), не зависящая от z, такая, что
|∇[f ]z(x)| ≤ g(x) для почти всех x ∈ D.

Если X = M — еще одно риманово многообразие с расстоянием d, то полу-
чаем определение отображения класса Соболева различных римановых много-
образий и обозначаем этот класс символом W 1

p,loc(D; M ). В этом случае удобно
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использовать эквивалентное описание отображения класса Соболева (см., на-
пример, [30–32]).

Определение 4 [30, 32]. Говорят, что измеримое отображение f принадле-

жит ACLs,loc(M,M ), если выполняются три условия:
1) функция M ∋ x → [f ]z(x) = d(f(x), z) принадлежит Ls,loc(M) для лю-

бой точки z ∈M ;
2) отображение f : M → M абсолютно непрерывно на линиях в сле-

дующем смысле: для любой координатной карты ϕ : U → Rn на M
функция1)

(xi, xi) ∈ Pri(ϕ(U)) × {xi ∈ R : xi + xiei ∈ ϕ(U)} 7→ gi(xi, xi)

= f ◦ ϕ−1(xi + xiei) ∈M

абсолютно непрерывна относительно переменной xi для всех i и по-
чти всех xi ∈ Pri(ϕ(U)) (здесь ei = (0, . . . , 0, 1

i
, 0, . . . , 0) ∈ Rn, i =

1, 2, . . . , n, — стандартный базис Rn);
3) производная

∂g

∂xi
(x) =

dgi
dxi

(xi, xi) = lim
t→+0

gi(x, xi + t)

t
,

существующая почти всюду в U , принадлежит Ls,loc(U) для всех i.

Предложение 1 [30, предложение 3.1]. Следующие утверждения эквива-

лентны:

(1) f ∈W 1
s,loc(M,M );

(2) f ∈ ACLs,loc(M,M );
(3) f ∈ Ls,loc(M,M ) и существует функция g ∈ Ls,loc(M,R) такая, что

для любой липшицевой функции ψ : M → R функция ϕ := ψ ◦ f : M → R
принадлежит W 1

s,loc(M,R) и |∇ϕ(x)| ≤ Lip(ψ) g(x) п. вс. в M.

(4) для любого изометрического вложения i : M → Rk все координатные

функции композиции i ◦ f принадлежат W 1
s,loc(M,R).

Доказательство. Импликации следуют порядку (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4)⇒
(2). Заметим, что импликация (3)⇒ (1) очевидна, так как функция расстояния
1-липшицева.

Далее, (1)⇒ (2) и (2)⇒ (3) доказаны в [33, предложение 3] (заметим, что
(1)⇒ (3) другим способом доказано также в [29, теорема 5.1]).

Доказательство (4)⇒ (2) приведено в [34, предложение 1.2] для специаль-
ного случая M = Rn. Его обобщение на случай подмногообразий M ⊂ Rk
основано на формуле

gi(x, τ + t)− gi(x, τ) =

τ+t∫

τ

d

ds
(f ◦ ϕ−1(x+ sei)) ds,

которая верна для всех абсолютно непрерывных кривых в Rk. Общий случай
следует из возможности вложить изометрично всякое риманово многообразие в
некоторое евклидово пространство.

1)Здесь Pri(A) — проекция множества A ⊂ Rn на (n − 1)-мерную плоскость �i = {x =
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : xi = 0}, ортогональную ei, т. е. Pri(x) = (x − xiei) для точки x ∈ Rn.
Если Pri(x) = xi, то точку x ∈ Rn можно записывать в виде x = (xi, xi). Тогда x = xi + xiei.
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(3) ⇒ (4). Рассмотрим любое изометрическое вложение i : M → Rk и
некоторую координатную функцию zj в Rk. Ограничение zj |M — это липшицева

функция на M . Следовательно, композиция zj◦f принадлежит W 1,s
loc (M,R). �

В следующем предложении формулируется свойство локальной липшице-
вости соболевского отображения.

Предложение 2. Пусть ϕ ∈ ACLs,loc(M,M ). Тогда существует представ-

ление M = Eϕ ∪
∞⋃
i=1

Ai в виде дизъюнктного объединения измеримых множеств

таких, что ω(Eϕ) = 0, Ai измеримо для всех i, а ограничение ϕ|Ai липшицево.

Доказательство. Применение сформулированных выше свойств отобра-
жений классов Соболева позволяет свести доказательство этого предложения к
известной аппроксимационной теореме Уитни (см., например, [35–37]).

Предложение 1 позволяет по-другому определить дифференциал. Матри-
ца, столбцы которой — это векторы

d

dt
gi(x+ tei)|t=0 ∈ Tϕ(x)M , i = 1, . . . , n,

определяет линейный оператор Dϕ(x) : TxM 7→ Tϕ(x)M касательного простран-
ства TxM в касательное пространство Tϕ(x)M для почти всех x и называется
(формальным) дифференциалом отображения ϕ в точке x. Пусть |Dϕ|(x) —
норма этого оператора. В случае dimM = dimM определитель матрицы Dϕ(x)
называется якобианом отображения ϕ в точке x.

В качестве следствия предложения 2 получаем следующий вариант форму-
лы замены переменной в интеграле Лебега. Напомним, что символ χA обознача-
ет характеристическую функцию множества A ⊂ M. Ниже dν — стандартный
элемент объема на римановом многообразии M . Символом ω(E) (ν(F )) обо-
значаем далее меру ω(E) =

∫
E

χE dω
(
ν(F ) =

∫
F

χF dν
)

измеримого множества

E ⊂M (F ⊂M )

Предложение 3 [35, 37]. ПустьM,M — римановы многообразия одинако-

вых размерностей. Пусть U ⊂ M — открытое множество, ϕ : U →M — любое

ACL-отображение.

Тогда существует некоторое подмножество �ϕ ⊂ U нулевой ω-меры такое,

что отображение ϕ : U \ �ϕ →M удовлетворяет N -условию Лузина.

Кроме того, для любой неотрицательной измеримой функции u : U → R
справедливы следующие утверждения:

1) функции U ∋ x 7→ u(x)| detDϕ(x)| и M ∋ y 7→
∑

x∈ϕ−1(y)\�ϕ

u(x) измеримы;

2) верно равенство

∫

U

u(x)| detDϕ(x)| dω(x) =

∫

M

∑

x∈ϕ−1(y)\�ϕ

u(x) dν(y); (2)

3) если дополнительно функция U ∋ x 7→ u(x)| detDϕ(x)| интегрируема, то

и подынтегральная функция в правой части равенства (2) также интегрируема

и верна формула (2).
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§ 3. ACL-отображения и операторы композиции

Отображение ϕ ∈ ACL(�; M ), � ⊂ M — открытое множество, называется
отображением с конечным искажением, если Dϕ(x) = 0 п. вс. на множестве
нулей якобиана Z = {x ∈ � | detDϕ(x) = 0}. Класс ACL-отображений ϕ : � →
M с конечным искажением обозначается символом FD(�; M ).

Для ACL-отображения ϕ ∈ FD(�; M ) зададим функцию искажения2),
определенную на произвольном измеримом множестве A ⊂M :

A ∋ y 7→ Hϕ,q(y) =





0, если {x ∈ ϕ−1(y) \�ϕ | detDϕ(x) 6= 0} = ∅,
( ∑

x∈ϕ−1(y)\�ϕ,
detDϕ(x) 6=0

|Dϕ|q(x)
| detDϕ(x)|

) 1
q , иначе. (3)

Пространство Lip(W ) состоит из липшицевых в римановой метрике функ-
ций u : W → R, а пространство Liploc(W ) — из заданных на W функций,
липшицевых в римановой метрике на каждом компакте K ⋐W .

Отображения с конечным искажением и интегрируемой функцией искаже-
ния тесно связаны с вопросом описания ограниченных операторов композиции
однородных пространств Соболева.

В следующем утверждении установим двухсторонние оценки для нормы
оператора композиции ϕ∗.

Теорема 1. ПустьM и M — римановы многообразия одинаковых размер-

ностей. Измеримое отображение ϕ : �→W , определенноe в области � ⊂M, со

значениями в открытом множествеW ⋐M индуцирует ограниченный оператор

композиции

ϕ∗ : L1
p(W ) ∩ Liploc(W )→ L1

q(�), 1 ≤ q ≤ p <∞, (4)

однородных пространств Соболева по правилу ϕ∗(u) = u ◦ ϕ тогда и только

тогда, когда

1) ϕ ∈ ACLq,loc(�; M );
2) ϕ имеет конечное искажение;

3) Hϕ,q ∈ Lσ(W ), где 1
σ = 1

q − 1
p , здесь и далее σ =∞ при q = p.

При этом норма оператора ‖ϕ∗‖ эквивалентна величине ‖Hϕ,q | Lσ(W )‖:
для некоторой константы αq,p > 0 справедливо неравенство

αq,p‖Hϕ,q | Lσ(W )‖ ≤ ‖ϕ∗‖ ≤ ‖Hϕ,q | Lσ(W )‖, 1 ≤ q ≤ p <∞. (5)

Напомним, что отображение ϕ ∈ ACLq,loc(�; M ) имеет конечное искаже-

ние, если Dϕ(x) = 0 п. вc. на множестве Z = {detDϕ(x) = 0} нулей якобиана.
Далее предполагаем множество Z дизъюнктным с множеством �ϕ из предло-
жения 3: Z ∪�ϕ = ∅.

3.1. Доказательство необходимости содержится в нескольких разделах.

Предложение 4. Пусть M и M — римановы многообразия одинаковых

размерностей. Если измеримое отображение ϕ : � → W , определенноe в обла-

сти � ⊂ M, со значениями в открытом множестве W ⋐M индуцирует ограни-

ченный оператор композиции

ϕ∗ : L1
p(W ) ∩ Liploc(W )→ L1

q(�), 1 ≤ q ≤ p <∞, (6)

2)Функция (3) определена в [38] для операторов композиции в евклидовых пространствах.
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однородных пространств Соболева по правилу ϕ∗(u) = u◦ϕ, то ϕ ∈ ACLq,loc(�; M ).

Доказательство. Пусть открытое множество W ⋐ M компактно вло-
жено в M . Для проверки свойства ϕ ∈ ACLq,loc(�; M ) достаточно устано-
вить, что для любого изометрического вложения i : M → Rk все координатные
функции композиции i◦f принадлежат W 1

q,loc(M,R) (см. предложение 1, утвер-

ждение 4). Действительно, если zj — любая координатная функция в Rk, то

функция i∗(zj) = zj ◦ i гладкая на W и, следовательно, принадлежит классу
L1
p(W ) ∩ Lip(W ). В силу (4) композиция f∗(i∗(zj)) = (i ◦ f)(zj) принадлежит

классу L1
q(�), j = 1, . . . , k. В силу предложения 1 ϕ ∈ ACLq,loc(�; M ).

Замечание 1. Эту часть доказательства можно обобщить для произволь-
ного измеримого отображения ϕ : � → W , индуцирующего ограниченный опе-
ратор композиции ϕ∗ : L1

p(W ) ∩ Liploc(W ) → L1
q(�), 1 ≤ q ≤ p < ∞, без пред-

положения о компактном вложении W ⋐M (см. подходящие аргументы в [27,
предложение 8]).

Фиксируем произвольное открытое множество V ⊂ W . Обозначим через
◦

Lip(V ) пространство функций u : W → R, липшицевых в метрике риманова

многообразия M , носители которых содержатся в V . Понятно, что
◦

Lip(V ) ⊂
◦

Lip(W ).
Обозначим через ‖ϕ∗V ‖ норму сужения оператора композиции ϕ∗ на под-

пространство L1
p(W ) ∩

◦
Lip(V ). При q < p определим функцию множества �,

сопоставляя открытому множеству V ⊂W число

�(V ) = ‖ϕ∗V ‖σ = sup

u∈L1
p(W )∩

◦

Lip(V ), u6=0

(‖ϕ∗u | L1
q(�)‖

‖u | L1
p(V )‖

)σ
, где

1

σ
=

1

q
− 1

p
. (6)

Лемма 1. Функция множества �, определенная на открытых множествах

V ⊂W формулой (6), монотонная3) и счетно-аддитивная4).

Простое доказательство леммы 1 на группах Карно, полученное в [26, лем-
ма 3.1] (сp. c первоначальным доказательством в [24, лемма 1]), почти дословно
переносится на рассматриваемую ситуацию.

Предложение 5 [39, следствие 5]. Пусть D ⋐M — открытое компактно

вложенное множество, а монотонная и счетно-аддитивная функция множества

� определена на системе O(D) всех открытых подмножеств в D, содержащей,

в частности, все шары B(y, r) такие, что B(y, r) ⊂ D. Тогда

(a) в почти каждой точке x ∈ D существует конечная производная

lim
Bδ∋x, δ→0

�(Bδ)

ν(Bδ)
= �′(y),

где предел берется по римановым шарам Bδ ⋐ D радиуса δ > 0 таким, что

Bδ ∋ x;
3)Т. е. �(V1) ≤ �(V2) для любых открытых множеств V1 ⊂ V2 ⊂W .
4)Т. е. для любого счетного дизъюнктного набора открытых множеств Vi ⊂ W выпол-

няется равенство
∞∑

i=1

�(Vi) = �

(
∞⋃

i=1

Vi

)
.
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(b) для любого открытого множества U ∈ O(D) справедливо неравенство

∫

U

�′(x) dν(x) ≤ �(U).

Сформулируем применяемое ниже свойство евклидовых шаров Rn (см.
[36, 40], где доказаны свойства 1, 2 предложения 6, и [41], где доказано свой-
ство 3 предложения 6).

Предложение 6 [36, 40, 41]. Для любого открытого множества V ⊂ Rn
с непустой границей существует не более чем счетное семейство F =

{
BEi
}

евклидовых шаров такое, что

1)
∞⋃
i=1

BEi =
∞⋃
i=1

2BEi = V , где 2BEi = BE(zi, 2ri);

2) семейства F =
{
BEi
}

и 2F =
{
2BEi

}
образуют конечнократное покры-

тие множества V ;
3) семейство

{
2BEi

}
может быть разбито на конечное число βn (зависящее

только от размерности n) подсемейств таких, что внутри каждого из них шары

не пересекаются.

Следствие 1. Если покрытие {BE(yj , 2rj)} открытого множества V ⊂ Rn
выбрано в соответствии с предложением 6, то

∑

j

�(BE(yj , 2rj)) ≤ βn�(V ),

где постоянная βn зависит только от топологической размерности n.

Доказательство. Пусть Bi — подсемейства семейства {BE(yj , 2rj)}, со-
стоящие из взаимно не пересекающихся шаров и такие, что

βN⋃

i=1

Bi = {BE(yj , 2rj)}.

Тогда, очевидно, имеем

∑

j

�(BE(yj , 2rj)) =

βN∑

i=1

∑

BE(yj,2rj)∈Bi

�(BE(yj , 2rj)) ≤
βN∑

i=1

�(V ) = βN�(V ).

3.2. В этом пункте докажем несколько вспомогательных свойств и соотно-
шений, применяемых в дальнейших доказательствах.

Лемма 2. Пусть M ∋ x 7→ u(x) = d(x0, x), где x0 ∈ M — фиксированная

точка. Тогда

|∇u(x)| = 1 ω-почти всюду в M.

Доказательство. Разобьем доказательство на три этапа.
1. Имеем |u(x) − u(y)| = |d(x0, x) − d(x0, y)| ≤ d(x, y). Таким образом, u —

липшицева функция. Отсюда

|u(x)− u(y)|
d(x, y)

≤ 1 для всех x 6= y. (7)
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2. Для произвольной точки x ∈ M найдется кратчайшая γ, соединяющая x
и x0. Пусть y — точка на кривой γ. Тогда |u(x)−u(y)| = d(x, y) и, следовательно,

|u(x)− u(y)|
d(x, y)

= 1 для y ∈ γ. (8)

Из неравенств (7) и (8) выводим

lim
y→x∈M

|u(y)− u(x)|
d(x, y)

= 1. (9)

3. Так как u — липшицева функция, по теореме Радемахера u дифференци-
руема почти всюду [35]. Пусть x ∈ M — точка дифференцируемости функции
u, а X1, X2, . . . , Xn — локальный базис касательного расслоения в окрестности
точки x, ортонормированный в точке x. Переходя к нормальным координатам
(см., например, [42, гл. 4, § 3, предложение 3.4]) в точке x, имеем

lim
‖y‖TxM→0

u(y)− u(0)−∇u(0) · y
‖y‖TxM

= 0, (10)

где

∇u(0) · y =

n∑

i=1

∂u

∂yi
(0)yi, y ∈ TxM.

Как обычно, точки в касательном пространстве и римановом многообразии
отождествляются посредством нормальных координат (см. [28]).

Из (9) и (10) можно вывести, что

lim
‖y‖TxM→0

|∇u(0) · y|
‖y‖TxM

= 1.

Отсюда получаем

1 = lim
‖y‖TxM→0

∣∣∣∣∇u(0) · y

‖y‖TxM

∣∣∣∣ = sup
y∈TxM, ‖y‖TxM=1

|∇u(0) · y|.

Следовательно, |∇u(x)| = 1 ω-почти всюду в M.

Замечание 2. Приведем свойства нормальной системы координат [42–44],
применяемые в этой работе. Для каждой точки x ∈ M найдутся число r0 и
диффеоморфизм η : B(x, r0)→ TxM такие, что

1) η(B(x, r)) = BTx(0, r) для любого r ∈ (0, r0), где BTx(0, r) — шар в каса-
тельном пространстве TxM с центром в точке 0 радиуса r (евклидова структура
в касательном пространстве TxM определяется тензором gx);

2) образ любого прямолинейного отрезка [0, ξ], ξ ∈ BTx(0, r), при отображе-
нии η−1 будет кратчайшей геодезической в M с концевыми точками x и η−1(ξ);

3) дифференциал Dη : TxM → TxM в точке x — тождественное отображе-
ние;

4) диффеоморфизм η : B(x, r) → BTx(0, r) квазиизометричен, причем ко-
эффициент квазиизометричности стремится к 1 при r → 0.

Пусть Z = {y ∈ � | detDϕ(y) = 0} — множество нулей якобиана отоб-
ражения ϕ ∈ ACLq,loc(�; M ). Дополнение � \ Z с точностью до множества
�ϕ нулевой меры можно представить в виде объединения не более чем счетной

дизъюнктной совокупности измеримых множеств Ti (т. е. � \ Z = �ϕ ∪
∞⋃
i=1

Ti),
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на каждом из которых отображение ϕ : Ti →M липшицево относительно рима-
новых метрик (см. предложение 2). Известно [35], что липшицево отображение
ϕ : Ti → M дифференцируемо в ω-почти всех точках плотности 1 множества
Ti, i ∈ N. Если x ∈ Ti — точка дифференцируемости, то имеем дифференциал

Dϕ(x) : TxM→ Tϕ(x)M (11)

касательных пространств. Перейдем к нормальным координатам (U, ζ) (см. [42,
гл. 4, § 3, предложение 3.4]) в точке x. Тогда U cодержит точку x и ζ(x) = 0,
ζ(y) = z для y ∈ U , а для дифференциала (11) в этой системе координат имеем
асимптотическое разложение (см. замечание 2)

d(ϕ(z)− ϕ(0)−Dϕ(0)〈z〉) = o(d(z)) при z → 0, z ∈ ζ(U ∩ Ti). (12)

Свойство 1. Пусть ϕ принадлежит классу ACL(�; M ) и имеет конечное

искажение, z ∈M — фиксированная точка.

1. Если y ∋M 7→ f(y) — функция класса Lip(M ;R), а � ∋ x 7→ (f ◦ϕ)(x) —

композиция отображения ϕ с функцией f , то для ω–п. вс. x ∈ � имеет место

равенство5)

∇(f ◦ ϕ)(x) =

{
[∇f ](ϕ(x))[Dϕ(x)]tr , если x ∈ � \ Z,
0, если x ∈ Z. (13)

Из (13), в частности, получаем |∇(f ◦ϕ)(x)| ≤ Lip f · |Dϕ(x)| для ω-п. вс. x ∈ �.

2. Для функции y ∋ G 7→ uz(y) = d(y, z), z ∈ M — фиксированная точка,

композиция � ∋ x 7→ (uz ◦ ϕ)(x) = d(ϕ(x), z) отображения ϕ с функцией uz
дифференцируема для ω–п. вс. x ∈ � и имеет место равенство

∇(uz ◦ ϕ)(x) =

{
[∇uz](ϕ(x))[Dϕ(x)]tr , если x ∈ � \ Z,
0, если x ∈ Z. (14)

Из (14) и леммы 2, в частности, получаем

|∇(uz ◦ ϕ)(x)| ≤ |Dϕ(x)| для ω-п. вс. x ∈ �.

Доказательство. 1. Известно, что совокупность S ⊂ M точек рима-
новой недифференцируемости липшицевой функции f имеет нулевую меру.
Пусть мера прообраза ϕ−1(S) положительна. По формуле замены переменной
detDϕ(x) = 0 для п. вс. x ∈ ϕ−1(S). Следовательно, с точностью до множества
меры нуль (т. е. ω(ϕ−1(S) \ Z) = 0) выводим ϕ−1(S) ⊂ Z. В силу конечности
искажения имеем также Dϕ(x) = 0 п. вс. на Z.

Если x ∈ Ti∩Z — точка дифференцируемости отображения ϕ, тоDϕ(x) = 0.
Из (12) имеем

|(f ◦ ϕ)(y)− (f ◦ ϕ)(x)| ≤ Lip f · d(ϕ(y), ϕ(x))

= Lip f · d(Dϕ(x)〈y − x〉) + o(d(y − x)) = o(d(y − x)) при Ti ∋ y → x.

Таким образом, второе равенство в (13) доказано.
Для доказательства первого равенства в (13) рассмотрим точку x ∈ Ti \

ϕ−1(S) плотности 1, в которой отображение ϕ дифференцируемо (как отмечено
выше, таковыми будут почти все точки Ti). Так как функция M ∋ y 7→ f(y)

5)Мы употребляем обозначение Atr для матрицы, транспонированной к квадратной мат-
рице A.
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дифференцируема во всех точках y /∈ S, то функция Ti ∋ x 7→ (f ◦ ϕ)(x) диф-
ференцируема как композиция дифференцируемых отображений [35].

Таким образом, (13) доказано. Неравенство |∇(f ◦ ϕ)(x)| ≤ Lip f · |Dϕ(x)|
для ω–п. вс. x ∈ � получаем из (13).

2. Для доказательства этого свойства достаточно заметить, что отображе-
ние y ∋M 7→ f(y) = uz(y) = d(y, z) — это функция класса Lip(M ) и Lip f = 1
по лемме 2.

Следствие 2. Пусть ϕ принадлежит классу ACL(�; M ),

S = {z1, z2, . . . , zl, . . . }
— счетное всюду плотное множество в M . Для ω-п. вс. x ∈ � справедливо

равенство

|Dϕ(x)| = sup
z∈S
|∇(uz ◦ ϕ)(x)| = lim

l→∞
max{|∇(uzi ◦ ϕ)(x)| : i = 1, . . . , l}.

Доказательство. Пусть в точке x ∈ � отображение ϕ дифференцируемо.
Если Dϕ(x) = 0, то в силу второй строки в равенстве (14) имеем ∇(uz ◦

ϕ)(x) = 0 для любой точки z ∈ M . (В доказательстве этого свойства условие
конечности искажения не используется.) В этом случае следствие 2 доказано!

Если же Dϕ(x) 6= 0 в точке x ∈ �, то в нормальной системе координат в
точке x имеем неравенство (см. замечание 2)

|d(ϕ(x exp tw), z)− d(ϕ(x), z)|
t

≤ d(ϕ(x exp tw), ϕ(x))

t
,

где w ∈ TxM, |w| = 1, t > 0 — вещественный параметр, а z ∈ M — произ-
вольная точка. Заметим, что в силу свойств нормальной системы координат в
приведенном неравенство будет равенство, если z = x exp τw при 0 < t < τ .

В точке x ∈ Ti плотности 1, в которой отображение ϕ дифференцируемо,
для некоторого вектора w0 ∈ TxM, |w0| = 1, имеем |Dhϕ(x)〈w0〉| = |Dhϕ(x)|.
Для выбранной точки z = x exp τw0 при 0 < t < τ получаем

|∇(uz ◦ ϕ)(x)| = lim
t→0

|d(ϕ(x exp tw0), z)− d(ϕ(x), z)|
t

= lim
t→0

d(ϕ(x exp tw0), ϕ(x))

t
= |Dϕ(x)〈w0〉| = |Dϕ(x)|.

Пусть {zlk} — произвольная подпоследовательность последовательности
S = {zl}, сходящаяся к точке z. Для точки zlk = x exp τkwk ∈ Ti, |wk| = 1,
близкой к выбранной ранее точке z = x exp τw0, имеем wk → w0 и τk → τ при
zlk → z, когда k →∞, и следующую цепочку соотношений:

|∇(uzlk ◦ ϕ)(x)| = lim
t→0

|d(ϕ(x exp twlk), zlk)− d(ϕ(x), zlk)|
t

= lim
t→0

d(ϕ(x exp twlk), ϕ(x))

t
= |Dϕ(x)〈wlk 〉| ≤ |Dϕ(x)|.

Сравнивая правые части двух последних соотношений, выводим

lim
k→∞

|∇(uzlk ◦ ϕ)(x)| = |∇(uz ◦ ϕ)(x)|, sup
z∈S
|∇(uz ◦ ϕ)(x)| = |Dϕ(x)|.

Приведенное доказательство получено в предположении дифференцируе-
мости отображения ϕ в точке x ∈ Ti плотности 1. Таковыми будут ω-почти все
точки x ∈ �.

3.3. Доказательство следующего утверждения основано на модификации
рассуждений из [26, лемма 3.4].
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Лемма 3. Пусть M и M — римановы многообразия одинаковых размер-

ностей. Пусть измеримое отображение ϕ ∈ ACL(�,W ), определенноe в области

� ⊂ M, со значениями в открытом множестве W ⋐M индуцирует ограничен-

ный оператор композиции

ϕ∗ : L1
p(W ) ∩

◦
Lip(W )→ L1

q(�), 1 < q ≤ p <∞.

Тогда отображение ϕ имеет конечное искажение.

Доказательство. Шаг 1. Фиксируем точку y0 ∈ W и шар B(y0, r) та-
кие, что B(y0, 2r) ⊂ W . Рассмотрим функцию θ(y) = min

(
1, (2r)−1uy0,2r(y)

)
,

где uy0,r(y) = max(r − d(y0, y), 0) = (r − d(y0, y))+ — липшицева функция с
постоянной Липшица Lipuy0,2r = 1 (см. лемму 2).

Используя ограниченность оператора композиции и (6), для липшицевой
функции f : W → R, |f(y)− f(z)| ≤ Ld(z, y) для всех y, z ∈W , выводим

( ∫

ϕ−1(B(y0,r))

|∇(f ◦ ϕ)|q(x) dω(x)

) 1
q

≤ �(B(y0, 2r))
1
σ

( ∫

B(y0,2r)

|∇((f(y) − f(y0))θ(y))|p dν(y)
) 1

p

≤ �(B(y0, 2r))
1
σ

( ∫

B(y0,2r)

|∇f |p(y)θp(y) dν(y)
) 1

p

+ �(B(y0, 2r))
1
σ

( ∫

B(y0,2r)

|∇θ|p(y)|f(y)− f(y0)|p dν(y)
) 1

p

≤ �(B(y0, 2r))
1
σ ν(B(y0, 2r))

1
p
(
L+ L2r(2r)−1

)

= c �(B(y0, 2r))
1
σ · ν(B(y0, 2r))

1
p ,

поскольку |∇f | ≤ L, θ(y) ≤ 1, |∇θ|(y) ≤ (2r)−1, |f(y) − f(y0)| ≤ Ld(y, y0) ≤
L2r для y ∈ B(y0, 2r). Здесь постоянная c = 2 Lip f , где Lip f из определения
липшицевости функции f .

В случае p = q следует положить

�(B(y0, 2r))
1
σ = ‖ϕ∗‖.

Окончательно приходим к оценке
∫

ϕ−1(B(y0,r))

|∇(f ◦ ϕ)|q(x)u(x) dω(x) ≤ cq�(B(y0, 2r))
q
σ ν(B(y0, 2r))

q
p . (15)

Шаг 2. Из оценки (15) можно получить следующее

Свойство 2. Пусть непостоянное отображение ϕ : � → W , где � ⊂ M
— связное открытое множество в M, а W ⋐ M — компактно вложенная об-

ласть, принадлежит классу ACL(�; M ) и индуцирует ограниченный оператор

композиции

ϕ∗ : L1
p(W ) ∩

◦
Lip(W )→ L1

q(�), 1 ≤ q ≤ p ≤ n.
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Для любой липшицевой функции f : M → R справедливо равенство

|∇(f ◦ ϕ)|(x) = 0 для ω-п. вс. x ∈ Z. (16)

Доказательство. Покроем область W счетным набором карт ηj : Vj →
Rn. Достаточно доказать соотношение |∇(f ◦ ϕ)|(x) = 0 для ω-п. вс. x ∈ Z ∩
ϕ−1(Vj), где ηj : Vj → Rn — некоторая система координат на M из выбранного
счетного набора: Vj ⊂W .

Действительно, поскольку ν(ϕ(Z)) = ν(ηj(ϕ(Z) ∩ Vj)) = 0, для произволь-
ного ε > 0 можно подобрать открытое множество U ⊃ ηj(ϕ(Z) ∩ Vj) такое, что
U ⊂ ηj(Vj), и покрытие множества ηj(ϕ(Z) ∩ Vj), состоящее из счетного на-
бора евклидовых шаров {BEl = BE(yl, rl) ⊂ U} такого, что шары BE(yl, 2rl)
с удвоенными радиусами содержатся в U , образуют конечнократное покрытие
U ⊃ ηj(ϕ(Z) ∩ Vj) и

∞∑

l=1

ν
(
η−1
j (BE(yl, 2rl))

)
< Mε,

где M — кратность покрытия. Кроме того, в соответствии с предложением 6 и
следствием 1 покрытие

{
BEl = BE(yl, rl)

}
можно выбрать таким, чтобы

∞∑

j=1

�
(
η−1
j (BE(yj , 2rj))

)
≤ βn�

( ∞⋃

j=1

η−1
j (BE(yj , 2rj))

)
.

Из неравенства (15) при q < p имеем

∫

Z∩ϕ−1(Vj)

|∇(f ◦ ϕ)|q(x) dω(x) ≤
∞∑

l=1

∫

ϕ−1(BE(yl,rl))

|∇(f ◦ ϕ)|q(x) dω(x)

≤ Cq
∞∑

l=1

�
(
η−1
j (BE(yl, 2rl))

) q
σ ν
(
η−1
j (BE(yl, 2rl))

) q
p

≤ Cq
( ∞∑

l=1

�
(
η−1
j (BE(yl, 2rl))

)
) q

σ
( ∞∑

l=1

ν
(
η−1
j (BE(yl, 2rl))

)
) q

p

≤ Cqβ
q
σ
nM

q
p�(W )

q
σ ε

q
p ,

где C = 2 sup
BE(yl,2rl)⊂U

Lipyl,2rl f , a

Lipyl,2rl f = sup
y,z∈B(y0,2rl)

{ |f(y)− f(z)|
d(y, z)

}
.

Если q = p, то
∫

Z∩ϕ−1(Vj)

|∇(f ◦ ϕ)|q(x) dω(x) ≤ CqM‖ϕ∗‖qε.

Так как ε — произвольное положительное число, выводим |∇(f ◦ ϕ)|(x) = 0 в
ω-п. вс. точках x ∈ Z ∩ ϕ−1(Vj) для любого j ∈ N. Ввиду

⋃
j
Vj = W имеем

|∇(f ◦ ϕ)|(x) = 0 на Z ω-п. вс. Свойство 2 доказано.

Шаг 3. Покажем, как из неравенства (16) можно вывести конечность ис-
кажения отображения ϕ.
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Применим для этого следствие 2, в котором ϕ принадлежит классу ACL(�;W ),
S – счетное всюду плотное множество в W . Для любого zi ∈ S в п. вс. точках
множества Z нулей якобиана по свойству 2 для функции f = uzi имеем

|∇(uzi ◦ ϕ)(x)| = 0.

Так как S – счетное множество, то для п. вс. x ∈ Z приведенное равенство
справедливо для всех zi ∈ S одновременно.

По следствию 2 выводим, что соотношение

|Dϕ(x)| = lim
l→∞

max{|∇(uzi ◦ ϕ)(x)| : i = 1, . . . , l} = 0

справедливо для ω–п. вс. x ∈ Z. Из сказанного выше имеем

Dϕ(x) = 0 для ω-п. вс. x ∈ Z.

Лемма 3 доказана: конечность искажения отображения ϕ установлена.

Следствие 3. Пусть ϕ принадлежит классу ACL(�;W ), W ⋐ M , имеет

конечное искажение и индуцирует ограниченный оператор композиции

ϕ∗ : L1
p(W ) ∩ Lip(W )→ L1

q(�), 1 ≤ q ≤ p <∞.

Тогда

|Dϕ(x)| ∈ Lq(�).

Доказательство. Из оценки (15) выводим

1

ν(B(y0, r))

∫

B(y0,r)

∑

x∈ϕ−1(y)\(Z∪�)

( |∇(f ◦ ϕ)|q(x)
| detDϕ(x)|

)
dν(y)

≤
(

2 sup
y,z∈B(y0,2r)

{ |f(y)− f(z)|
d(y, z)

})q(
�(B(y0, 2r))

ν(B(y0, 2r))

) q
σ
(
ν(B(y0, 2r))

ν(B(y0, r))

) q
p

. (17)

Дифференцируя по теореме Лебега (переходя к пределу при r → 0), из (17)
получаем

( ∑

x∈ϕ−1(y0)\(Z∪�)

|∇(f ◦ ϕ)|q(x)
| detDϕ(x)|

)σ
q

≤
(

2 lim
r→0

sup
y,z∈B(y0,2r)

{ |f(y)− f(z)|
d(y, z)

})σ
D

σ
q �′(y0) (18)

для ν-п. вс. y0 ∈ ϕ(�\(Z ∪�)), где

D = sup
y0∈W

lim
r→0

ν(B(y0, 2r))

ν(B(y0, r))
<∞. (19)

Ограниченность величины (19) можно получить из компактности замыкания
W .

Рассмотрим нормальную систему координат в точке y0 и положим f = yj
в (17) и (18). Из неравенства

|Dϕ(x)|q ≤ nq−1
n∑

j=1

|∇ϕj(x)|q
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и (18) получаем соотношения

( ∑

x∈ϕ−1(y0)\�

|Dϕ(x)|q
| detDϕ(x)|

)σ
q

≤
(
nq−1

n∑

j=1

∑

x∈ϕ−1(y0)\�

|∇ϕj(x)|q
| detDϕ(x)|

) σ
q

≤ nσ−1
n∑

j=1

( ∑

x∈ϕ−1(y0)\�

|∇ϕj(x)|q
| detDϕ(x)|

)σ
q

≤ nσ−1nD
σ
q max

j

(
2 lim
r→0

sup
y,z∈B(y0,2r)

{ |yj(y)− yj(z)|
d(y, z)

})σ
�′(y)

≤ (2n)σD
σ
q �′(y), (20)

где оценка

lim
r→0

sup
y,z∈B(y0,2r)

{ |yj(y)− yj(z)|
d(y, z)

}
≤ 1

может быть выведена из (15) с учетом нормальности в точке y0 системы коор-
динат η : V → Rn на M . Применяя полученные соотношения и неравенство
Гёльдера, выводим
∫

�

|Dϕ(x)|q dω(x) =

∫

�\Z

|Dϕ(x)|q | detDϕ(x)|
| detDϕ(x)| dω(x)

=

∫

W

( ∑

x∈ϕ−1(y)\�

|Dϕ(x)|q(x)
| detDϕ(x)|

)
dν(y) ≤ (2n)qD�(W )

q
σ ν(W )

σ−q
σ .

Интегрируемость |Dϕ(x)| ∈ Lq(�) доказана. Следствие 3 доказано.

Замечание 3. Наиболее простой вид величина (19) имеет в евклидовых
пространствах: в этом случае D = 2n. На группах Карно D = 2ν , где ν —
размерность по Хаусдорфу (или однородная размерность) группы.

Замечание 4. Для глобальной ограниченности величины (19) достаточно,
чтобы кривизна Риччи была в определенном смысле ограниченной снизу: Rc ≥
−Kg для некоторогоK > 0. Тогда величина (19) ограничена сверху (см. детали
в [43]). Последнее следует из оценки Бишопа – Громова о сравнении объемов
(см., например, [44, теорема 1.1])

ν(B(x,R)) ≤ e
√

(n−1)KR

(
R

r

)n
ν(B(x, r)) для любых x ∈M и 0 < r < R.

3.4. Интегрируя крайние части неравенств (20) по y ∈ V ⊂ W , получаем
левую часть неравенства (5):

‖Hϕ,q | Lσ(V )‖σ ≤ (2n)σD
σ
q

∫

V

�′(y) dν(y) ≤ (2n)σD
σ
q �(W ) = (2n)σD

σ
q ‖ϕ∗‖σ

с постоянной αq,p =
(
2nD

1
q )−1.

3.5. Докажем достаточность в теореме 1 и правую часть неравенств (5).
Пусть отображение ϕ : � → W принадлежит классу ACL, имеет конечное

искажение и Hϕ,q ∈ Lσ(W ), где 1
σ = 1

q − 1
p (σ =∞ при q = p).
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Покажем, что для любой функции u ∈ L1
p(W ) ∩ Liploc(W ) выполняется

неравенство
∥∥ϕ∗u | L1

q(�)
∥∥ ≤ ‖Hϕ,q | Lσ(W )‖ ·

∥∥u | L1
p (W )

∥∥ , q < p.

Композиция u ◦ ϕ принадлежит классу ACL(�), а по свойству 1 и формуле (2)
для композиции ϕ∗ = u ◦ ϕ выводим

∥∥ϕ∗u | L1
q(�)

∥∥ ≤
( ∫

�\Z

(|∇u|(ϕ(x))|Dϕ|(x))q dω(x)

)1/q

≤
(∫

W

|∇u|q(y)
( ∑

x∈ϕ−1(y)\(�ϕ∪Z)

|Dϕ|q(x)
| detDϕ(x)|

)
dν(y)

)1/q

.

Применяя неравенство Гёльдера при q < p к правому интегралу предыду-
щего неравенства, приходим к оценке

∥∥ϕ∗u | L1
q(�)

∥∥ ≤
(∫

W

Hσ
ϕ,q(y) dν(y)

)1/σ(∫

W

|∇u|p(y) dν(y)
)1/p

. (21)

Правая часть соотношений (5) доказана. При q = p доказательство упрощается.
Таким образом, теорема 1 доказана. �

3.6. Замечания 1, 3 и 4 позволяют сформулировать естественное обобщение
теоремы 1.

Теорема 2. Пусть M и M — римановы многообразия одинаковых раз-

мерностей и, кроме того, кривизна Риччи многообразия M ограничена снизу:

Rc ≥ −Kg для некоторого K > 0.

Измеримое отображение ϕ : � → W , определенноe в области � ⊂ M, со

значениями в открытом множествеW ⊂M индуцирует ограниченный оператор

композиции

ϕ∗ : L1
p(W ) ∩ Liploc(W )→ L1

q(�), 1 ≤ q ≤ p <∞,

однородных пространств Соболева по правилу ϕ∗(u) = u ◦ ϕ тогда и только

тогда, когда

1) ϕ ∈ ACLq,loc(�; M );
2) ϕ имеет конечное искажение;

3) Hϕ,q ∈ Lσ(W ), где 1
σ = 1

q − 1
p , здесь и далее σ =∞ при q = p.

При этом норма оператора ‖ϕ∗‖ эквивалентна величине ‖Hϕ,q | Lσ(W )‖:
для некоторой константы αq,p > 0 справедливо неравенство (5).

Доказательство. По поводу утверждения 1 см. предложение 4. Утвер-
ждение 2 фактически доказано на шаге 3 доказательства теоремы 1 в п. 3.3.
В доказательстве левой части неравенства (5) надо показать глобальную огра-
ниченность величины D из (19) (см. замечание 4). Из оценки, приведенной в
замечании 4 непосредственно выводим неравенство

ν(B(x; 2r)) ≤ 2n exp(
√

(n− 1)K2r)ν(B(x; r)),

см. [44].
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§ 4. N −1-свойство отображения
ϕ: |ϕ−1(E)| = 0, если |E| = 0, E ⊂ W

Сформулируем в евклидовом пространстве неравенство типа Пуанкаре, до-
казанное в [45].

Лемма 4 [45]. Пусть F — измеримое подмножество евклидова шара BE =
BE(0, r) положительной меры. Для всех u ∈ W 1

q (BE), 1 ≤ q < n, u|F = 0,

выполняется неравенство

(∫

BE

|u(x)|q∗ dx
) 1

q∗

≤ Cr
n
q

|F | 1q

(∫

BE

|∇Eu(x)|q dx
) 1

q

, (22)

где ∇E — евклидов градиент, 1
q∗ = 1

q − 1
n , а C — некоторая постоянная, не

зависящая от функции u.

Предложение 7. Пусть непостоянное отображение ϕ : � → W , где � ⊂
M — связное открытое множество в M, а W ⋐ M — компактно вложенная

область, принадлежит классу ACL(�; M ) и индуцирует ограниченный оператор

композиции

ϕ∗ : L1
p(W ) ∩

◦
Lip(W )→ L1

q(�), 1 ≤ q ≤ p ≤ n.
Тогда |ϕ−1(E)| = 0 при |E| = 0, E ⊂W .

Доказательство. Поскольку область W имеет конечную ν-меру, можно
считать, что p = n. Действительно, если отображение ϕ∗ индуцирует ограни-
ченный оператор композиции ϕ∗ : L1

p(W ) ∩ Liploc(W ) → L1
q(�), 1 ≤ q ≤ p < n,

то в силу неравенства Гёльдера для всех p′ ∈ (p;∞) и u ∈ L1
p′(W ) ∩ Liploc(W )

имеем
∥∥ϕ∗u | L1

q(�)
∥∥ ≤ ‖ϕ∗‖ ·

∥∥u | L1
p(W )

∥∥ ≤ ν(W )
1− p

p′ ‖ϕ∗‖
∥∥u | L1

p′(W )
∥∥.

Последнее означает, что ϕ индуцирует ограниченный оператор композиции ϕ∗ :
L1
p′(W ) ∩ LipLiploc

(W )→ L1
q(�).

Случай 1 ≤ q < p = n.

Шаг 1. Так как W — компактное множество в M , существует конечное
число ηj : Vj → Rn координатных окрестностей на M , покрывающих множество
W . Кроме того, можно считать, что ηj(Vj) = BE(0, 2τj) ⊂ Rn.

На многообразии M существует счетный набор ζi : Ui → Rn ограниченных

координатных окрестностей, покрывающих �: � =
∑
i
Ui. Можно считать, что

ζi(Ui) = BE(0, 2ρi) ⊂ Rn, i ∈ N.
Фиксируем в W произвольное множество E нулевой меры. Так как отобра-

жение ϕ имеет конечное искажение (см. лемму 3), то ϕ−1(E) 6= � (в противном
случае detDϕ = 0 в � и, следовательно, Dϕ = 0 п. вс. в �, откуда получаем,
что ϕ— постоянное отображение). Поэтому найдется координатная окрестность
Ui0 = ζ−1

i0
(BE(0, ρi0)) ⊂ � такая, что

ω(Ui0\ϕ−1(E)) = ω
(
ζ−1
i0

(BE(0, ρi0)
)
\ϕ−1(E)) > 0.

Отсюда выводим, что для некоторого j0 верно неравенство

ω(Ui0\ϕ−1(E ∩ Vj0 )) = ω
(
ζ−1
i0

(BE(0, ρi0))
)
\ϕ−1(E ∩ Vj0 )) > 0.
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Первая задача этого шага — доказать, что ω(Ui0 ∩ ϕ−1(E ∩ Vj0 )) = 0.
Поскольку отображениe ϕ измеримо, по теореме Лузина найдется компакт

T ⊂ Ui0\ϕ−1(E ∩ Vj0) положительной меры такой, что ϕ : T → W непрерывно.
Тогда образ ϕ(T ) ⊂W компактен и ϕ(T ) ∩ (E ∩ Vj0 ) = ∅.

Рассмотрим произвольное открытое множество A ⊃ E ∩ Vj0 , ϕ(T ) ∩A = ∅,
A ⊂ Vj0 . Пусть {BE(yk, τk)} — набор шаров, выбранный согласно предложе-
нию 6, такой, что наборы {BE(yk, τk)} и {BE(yk, 2τk)} образуют покрытия мно-
жества ηj0 (A) и кратность M покрытия {BE(yk, 2τk)} конечна (BE(yk, 2τk) ⊂
ηj0(A) для всех k ∈ N).

Рассмотрим на Rn функцию θk(z) = min(1, (2τk)
−1 max(0, 2τk − d(z, yk))).

Подставляя в (21) вместо V (u) открытое множество η−1
j0

(BE(yk, 2τk))

(функцию θk(z)), получаем (см. лемму 2)
∥∥ϕ∗θk | L1

q(Ui0)
∥∥ ≤

∥∥ϕ∗θk | L1
q(�)

∥∥

≤ (2τk)
−1ν

(
η−1
j0

(BE(yk, 2τk))
) 1

n

( ∫

η−1
j0

(BE(yk,2τk))

Hσ
ϕ,q(z) dν(z)

)1/σ

≤ C1

( ∫

η−1
j0

(BE(yk,2τk))

Hσ
ϕ,q(z) dν(z)

)1/σ

(23)

в силу неравенства τ−1ν
(
η−1
j0

(BE(yk, τ))
) 1

n ≤ C1 < ∞, верного для всех шаров

BE(y, τ) ⊂ ηj0(A) (постоянная C1 зависит от g).
Для функции θk, ассоциированной с шаром B(yk, 2τk), имеем ϕ∗θk = 1 на

множестве ϕ−1(B(yk, τk)) и ϕ∗ηk = 0 вне прообраза ϕ−1(B(yk, 2τk)), в частности,
ϕ∗θk = 0 на множестве T . Полагая Q = ζi0(Ui0) = BE(0, 2ρi0) ⊂ Rn, запишем

неравенство Пуанкаре (22) для функции
(
ϕ ◦ ζ−1

i0

)∗
θk:

(∫

Q

∣∣(ϕ ◦ ζ−1
i0

)∗
θk
∣∣q∗ dy

) 1
q∗

≤
Cρ

n
q

i0

|ζi0(T )| 1q

(∫

Q

∣∣∇E
((
ϕ ◦ ζ−1

i0

)∗
θk
)∣∣q dy

)1/q

, (24)

где q∗ = qn/(n− q), 2ρi0 — радиус шара Q, а C — постоянная из (22).
Для применения неравенства (24) в оценках (23) отметим следующее. Ри-

манов тензор g на Q = ζi0 (Ui0) = BE(0, 2ρi0) — это перенос тензора g с окрестно-
сти Ui0 посредством отображения ζi0 (см. определение в начале § 2). Если d —
риманова метрика на Q, определенная тензором g, то метрические пространства
(Ui0 , d) и (Q, d) изометричны. Более того, для любого измеримого множества
E ⊂ Ui0 имеем равенство ω(E) = ω(ζi0(E)). Из последнего выводим равенство

∫

E

u(ζi0(x)) dω(x) =

∫

ζi0(E)

u(y) dω(y)

для любой интегрируемой на Q функции u: u ∈ L1(Q). Отсюда получаем
(∫

Ui0

|ϕ∗θk|q
∗

(x) dω(x)

) 1
q∗

=

(∫

Q

∣∣(ϕ ◦ ζ−1
i0

)∗
θk
∣∣q∗(y) dω(y)

) 1
q∗

≤
(
T

∫

Q

∣∣(ϕ ◦ ζ−1
i0

)∗
θk
∣∣q∗(y) dy

) 1
q∗

(25)
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в силу соотношения T−1|A| ≤ ω(A) ≤ T |A| для любого измеримого множества
A ⊂ Q (здесь |A| — мера Лебега множества A, а T — постоянная, зависящая
лишь от Q).

Далее применяем (24), чтобы оценить сверху правую часть (25). Для окон-
чательного вывода остается оценить правую часть (24) через

∥∥ϕ∗θk | L1
q(Ui0)

∥∥.
С учетом ∇ = g−1∇E оцениваем интеграл I в правой части (24):

I ≤
(∫

Q

∣∣∇E
((
ϕ◦ζ−1

i0

)∗
θk
)∣∣q dy

) 1
q

≤
(
T ·sup

y∈Q
|g(y)|

∫

Q

∣∣∇
(
(ϕ◦ζ−1

i0

)∗
θk
)∣∣q dω(y)

) 1
q

≤
(
T · sup

y∈Q
|g(y)|

∫

Ui0

|∇(ϕ∗θk)|q dω(y)

) 1
q

. (26)

С учетом равенства σ = q∗ из оценок (23), (25) и (26) получаем

ω(ϕ−1(B(yk, τk)) ∩ Ui0) ≤
∫

Ui0

|ϕ∗θk|q
∗

(x) dω(x) ≤ C2

∫

B(yk,2τk)

Hσ
ϕ,q(z) dz,

где C2 — постоянная, не зависящая от функции θk.
Применяя последнее соотношениe и следствие 1, выводим неравенства

ω(ϕ−1(E) ∩Q) ≤
∞∑

i=1

ω(ϕ−1(B(yk, τk)) ∩Q)

≤ C3

∞∑

k=1

∫

B(yk,2τk)

Hσ
ϕ,q(z) dz ≤ C3βn‖Hϕ,q | Lσ(A)‖σ . (27)

В силу свойств интеграла Лебега функция множества U 7→ ‖Hϕ,q | Lσ(U)‖σ
абсолютно непрерывна. Следовательно, правая часть (27) может быть сделана
сколь угодно малой при подходящем выборе открытого множества A ⊃ E ∩Vj0 .

Таким образом, доказано, что ω(Ui0 ∩ ϕ−1(E ∩ Vj0)) = 0.

Если ω
(
ζ−1
i0

(BE(0, ρi0)
)
\ϕ−1(E∩Vj1 )) > 0 для какого-нибудь другого индек-

са j1, то с учетом наблюдения, что выбор j1 не имеет никакого преимущества
перед выбором j0, приходим к выводу, что ω(Ui0 ∩ ϕ−1(E ∩ Vj1 )) = 0. Анало-
гичный вывод справедлив для любого j. Следовательно, ω(Ui0 ∩ ϕ−1(E)) = 0.
Окончательно выводим, что отображение ϕ : Ui0 →W обладает N −1-свойством
Лузина.

Шаг 2. Покажем, что отображение ϕ обладает N −1-свойством Лузина
на любой другой координатной окрестности Ui1 из выбранных на первом шаге:
ζi1(Ui1) = BE(0, 2ρi1) ⊂ Rn, i1 6= i0. Положим xi0 = ζ−1

i0
(0) и xi1 = ζ−1

i1
(0).

Пусть γ : [0, L] → � — спрямляемая в римановой метрике кривая с кон-
цевыми точками γ(0) = xi0 , γ(L) = xi1 и параметризованная длиной дуги (по-
строение кривой с указанными свойствами можно найти в [22, лемма 3]). Пусть

� = dist(γ, ∂�) = inf
t∈[0,L]

dist(γ(t), ∂�).

В каждой точке γ(s) кривой γ рассмотрим координатную окрестность ζs : Us →
Rn, Us ⊂ �. Можно считать, что ζs(Us) = BE(0, 2ρs) ⊂ Rn, s ∈ (0, L). Со-
вокупность окрестностей Us, s ∈ (0, L), вместе с Ui0 и Ui1 образует открытое
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покрытие компактного множества γ([0, L]), из которого можно выбрать конеч-
ное подпокрытие {Usj}, 0 < s0 < s1 < . . . < sj < . . . < sm < L, включая в него
Ui0 и Ui1 .

Очевидно, окрестность Ui0 имеет непустое пересечение W1 с некоторой
окрестностью из числа выбранных: пусть это будет окрестность Usj1 , содер-
жащая точку γ(t1), где t1 = inf{s ∈ (0, l) : γ(s) /∈ Ui0}: W1 = Ui0 ∩ Usj1 . Следо-
вательно, окрестность Usj1 можно взять в качестве окрестности Ui0 на первом
шаге рассуждения. В результате придем к выводу, что

ω(ϕ−1(E) ∩ Usj1 ) = 0.

Продолжая этот процесс по индукции, получим N −1-свойство отображения
ϕ : Ui1 →W .

Шаг 3. Поскольку выбор координатной окрестности Ui1 произволен, до-
казано N −1-свойство Лузина отображения ϕ : �→W .

Случай 1 < q = p = n. Фиксируем компактно вложенное связное откры-
тое множество E ⊂ �. Поскольку отображение ϕ∗ индуцирует ограниченный
оператор композиции ϕ∗ : L1

n(W ) ∩ Liploc(W ) → L1
n(�), в силу неравенства

Гёльдера для всех q′ ∈ [1;n) и u ∈ L1
n(W ) ∩ Liploc(W ) имеем

∥∥ϕ∗u | L1
q′(E)

∥∥ ≤ ω(E)1−
q′

n

∥∥ϕ∗u | L1
n(E)

∥∥

≤ ω(E)1−
q′

n

∥∥ϕ∗u | L1
n(�) ≤ ω(E)1−

q′

n

∥∥ϕ∗‖
∥∥u | L1

n(W )
∥∥.

Последнее означает, что ϕ индуцирует ограниченный оператор композиции ϕ∗ :
L1
n(W ) ∩ Liploc(W ) → L1

q′(E), где ϕ∗(f) = f ◦ ϕ|E . Полагаем q′ = 1. Да-
лее доказательство с очевидными изменениями следует рассуждениям случая
1 ≤ q < p = n. В результате получаем N −1-свойство отображения ϕ : E → W .
Поскольку существует счетное семейство компактно вложенных открытых мно-
жества Ej ⋐M, покрывающих M, теорема доказана и в этом случае.

§ 5. Вариант теоремы 1 для гомеоморфизмов

Определение 5. Пусть M и M — римановы многообразия одинаковых
размерностей n ≥ 2, � ⊂ M — открытое множество, W ⋐ M — компактно
вложенная область. Пусть 1 ≤ q ≤ p <∞. Определим класс Qq,p(�,W ) гомео-
морфизмов ϕ : �→W открытых областей � и W таких, что

1) ϕ ∈ W 1
q,loc(�);

2) отображениеϕ имеет конечное искажение: Dϕ(x) = 0 п. вс. на множестве
Z = {x ∈ � | detDϕ(x) = 0};

3) операторная функция искажения

D ∋ x 7→ Kq,p(x, ϕ) =

{ |Dϕ(x)|
| detDϕ(x)|

1
p
, если detDϕ(x) 6= 0,

0, если detDϕ(x) = 0,

принадлежит Lσ(D), где 1
σ = 1

q − 1
p , если 1 ≤ q < p <∞, и σ =∞, если q = p.

Теорема 3. Пусть задан гомеоморфизм ϕ : �→W областей � ⊂M и W ⋐
M . Гомеоморфизм ϕ : �→W индуцирует ограниченный оператор композиции

ϕ∗ : L1
p(W ) ∩ Liploc(W )→ L1

q(�), 1 ≤ q ≤ p <∞,
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тогда и только тогда, когда ϕ ∈ Qq,p(�,W ).
Кроме того, верны соотношения

αq,p‖Kq,p(·, ϕ) | Lσ(ϕ−1(V ))‖ ≤ ‖ϕ∗V ‖ ≤ ‖Kq,p(·, ϕ) | Lσ(ϕ−1(V ))‖

для любого открытого множества V ⊂W .

Если дополнительно кривизна Риччи многообразия M ограничена снизу:

Rc ≥ −Kg для некоторого K > 0, то утверждение теоремы верно для любого

открытого множества W ⊂M .

Доказательство. Сформулированное утверждение — это почти очевид-
ное следствие теорем 1 и 2. Для полной ясности достаточно проверить, что

∫

ϕ−1(V )

Kσ
q,p(x, ϕ) dω(x) =

∫

ϕ−1(V )\Z

( |Dϕ(x)|
| detDϕ(x)| 1p

) 1
σ

dω(y) =

∫

V

Hσ
ϕ,q(y) dν(y).

§ 6. Распространение оператора композиции
теорем 1–3 на все пространство Соболева

Здесь докажем, как из перечисленных в теореме 1 свойств отображения
ϕ можно получить продолжение по непрерывности оператора ϕ∗ : L1

p(W ) ∩
Liploc(W ) → L1

q(M), 1 ≤ q ≤ p < ∞, совпадающее в определенном смысле с
оператором композиции.

Предложение 8. Пусть M и M — римановы многообразия одинаковых

размерностей. Пусть измеримое отображение ϕ : �→W , определенноe в обла-

сти � ⊂ M, со значениями в открытом множестве W ⋐M индуцирует ограни-

ченный оператор композиции

ϕ∗ : L1
p(W ) ∩ Liploc(W )→ L1

q(�), 1 ≤ q ≤ p <∞, (28)

однородных пространств Соболева по правилу ϕ∗(u) = u ◦ ϕ и не является

постоянным в области �. Тогда для произвольной функции f ∈ L1
p(W ) распро-

странение оператора ϕ∗ в топологии L1
p(�) совпадает с композицией

� ∋ x→ ϕ∗(f)(x) = f ◦ ϕ(x) =

{
п. вс. в �, если f ∈ L1

p(W ), p ∈ [1, n],

всюду в D, если f ∈ L1
p(W ) ∩ C(W ), p > n.

Замечание 5. При p > n функция f ∈ L1
p(W ) может быть переопределена

на множестве меры нуль таким образом, что она станет непрерывной. Поэтому
обозначение f ∈ L1

p(W )∩C(W ) никаких существенных ограничений на функцию
не накладывает, а говорит лишь о том, что в композиции f ◦ϕ при p > n следует
рассматривать непрерывный представитель функции f ∈ L1

p(W ).

Доказательство. Во всех случаях 1 ≤ q ≤ p < ∞ имеем (28). Оста-
ется доказать, что распространение оператора по непрерывности совпадает с
оператором суперпозиции. Если f ∈ L1

p(W ) — произвольная функция, то рас-

смотрим последовательность функций fk ∈ L1
p (W ) ∩ Liploc(W ), сходящуюся к

f не только в L1
p(W ), но и п. вс. при p ≤ n и поточечно при p > n в области W .

Тогда последовательность композиций fk ◦ ϕ сходится в L1
q(�) (так как фунда-

ментальная последовательность переходит в фундаментальную). Кроме того,
fk ◦ ϕ сходится поточечно к f ◦ ϕ в � при p > n и почти всюду при p ≤ n, так
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как в этом случае отображение ϕ обладает N −1-свойством Лузина (см. выше
предложение 7).

Дальнейшие рассуждения основаны на аргументах работы [2, доказатель-
ство теоремы 5]. Остается сделать вывод о том, что f ◦ϕ — локально суммиру-
емая в области � функция. Тогда fk ◦ ϕ будет сходиться к f ◦ ϕ ∈ L1

p(�).
Существует шар B ⋐ � такой, что |B\Z| > 0, где Z — множество нулей

якобиана. Если это не так, то в силу конечности искажения имеем Dϕ(x) = 0
для п. вс. x ∈ B, откуда вытекает, что ϕ = const на любом шаре B. Последнее
невозможно, так как � — связное множество, ϕ — непостоянное отображение.

Суммируемость композиции f ◦ϕ очевидна на B, если функция f ограниче-
на в области �. Произвольный случай сводится к ограниченной снизу функции
f такой, что f ◦ ϕ(x) = 0 на некотором множестве F ⊂ B\Z положительной
меры. Действительно, множество {z ∈ ϕ(B\Z) | f(z) − k0 ≤ 0} будет иметь
положительную меру при некотором k0 ∈ N; тогда вместо f можно рассмотреть
функцию max(f(z)− k0, 0) ∈ L1

p(W ).

Фиксируем функцию f ∈ L1
p (W ), для которой множество F = {x ∈ B\Z |

f ◦ ϕ(x) = 0} имеет положительную меру. Тогда последовательность функ-
ций um = gm ◦ ϕ ∈ L1

q(B), где gm = min(f,m), монотонно возрастая, схо-
дится на B к функции u = f ◦ ϕ при m → ∞. Подставим функцию um в
следующее неравенство Пуанкаре: пусть F — измеримое подмножество ша-
ра B = B(0, r) положительной меры (можно считать, что B = B(0, r) — ев-
клидов шар, лежащий в некоторой координатной окрестности в �); для всех
v ∈ L1

q(B), 1 ≤ q <∞, v|F = 0, выполняется неравенство

(∫

B

|v|q dx
)1/q

≤ Cr

(r−n|F |)1/q
(∫

B

|∇v|q dx
)1/q

(здесь C — некоторая постоянная, не зависящая от функции v). В результате
получим

∫

B

|um|q dx ≤
Cqrq

r−n|F |

∫

B

|∇um|q dx ≤
Cqrq

r−n|F |

∫

B

|∇u|q dx.

Так как последовательность функций uk = gk◦ϕ, монотонно возрастая, сходится
на B к функции u = f ◦ ϕ п. вс., по теореме Беппо Леви функция u = f ◦ ϕ
принадлежит Lq(B). Поскольку шар B ⊂ � произволен, композиция f ◦ ϕ
локально суммируема в области D.
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