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ЗАМЕЧАНИЕ О ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЯХ,

РАЦИОНАЛЬНЫХ ПО ЧАСТИ ПЕРЕМЕННЫХ

О. А. Иванова, С. Н. Мелихов

Аннотация. Исследованы голоморфные в полицилиндрической области функции,
рациональные по части переменных при произвольно зафиксированных остальных.
Доказано, что такие функции можно представить в виде отношения многочленов от
этих переменных, коэффициенты которых голоморфны по остальным переменным.
При этом применяется метод Кронекера доказательства критерия рациональности
голоморфной в окрестности точки 0 функции одной комплексной переменной, ис-
пользующий свойства ганкелевых матриц.
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1. Введение

Пусть � := �1× · · · ×�N — произведение односвязных областей в C. В на-
стоящей работе изучаются функции, голоморфные в � и рациональные по пере-
менным z1, . . . , zM , 1 ≤ M < N , при любых фиксированных остальных. Такие
функции для любых zj ∈ �j , M+1 ≤ j ≤ N , можно представить в виде отноше-
ния многочленов от переменных z1, . . . , zM , коэффициенты и степени которых
зависят от zM+1, . . . , zN . Возникает естественный вопрос о том, можно ли фор-
мальные степени таких многочленов выбрать не зависящими от zM+1, . . . , zN ,
а их коэффициенты — голоморфными в �M+1 × · · · × �N . Основной результат
данной работы — теорема 1 — положительно отвечает на этот вопрос. Мы пред-
лагаем доказательство этого результата, поскольку в известной нам литературе
его не нашли.

При доказательстве теоремы 1 используется метод Кронекера [1], устано-
вившего с его помощью критерий рациональности голоморфной функции одной
комплексной переменной в терминах ее тейлоровских коэффициентов (см. так-
же [2, разд. 7, § 2]). Существенную роль в нем играют свойства ганкелевых мат-
риц. Особенностью рассмотренной в статье ситуации является то, что элементы
таких матриц здесь являются голоморфными функциями. Внимание авторов к
упомянутому методу привлекла работа Сичака [3], использовавшего его при до-
казательстве достаточного условия рациональности функции многих комплекс-
ных переменных. Потребность исследовать «почти» рациональные функции
возникла при изучении циклических векторов и инвариантных подпространств
системы операторов частного обратного сдвига в пространствах функций, го-
ломорфных в полицилиндрических областях, в частности (и тогда речь идет о
«почти» многочленах), в пространстве всех целых в CN функций (см., напри-
мер, [4]).
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2. Основной результат

Далее N ∈ N, N ≥ 2; �j , 1 ≤ j ≤ N , — односвязные области в C, содер-
жащие точку 0; � := �1 × · · · × �N ; N0 := N ∪ {0}. Для z ∈ CN полагаем
z′ := (z2, . . . , zN); �′ := �2 × · · · × �N .

Теорема 1. Пусть функция f голоморфна в �, отлична от тождественного
нуля и рациональна по переменным z1, . . . , zM , 1 ≤ M < N , при произвольно

зафиксированных остальных. Тогда f можно представить в виде f(z) = P (z)
Q(z) ,

где P , Q — многочлены от переменных z1, . . . , zM с голоморфными в �M+1 ×
· · · × �N коэффициентами.

Доказательство. Мы следуем идее доказательства критерия Кронекера
рациональности функции одной комплексной переменной [1, §X, XI]. Доказа-
тельство упомянутого критерия Кронекера, связанное с ганкелевыми матри-
цами, содержится, например, в [2, разд. 7, § 2]. Приведем соответствующие
рассуждения с необходимой адаптацией к рассматриваемой многомерной ситу-
ации.

Вначале покажем нужное для M = 1. Для любого z′ ∈ �′ найдется k =
k(z′) ∈ N такое, что f представляется в виде

f(z) =

k−1∑
j=0

aj(z′)z
j
1

k∑
q=0

bq(z′)zlq

, z ∈ �. (1)

Существует ε > 0, для которого круг {z1 ∈ C | |z1| < ε} содержится в �1. В этом
круге функцию f можно разложить в ряд Тейлора по переменной z1:

f(z) =
∞∑

s=0

cs(z′)zs1, z′ ∈ �′. (2)

Из равенств

cs(z
′) =

1
s!
∂sf

∂zs1
(0, z′), z′ ∈ �′, s ∈ N0, (3)

следует, что функции cs, s ∈ N0, голоморфны в �′.
Если не более конечного числа функций cs ненулевые в �′, то представление

f в виде (2) является тем, которое нужно доказать. Пусть бесконечное число
функций cs являются ненулевыми в �′. В силу (1) в �′ выполняются равенства

j∑

s=0

csbj−s = aj , 0 ≤ j ≤ k − 1,
j∑

s=j−k

csbj−s = 0, j ≥ k. (4)

Для m, l ∈ N0, z′ ∈ �′ введем матрицы

Cm,l(z
′) :=




cm(z′) cm+1(z′) · · · cm+l(z′)
cm+1(z′) cm+2(z′) · · · cm+l+1(z′)
· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

cm+l(z′) cm+l+1(z′) · · · cm+2l(z′)



.

Из равенств (4) и того, что для любого z′ ∈ �′ хотя бы один из коэффициентов
bq(z′) отличен от 0, вытекает, что det Cm,l(z′) = 0 для всех z′ ∈ �′, m ∈ N0,



Замечание о голоморфных функциях 923

l ≥ k. Выберем r > 0 такое, что замкнутый поликруг Dr := {z′ ∈ �′ | |zj| ≤
r, 2 ≤ j ≤ N} содержится в �′. Введем множества

Mp := {z′ ∈ Dr | k(z′) = p}, p ∈ N.

Ясно, что Dr =
⋃
p∈N

Mp. Вследствие теоремы Бэра о категориях, примененной

к полному метрическому пространству Dr с обычной евклидовой метрикой, су-
ществует k0 ∈ N, для которого множество Mk0 не является нигде не плотным в
Dr. Тогда замыкание Mk0 в Dr содержит некоторое непустое открытое множе-
ство V ⊂ �′ . Это влечет, что detCm,l = 0 в V , а значит, и в �′ для всех m ∈ N0

и l ≥ k0.
Воспользуемся таким свойством альтернативной стабильности матриц Cm,l:

если для l ∈ N, m ∈ N0, z′ ∈ �′ выполняются равенства det Cm+t,l(z′) = 0 для
любого t ∈ N0, то либо все определители det Cm+1+t,l−1(z′), t ∈ N0, равны 0,
либо все они не равны 0 (см. [2, разд. 7, § 2, задачи 19, 20]). В силу этого
свойства найдется r0 ∈ N такое, что r0 ≤ k0, det Cm,r0 = 0 в �′ для любых
m ≥ k0 − r0, и существует z′0 ∈ �′, для которого detCm,r0−1(z′0) 6= 0 для всех
m ≥ k0 − r0 + 1. Введем множество

�′0 := {z′ ∈ �′ | detCk0−r0+1,r0−1(z′) 6= 0},
непустое и открытое в �′. Из теоремы единственности для голоморфных функ-
ций следует, что множество {z′ ∈ �′ | detCk0−r0+1,r0−1(z′) = 0} нигде не плотно
в �′ (см., например, [5, гл. II, § 8, п. 21, теорема 1]), а значит, �′0 плотно в �′.
Свойство стабильности влечет, что det Cm,r0−1(z′) 6= 0 для всех m ≥ k0 − r0 + 1
и z′ ∈ �′0.

Определим подходящим образом заново коэффициенты aj и bq, оставив
для них предыдущие обозначения. Для каждого z′ ∈ �′0 существует решение
ξ(z′) = (ξk0−r0(z

′), ξk0−r0(z
′), · · · , ξk0(z′)) системы

k0∑

s=k0−r0

cs+j(z′)ξs(z′) = 0, 1 ≤ j ≤ r0,

для которого ξk0(z
′) = 1. Из формул Крамера следует, что все функции ξs,

k0 − r0 ≤ s ≤ k0, могут быть представлены в следующем виде:

ξs(z′) =
ηs(z′)

detCk0−r0+1,r0−1(z′)
, z′ ∈ �′0, (5)

где функции ηs, k0− r0 ≤ s ≤ k0, голоморфны в �′. Так как для любого z′ ∈ �′0
первая строка матрицы Ck0−r0,r0(z

′) является линейной комбинацией остальных
ее строк, то для z′ ∈ �′0 выполняется равенство

k0∑

s=k0−r0

cs(z
′)ξs(z

′) = 0.

Поскольку для каждого j ≥ r0 +1 и всякого z′ ∈ �′0 последняя строка матрицы
Ck0−r0+j,r0(z

′) является линейной комбинацией предыдущих, то вектор ξ(z′) для
z′ ∈ �′0 является решением и бесконечной системы

k0∑

s=k0−r0

cs+j(z′)ξs(z′) = 0, j ≥ r0 + 1.
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Равенства (5) и плотность �′0 в �′ влекут, что для любого j ≥ 0 в �′

k0∑

s=k0−r0

cs+jηs = 0.

Если r0 < k0, то положим ηs(z′) = 0 при 0 ≤ s ≤ k0 − r0 − 1, z′ ∈ �′. Тогда
k0∑
s=0

cs+jηs = 0 в �′ для любого j ∈ N0. Положим bq(z′) = ηk0−q(z
′), 0 ≤ q ≤ k0,

z′ ∈ �′. Коэффициенты aj определим равенствами

aj :=
j∑

s=0

csbj−s, 0 ≤ j ≤ k0 − 1.

Так как
j∑

s=j−k0

csbj−s = 0 в �′ для любого j ≥ k0, то функция f имеет представ-

ление

f(z) =

k0−1∑
j=0

aj(z′)z
j
1

k0∑
q=0

bq(z′)z
q
1

, z ∈ �, (6)

обладающее требуемыми свойствами при M = 1.
Предположим, что 2 ≤M ≤ N − 1 и доказываемое утверждение верно для

M − 1. Зафиксируем zj ∈ �j , M + 1 ≤ j ≤ N . Функцию f можно предста-
вить в виде f(z) = A(z1, . . . , zM )/B(z1, . . . , zM ), где A,B — взаимно простые
многочлены от переменных z1, . . . , zM , зависящие от зафиксированных zj ∈ �j ,
M + 1 ≤ j ≤ N . Согласно [6, лемма 2.2.2] B не имеет корней в �1 × · · · × �M .
Поэтому для любых zj ∈ �j , 2 ≤ j ≤M , функция B(z1, . . . , zM ) является нену-
левым многочленом от z1. Значит, функция f(z) рациональна по z1 для любых
zj ∈ �j , 2 ≤ j ≤ N . По предыдущей части f имеет вид, как в (6). При этом ко-
эффициенты aj и bq выражаются описанным выше образом через функции cs,
s ∈ N0. Вследствие равенств (33) и того, что B 6= 0 в �1×· · ·×�M , все функции
cs рациональны по z2, . . . , zM . Поэтому все коэффициенты aj и bq рациональны
по переменным z2, . . . , zM при любых фиксированных zj ∈ �j , M + 1 ≤ j ≤ N .
По предположению каждая из функций aj и bq является отношением многочле-
нов от z2, . . . , zM с голоморфными в �M+1×· · ·×�N коэффициентами. Поэтому
функция f представляется нужным образом и для M . Теорема доказана. �

Отметим простое утверждение, которое влекут приведенные при доказа-
тельстве предыдущей теоремы рассуждения.

Следствие 1. Пусть функция f голоморфна в � и является многочленом
от переменных z1, . . . , zM , 1 ≤ M < N , при любых фиксированных остальных.
Тогда f является многочленом от переменных z1, . . . , zM с голоморфными в
�M+1 × · · · × �N коэффициентами.

Доказательство. Будем использовать обозначения из доказательства тео-
ремы 1. В этом случае при M = 1 в равенстве (1) можно взять b0(z′) = 1 и
bq(z′) = 0, 1 ≤ q ≤ k = k(z′), z′ ∈ �′. Тогда для z′ ∈ �′ выполняются соотноше-
ния aj(z′) = cj(z′), если 0 ≤ j ≤ k−1, и cj(z′) = 0, если j ≥ k. По доказательству
теоремы 1 для M = 1 существует k0 ∈ N, для которого замыкание множества
Mk0 в �′ содержит непустое открытое подмножество �′ и cj = 0 в Mk0 для всех
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j ≥ k0. Значит, cj = 0 в �′ для любого j ≥ k0. С помощью доказанного для
M = 1 случай с M ≥ 2 сводится к M − 1. �
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