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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО

УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА

В. Г. Романов

Аннотация. Рассматривается нелинейное уравнение переноса, содержащее две
нелинейности и коэффициент q(x) при младшем нелинейном члене, зависящий от
двух или трех пространственных переменных. Изучается прямая задача для этого
уравнения с данными на части боковой поверхности цилиндрической области. Ре-
шение строится в явном виде. Доказывается единственность решения. Ставится за-
дача нахождения коэффициента q(x) по некоторой информации о решении прямой
задачи. Показывается, что обратная задача редуцируется к задаче рентгеновской
томографии. Это открывает путь ее эффективного численного решения.
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1. Введение

Пусть

B = {x ∈ Rn| |x| ≤ R}, n = 2, 3, R > 0, S = {x ∈ Rn| |x| = R},

ν = (cosϕ, sinϕ), n = 2; ν = (cosϕ, sinϕ, 0), n = 3,

где ϕ — некоторый фиксированный угол. Определим

S−(ν) = {x ∈ S | x · ν ≤ 0}, S+(ν) = {x ∈ S | x · ν > 0}.

Рассмотрим уравнение

ut + u ν · ∇u+ q(x)um = 0, (x, t) ∈ B × R, (1)

в котором q(x) — непрерывно дифференцируемая в области B = B∪S функция,
m — вещественное число. Присоединим к уравнению (1) условие

u|S−(ν) = A, (x, t) ∈ S− (ν)× [0, T ]. (2)

Здесь A и T — положительные постоянные.
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Прямая задача. При заданных q(x), ν, m и A найти функцию u(x, t) как
решение задачи (1), (2) в области B × R там, где это возможно.

Наряду с этой задачей будет рассмотрена обратная задача, заключающаяся
в построении функции q(x) в области B по информации о решении прямой за-
дачи для x ∈ S+(ν) и некоторого множества ν = ν(ϕ). Более точная постановка
задачи будет сформулирована в разд. 3.

Обратные задачи для нелинейных уравнений начали интенсивно изучаться
в последнее время. В [1–5] были изучены задачи, в которых уравнения гипербо-
лического типа рассматриваются на лоренцевом многообразии, а сами уравне-
ния являются квазилинейными. При этом изучены задачи определения лорен-
цевой метрики либо коэффициентов при нелинейностях. В работе [5] рассмот-
рена задача для системы нелинейных уравнений теории упругости. В [6–11]
изучены обратные задачи определения коэффициентов нелинейного волнового
уравнения. В [12–15] исследованы задачи определения коэффициентов, вхо-
дящих в волновое уравнение, содержащее одну или две нелинейности. Осно-
вой исследования этих задач являлось разложение решения прямой задачи в
окрестности фронта волны. В статье [16] изучена одномерная обратная задача
определения коэффициента, стоящего при нелинейности в системе уравнений
электродинамики с нелинейным поглощением. Найдены условия, при выполне-
нии которых имеет место теорема о локальном существовании и единственности
решения обратной задачи. Получена также глобальная оценка устойчивости ре-
шений задачи.

В настоящей работе изучается обратная задача определения коэффициента
q(x), входящего в уравнение (1). В разд. 2 дается анализ решения прямой задачи
(1), (2), выписывается явный вид решения. На его основе формулируется и
исследуется обратная задача. Решение задачи определения искомой функции
q(x) сводится к классической задаче рентгеновской томографии об определении
функции через интегралы от нее вдоль всевозможных прямых линий, лежащих
в плоскостях ортогональных оси x3. Насколько известно автору, все результаты
статьи новые.

2. Анализ решения прямой задачи

Для задачи (1), (2) имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть функция q(x) непрерывно дифференцируема в области
B и для нее выполнено условие

2|2−m|R‖q‖C(B) < A2−m. (3)

Тогда существует единственное непрерывно дифференцируемое положительное
решение задачи (1), (2) и это решение дается формулой

u(x, t) =





A exp

(
−
ψ−1(t−t0,x,ν)∫

0

q(x + (s′ − s(x, ν))ν) ds′
)
, m = 2,

(
A2−m − (2−m)

ψ−1(t−t0,x,ν)∫
0

q(x0 + (s′ − s(x, ν))ν) ds′
)1/(2−m)

, m 6= 2,

(4)

(x, t) ∈ D =
⋃

t0∈[0,T ]

�(t0), �(t0) = {(x, t) | x ∈ B, t ∈ [t0, t0 + ω(x, ν)]}, t0 ∈ [0, T ],
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в которой

s(x, ν) = (x · ν) +
√

(x · ν)2 +R2 − |x|2, (5)

функция ψ−1(t − t0,x, ν) является обратной по первому аргументу к функции
ψ(s,x, ν), определяемой формулой

ψ(s,x, ν) =





1
A

s∫
0

exp

(
s′′∫
0

q(x + (s′ − s(x, ν))ν) ds′
)
ds′′, m = 2,

s∫
0

(
A2−m − (2−m)

s′′∫
0

q(x0 + (s′ − s(x, ν))ν) ds′
)1/(m−2)

ds′′, m 6= 2,

(6)
x ∈ B, s ∈ [0, 2

√
(x · ν)2 +R2 − |x|2]. ω(x, ν) = ψ(2

√
(x · ν)2 +R2 − |x|2,x, ν).

Доказательство. Рассмотрим систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений

dx

dt
= u(x, t)ν,

du

dt
= −q(x)um(x, t) (7)

с начальными условиями

x|t=t0 = x0 ∈ S−(ν), u|t=t0 = A, t0 ∈ [0, T ]. (8)

Соотношения (7), (8) определяют интегральные линии уравнения (1), выходя-
щие из точек (x0, t0) ∈ S−(ν) × [0, T ], и значения функции u(x, t) вдоль этих
линий. Проекции интегральных линий на пространство Rn представляют собой
отрезки прямых линий

L(x0, ν) = {x0 + sν, s = [0,−2(x0 · ν)]},

содержащиеся в B, выходящие из точек x0 ∈ S−(ν) в направлении ν. Вдоль
L(x0, ν) параметр s является функцией t. В связи с этим уравнения (7) вдоль
L(x0, ν) можно записать в виде

ds

dt
= u(x0 + s(t)ν, t)ν,

du

dt
= −q(x0 + s(t)ν)um(x0 + s(t)ν, t). (9)

К уравнениям (9) надо добавить начальные условия

s|t=t0 = 0, u|t=t0 = A, t0 ∈ [0, T ]. (10)

Чтобы проинтегрировать систему уравнений (9), (10) удобно рассматривать t
как функцию s, т. е. t = t(s), временно опуская зависимость этой функции от
x0, t0 и ν. Тогда уравнения (9) приводят к уравнениям

dt

ds
=

1
u(x0 + sν, t(s))

,
du

ds
= −q(x0 + sν)um−1(x0 + sν, t(s)). (11)

Условия (10) можно записать в виде

t|s=0 = t0, u|s=0 = A. (12)

Если m = 2, то из второго уравнения (11) и начальных данных (12) следует
формула для отыскания функции u(x, t) вдоль L(x0, ν):

u(x0 + sν, t(s)) = A exp


−

s∫

0

q(x0 + s′ν) ds′


 , s ∈ [0,−2(x0 · ν)]. (13)
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Тогда

t(s) = t(s,x0, t0, ν) = t0 +
1
A

s∫

0

exp




s′′∫

0

q(x0 + s′ν) ds′


 ds′′, s ∈ [0,−2(x0 · ν)].

(14)
Если m 6= 2, то уравнение для u(x0 + sν, t(s)) запишем в виде

du

um−1
= −q(x0 + sν).

Интегрируя его с учетом начальных данных, получаем уравнение

u2−m(x0 + sν, t(s))−A2−m = −(2−m)

s∫

0

q(x0 + s′ν) ds′,

из которого находим, что

u(x0+sν, t(s)) =


A2−m − (2−m)

s∫

0

q(x0 + s′ν) ds′




1/(2−m)

, s ∈ [0,−2(x0·ν)].

(15)
Уравнение для отыскания функции t(s) тогда принимает вид

dt

ds
=


A2−m − (2 −m)

s∫

0

q(x0 + s′ν) ds′




1/(m−2)

.

Интегрируя его, приходим к формуле

t(s) = t(s,x0, t0, ν) = t0 +

s∫

0


A2−m − (2−m)

s′′∫

0

q(x0 + s′ν) ds′




1/(m−2)

ds′′,

(16)
s ∈ [0,−2(x0 · ν)]. Заметим, что при выполнении условия (3) формулы (15) и
(16) корректны, так как

A2−m − (2 −m)

s∫

0

q(x0 + s′ν) ds′ ≥ A2−m − |2−m|s‖q‖C(B)

≥ A2−m − 2|2−m|R‖q‖C(B) > 0.

Формулы (13)–(16) определяют параметрическое задание функции u(x, t).
Чтобы представить ее в виде (4)–(6) надо вначале выразить x0 через x и ν. Это
делается с помощью формулы

x0 = x− s(x, ν)ν. (17)

В этой формуле s(x, ν) определяется равенством (5). После этого надо подста-
вить выражение для x0 из формулы (17) в равенства (13)–(16). В результате
равенства (14), (16) запишутся в виде

t = t0 + ψ(s,x, ν),
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в котором функция ψ(s,x, ν) определена равенством (6). Эта функция мо-
нотонно растет с ростом s. При этом s ∈ [0, 2

√
(x · ν)2 +R2 − |x|2], так как

−2(x0 · ν) = 2
√

(x · ν)2 +R2 − |x|2. В силу монотонности функции ψ(s,x, ν)
по первому аргументу она имеет обратную ψ−1(t− t0,x, ν) по этому аргументу
для t ∈ [t0, t0 + ω(x, ν)], ω(x, ν) = ψ(2

√
(x · ν)2 +R2 − |x|2,x, ν). Подставляя в

формулы (13), (15) вместо s функцию ψ−1(t − t0,x, ν), получаем формулу (4).
Непрерывная дифференцируемость функции u(x, t) в области

D =
⋃

t0∈[0,T ]

�(t0), �(t0) = {(x, t) | x ∈ B, t ∈ [t0, t0 + ω(x, ν)]},

достаточно очевидна.
Докажем единственность решения задачи (1), (2). Допустим, что существу-

ют два ее решения u1(x, t) и u2(x, t). Обозначим

ũ(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t).

Из уравнения (1) следует равенство

ũt + u1∇ũ · ν + ũ∇u2 · ν + q(x)
(
um1 − um2

)
= 0. (18)

Представим разность um1 − um2 в виде

um1 − um2 = m

u1∫

u2

zm−1 dz = ũm

1∫

0

[u2(1− z′) + u1z
′]m−1 dz′ =: ũρ(u1, u2).

Тогда равенство (18) можно переписать в виде

ũt + u1(x, t)∇ũ · ν + ũ �(x, t) = 0, (19)

в котором

�(x, t) = ∇u2(x, t) · ν + q(x) ρ(u1(x, t), u2(x, t)).

Граничное условие (2) приводит к однородному условию

ũ(x, t) = 0, (x, t) ∈ S−(ν)× [0, T ]. (20)

Рассмотрим интегральные кривые уравнения

dx

dt
= u1(x, t)ν, (21)

выходящие из точек (x, t) ∈ S−(ν) × [0, T ]. Вдоль этих кривых уравнение (19)
записывается в виде линейного однородного уравнения

dũ

dt
= ũ �(x, t). (22)

Из уравнения (22) и нулевого начального условия (20) следует, что ũ(x, t) =
0 вдоль любой интегральной линии уравнения (21), т. е. u1(x, t) = u2(x, t).
Совокупность интегральных линий образует область D, определенную выше.
Отсюда следует единственность решения прямой задачи во всей области D. �
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3. Постановка обратной задачи и ее анализ

В этом разделе будем предполагать, что вектор ν может меняться в за-
висимости от угла ϕ, который пробегает промежуток [0, π). Таким образом,
ν = ν(ϕ). Как и в разд. 1, примем, что ν = ν(ϕ) = (cosϕ, sinϕ), если x ∈ R2, и
ν = ν(ϕ) = (cosϕ, sinϕ, 0), если x ∈ R3. Рассмотрим формулу (4). Положим в
ней t0 = 0 и x ∈ S+(ν(ϕ)). Тогда

s(x, ν) = 2(x · ν(ϕ)), ψ−1(t,x, ν) = 2(x · ν(ϕ)).

Обозначим

∂�(0, ϕ) = {(x, t) | x ∈ S+(ν(ϕ)), t = ω(2(x · ν(ϕ)),x, ν(ϕ))}.
Тогда формула (4) примет вид

u0(x, t, ϕ) =





A exp

(
−

2(x·ν(ϕ))∫
0

q(x + (s′ − 2(x · ν(ϕ)))ν) ds′
)
, m = 2,

(
A2−m − (2 −m)

2(x·ν(ϕ))∫
0

q(x0 + (s′ − 2(x · ν(ϕ)))ν) ds′
)1/(2−m)

, m 6= 2,

(23)
(x, t) ∈ ∂�(0, ϕ).

Обратная задача. Пусть для всех ν = ν(ϕ), ϕ ∈ [0, π), известны множе-
ства �(0, ϕ) и функция

u0(x, t, ϕ), (x, t) ∈ �(0, ϕ), ϕ ∈ [0, π).

Требуется найти q(x) в области B.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда функция q(x)
однозначно определяется в области B по заданной информации. Решение об-
ратной задачи сводится при этом к обычной задаче рентгеновской томографии.

Доказательство. Формула (23) позволяет вычислить интегралы
2(x·ν(ϕ))∫

0

q(x− sν(ϕ)) ds = h(x, ϕ), x ∈ S+(ν(ϕ)), ϕ ∈ [0, π). (24)

В случае двумерного пространства формула (24) определяет интегралы по пря-
мым, соединяющим произвольную пару точек границы S области B, а в слу-
чае трехмерного пространства по всевозможным прямым, лежащим в сечениях
области B плоскостями, ортогональными оси x3. И в том, и другом случа-
ях обратная задача восстановления функции q(x) по интегралам (24) является
хорошо изученной задачей томографии, для решения которой существует боль-
шое число алгоритмов и программ. Впервые задача обращения интегрального
преобразования типа (24) была решена австрийским математиком Иоганном
Радоном (Johann Karl August Radon) в работе [17]. Он предложил явную фор-
мулу обращения, из которой следует и единственность решения уравнения (24)
в классе непрерывных функций. Вычислительный алгоритм решения задачи
рентгеновской томографии, отличный от алгоритма, следующего из формулы
обращения Радона, был предложен Алланом Кормаком в статье [18] (см. также
[19]). За разработку компьютерной томографии и создание первого компьютер-
ного рентгеновского томографа А. Кормак и Г. Хаунсфилд (Godfrey Newbold
Hounsfield) в 1979 г. были удостоены Нобелевской премии по физиологии и ме-
дицине. Различные алгоритмы и методы решения задач томографии изложены
в книгах [20–22]. �
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