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1. Введение

Настоящая работа посвящена построению общей теории собранных про-
странств. Свойство собранности играет центральную роль в изучении топо-
логических T0-пространств, в частности, в теории дуальности для дистрибу-
тивных частично упорядоченных множеств (см. например [1]). Собранность
является одним из характеристических свойств так называемых спектральных
пространств и пространств, близких к ним (другими словами, дуальных объ-
ектов для дистрибутивных частично упорядоченных множеств). Более точно,
T0-пространство спектрально тогда и только тогда, когда оно является компакт-
ным собранным пространством, в котором все открытые компактные множества
образуют мультипликативную базу топологии (см., например, [2, разд. 3], а так-
же [3, разд. 13.2] и [1]).

В [4] Сю предложил определение обобщенно собранного пространства (или
H-собранного пространства), см. определения 1 и 2 ниже. Это определение
включает в себя (вместе с понятием собранности) много хорошо известных
свойств T0-пространств, в частности, свойство вполне фильтрованности, ко-
торое изучалось, к примеру, в работах китайских математиков [5–7], а также
свойство направленной полноты (см. например работы Ю. Л. Ершова [3, 8–11]
и Каймеля и Лосона [12]).

В работе Ю. Л. Ершова [13] было установлено, что для определенных кате-
горий K T0-пространств любое T0-пространство обладает K-пополнением. Этот
результат обобщает результат, установленный Сю в [4], который говорит о том,
что каждое T0-пространство обладает H-собрификацией. Более того, оказалось,
что многие результаты, установленные для пространств непрерывных функций,
имеют естественное обобщение в рамках понятия H-собранности. Процитируем,
например, такой результат.

Работа выполнена в рамках проекта Российского научного фонда no. 24-21-00075,
https://rscf.ru/project/24-21-00075/.
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Теорема 1 [14, теорема 14]. Пусть H является I-системой. Для T0-прост-
ранства Y эквивалентны следующие условия.

(i) Пространство Y H-собранно.
(ii) Пространство CI (X,Y) H-собранно для каждого c-компактного про-

странства X.
(iii) Пространство CI (X,Y) H-собранно для некоторого [c-компактного]

пространства X.
(iv) Пространство C(X,Y) H-собранно для каждого T0-пространства X.
(v) Пространство C(X,Y) H-собранно для некоторого T0-пространства X.
(vi) Пространство CT (X,Y) H-собранно для некоторого T0-пространства X

и топологии T на C(X,Y) такой, что P ⊆ T ⊆ TA(⊆)♯.

Ввиду следствия 2 теорема 1 может быть применена к любой из I-систем,
перечисленных в начале разд. 2 ниже. Таким образом, теорема 1 обобщает, в
частности, теоремы 9 и 12 из [15], а также некоторые результаты из [16]. Более
того, из теоремы 1 и леммы 15(i) ниже вытекает, что категория H H-собранных
пространств является декартово замкнутой полной подкатегорией категории
Top0 топологических T0-пространств.

Как следует из результатов настоящей статьи, многие свойства собранных
пространств имеют свое естественное обобщение на H-собранные пространства.
Нашими основными результатами являются теоремы 11 и 20, которые характе-
ризуют H-собранные пространства в терминах расширений, и теорема 23, ко-
торая описывает H-собрификации T0-пространств. Эта статья является первой
в цикле статей об обобщенно собранных пространствах. Во второй части этого
цикла бы обсудим H-собрификации аппроксимационных пространств.

Терминология, касающаяся T0-пространств, соответствует монографиям
[3, 17, 18].

2. H-собранные пространства

2.1. I-системы и H-собранность Для топологического T0-пространства
X рассмотрим следующие подмножества его носителя X :

– I(X), множество всех непустых неприводимых подмножеств в X ;
– S(X), множество всех одноэлементных подмножеств в X ;
– D(X), множество всех непустых направленных вверх подмножеств в X ;
– WF(X), множество всех непустых вполне фильтрованных подмножеств

в X ;
– R(X), множество всех непустых подмножеств Рудина в X ;
– Ib(X), множество всех непустых ограниченных неприводимых подмно-

жеств в X ;
– Db(X), множество всех непустых ограниченных направленных вверх под-

множеств в X ;
– WFb(X), множество всех непустых ограниченных вполне фильтрованных

подмножеств в X ;
– Rb(X), множество всех непустых ограниченных подмножеств Рудина в X .

Определение 1 [4]. Системой подмножеств называется ковариантный
функтор H:Top0 → Set такой, что S(X) ⊆ H(X) ⊆ 2X , и для каждого Y ∈ Top0

и любого непрерывного отображения f :X → Y имеем H(f)(A) = f(A) ∈ H(Y)
для всех A ∈ H(X).

Система подмножеств H называется неприводимой системой или просто
I-системой, если H(X) ⊆ I(X) для всех X ∈ Top0.
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Следствие ниже вытекает непосредственно из определения 1.

Следствие 2. Если X ∈ {D,Db,WF,WFb,R,Rb, I, Ib}, то X является I-систе-
мой.

Для системы подмножеств H полагаем Hc(X) = {clXA | A ∈ H(X)}.
Определение 2 [4]. Пусть H — система подмножеств. T0-пространство X

называется H-собранным, если Hc(X) = Sc(X).

Очевидно, что класс всех S-собранных пространств совпадает с классом
всех T0-пространств, а класс всех I-собранных пространств — с классом всех
собранных пространств.

2.2. H-собранно определенные множества.

Определение 3 [4, определение 4.17]. Пусть X — T0-пространство, и пусть
H — I-система. Подмножество A ⊆ X называется H-собранно определенным, ес-
ли для каждого H-собранного пространства Y и каждого непрерывного отоб-
ражения f :X → Y существует [единственный] элемент yA ∈ Y такой, что
clY f(A) =↓ yA.

Через Hd(X) обозначаем множество всех H-собранно определенных подмно-
жеств в X .

Непосредственным образом можно установить следующее утверждение.

Лемма 3 [4, лемма 4.20]. Пусть H — I-система, пусть X,Y — T0-прост-
ранства, пусть отображение f :X → Y непрерывно, и пусть A ∈ Hd(X). Тогда
f(A) ∈ Hd(Y).

Лемма 4 [4, лемма 4.19]. Если H — I-система, то H ⊆ Hd ⊆ I. В частности,
Hd(X) является I-системой, а Id = I.

Доказательство. Предположим, что X — T0-пространство и A ∈ H(X).
Пусть также Y является H-собранным пространством, и пусть отображение
f :X → Y непрерывно. Тогда f(A) ∈ H(Y) по определению 1. Поскольку Y
является H-собранным, найдется y ∈ Y такой, что clY f(A) =↓ y, откуда следу-
ет, что A ∈ Hd(X) и H(X) ⊆ Hd(X).

Пусть теперь A ∈ Hd(X) и A ⊆ F0 ∪ F1 для некоторых замкнутых подмно-
жеств F0, F1 ⊆ X . Если A * Fi для всех i < 2, то для любого i < 2 найдется
ai ∈ A\Fi, т. е. ai ∈ A ∩ Ui, где Ui = X\Fi ∈ T (X) для всех i < 2. От-
метим, что S × S является собранным пространством, поэтому оно H-собранно
(см. лемму 15(i) ниже). Рассмотрим отображение

f :X→ S× S; f :x 7→





(0, 0), если x /∈ U0 ∪ U1,

(1, 0), если x ∈ U0\U1,

(0, 1), если x ∈ U1\U0,

(1, 1), если x ∈ U0 ∩ U1.

Легко видеть, что f непрерывно. По предположению существует b ∈ S2 такой,
что cl f(A) =↓ b. Так как A ⊆ F0 ∪ F1, делаем вывод, что f(a0) = (1, 0) ∈↓ b и
f(a1) = (0, 1) ∈↓ b. Отсюда следует, что b = (1, 1) ∈ cl f(A). Так как (1, 1) ∈
{(1, 1)} ∈ T (S× S), получаем равенство f(a) = (1, 1) для некоторого a ∈ A. Но
тогда по определению f имеем a ∈ U0 ∩ U1 ∩ (F0 ∪ F1) = ∅; противоречие. Это
противоречие показывает, что A ⊆ Fi для некоторого i < 2. Таким образом,
A ∈ I(X) и Hd(X) ⊆ I(X).

Последнее утверждение вытекает непосредственно из леммы 3. �
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Лемма 5. Пусть H — I-система, пусть X — T0-пространство, и пусть A ∈
Hd(X). Если B ⊆ X таково, что clXB = clXA, то B ∈ Hd(X). В частности, если
A ⊆ B ⊆ clXA, то B ∈ Hd(X).

Доказательство. Пусть Y — H-собранное пространство и отображение
f :X → Y непрерывно. Докажем сначала, что clY f(clX C) = clY f(C) для всех
C ⊆ X . Действительно, f(C) ⊆ f(clX C), откуда clY f(C) ⊆ clY f(clX C). Пусть
x ∈ clX C и f(x) ∈ U ∈ T (Y). Тогда x ∈ f−1(U) ∈ T (X) и найдется c ∈ C такой,
что c ∈ f−1(U). Отсюда следует, что f(c) ∈ U и поэтому f(x) ∈ clY f(C). Таким
образом, f(clX C) ⊆ clY f(C), откуда следует включение clY f(clX C) ⊆ clY f(C),
и получаем искомое равенство clY f(clX C) = clY f(C).

Далее, равенство clXB = clXA влечет, что

clY f(A) = clY f(clXA) = clY f(clXB) = clY f(B).

Так как A ∈ Hd(X), существует y ∈ Y такой, что ↓ y = clY f(A) = clY f(B).
Следовательно, B ∈ Hd(X), что и требовалось.

Наконец, если A ⊆ B ⊆ clXA, то clXB = clXA, а последнее утверждение
леммы 5 вытекает из первого. �

3. H-базисы и H∗-базисы

Согласно работе Ю. Л. Ершова [10] (см. также [3, разд. 5.2]) расшире-
ние X ≤ Y топологических пространств называется u-расширением, если для
каждого топологического пространства Z и любых непрерывных отображений
f, g:Y→ Z имеем f = g, как только f |X = g|X. Следующее определение является
обобщением [3, определение 8.2.1] (см. также работу Ю. Л. Ершова [8]).

Определение 4. Пусть X ≤ Y является расширением топологических T0-
пространств, и пусть H является I-системой. Тогда X называется H-базисом для
Y, если для любого y ∈ Y существует Z ∈ H(X) такой, что clY Z =↓ y. (Отсюда
следует, что в этом случае y ∈ sobY Z и y = supY Z.)

Пространство X называется H∗-базисом для Y, если для любого H-собран-
ного пространства Z и любого непрерывного отображения f :X→ Z существует
единственное непрерывное отображение g:Y→ Z такое, что f = g|X.

Замечание 1. Если X ≤ Y, то тождественное отображение ιX:X → Y яв-
ляется гомеоморфным вложением. Поэтому в определении H-базиса (см. опре-
деление 4) имеем включение F ∈ H(Y).

Следующее утверждение имеет довольно простое доказательство.

Лемма 6. Пусть X ≤ Y является расширением топологических T0-прост-
ранств и f :Y → f(Y) — гомеоморфизм. Тогда X является H∗-базисом для Y,
если и только если f(X) является H∗-базисом для f(Y).

Доказательство. Пусть Z — H-собранное пространство, и пусть отоб-
ражение g: f(X) → Z непрерывно. Так как f — гомеоморфизм, отображение
h′ = gf |X непрерывно. Следовательно, существует единственное непрерывное
отображение h:Y→ Z такое, что h|X = h′. Рассмотрим непрерывное отображе-
ние g′ = hf−1. Для всех y ∈ f(X) имеем

g′(y) = hf−1(y) = h′f−1(y) = gff−1(y) = g(y).

Таким образом, f(X) является H∗-базисом для f(Y). Обратное утверждение
может быть доказано симметричным образом. �
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В этом разделе обобщим некоторые результаты из [3, разд. 8.2] на H-соб-
ранные пространства. Следующее утверждение является обобщением [3, пред-
ложение 8.2.5].

Предложение 7. Пусть X ≤ Y является расширением топологических T0-
пространств, и пусть H — I-система. Если X является Hd-базисом для Y, то X
является H∗-базисом для Y. В частности, если X является H-базисом для Y, то
X — H∗-базис для Y.

Доказательство. Пусть Z — H-собранное пространство, и пусть отобра-
жение f :X → Z непрерывно. Рассмотрим произвольный элемент y ∈ Y. Так
как X является Hd-базисом для Y, существует F ∈ Hd(X) такое, что F ⊆↓ y
и y ∈ clY F ; следовательно, clY F =↓ y. По определению Hd существует z ∈ Z
такой, что clZ f(F ) =↓ z поскольку Z является H-собранным пространством.
Рассмотрим отображение g:Y→ Z такое, что g(y) = z. Покажем, что g являет-
ся единственным непрерывным отображением из Y в Z с условием f = g|X.

Утверждение 1. Отображение g определено корректно.

Доказательство. Рассмотрим другое множество G ∈ Hd(X) такое, что
G ⊆↓Y y и y ∈ clYG. Достаточно показать, что clZ f(F ) = clZ f(G). Пусть
z0 ∈ clZ f(G) и U ∈ T (z0); тогда существует x ∈ G такой, что f(x) ∈ U . Так как
X ≤ Y, существует V ∈ T (Y) такое, что V ∩X = f−1(U) ∈ T (X). Поскольку
x ∈ G и G ⊆↓Y y, имеем x ≤ y, следовательно, y ∈ V . Так как y ∈ clY F ,
существует x0 ∈ V ∩ F ⊆ f−1(U) ∩ F . Отсюда получаем, что f(x0) ∈ U ∩
f(F ), поэтому clZ f(G) ⊆ clZ f(F ). Обратное утверждение может быть доказано
симметричным образом. �

Так как {x} ∈ H(X) ⊆ Hd(X) и ↓Z f(x) = clZ{f(x)}, заключаем в силу
(доказательства) утверждения 1, что g(x) = f(x) для всех x ∈ X , т. е. g|X = f .

Утверждение 2. Отображение g непрерывно.

Доказательство. Рассмотрим произвольное множество U ∈ T (Z). До-
кажем сначала, что y ∈ Y , y ∈ g−1(U) тогда и только тогда, когда f−1(U)∩ ↓Y
y 6= ∅.

Действительно, пусть y ∈ g−1(U); тогда g(y) ∈ U . По определению отобра-
жения g найдется подмножество F ∈ Hd(X) такое, что clZ f(F ) =↓Z g(y), в част-
ности, g(y) ∈ clZ f(F ). Таким образом, существует x ∈ F такой, что f(x) ∈ U ;
т. е. f−1(U)∩ ↓Y y 6= ∅. Обратно, предположим, что f−1(U)∩ ↓Y y 6= ∅. То-
гда поскольку X является Hd-базисом для Y, существует G ∈ Hd(X) такой, что
↓Y y = clYG. Следовательно, f−1(U) ∩ clYG = f−1(U)∩ ↓Y y 6= ∅, откуда
f−1(U) ∩G 6= ∅. Таким образом, f(x) ∈ U для некоторого x ∈ G. По определе-
нию g имеем f(x) ≤ g(y), поэтому g(y) ∈ U и y ∈ g−1(U). Следовательно,

g−1(U) = {y ∈ Y | f−1(U)∩ ↓Y y 6= ∅} =↑Y f−1(U).

Пусть W ∈ T (Y) таково, что W ∩ X = f−1(U) ∈ T (X). Покажем, что
↑Y f−1(U) = W . Действительно, если y ∈ W , то поскольку X является Hd-
базисом для Y, существует H ∈ Hd(X) такое, что ↓Y y = clYH . Отсюда следует,
что x ∈ H ∩W ⊆ X ∩W = f−1(U). Вспоминая, что H ⊆↓Y y, имеем x ≤ y и
y ∈↑Y f−1(U). Следовательно, W ⊆↑Y f−1(U). Обратное включение очевидно.
Таким образом, f−1(U) = W ∈ T (Y ). �

Утверждение 3. Отображение g единственно.

Доказательство. Пусть непрерывные отображения g0 и g1 из Y в Z та-
ковы, что g0|X = f = g1|X. Достаточно установить, что gi(y) ≤ g1−i(y) для всех
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y ∈ Y и всех i < 2. Действительно, пусть i < 2 и пусть gi(y) ∈ U ∈ T (Z)
для некоторого y ∈ Y ; тогда y ∈ g−1

i (U) ∈ T (X). Так как X — Hd-базис для
Y, существует F ∈ Hd(X) такое, что ↓ y = clY F . Следовательно, найдется
x ∈ g−1

i (U) ∩ F ; поэтому f(x) = gi(x) ∈ U . Так как g1−i непрерывно и x ≤ y,
имеем f(x) = g1−i(x) ≤ g1−i(y), т. е. g1−i(y) ∈ U , что и требовалось. �

Первое утверждение предложения вытекает из утверждений 1–3. Послед-
нее утверждение предложения вытекает из первого и включения H(X) ⊆ Hd(X)
(см. лемму 4). �

Лемма 8. Пусть X ≤ Y является расширением топологических T0-прост-
ранств и H — I-система. Если X является H∗-базисом для Y, то X ≤ Y является
u-расширением.

Доказательство. Пусть множества U ∈ T (X) и V0, V1 ∈ T (Y) таковы,
что V0 ∩X = V1 ∩X = U . Рассмотрим отображения fi:Y→ S, i < 2, определен-
ные по правилу:

fi =

{ ⊤, если y ∈ Vi,
⊥, если y /∈ Vi.

Здесь S обозначает, как обычно, пространство Серпинского. Очевидно, что
отображения f0 и f1 непрерывны и f0|X = f1|X. Так как S является очевидным
образом собранным, S является также H-собранным. Таким образом, f0 = f1 и
V0 = V1. Требуемое утверждение вытекает из [3, теорема 5.2.2]. �

Лемма 9. Пусть X ≤ Y является расширением топологических T0-прост-
ранств и H — I-система. Справедливы следующие утверждения.

(i) Если X является H-базисом для Z, то X является H-базисом для Y, а Y
является H-базисом для Z.

(ii) X является H∗-базисом для Z тогда и только тогда, когда X — H∗-базис
для Y, а Y — H∗-базис для Z.

Доказательство. (i) Предположим, что X — H-базис для Z. Это означа-
ет, что для произвольного y ∈ Y ⊆ Z существует подмножество F ∈ H(X) такое,
что clZ F =↓Z y. Тогда clY F = clZ F ∩ Y =↓Z y ∩ Y ∩ Y =↓Y y, т. е. X — H-базис
для Y.

Если z ∈ Z, то существует G ∈ H(X) такое, что clYG =↓Z z. Так как
G = g(G) ∈ H(Y), где g:X → Y, g = idX, является гомеоморфным вложением,
заключаем, что Y является H-базисом для Z по определению.

(ii) Предположим сначала, что X является H∗-базисом для Y, а Y явля-
ется H∗-базисом для Z. Пусть W — произвольное H-собранное пространство
и отображение f :X → W непрерывно. Существует единственное непрерывное
отображение g:Y → W такое, что f = g|X. Поскольку g непрерывно, а Y яв-
ляется H∗-базисом для Z, существует единственное непрерывное отображение
h:Z → W такое, что g = h|Y. Имеем f = h|X. Единственность f следует из
леммы 8 и [3, следствие 5.2.3]. Таким образом, X является H∗-базисом для Z.

Пусть теперь X является H∗-базисом для Z. Вновь рассмотрим H-собранное
пространствоW и непрерывное отображение f :X→W. Существует единствен-
ное непрерывное отображение h:Z → W такое, что f = h|X. Рассмотрим отоб-
ражение g:Y → W, определенное по правилу g = h|Y; очевидно, что f = g|X.
Единственность g вытекает вновь из леммы 8 и [3, следствие 5.2.3]. Таким об-
разом, X является H∗-базисом для Y
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Наконец, докажем, что Y является H∗-базисом для Z. Для этого рассмот-
рим произвольное непрерывное отображение g:Y → W. Тогда f = g|X явля-
ется непрерывным отображением из X в Z. Так как X является H∗-базисом
для Z, существует единственное непрерывное отображение h:Z→W такое, что
h|X = f . Снова в силу леммы 8 и [3, следствие 5.2.3] получаем, что X ≤ Y явля-
ется u-расширением. Таким образом, h|Y = g, и h — единственное непрерывное
отображением с этим свойством. �

4. Характеризация H-собранных пространств

Лемма 10. Пусть X — топологическое T0-пространство и H — I-система.
Пусть также S ∈ H(X) таково, что множество clX S не имеет наибольшего эле-
мента. Тогда существует одноэлементное расширение Y ≥ X такое, что X явля-
ется H-базисом для Y.

Доказательство. Полагаем Y = X ∪ {y}, где y /∈ X . Для открытого
множества U ∈ T (X) пусть

U ′ =

{
U, если U ∩ S = ∅,

U ∪ {y}, если U ∩ S 6= ∅.

Так как H является I-системой, множество S неприводимо. Поэтому множество
clX S также неприводимо. Согласно [3, лемма 5.1.5] имеем Y = X ∪ {y}, S =↓
y ∩X и Y = sobYX . Отсюда следует требуемое заключение. �

Следующий результат обобщает [3, теорема 5.3.2] на произвольную I-сис-
тему H (см. также работу Ю. Л. Ершова [10]).

Теорема 11. Пусть H — I-система. Для T0-пространства X равносильны
следующие условия.

(i) X H-собранно.
(ii) Если Y0 является H∗-базисом для Y, то каждое непрерывное отображе-

ние f0:Y0 → X имеет [единственное] продолжение до непрерывного отображе-
ния f :Y→ X.

(iii) Если X ≤ Y и X является H∗-базисом для Y, то X = Y.
(iv) Если X ≤ Y и X является Hd-базисом для Y, то X = Y.
(v) Если X ≤ Y и X является H-базисом для Y, то X = Y.
(vi) X Hd-собранно.

Доказательство. Тот факт, что (i) влечет (ii), вытекает непосредственно
из определения 4.

Предположим, что выполнено (ii); пусть X ≤ Y, а X является H∗-базисом
для Y. По предположению существует непрерывное отображение f :Y → X
такое, что f(x) = x для всех x ∈ X . Без ограничения общности можно считать,
что f действует из Y в Y. Так как f |X = idX, заключаем по определению 4, что
f = idY. Отсюда следует, что Y = f(Y ) = X , поэтому выполнено (iii).

Далее, (iii) влечет (iv) по предложению 7, а (iv) влечет (v) по лемме 4.
Предположим, что выполнено (v). Если X не H-собранное пространство, то
существует множество S ∈ H(X) такое, что множество clX S не имеет наиболь-
шего элемента. В этом случае по лемме 10 существует собственное расширение
X ≤ Y такое, что X является H-базисом для Y, что противоречит (v). Это про-
тиворечие показывает, что X является H-собранным пространством, поэтому (v)
влечет (i).
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Таким образом, утверждения (i)–(v) эквивалентны для произвольной I-си-
стемы. По лемме 4 Hd является I-системой. Следовательно, утверждения (iv)
и (vi) эквивалентны в силу только что установленного. Доказательство завер-
шено. �

Замечание 2. Эквивалентность условий (i) и (vi) теоремы 11 была уста-
новлена Сю в [4, предложение 4.23].

5. Основные свойства H-собранных пространств

Следующее утверждение имеет довольно простое доказательство (см. [4,
предложение 4.26], а также [14, лемма 11]).

Лемма 12. Пусть H является системой подмножеств [I-системой соответ-
ственно]. Если X является ретрактом H-собранного пространства Y, то X также
H-собранно.

Лемма 13. Пусть X ≤ Y — расширение топологических T0-пространств
и H — I-система. Если Y является H-собранным и X = sobYX , то X также
H-собранно.

Доказательство. Пусть Z0 — H∗-базис для Z и отображение f0:Z0 → X
непрерывно. Можно предполагать, что f0 действует из Z0 в Y. Поскольку Y
является H-собранным пространством, существует единственное непрерывное
отображение f :Z→ Y такое, что f |Z0 = f0. В силу леммы 8 и [3, лемма 5.2.2(iii)]
имеем Z = sobZ Z0, откуда получаем

f(Z) = f(sobZ Z0) ⊆ sobY f(Z0) = sobY f0(Z0) ⊆ sobYX = X.

Требуемое утверждение следует из теоремы 11(ii). �

Лемма 14. Пусть Xi, i ∈ I, являются T0-пространствами и X =
∏
i∈I

Xi.

Зафиксируем i ∈ I и a ∈ X и рассмотрим отображение ρi:X→ X, определенное
по правилу

πjρi(x) =

{
πi(x), если j = i,

πj(a), если j 6= i.

Тогда

(i) ρi является ретракцией;

(ii) Xi
∼= ρi(X).

Доказательство. (i) Непосредственно видно, что ρ2
i = ρi. Более того,

для каждого j ∈ I и каждого U ∈ T (Xj) имеем

ρ−1
i (VU,j) =





VU,j ∈ T (X), если j = i,

∅ ∈ T (X), если j 6= i и πj(a) /∈ U,
X ∈ T (X), если j 6= i и πj(a) ∈ U,

где VU,j = {y ∈ X | πj(y) ∈ U} является предбазисным открытым множеством
топологии T (X), определенным по j и U . Следовательно, ρi непрерывно.

(ii) Рассмотрим отображение

g: ρi(X)→ Xi; g: ρi(x) 7→ πi(x).
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Очевидно, что g взаимно однозначно и «на». Более того, для любого U ∈ T (Xi)
имеем g−1(U) = VU,i ∩ ρi(X), поэтому g непрерывно. Далее, для каждого j ∈ I
и каждого W ∈ T (Xj) имеем

g(VW,j ∩ ρi(X)) =





W ∈ T (Xi), если j = i,

∅ ∈ T (Xi), если j 6= i и πj(a) /∈W,
Xi ∈ T (Xi), если j 6= i и πj(a) ∈W,

поэтому g открыто, т. е. является гомеоморфизмом. �

Лемма 15. Пусть H является I-системой, и пусть Xi, i ∈ I, являются
T0-пространствами. Справедливы следующие утверждения.

(i) X =
∏
i∈I

Xi H-собранно тогда и только тогда, когда Xi H-собранно для

всех i ∈ I.
(ii) Если � = 〈I,Xi, fij〉 — обратный спектр H-собранных пространств и

X = lim←−�, то X H-собранно.

Доказательство. (i) Предположим, что X является H-собранным про-
странством. Для каждого i ∈ I пространство Xi гомеоморфно ретракту про-
странства X по лемме 14, поэтому Xi H-собранно по лемме 12. Предположим,
что Xi является H-собранным пространством для всех i ∈ I. Пусть Y0 — H∗-
базис для Y, а отображение f0:Y0 →

∏
i∈I

Xi непрерывно. Тогда πif0:Y0 → Xi

непрерывно для каждого i ∈ I, где πi обозначает каноническую проекцию. Так
как Xi H-собранно для каждого i ∈ I, для любого i ∈ I существует единственное
непрерывное отображение fi:Y → Xi такое, что fi|Y0 = πif0. Далее, согласно
[3, лемма 1.6.1] существует непрерывное отображение f :Y →

∏
i∈I

Xi такое, что

πif = fi. Очевидно, что πif(y) = fi(y) = πif0(y) для каждого y ∈ Y0, i ∈ I,
откуда f |Y0 = f0. Таким образом,

∏
i∈I

Xi является H-собранным по теореме 11.

(ii) Пусть Y0 является H∗-базисом для Y и отображение g0:Y0 → X непре-
рывно. Согласно [3, лемма 2.1.1(i)] получаем, что πig0:Y0 → Xi непрерывно
для каждого i ∈ I. Более того, πig0 = πijπjg0, как только i 6 j в I. Поскольку
Xi является H-собранным пространством для всех i ∈ I, заключаем, что для
каждого i ∈ I существует единственное непрерывное отображение fi:Y → Xi

такое, что fi|Y0 = πig0 = πijπjg0 = πijfj|Y0 . По лемме 8 Y0 ≤ Y является u-
расширением. Таким образом, fi = πijfj , как только i 6 j в I. Применяя [3,
лемма 2.1.1(ii)], получаем, что существует (единственное) непрерывное отобра-
жение g:Y→ X такое, что πig = fi для всех i ∈ I. Тогда πig(y) = fi(y) = πig0(y)
для каждого y ∈ Y0, поэтому g|Y0 = g0 и X H-собранно по теореме 11. �

6. H-собрификации и H-пополнения

Определение 5. T0-пространство Z называется H-собрификацией T0-про-
странстваX, если Z H-собранно и существует гомеоморфное вложение λX:X→ Z
такое, что λX(X) является H∗-базисом для Z.

Непосредственно из определения 5 вытекает

Лемма 16. H-собрификация топологического T0-пространства X единст-
венна с точностью до гомеоморфизма.

Доказательство. Пусть Y0 и Y1 — две H-собрификации пространства X,
и пусть λi:X→ Yi, где i < 2, — два соответствующих гомеоморфных вложения,
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удовлетворяющих условиям определения 5. Так как λi(X) является H∗-базисом
для Yi, а пространство Yi−1 H-собранно для каждого i < 2, существует един-
ственное непрерывное отображение fi:Yi → Yi−1 такое, что fi|λi(X) = λi−1λ

−1
i .

Таким образом, λi = fi−1λi−1 = fi−1fiλi, откуда idYi |λi(X) = f1−ifi|λi(X). По-
скольку λi(X) ≤ Yi является u-расширением по лемме 8, получаем, что fi−1fi =
idYi для всех i < 2. Таким образом, fi является гомеоморфизмом для каждого
i < 2. �

Для топологического пространства X обозначим через HS(X) его (един-
ственную с точностью до гомеоморфизма) H-собрификацию. Как показыва-
ет следующая теорема, H-собрификации существуют для произвольных I-сис-
тем H.

Теорема 17. Пусть H является I-системой. Для каждого T0-пространства
X существует его H-собрификация HS(X).

Доказательство. Определим отношение эквивалентности∼ на H(X) сле-
дующим образом. Полагаем для всех F0, F1 ∈ H(X):

F0 ∼ F1 тогда и только тогда, когда

F0 ∩ U 6= ∅ равносильно F1 ∩ U 6= ∅ для всех U ∈ T (X).

Полагаем также

[F ] = {F ′ ∈ H(X) | F ′ ∼ F}, где F ∈ H(X); H(X) = {[F ] | F ∈ H(X)};
U∗ = {[F ] ∈ H(X) | F ∩ U 6= ∅}, где U ∈ T (X); T

∗
X = {U∗ | U ∈ T (X)}.

В дальнейшем будем писать для краткости T ∗ вместо T ∗
X , если это не вызывает

недоразумений.

Утверждение 1. H(X) = 〈H(X),T ∗
X 〉 является топологическим T0-прост-

ранством.

Доказательство. Отметим, что

∅ = {[H ] ∈ H(X) | H ∩∅ 6= ∅} = ∅∗ ∈ T
∗,

H(X) = {[H ] ∈ H(X) | H ∩X 6= ∅} = X∗ ∈ T
∗.

Пусть U0, U1 ∈ T (X); имеем

U∗0 ∩ U∗1 = {[H ] ∈ H(X) | H ∩ U0 6= ∅ и H ∩ U1 6= ∅}
= {[H ] ∈ H(X) | H ∩ (U0 ∩ U1) 6= ∅} = (U0 ∩ U1)∗ ∈ T

∗,

так как H ∈ H(X), а H является I-системой. Далее, пусть Ui ∈ T (X) для всех
i ∈ I; тогда

⋃

i∈I

U∗i =
{
[H ] ∈ H(X) | H ∩

⋃

i∈I

Ui 6= ∅
}

= {[H ] ∈ H(X) | H ∩ Ui 6= ∅ для некоторого i ∈ I}

=
⋃

i∈I

{[H ] ∈ H(X) | H ∩ Ui 6= ∅} =
(⋃

i∈I

Ui

)∗
∈ T

∗.

Отсюда следует, что T ∗ является топологией на H(X). Более того, T ∗

T0-отделимо по определению, а также в силу того, что S(X) ⊆ H(X). �

Рассмотрим следующее отображение:

λX:X→ H(X), λ:x 7→ [{x}].
Поскольку x ∈ S(X) ⊆ H(X) для всех x ∈ X , отображение λX определено кор-
ректно. Пишем далее для краткости λ вместо λX, когда не возникает путаницы.
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Утверждение 2. λ является гомеоморфным вложением.

Доказательство. Так как X является T0-пространством, равенство
[{x0}] = [{x1}] влечет равенство x0 = x1 для всех x0, x1 ∈ X . Таким образом, λ
разнозначно. Более того, для произвольного U ∈ T (X) имеем

λ(U) = {[{x}] | x ∈ U} = U∗ ∩ λ(X) ∈ T
∗,

λ−1(U∗) = {x ∈ X | [{x}] ∈ U∗} = U ∈ T ,

откуда следует, что λ открыто и непрерывно. �

Без ограничения общности можно считать, что λ(X) является подпростран-
ством в H(X).

Утверждение 3. λ(X) является H-базисом для H(X).

Доказательство. Рассмотрим произвольное множество F ∈ H(X). По
утверждению 2 λ(F ) = {[{x}] | x ∈ F} ∈ H(H(X)). Поэтому достаточно пока-
зать, что clλ(F ) =↓ [F ]. Если [F ] ∈ U∗ для некоторого U ∈ T (X), то суще-
ствует x ∈ F ∩ U , откуда [{x}] ∈ U∗ ∩ λ(F ). Это означает, что [F ] ∈ clλ(F )
и ↓ [F ] ⊆ clλ(F ). С другой стороны, если [{x}] ∈ U∗ для некоторых x ∈ F и
U ∈ T (X), то x ∈ F ∩ U 6= ∅. Таким образом, [F ] ∈ U∗ и [{x}] ≤ [F ], откуда
следуют включения λ(F ) ⊆↓ [F ] и clλ(F ) ⊆↓ [F ]. �

Построим трансфинитную последовательность расширений X ≤ Xα, где α
пробегает все ординалы, следующим образом. Полагаем

X0 = X,

Xα+1 = H(Xα) для всех ординалов α,

Xα =
⋃

β<α

Xβ α является предельным ординалом.

Для всех β 6 α пространство Xβ является таким образом подпространством в
Xα; пусть eβα:Xβ → Xα обозначает соответствующее вложение, которое явля-
ется, конечно, гомеоморфным вложением.

Утверждение 4. Для всех β 6 γ пространство Xβ является H∗-базисом
для Xγ . В частности, Xβ ≤ Xγ является u-расширением.

Доказательство. Докажем сначала индукцией по γ, что X = X0 — H∗-
базис для Xγ . Действительно, если γ = 0, то требуемое утверждение тривиаль-
но. Предположим поэтому, что γ > 0 и X — H∗-базис для Xα при всех α < γ.
По лемме 8 отсюда следует, что X ≤ Xα — u-расширение для всех α < γ.

Если γ = α+1 для некоторого α, то Xγ = H(Xα). По индукционному пред-
положению получаем, что X является H∗-базисом для Xα. Из утверждения 3 и
предложения 7 следует, что Xα является H∗-базисом для Xγ . Таким образом,
X — H∗-базис для Xγ по лемме 9(ii).

Предположим теперь, что γ является предельным ординалом; в этом случае
Xγ =

⋃
α<γ
Xα. Пусть Y — H-собранное пространство и отображение f :X →

Y непрерывно. Применяя индукционное предположение, получаем, что для
любого α < γ существует непрерывное отображение fα:Xα → Y такое, что
fα|X = f . Так как X ≤ Xδ является u-расширением для всех δ < γ, а (fα|Xδ

)|X =
fα|X = f = fδ|X для всех δ 6 α < γ, заключаем, что fα|Xδ

= fδ для всех
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δ 6 α < γ. Таким образом, корректно определение следующего отображения.
Для всех x ∈ Xγ полагаем:

g(x) = fα(x), как только x ∈ Xα.

Для каждого U ∈ T (Y) имеем g−1(U) =
⋃

α<γ
f−1
α (U) ∈ T (Xγ), поскольку отоб-

ражение fα:Xα → Y непрерывно для всех α < γ. Таким образом, отображение
g:Xγ → Y также непрерывно. Более того, g|X = f . Пусть h:Xγ → Y — такое
непрерывное отображение, что h|X = f . Для α < γ полагаем hα = h|Xα . То-
гда для любого α < γ отображение hα:Xγ → Y непрерывно и hα|X = h|X = f .
Так как X является H∗-базисом для Xα, заключаем, что hα = fα = g|Xα для
всех α < γ. Поскольку Xγ =

⋃
α<γ

Xα, получаем, что h = g, а X = X0 является

H∗-базисом для Xγ в этом случае.
Таким образом, X0 = X является H∗-базисом для Xγ для всех ординалов γ.

Применяя лемму 9(ii), получаем, что Xβ является H∗-базисом для Xγ для всех
ординалов β 6 γ. Второе утверждение следует таким образом из леммы 8. �

Очевидно, что пространство Серпинского S собранно, поэтому S H-собранно.
Таким образом, любая декартова степень пространства S H-собранна по лем-
ме 15(i). Следовательно, ввиду [3, предложение 1.6.2] существует H-собранное
пространство Y такое, что X ≤ Y. Согласно утверждению 4 для каждого орди-
нала α существует непрерывное отображение fα:Xα → Y такое, что fα|X = idX.
Согласно утверждению 4 X ≤ Xα является u-расширением, а потому и суще-
ственным расширением ввиду [3, следствие 10.2.7]. Поскольку idX является
гомеоморфным вложением X в Y, делаем вывод, что fα является гомеоморф-
ным вложением для всех α. Отсюда, в частности, вытекает, что |Xα| ≤ |Y | для
всех α.

Выберем произвольный ординал κ > |Y |. Если Xα ⊂ Xα+1 для всех α < κ,
то для любого α < κ существует элемент g(α) ∈ Xα+1\Xα. Поэтому отображе-
ние g:κ→ Xκ разнозначно, что противоречит неравенству κ > |Y | > |Xκ|. Это
противоречие показывает, что существует ординал α < κ такой, что Xα+1 = Xα.
Согласно построению для любого G ∈ H(Xα) существует x ∈ Xα такой, что
[G] = [{x}].

Докажем, что clG =↓ x в Xα. Действительно, поскольку G ∼ {x}, делаем
вывод, что x ∈ clG и ↓ x ⊆ clG. Предположим, что y ∈ clG и y ∈ U ∈ T (Xα).
Это означает, что G∩U 6= ∅, поэтому x ∈ U в силу того, что G ∼ {x}. Следова-
тельно, y ≤ x и clG ⊆↓ x, откуда вытекает требуемое равенство clG =↓ x. Это
равенство означает, что Xα является H-собранным пространством. Поскольку
X является H∗-базисом для Xα по утверждению 4, из леммы 16 получаем, что
Xα
∼= HS(X), что и требовалось показать. �

Замечание 3. В доказательстве теоремы 17 была использована конструк-
ция из работы Ю. Л. Ершова [8], которая позволила установить существова-
ние d-пополнений топологических T0-пространств (см. также [3, теорема 8.2.6]).
Позже похожая конструкция была использована Ю. Л. Ершовым в [13, тео-
рема 4.3] при нахождении достаточных условий существования K-пополнений
T0-пространств для широких категорий K.

Альтернативным образом наша теорема 17 может быть получена из это-
го результата Ю. Л. Ершова (см. [13, теорема 4.3]). Не давая точных опре-
делений, отметим следующее. Пусть H является I-системой и H — полная
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подкатегория категории Top0 топологических T0-пространств с непрерывны-
ми отображениями, объектами которой являются в точности все H-собранные
пространства. Ясно, что H является широкой категорией. Тогда ковариантный
функтор F:Top0 → Top0 такой, что F(X) = H(X) для каждого T0-пространства
X и

F(f):H(X)→ H(Y); F(f): [G]→ [f(G)]

для каждого непрерывного отображения f :X → Y, где H(X) определено в до-
казательстве теоремы 17, вместе с естественным преобразованием λ образует
обильное H-предпополнение (F, λ) (см. следствие19 ниже). Доказательство
этого факта вытекает из доказательства теоремы 17. По теореме 4.3 из [13]
существуют K-пополнения T0-пространств, которые и являются их H-собрифи-
кациями.

Определение 6. Пусть H — I-система. Следуя Ю. Л. Ершову [11],
H-рангом топологического пространства X будем называть наименьший орди-
нал κ такой, что пространство Xκ, построенное в доказательстве теоремы 17,
H-собранно.

Из следствия 2 и теоремы 17 получаем

Следствие 18. Пусть H является одной из I-систем из множества

{D,Db,WF,WFb,R,Rb, I, Ib}.
Тогда каждое T0-пространство обладает H-собрификацией.

Замечание 4. Для H = I утверждение следствия 18 является классиче-
ским результатом (см. например [3, теорема 5.5.1]). Для H = D утверждение
следствия 18 установлено в [8] (см. также [3, теорема 8.2.6]). Для H = Db утвер-
ждение следствия 18 установлено в [12, теорема 8.4]. Для H = WF утверждение
следствия 18 установлено в [5, теорема 3.5].

Следующее утверждение обобщает [3, следствие 8.1.8].

Следствие 19. Если X и Y являются T0-пространствами, а отображение
f :X → Y непрерывно, то существует единственное непрерывное отображение
H(f):H(X)→ H(Y) такое, что диаграмма

X
f−−−−→ Y

λX

y
yλY

H(X)
H(f)−−−−→ H(Y)

коммутативна.

Доказательство. Как в доказательстве [3, следствие 8.1.8], полагаем

H(f):H(X)→ H(Y); H(f): [S] 7→ [f(S)].

Видно, что отображение H(f) определено корректно. Далее, для каждого U ∈
T (Y) имеем

H(f)−1(U∗) = {[S] ∈ H(X) | f(S) ∩ U 6= ∅} = {[S] ∈ H(X) | S ∩ f−1(U) 6= ∅}
= f−1(U) ∈ T

∗
X ,

т. е. отображение H(f) непрерывно. Более того, для всех x ∈ X
λYf(x) = [{f(x)}] = H(f)([x]) = H(f)λX(x),
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т. е. диаграмма коммутативна. Наконец, пусть непрерывное отображение
f ′:H(X) → H(Y) таково, что f ′λX(x) = λYf(x) = H(f)λX(x) для всех x ∈ X .
Тогда f ′ и H(f) совпадают на множестве λX(X). По утверждению 3 из доказа-
тельства теоремы 17 λX(X) является H-базисом для H(X). По предложению 7 и
лемме 8 λX(X) ≤ H(X) является u-расширением. Таким образом, f ′ = H(f), и
доказательство завершено. �

Следующий результат обобщает [3, теорема 5.6.3] на произвольную I-сис-
тему H.

Теорема 20. Пусть X ≤ Y — расширение топологических T0-пространств
и H — I-система. Тогда X является H∗-базисом для Y тогда и только тогда,
когда существует гомеоморфное вложение f :Y→ HS(X) такое, что f |X = λX.

Доказательство. Предположим, что f :Y→ HS(X) является гомеоморф-
ным вложением с условием f |X = λX. Так как λX(X) является H∗-базисом для
HS(X), по лемме 9 λX(X) = f(X) является H∗-базисом для f(Y). Тогда X —
H∗-базис для Y по лемме 6.

Предположим теперь, что X является H∗-базисом для Y. Так как λX вкла-
дывает X в HS(X), существует непрерывное отображение f :Y → HS(X) такое,
что f |X = λX. Поскольку λY:Y → λY(Y) является гомеоморфизмом, отобра-
жение fλ−1

Y :λY(Y) → HS(X) непрерывно. Так как λY(Y) является H∗-базисом
для HS(Y), существует непрерывное отображение g:HS(Y)→ HS(X) такое, что
g|λY(Y) = fλ−1

Y .
Далее, поскольку λY|X:X → HS(Y) является гомеоморфным вложением,

получаем, что отображение λYλ
−1
X :λX(X) → HS(Y) непрерывно. Поскольку

λX(X) является H∗-базисом для HS(X), существует непрерывное отображение
h:HS(X)→ HS(Y) такое, что h|λX(X) = λYλ

−1
X .

Покажем, что g и h являются гомеоморфизмами. Достаточно установить,
что они взаимно обратны. Для этого рассмотрим произвольный элемент x ∈ X .
Тогда

ghλX(x) = gλYλ
−1
X λX(x) = gλY(x) = fλ−1

Y λY(x) = f(x) = λX(x),

что означает, что gh|λX(X) = idλX(X) = idHS(X) |λX(X). Поскольку λX(X) является
H∗-базисом для HS(X), по лемме 8 получаем, что λX(X) ≤ HS(X) является u-
расширением, откуда следует равенство gh = idH(X). С другой стороны,

hgλY(x) = hfλ−1
Y λY(x) = hf(x) = hλX(x) = λYλ

−1
X λX(x) = λY(x),

откуда следуют равенства hg|λY(X) = idλY(X) = idHS(Y) |λY(X). Принимая во вни-
мание, что λY(X) является H∗-базисом для HS(Y), по лемме 8 получаем, что
λX(X) ≤ HS(X) является u-расширением и, таким образом, hg = idHS(Y). Сле-
довательно, f и g являются гомеоморфизмами, т. е. f = gλY является гомео-
морфным вложением. �

Из доказательства теоремы 20 вытекает

Следствие 21. Если X — H∗-базис для Y, то H(X) ∼= H(Y).

Для T0-пространства X рассмотрим следующую конструкцию из работы
Сю [4].

SH(X) = {F ∈ Hd(X) | clX F = F 6= ∅},
U∗ = {F ∈ SH(X) | F ∩ U 6= ∅}, где U ∈ T (X),

T
∗
H(X) = {U∗ | U ∈ T (X)}, SH(X) = 〈SH(X),T ∗

H(X)〉.
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Следующая теорема была установлена Сю [4]. Мы дадим здесь независи-
мое доказательство этого утверждения, поскольку в дальнейшем будем делать
ссылки на ту или иную часть нашего доказательства. Доказательство, пред-
ставленное здесь, обобщает доказательство для [3, теорема 5.5.1] (см. также
[17]).

Теорема 22 [4, теорема 7.14]. Пусть H является I-системой. Для любо-
го T0-пространства X пространство SH(X) является H-собрификацией для X;
другими словами, SH(X) ∼= HS(X).

Доказательство. Требуемое утверждение будет следовать из утвержде-
ний, доказанных ниже.

Утверждение 1. SH(X) является T0-пространством.

Доказательство. Установим, что T ∗
H(X) является T0-отделимой тополо-

гией. Действительно,

∅ = {F ∈ SH(X) | F ∩∅ 6= ∅} = ∅∗ ∈ T
∗
H(X),

SH(X) = {F ∈ SH(X) | F ∩X 6= ∅} = X∗ ∈ T
∗
H(X).

Пусть теперь U0, U1 ∈ T (X); тогда

U∗0 ∩ U∗1 = {F ∈ SH(X) | F ∩ U0 6= ∅ и F ∩ U1 6= ∅}
= {F ∈ SH(X) | F ∩ (U0 ∩ U1) 6= ∅} = (U0 ∩ U1)∗ ∈ T

∗
H(X),

поскольку F ∈ SH(X) ⊆ Hd(X) ⊆ I(X) по лемме 4. Далее, пусть Ui ∈ T (X) для
всех i ∈ I; тогда

⋃

i∈I

U∗i =
⋃

i∈I

{F ∈ SH(X) | F ∩ Ui 6= ∅}

= {F ∈ SH(X) | F ∩ Ui 6= ∅ для некоторого i ∈ I}

=
{
F ∈ SH(X) | F ∩

⋃

i∈I

Ui 6= ∅
}

=
(⋃

ν

i ∈ IUi

)∗
∈ T

∗
H(X).

Отсюда следует, что T ∗
H(X) является топологией на SH(X). Если F0, F1 ∈ SH(X)

таковы, что F0 * F1, то F0 ∩ (X\F1) 6= ∅. Поскольку множество F1 замкнуто,
заключаем, что X\F1 ∈ T (X), откуда F0 ∈ (X\F1)∗ ∈ T ∗

H(X). С другой сторо-
ны, поскольку F1 ∩ (X\F1) = ∅, получаем, что F1 /∈ (X\F1)∗. Таким образом,
топология TH(X) T0-отделима. �

Утверждение 2. Для произвольных F0, F1 ∈ SH(X) имеем F0 ≤T ∗

H(X) F1

в том и только том случае, когда F0 ⊆ F1.

Доказательство. Действительно, предположим, что F0 ≤T ∗

H(X) F1 и x ∈
F0. Если x /∈ F1, то x ∈ X\F1 ∈ T (X), так как множество F замкнуто в
X. Отсюда следует, что F0 ∩ (X\F1) 6= ∅, поэтому F0 ∈ (X\F1)∗ ∈ T ∗

H(X).
По определению порядка специализации получаем, что F1 ∈ (X\F1)∗, поэтому
∅ 6= F1 ∩ (X\F1) = ∅; противоречие. Это противоречие показывает, что x ∈ F1

и, следовательно, F0 ⊆ F1. Обратная импликация очевидна. �

Рассмотрим отображение

ιH:X→ SH(X); ιH:x 7→↓ x.
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Утверждение 3. ιH является гомеоморфным вложением.

Доказательство. Покажем сначала, что ιH определено корректно. Для
этого нам требуется проверить, что ↓ x ∈ Hd(X) для всех x ∈ X . Действительно,
пусть Y является H-собранным пространством и отображение f :X → Y непре-
рывно. Так как f сохраняет порядок специализации, имеем clY f(↓ x) ⊆↓ f(x).
С другой стороны, если f(x) ∈ f(↓ x), то clY f(↓ x) =↓ f(x) и ιH(x) ∈ SH(X).

Очевидно, что отображение ιH разнозначно. Пусть U ∈ T (X); тогда

ιH(U) = {↓ x | x ∈ U} = {F ∈ SH(X) | F ∩ U 6= ∅} ∩ ιH(X) = U∗ ∩ ιH(X),

ι−1

H (U∗) = {x ∈ X |↓ x ∩ U 6= ∅} = X ∩ U = U ∈ T (X).

Это означает, что отображение ιH открыто и непрерывно. �

Утверждение 4. ιH(X) является Hd-базисом для SH(X).

Доказательство. Рассмотрим произвольное множество F ∈ SH(X); то-
гда ιH(F ) ∈ Hd(ιH(X)). Для всех x ∈ F имеем ιH(x) =↓ x ⊆ F , откуда ιH(x) ≤ F
в SH(X) по утверждению 2. Таким образом, ιH(x) ⊆↓SH(X) F . С другой сторо-
ны, если F ∈ U∗ для некоторого U ∈ T (X), то найдется элемент x ∈ F ∩ U .
Отсюда следует, что ιH(x) =↓ x ∈ U∗. Поэтому F ∈ clSH(X) ιH(F ). �

Утверждение 5. SH(X) является Hd-собранным пространством.

Доказательство. Рассмотрим произвольное множество G в Hd(SH(X)).
По лемме 5 H = clSH(X)G также принадлежит Hd(HS(X)). Так как множество
H замкнуто в SH(X), то H = SH(X)\U∗ для некоторого U ∈ T (X). Таким
образом,

H = clSH (X)G = {A ∈ SH(X) | A ∩ U = ∅} = {A ∈ SH(X) | A ⊆ X\U = F}.

Очевидно, множество F замкнуто в X. Для доказательства включения
F ∈ SH(X) остается установить, что F ∈ Hd(X).

Действительно, пусть Y является H-собранным пространством и отображе-
ние f :X→ Y непрерывно. Рассмотрим следующее отображение:

f∗: SH(X)→ Y; f∗(A) = yA,

где ↓ yA = clY f(A). Отметим, что элемент yA существует, поскольку A ∈ Hd(X).
Тот факт, что clY f(↓ x) =↓ f(x), влечет равенство f∗(ιH(x)) = f∗(↓ x) = f(x).
Более того, для произвольного открытого множества U ∈ T (Y) имеем

(f∗)−1(U) = {A ∈ SH(X) | f∗(A) ∈ U}
= {A ∈ SH(X) | yA ∈ U} = {A ∈ SH(X) | f(A) ∩ U 6= ∅}

= {A ∈ SH(X) | A ∩ f−1(U) 6= ∅} = f−1(U)∗ ∈ T
∗
H(X).

Следовательно, отображение f∗ непрерывно. Таким образом, clY f∗(G) =↓ y
для некоторого y ∈ Y .

Покажем, что clY f(F ) =↓ y. Пусть a ∈ F . Так как множество F замкнуто
в X, имеем ↓ a ⊆ F , откуда ↓ a ∈ G. Тогда

f(a) = f∗(ιH(a)) = f∗(↓ a) ∈ f∗(G) ⊆↓ y.

Следовательно, f(F ) ⊆↓ y и clY f(F ) ⊆↓ y. Для доказательства обратного
включения нужно доказать, что y является предельной точкой множества f(F )
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в Y. Действительно, пусть V ∈ T (Y) таково, что y ∈ V . Так как clY f∗(G) =↓ y,
то y является предельной точкой для множества f∗(G). Поэтому существует
A ∈ G такое, что f∗(A) ∈ V . Отсюда следует, что A ∈ (f∗)−1(V ) = U∗ для
некоторого U ∈ T (X). Это означает, что A ∩ U 6= ∅; пусть a ∈ A ∩ U . Тогда
↓ a ∩ U 6= ∅, откуда вытекают равенства

↓ a ∈ U∗ = (f∗)−1(V ), f(a) = f∗(↓ a) ∈ V ∩ f(F ).

Таким образом, y ∈ clY f(F ), что и требовалось. Подводя итог, имеем clY f(F )
=↓ y, т. е. F ∈ Hd(X) и F ∈ SH(X). �

Из утверждения 4 и предложения 7 вытекает, что ιH(X) является H∗-бази-
сом для SH(X). Из утверждения 5 и теоремы 11 следует, что SH(X) является H-
собранным пространством. Это означает, что HS(X) является H-собрификацией
для X. �

7. Характеризация H-собрификаций

Следующий результат обобщает [3, следствие 5.6.4] на произвольную I-сис-
тему H (см. также [10]).

Теорема 23. Следующие утверждения равносильны для T0-пространств
X и Y и для I-системы H.

(i) Y является H-собрификацией для X, т. е. Y ∼= HS(X).
(ii) Y ∼= SH(X).
(iii) Y является наибольшим (с точностью до гомеоморфизма) расширением

пространства X таким, что X является H∗-базисом для Y.
(iv) Y является наименьшим (с точностью до гомеоморфизма) расширением

пространства X таким, что X является H-собранным.
(v) Y является Hd-собрификацией для X; т. е. Y ∼= Hd

S(X).
(vi) Y является наибольшим (с точностью до гомеоморфизма) расширением

пространства X таким, что X является (Hd)∗-базисом для Y.
(vii) Y является наименьшим (с точностью до гомеоморфизма) расширени-

ем пространства X таким, что X является Hd-собранным.
(viii) Y является наибольшим (с точностью до гомеоморфизма) расшире-

нием пространства X таким, что X является Hd-базисом для Y.

Доказательство. Равносильность утверждений (i) и (ii) следует из лем-
мы 16 и теоремы 22. Утверждение (i) влечет утверждение (iii) по теореме 20.

Если Y является наибольшим расширением пространства X таким, что
X является H∗-базисом для Y, то Y является H-собранным пространством по
лемме 9(ii) и теореме 11 (см. утверждения (i) и (iii) там). Следовательно,
Y ∼= HS(X) по определению 5 и лемме 16. Таким образом, утверждения (i) и
(iii) также равносильны.

Предположим, что (i) выполняется, т. е. Y ∼= HS(X). Без ограничения
общности можно считать, что X является подпространством в Y. Пусть X ≤ Z
такое расширение, что Z является H-собранным пространством. Так так X
является H∗-базисом для Y, существует непрерывное отображение f :Y → Z
такое, что отображение fX тождественно. В силу леммы 8 X ≤ Y является
u-расширением. Следовательно, X ≤ Y является существенным расширением
ввиду [3, следствие 10.2.7]. Поскольку fX — гомеоморфное вложение, f также
гомеоморфное вложение. Поэтому Y гомеоморфно подпространству каждого
H-собранного расширения пространства X и (iv) выполняется.
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Предположим, что (iv) выполнено для Y. Вновь без ограничения общности
можно считать, что X является подпространством в Y. По теореме 17 (альтер-
нативно, по теореме 22) HS(X) существует; без ограничения общности считаем,
что X ≤ HS(X). Поскольку Y является наименьшим H-собранным расширением
пространства X, заключаем, что X ≤ Y ≤ HS(X). Так как X является H∗-
базисом для HS(X), в силу леммы 9(ii) получаем, что X является H∗-базисом
для Y. Так как Y H-собранно, Y является H-собрификацией для X по опреде-
лению 5. Таким образом, Y ∼= HS(X) по лемме 16, и (iv) влечет (i). Поэтому
утверждения (i)–(iv) равносильны.

Предположим, что выполнено (ii), другими словами, Y ∼= SH(X). Из утвер-
ждения 4 в доказательстве теоремы 22 и предложения 7 следует, что ιH(X)
является (Hd)∗-базисом для SH(X). Следовательно, Y ∼= SH(X) является Hd-
собрификацией для X по утверждению 5 из доказательства теоремы 22. По-
этому (ii) влечет (v). Обратно, если Y является Hd-собрификацией для X, то
пространство Y Hd-собранно и поэтому H-собранно по теореме 11. Более того,
предполагая без ограничения общности, что X ≤ Y, получаем, что X является
(Hd)∗-базисом для Y, а потому и H∗-базисом для Y по определению 4 и теореме
11. Таким образом, Y является H-собрификацией для X, и (v) влечет (i). Тем
самым утверждения (i)–(v) равносильны.

По лемме 4 Hd является I-системой. Следовательно, равносильность утвер-
ждений (v)–(vii) следует из эквивалентности утверждений (i)–(iv) для I-систе-
мы Hd. Если Y является H-собрификацией для X, то Y ∼= SH(X) в силу (ii),
т. е. без ограничения общности X является Hd-базисом для Y по утверждению 4
из доказательства теоремы 22. Если X является Hd-базисом для некоторого
T0-пространства Z, то X является H∗-базисом для Z по предложению 7. По тео-
реме 20 Z гомеоморфно некоторому подпространству в Y, и (viii) выполнено.
Таким образом, (i) влечет (viii). Предположим наконец, что (viii) выполняется;
другими словами, Y является наибольшим расширением пространства X таким,
что X является Hd-базисом для Y. По утверждению 4 из доказательства тео-
ремы 22 X является Hd-базисом для SH(X), поэтому можно предполагать, что
X ≤ SH(X) ≤ Y. Из предложения 7 получаем, что X является H∗-базисом для Y.
Следовательно, SH(X) является H∗-базисом для Y по лемме 9(ii). Пространство
SH(X) является Hd-собранным по утверждению 5 из доказательства теоремы 22.
Таким образом, SH(X) является H-собранным по теореме 11. Вновь применяя
теорему 11, получаем, что SH(X) = Y, и (ii) выполнено. Следовательно, (viii)
влечет (ii).

Доказательство завершено. �
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