
Сибирский математический журнал
Май—июнь, 2024. Том 65, № 3

УДК 515.12

О РАЗМЕРНОСТИ КВАНТОВАНИЯ

МАКСИМАЛЬНЫХ СЦЕПЛЕННЫХ СИСТЕМ

А. А. Иванов

Аннотация. Доказано, что для метрического компакта X и для любого неотрица-
тельного числа b, не превосходящего нижней емкостной размерности X, существует
максимальная сцепленная система из λX с нижней размерностью квантования, рав-
ной b, и с носителем X. Также существует максимальная сцепленная система из
λX с носителем X, нижняя и верхняя размерности квантования которой совпадают
с нижней и верхней емкостной размерностями X соответственно.
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Пусть F — полунормальный сохраняющий вес метризуемый функтор в
категории Comp компактов и их непрерывных отображений, (X, ρ) — метриче-

ский компакт. Тогда для любой точки ξ ∈ F (X) определены верхняя dimFξ и
нижняя dimFξ размерности квантования (см. [1]). Известно, что для функтора
экспоненты exp размерности квантования совпадают с емкостными размерно-
стями dimB замкнутых подмножеств X . Для функтора суперрасширения λ
размерности квантования исследованы в работе [2], где в частности, были уста-
новлены неравенства

dimλξ ≤ dimB supp(ξ), dimλξ ≤ dimB supp(ξ)

для любой максимальной сцепленной системы (мсс) ξ ∈ λX и доказана следу-
ющая теорема о промежуточных значениях верхней размерности квантования:

Теорема 1 [2]. Пусть (X, ρ) — метрический компакт и dimBX = a. Тогда
для любого числа b такого, что 0 ≤ b ≤ a, существует мсс ξb ∈ λX , для которой
dimλξb = b и supp(ξb) = X .

Доказательство этой теоремы существенно опирается на доказанную в той
же работе теорему о промежуточных значениях для верхней емкостной размер-
ности.

Теорема 2 [2]. Пусть (X, ρ) — метрический компакт и dimBX = a. Тогда
для любого числа b такого, что 0 ≤ b < a, существует замкнутое подмножество
Fb ⊂ X , для которого dimBFb = b.

Для нижней емкостной размерности аналогичное утверждение в общем слу-
чае неверно: в работе [3] построен пример метрического компакта X такого,
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что dimBX = 1 и dimBF = 0 для любого непустого собственного замкнутого
F ⊂ X . Таким образом, использованная в работе [2] схема доказательства тео-
ремы 1 не может быть реализована для нижней размерности квантования. Тем
не менее утверждение о промежуточных значениях для нижней размерности
квантования максимальных сцепленных систем имеет место, и в этом состоит
основной результат настоящей статьи (теорема 3): для любого метрического
компакта (X, ρ) и любого неотрицательного числа b ≤ dimBX = a существует
мсс ξ ∈ λX , для которой dimλξ = b и supp(ξ) = X . Данная теорема показывает,
что даже в тех случаях, когда в множестве значений нижней емкостной раз-
мерности замкнутых подмножеств метрического компакта X имеются лакуны,
нижняя размерность квантования максимальных сцепленных систем заполняет
весь диапазон значений от нуля до dimBX .

В работе доказано также, что для любого метрического компакта (X, ρ)
существует мсс ξ, для которой

dimλξ = dimBX, dimλξ = dimBX, supp(ξ) = X.

Напомним необходимые определения. Ковариантный функтор F в катего-
рии Comp компактов и их непрерывных отображений называется полунормаль-

ным, если он мономорфен, непрерывен, сохраняет пересечения, точку и пустое
множество (см. [4]). Для каждого полунормального функтора F , компакта X
и точки ξ ∈ F (X) определено понятия носителя supp(ξ) — это наименьшее по
включению замкнутое A ⊂ X такое, что ξ ∈ F (A). Для всех n ∈ N

Fn(X) = {ξ ∈ F (X) : supp(ξ) ≤ n}.

При этом F1(X) гомеоморфноX и можно считать, что X ⊂ F (X). Для лю-
бого полунормального функтора F и любого компакта X множество

⋃
n∈N

FnX

всюду плотно в F (X) (см. [4]).
Функтор F имеет бесконечную степень, если Fn(X) 6= F (X) для любого

бесконечного X и любого n ∈ N.
Функтор F называется метризуемым (по В. В. Федорчуку, см. [5]), если

для всякой метрики ρ на метризуемом компакте X можно указать совместимую
с топологией метрику ρF на F (X) так, что

1) для любого изометрического вложения i метризуемых компактов F (i)
также изометрическое вложение;

2) ρF |X = ρ;
3) diam(F (X)) = diam(X).
При этом по определению семейство метрик {ρF} задает метризацию функ-

тора F .
Далее всюду X — метрический компакт с метрикой ρ.
Если F — полунормальный сохраняющий вес метризуемый семейством

метрик {ρF} функтор бесконечной степени, то для любой точки ξ ∈ F (X)
и любого ε > 0 можно определить число

N(ξ, ε,F (X)) = min{n : ρF (ξ,Fn(X)) ≤ ε}.

Верхней и нижней размерностью квантования ξ называются числа

dimF ξ = inf{α : lim
ε→0

εαN(ξ, ε,F (X)) = 0},

dimF ξ = inf{α : lim
ε→0

εαN(ξ, ε,F (X)) = 0}.



О размерности квантования максимальных сцепленных систем 519

В работах [2, 6] размерность квантования исследовалась под названиями
«порядок метрической аппроксимации» и «размерность финитной аппроксима-
ции»; квантование, по сути, это сокращение слов «финитная аппроксимация».

Имеют места следующие равенства (см. [1]):

dimF ξ = lim
ε→0

logN(ξ, ε,F (X))

− log ε
, dimF ξ = lim

ε→0

logN(ξ, ε,F (X))

− log ε
.

Очевидно, что dimF ξ ≥ dimF ξ для любой точки ξ ∈ F (X).
Также верно следующее

Предложение 1 [1]. Если последовательность εn > 0 : n ∈ N сходится к
нулю монотонно и существует c > 0 такое, что εn+1 ≥ cεn для любого n ∈ N, то

dimF ξ = lim
n→∞

logN(ξ, εn,F (X))

− log εn
, dimF ξ = lim

n→∞

logN(ξ, εn,F (X))

− log εn
.

В дальнейшем, если из контекста ясно, о каком функторе идет речь, будем
писать N(ξ, ε) вместо N(ξ, ε,F (X)). Также будем использовать стандартные
обозначения:

B(F, ε) = {x ∈ X : ρ(x, F ) ≤ ε}, O(F, ε) = {x ∈ X : ρ(x, F ) < ε},
где F — подмножество X .

Функтор экспоненты exp, ставящий в соответствие компакту X простран-
ство его непустых замкнутых подмножеств (см. [7]), полунормален, сохраняет
вес, обладает бесконечной степенью и метризуем при помощи метрики Хаусдор-
фа

ρH(F,G) = inf{ε : F ⊂ B(G, ε), G ⊂ B(F, ε)},
где F,G — непустые замкнутые подмножества X . Как было отмечено, размер-
ности квантования точек F ∈ expX (т. е. непустых замкнутых подмножеств

X) совпадают с верхней и нижней емкостными размерностями dimBF и dimBF
множества F (см. [1]).

Функтор суперрасширения λ, ставящий в соответствие компакту X про-
странство максимальных сцепленных систем λX , также полунормален, сохра-
няет вес, имеет бесконечную степень и метризуем (см. [5]) при помощи метрики

ρλ(ξ, η) = inf{ε : ∀F ∈ ξ B(F, ε) ∈ η}.
Таким образом, для мсс ξ ∈ λX определены верхняя и нижняя размерности
квантования dimλξ и dimλξ.

Нам потребуются также следующая конструкция, предложенная в [8].
Пусть A = {xn : n ∈ N} и B = {yn : n ∈ N} — две непересекающихся последова-
тельности, состоящие из попарно различных точек X , причем A ∩B 6= ∅. Для
каждого i ∈ N положим Ai = {x1, . . . , xi, yi}, Bi = {y1, . . . , yi, xi+1} и рассмот-
рим сцепленную систему

ξ′ = {Ai : i ∈ N} ∪ {Bi : i ∈ N}.
Система ξ′ единственным образом дополняется до мсс в X , которую обозна-

чают через ξ(A,B). Для всех i ∈ N множества Ai и Bi являются минимальными
по включению элементами ξ(A,B) и supp(ξ(A,B)) = A ∪B.

Ниже рассматриваются только последовательности, состоящие из попарно
различных точек.

Напомним, что множество F ⊂ X называется ε-разделенным для некото-
рого ε > 0, если ρ(x, y) > ε для любых различных точек x, y ∈ F . Любое
ε-разделенное подмножество компакта конечно. Подмножество F ⊂ X называ-
ется ε-сетью в X , если B(F, ε) = X .
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Лемма 1. Если A = {xn : n ∈ N} и B = {yn : n ∈ N} — две непересека-
ющихся последовательности точек X такие, что A ∩ B 6= ∅, и для некоторых
k ∈ N, ε > 0 множество D = {x1, . . . , xk+1} ∪ {y1, . . . , yk} ε-разделенное, то
N(ξ(A,B), ε/2) ≥ 2k.

Доказательство. Пусть η — мсс с конечным носителем, для которой вы-
полняется неравенство ρλ(ξ(A,B), η) ≤ ε/2.

Для каждой точки z ∈ D \ {xk+1} существуют F1, F2 ∈ ξ(A,B) такие, что
F1∩F2 = {z} и F1, F2 ⊂ D. МножествоD ε-разделенное, стало быть, B(F1, ε/2)∩
B(F2, ε/2) = B(z, ε/2). При этом B(F1, ε/2), B(F2, ε/2) ∈ η. Значит, B(F1, ε/2)∩
B(F2, ε/2) ∩ supp(η) 6= ∅.

Итак, для любой точки z ∈ D \{xk+1} пересечение supp(η)∩B(z, ε/2) непу-
сто. Следовательно, | supp(η)| ≥ 2k. �

Лемма 2. Если A = {xn : n ∈ N} и B = {yn : n ∈ N} — две непересека-
ющиеся последовательности точек X такие, что A ∩ B 6= ∅, и для некоторых
k ∈ N, ε > 0 выполнено неравенство ρ(xk+1, yk+1) ≤ ε, то N(ξ(A,B), ε) ≤ 2k+ 1.

Доказательство. Рассмотрим D = {x1, . . . , xk+1} ∪ {y1, . . . , yk} и сцеп-
ленную систему η′ = {Ai : i ≤ k} ∪ {Bi : i ≤ k} ∪ {x1, . . . , xk+1}. Существует
единственная мсс η ∈ λ(X), содержащая η′. Очевидно, что supp(η) = D. Сле-
довательно, | supp(η)| = 2k + 1.

Все элементы η′ кроме множества {x1, . . . , xk+1} содержатся в ξ(A,B). При
этом yk+1 ∈ B({x1, . . . , xk+1}, ε), а значит, Ak+1 ⊂ B({x1, . . . , xk+1}, ε). Следо-
вательно, B(F, ε) ∈ ξ(A,B) для любого F ∈ η. Поэтому ρλ(ξ(A,B), η) ≤ ε и
N(ξ(A,B), ε) ≤ 2k + 1. �

Предложение 2. Для любого метрического компакта (X, ρ) существует
мсс ξ, для которой

dimλξ = dimBX, dimλξ = dimBX, supp(ξ) = X.

Доказательство. Положим εk = 1/2k, k ∈ N. Построим по индукции
возрастающую (по включению) последовательность Gk ⊂ X , k ∈ N, состоя-
щую из εk-разделенных εk-сетей в X . В качестве G1 возьмем максимальное ε1-
разделенное подмножество X . Предположим, что Gk−1 уже построено. В мно-
жествеX \B(Gk−1, εk) выберем максимальное εk-разделенное подмножество Ck
и положим Gk = Gk−1 ∪ Ck.

Продолжая индукцию, получим искомую последовательность {Gk : k ∈ N}.
Положим G =

⋃
k∈N

Gk. Легко проверить, что G всюду плотно в X . Выделим в G

фундаментальную последовательность Z = {zi : i ∈ N}, состоящую из попарно
различных точек. Распределим теперь точки G по двум непересекающимся
последовательностямA = {xi : i ∈ N} и B = {yi : i ∈ N} так, чтобы выполнялись
следующие условия:

1) Gk ∩A = {x1, . . . , xnk
}, Gk ∩B = {y1, . . . , ymk

};
2) nk ≥ mk и nk −mk ≤ 1;
3) пересечения A ∩ Z и B ∩ Z бесконечны.

Из условия 3 следует, чтоA∩B 6= ∅, следовательно, определена мсс ξ(A,B),
причем supp(ξ(A,B)) = X . Множество D = {x1, . . . , xnk

} ∪ {y1, . . . , ynk−1} яв-
ляется εk-разделенным, следовательно, по лемме 1

N(ξ(A,B), εk/2) ≥ 2(nk − 1) ≥ |Gk| − 2 ≥ N(X, εk)− 2.
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Применяя предложение 1, получаем

dimλξ(A,B) = lim
k→∞

logN(ξ(A,B), εk/2)

− log εk/2
≥ lim
k→∞

log(N(X, εk)− 2)

− log εk/2
= dimBX,

dimλξ(A,B) = lim
k→∞

logN(ξ(A,B), εk/2)

− log εk/2
≥ lim
k→∞

log(N(X, εk)− 2)

− log εk/2
= dimBX.

Из [2, предложение 2] следует, что

dimλξ(A,B) ≤ dimB(supp(ξ(A,B))) = dimBX,

dimλξ(A,B) ≤ dimB(supp(ξ(A,B))) = dimBX.

Значит, ξ(A,B) — искомая максимальная сцепленная система. �

Теорема 3. Пусть (X, ρ) — метрический компакт. Для любого неотри-
цательного числа b ≤ dimBX = a ≤ ∞ существует мсс ξ ∈ λX , для которой
dimλ(ξ) = b и supp(ξ) = X .

Доказательство. Для b = 0 утверждение теоремы следует из теоремы 2.
Случай b = a рассмотрен в предложении 2. Пусть b ∈ (0, a). Положим εk = 1/2k,
k ∈ N. В силу предложения 1 получаем

a = lim
k→∞

logN(X, εk)

− log εk
= lim
k→∞

logN(X, 2εk)

− log εk
> b,

откуда следует, что при достаточно больших k

N(X, 2εk) > 2kb. (1)

Пусть натуральное число k0 таково, что для всех k ≥ k0 выполняется неравен-
ство (1), и числа

nk = [2kb−1]− 1 (2)

положительны и попарно различны.
Фиксируем предельную точку p ∈ X . Построим по индукции последова-

тельности натуральных чисел T = {ki : i ∈ N} и пар точек xnki
, ynki

∈ X , i ∈ N,
следующим образом.

Шаг 1. Пусть k1 — наименьшее натуральное число, удовлетворяющее усло-
виям: k1 > k0 и B(p, εk1) \ B(p, εk1+1) 6= ∅. Выберем точки xnk1

∈ B(p, εk1) \
B(p, εk1+1) и ynk1

∈ O(p, εk1+1) так, что ρ(xnk1
, ynk1

) > εk1+1. Легко проверить,

что ρ(xnk1
, ynk1

) ≤ 2εk1 .

Шаг 2. Пусть k2 — наименьшее натуральное число, удовлетворяющее
условиям: 2εk2 < ρ(p, ynk1

) и B(p, εk2) \ B(p, εk2+1) 6= ∅. Дословно повторив

проведенные выше рассуждения (с заменой индекса k1 на k2), выберем точки
xnk2

∈ B(p, εk2) \B(p, εk2+1) и ynk2
∈ O(p, εk2+1).

Продолжая индукцию, получим множество T = {ki : i ∈ N} и после-
довательности A′ = {xnki

: i ∈ N}, B′ = {ynki
: i ∈ N}. Заметим, что

|ki − kj | > 1 для любых различных i, j ∈ N, а также что (A′ ∪ B′) \ B(p, 2εk) ⊂( ⋃
ki<k

{xnki
}
)
∪
( ⋃
ki<k

{ynki
}
)

для любого k ≥ k0.

Будем строить по индукции возрастающую (по включению) последователь-
ность конечных подмножеств Gk ⊂ X , k ∈ N, k ≥ k0, так, чтобы выполнялись
следующие условия:

(a) Gk ∩ (A′ ∪B′) = ∅;
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(b) Gk ∪ {p} — 2εk-разделенное множество;
(c) Gk ∪

( ⋃
ki≤k

{xnki
}
)
∪
( ⋃
ki<k

{ynki
}
)

— εk-разделенное множество;

(d) Gk ∪
( ⋃
ki<k

{xnki
}
)
∪
( ⋃
ki<k

{ynki
}
)
∪ {p} — 2εk-сеть.

Шаг k = k0. В качестве Gk0 возьмем максимальное 2εk0-разделенное под-
множество X \ B(p, 2εk0). Очевидно, что все перечисленные выше условия вы-
полняются.

Шаг k > k0. Пусть Ck — максимальное 2εk-разделенное подмножество
X \B(Gk−1∪

( ⋃
ki<k

{xnki
}
)
∪(

⋃
ki<k

{ynki
}
)
∪{p}, 2εk). Тогда положим Gk = Gk−1∪

Ck. Условия (a), (b) и (d) будут выполняться для Gk в силу свойств A′, B′,
построения Ck и того факта, что условие (a) выполнялось для Gk−1. Проверим
выполнение условия (с).

Если k = kj для некоторого j ∈ N, то в силу выполнения условия (c)
для Gkj−1, а также того, что kj − 1 /∈ T , множество Gkj−1 ∪

( ⋃
ki<kj

{xnki
}
)
∪

(
⋃

ki<kj

{ynki
}) будет 2εkj -разделенным. В силу построения Ckj множество Gkj ∪

( ⋃
ki<kj

{xnki
}
)
∪
( ⋃
ki<kj

{ynki
}
)

также является 2εkj -разделенным. Это множество

не пересекает B(p, 2εkj) в силу выполнения условия (b) для Gkj и построения

точек xnki
, ynki

. Точка xnkj
содержится вB(p, εkj ), а значит,Gkj∪

( ⋃
ki≤kj

{xnki
}
)
∪

( ⋃
ki<kj

{ynki
}
)

будет εkj -разделенное.

Если k = kj+1 для некоторого j ∈ N, то в силу выполнения условия (c) для
Gkj множество Gkj ∪

( ⋃
ki≤kj

{xnki
}
)
∪
( ⋃
ki<kj

{ynki
}
)

— 2εkj+1-разделенное. В силу

построения Ckj+1 множество Gkj+1 ∪
( ⋃
ki≤kj

{xnki
}
)
∪
( ⋃
ki<kj

{ynki
}
)

также 2εkj+1-

разделенное. Это множество пересекает B(p, 2εkj+1) только по точке xnkj
в

силу выполнения условия (b) для Gkj+1 и построения точек xnki
, ynki

. Кроме

того, ρ(xnkj
, ynkj

) > εkj+1 и ynkj
∈ B(p, εkj+1). Значит, Gkj+1 ∪

( ⋃
ki≤kj

{xnki
}
)
∪

( ⋃
ki≤kj

{ynki
}
)
εkj+1-разделенно. В силу того, что kj + 1 /∈ T , условие (c) для

Gkj+1 тем самым проверено.
Если kj + 1 < k < kj+1 для некоторого j ∈ N, то выполнение условия (c)

будет следовать из выполнения этого условия для Gk−1 и построения Ck.
Продолжая индукцию, получаем искомую последовательность Gk. Поло-

жим
G =

⋃

k≥k0

Gk.

Точка p является предельной точкой последовательностей A′ и B′. Поэтому в
силу условия (d) множество G ∪A′ ∪B′ будет всюду плотным в X . Из условий
(d), (1) и (2) следует, что

∣∣∣Gk ∪
( ⋃

ki<k

{xnki
}
)
∪
( ⋃

ki<k

{ynki
}
)∣∣∣ ≥ N(X, 2εk)− 1 ≥ 2nk. (3)

Положим S = N\T . В силу неравенства (3) множество G можно предста-
вить в виде объединения двух непересекающихся последовательностей A′′ =
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{xi : i ∈ S} и B′′ = {yi : i ∈ S} так, чтобы для любого k ≥ k0 выполнялось
включение {xj : j ∈ S, j ≤ nk} ∪ {yj : j ∈ S, j ≤ nk} ⊂ Gk. Объединяя
последовательности A′ с A′′ и B′ с B′′, получим (соответственно) последова-
тельности A = {xi : i ∈ N} и B = {yi : i ∈ N}. Для любого k ∈ T имеем
ρ(xnk

, ynk
) ≤ 2εk, следовательно, A ∩ B 6= ∅. Из свойства (с) следует, что

{xj : j ∈ N, j ≤ nk} ∪ {yj : j ∈ N, j < nk} — εk-разделенное множество для
всех k ≥ k0. В силу леммы 1 N(ξ(A,B), εk/2) ≥ 2nk − 2. Применяя к данному
неравенству предложение 1 и (2), получаем, что

dimλξ(A,B) = lim
k→∞

logN(ξ(A,B), εk/2)

− log εk/2
≥ lim
k→∞

log(2nk − 2)

− log εk/2
= b.

Для любого ki ∈ T будет ρ(xnki
, ynki

) ≤ 2εki , поэтому по лемме 2 верно

неравенство N(ξ(A,B), 2εki) ≤ 2nki − 1. С учетом предложения 1 и того факта,
что T бесконечно, получаем

dimλξ(A,B) = lim
k→∞

logN(ξ(A,B), 2εk)

− log 2εk
≤ lim

i→∞

logN(ξ(A,B), 2εki)

− log 2εki

≤ lim
i→∞

log(2nki − 1)

− log 2εki
= b.

Так как A ∪ B всюду плотно в X , носитель supp(ξ(A,B)) равен X . Итак,
ξ(A,B) — искомая максимальная сцепленная система. �
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