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КВАЗИМНОГООБРАЗИЕ SP(L6).

II. РЕЗУЛЬТАТ О ДУАЛЬНОСТИ

А. О. Башеева, М. В. Швидефски

Аннотация. Показано, что категория полных биалгебраических (0, 1)-решеток,
принадлежащих квазимногообразию, порожденному конкретной конечной решет-
кой, с полными гомоморфизмами решеток, рассматриваемая как конкретная кате-
гория, дуально эквивалентна категории специальных пространств с дополнитель-
ной структурой.
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1. Введение

Настоящая работа продолжает работу [1]. Рассматривается категория B6

полных биалгебраических (0, 1)-решеток, принадлежащих квазимногообразию
SP(L6), порожденному конечной решеткой L6 (рис. 1) с полными гомоморфиз-
мами (0, 1)-решеток в качестве морфизмов. (Отметим, что решетка L6 изо-
морфна решетке подпорядков трехэлементной цепи.) Далее определяется кате-
гория L6 так называемых L6-пространств с L6-морфизмами (см. определение 2
в разд. 3).

В [1] установлено, что квазимногообразие SP(L6) образует (конечно бази-
руемое) многообразие. Более того, был найден конкретный конечный базис
тождеств для SP(L6). Используя этот конечный базис тождеств, мы доказыва-
ем, что категории L6 и B6 дуально эквивалентны (см. теорему 15). Для дока-
зательства теоремы 15 существенно используются методы и идеи работ [2–5].

Отметим, что категория N5 из [4, 5] является полной подкатегорией в L6.
Рассматривая ограничение дуальности, представленной здесь, на N5, получа-
ем дуальность из работ [4, 5]. В частности, рассматривая ограничение нашей
дуальности на категорию конечных дистрибутивных решеток, получаем извест-
ную дуальность Биркгофа.

Все понятия и обозначения, не определенные здесь, соответствуют [1, 4–6].

2. Основные понятия и вспомогательные результаты

Следующее определение использует некоторые понятия из [6, 3].

Определение 1. Рассмотрим J-решетку L, где J ⊆ J(L). Для элемента
x ∈ J полагаем

M(x) =
{
A ⊆ J | 1 < |A| < ω, x ≤

∨
A
}
,
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Рис. 1. Ч.у. множество M1 и решетка L6
∼= O(M1).

где
∨
A — минимальное нетривиальное покрытие x. Для множества S ⊆ J

полагаем

S[0] = S; S[n+1] =
⋃
{A ∈M(x) | x ∈ S[n]}, n < ω; 〈S〉M =

⋃

i<ω

S[i].

Для элемента x ∈ J будем писать 〈x〉M вместо 〈{x}〉M. Непосредственно видно,
что

〈S〉M =
⋃

x∈S

〈x〉M ⊆ J,

поэтому 〈 〉M является алгебраическим оператором замыкания на J . Множество
S ⊆ J называетсяM-замкнутым, если S = 〈S〉M.

Ясно, что M(x) = ∅, поэтому 〈x〉M = {x} для каждого элемента x ∈ J ,
который является простым. Более того, если L является биалгебраической ре-
шеткой, то для любого x ∈ CJ(L) множество 〈x〉M = {x} состоит из вполне
неразложимых элементов.

Полагаем�6 =
{
(C), (D2),

(
N1

5

)}
, где рассматриваемые тождества (C), (D2),

и
(
N1

5

)
определены в [1]. Согласно [1, теорема 12], SP(L6) является многообра-

зием, а �6 образует его базис тождеств.

Предложение 1 [1, предложение 10]. Пусть решетка L коалгебраическая,
причем L |= �6. Тогда для каждого элемента x ∈ J(L), который не является
простым, имеем

〈x〉M = {x, a, b} для некоторых a, b ∈ JP (L).

Более того, L ∈ SP(L6).

Следствие 2 [1, следствие 11]. Пусть решетка L коалгебраическая, причем
L |= �6. Тогда для каждого элемента x ∈ CJ(L), который не является простым,
имеем

〈x〉M = {x, a, b} для некоторых a, b ∈ CJP (L).

В частности, L ∈ SP(L6).

3. Категории L6 и B6

Следующее определение является аналогом определения N5-пространства
из [5, определение 2.1].

Определение 2. Система S = 〈X,Y,≤, f〉 называется L6-пространством,
если
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(s1) X ∪ Y 6= ∅ и X ∩ Y = ∅;
(s2) ≤ является частичным порядком на X ∪ Y ;
(s3) f :Y → X2 — функция и для любого y ∈ Y такого, что f(y) = (a, b),

выполнены следующие условия:
(a) y 6≤ a, b и {a, b} — антицепь;
(b) если a, b ≤ z для некоторого z ∈ X ∪ Y , то y ≤ z;
(c) если z ≤ y для некоторого z ∈ X ∪ Y , то либо z ≤ a, либо z ≤ b, либо

z ∈ Y и {u, v} ≪ {a, b}, где f(z) = (u, v).

Пусть S = 〈X,Y,≤, f〉 и S′ = 〈X ′, Y ′,≤, f〉 являются L6-пространствами.
Тогда ϕ: S→ S′ называется L6-морфизмом, если выполняются следующие усло-
вия:

(m1) ϕ отображает X ∪ Y в X ′ ∪ Y ′ ∪ {(a, b) | a, b ∈ X ′};
(m2) если u, v ∈ X ∪ Y таковы, что ϕ(u), ϕ(v) ∈ X ′ ∪ Y ′ и u ≤ v, то ϕ(u) ≤

ϕ(v);
(m3) ϕ(x) ∈ X ′ для всех x ∈ X ;
(m4) для y ∈ Y с условием f(y) = (a, b) выполнено следующее:
(a) если ϕ(y) ∈ X ′, то ϕ(y) ≤ ϕ(a) или ϕ(y) ≤ ϕ(b);
(b) если ϕ(y) ∈ Y ′, то f(ϕ(y)) = (ϕ(a)ϕ(b));
(c) если ϕ(y) /∈ X ′ ∪ Y ′, то ϕ(y) = {ϕ(a), ϕ(b)} является антицепью, а

{ϕ(a), ϕ(b)} ≪ ϕ(z) для всех z ∈ X ∪ Y таких, что y ≤ z.
Пусть S0, S1 и S2 являются L6-пространствами с носителями X0; Y0, X1;

Y1 и X2; Y2 соответственно, и пусть ϕ0: S0 → S1, ϕ1: S1 → S2 — L6-морфизмы.
Определим композицию ϕ0◦ϕ1: S0 → S2 морфизмов ϕ0 и ϕ1 следующим образом.
Пусть u ∈ X0 ∪ Y0.

(c1) Если ϕ0(u) ∈ X1 ∪ Y1, то ϕ0 ◦ ϕ1(u) = ϕ1ϕ0(u).
(c2) Если ϕ0(u) /∈ X1 ∪ Y1 и ϕ(u) = (a, b) в S0, то

ϕ0 ◦ ϕ1(u) =





ϕ1ϕ0(a), если ϕ1ϕ0(b) ≤ ϕ1ϕ0(a),

ϕ1ϕ0(b), если ϕ1ϕ0(a) ≤ ϕ1ϕ0(b),

{ϕ1ϕ0(a), ϕ1ϕ0(b)}, если {ϕ1ϕ0(a), ϕ1ϕ0(b)} — антицепь.

Лемма 3. Если S0, S1, S2 — L6-пространства, а ϕ0: S0 → S1 и ϕ1: S1 → S2 —
L6-морфизмы, то ϕ0 ◦ ϕ1 является L6-морфизмом.

Объектами категории L6 являются L6-пространства; морфизмами этой ка-
тегории являются L6-морфизмы. Объектами категории B6 являются биалгеб-
раические решетки, принадлежащие многообразию SP(L6); морфизмами этой
категории являются полные гомоморфизмы (0, 1)-решеток. Основная цель дан-
ной работы — установить, что категории L6 и B6 дуально эквивалентны.

4. Контравариантный функтор из L6 в B6

Определение 3 [5, определение 3.1]. Пусть S = 〈X,Y,≤, f〉 — L6-прост-
ранство. Подмножество I ⊆ X ∪ Y называется идеалом L6-пространства S,
если I — нижний конус в 〈X ∪ Y,≤〉, причем выполняется следующее свойство
для всех y ∈ Y :

если f(y) = (a, b) и a, b ∈ I, то y ∈ I.
Ясно, что множество F(S) всех идеалов в S частично упорядочено относи-

тельно ⊆. Для подмножества Z ⊆ X ∪ Y пусть Z — наименьший идеал в S,
который содержит Z; другими словами,

Z =
⋂
{I ∈ F(S) | Z ⊆ I}.
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Доказательство следующего утверждения вытекает из доказательства [7, пред-
ложение 3.2].

Предложение 4. Пусть S = 〈X,Y,≤, f〉 – L6-пространство, а {Zi ∈ F(S) |
i ∈ I} — семейство идеалов в S. Справедливы следующие утверждения.

(i) Если множество Z ⊆ X ∪ Y таково, что Z =↓ Z, то Z = Z ∪ {y ∈ Y |
f(y) = (a, b) и a, b ∈ Z}.

(ii)
∨
i∈I

Zi =
⋃
i∈I

Zi =
⋃
i∈I

Zi ∪
{
y ∈ Y | f(y) = (a, b) и a, b ∈ ⋃

i∈I

Zi
}
.

(iii) Если семейство {Zi ∈ F(S) | i ∈ I} направлено вверх относительно ⊆,
то
∨
i∈I

Zi =
⋃
i∈I

Zi.

(iv) Z является вполне неразложимым элементом в F(S) тогда и только
тогда, когда Z =↓ z для некоторого z ∈ X ∪ Y .

(v) Z является вполне простым элементом в F(S) тогда и только тогда,
когда Z =↓ z для некоторого z ∈ X .

(vi) Если z ∈ X ∪ Y , то ↓ z является простым элементом в F(S) тогда и
только тогда, когда z ∈ X .

(vii) F(S) является полной биалгебраической решеткой.

Теорема 5. Если S = 〈X,Y,≤, f〉 является L6-пространством, то F(S) ∈
SP(L6).

Доказательство. Поскольку F(S) — биалгебраическая решетка по пред-
ложению 3(vii), 2-дистрибутивная в силу предложения 3(ii), F(S) является CJ-
решеткой в силу [5, предложение 1.2]. По следствию 2 F(S) ∈ SP(L6). �

Пусть S = 〈X,Y,≤, f〉 и S′ = 〈X ′, Y ′,≤, f〉 — L6-пространства и ϕ: S→ S′ —
L6-морфизм. Для Z ′ ⊆ X ′ ∪ Y ′ полагаем

ϕ−1(Z ′) = {z ∈ X ∪ Y | ϕ(x) ∈ Z ′} ∪ {z ∈ Y | ϕ(z) ⊆ Z ′}.

Рассмотрим следующее отображение:

F(ϕ): F(S′)→ F(S), F(ϕ):Z ′ 7→ ϕ−1(Z ′).

Предложение 6. Если S и S′ — L6-пространства, а ϕ: S → S′ — L6-
морфизм, то F(ϕ): F(S′)→ F(S) — полный гомоморфизм (0, 1)-решеток.

Доказательство. Несложные вычисления доказывают

Утверждение 1. F(ϕ)(Z ′) ∈ F(S) для каждого Z ′ ∈ F(S).

Из утверждения выше следует, что F(ϕ) определено корректно. Очевидно,
что F(ϕ)(∅) = ϕ−1(∅) = ∅ и F(ϕ)(X ′∪Y ′) = ϕ−1(X ′∪Y ′) = X∪Y . Следователь-
но, F(ϕ) сохраняет наибольший и наименьший элементы. Остается установить,
что F(ϕ) сохраняет произвольные непустые решеточные объединения и пересе-
чения.

Утверждение 2. F(ϕ) является полным решеточным гомоморфизмом.

Доказательство утверждения. Рассмотрим семейство {Z ′i | i ∈ I} ⊆
F(S′) идеалов в S′. Ясно, что

ϕ−1
(⋂

i∈I

Z ′i

)
=
⋂

i∈I

ϕ−1(Z ′i),
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поэтому F(ϕ) сохраняет все непустые пересечения. В частности, F(ϕ) сохраняет
порядок. Таким образом,

∨

i∈I

ϕ−1(Z ′i) ⊆ ϕ−1
(∨

i∈I

Z ′i

)
.

Для доказательства того, что F(ϕ) сохраняет произвольные решеточные объ-
единения, мы должны установить обратное включение. Действительно, пусть

z ∈ ϕ−1
(∨

i∈I

Z ′i

)
= ϕ−1

(⋃

i∈I

Z ′i

)
.

Рассмотрим два возможных случая.

Случай 1: ϕ(z) ∈ X ′ ∪ Y ′. В этом случае ϕ(z) ∈
⋃
i∈I

Z ′i. Если ϕ(z) ∈
⋃
i∈I

Z ′i, то ϕ(z) ∈ Z ′j для некоторого j ∈ I и z ∈ ϕ−1(Z ′j) ⊆
∨
i∈I

ϕ−1(Z ′i). Иначе

получаем по предложению 4(ii), что ϕ(z) ∈ Y ′ и ϕ(f(z)) = (a′, b′) для некоторых
a′, b′ ∈ ⋃

i∈I

Z ′i. Из включения ϕ(z) ∈ Y ′ в силу (m4-b) следует, что z ∈ Y и

ϕ
(
f(z)

)
= (ϕ(a), ϕ(b)), где f(z) = (a, b). Следовательно, ϕ(a) = a′ ∈ ⋃

i∈I

Z ′i и

ϕ(b) = b′ ∈ ⋃
i∈I

Z ′i. Последнее включение влечет включение a, b ∈ ⋃
i∈I

ϕ−1(Z ′i).

Поскольку f(z) = (a, b), получаем, что z ∈ ∨
i∈I

ϕ−1(Z ′i).

Случай 2: ϕ(z) /∈ X ′ ∪ Y ′. В этом случае z ∈ Y , f(z) = (a, b) в S и ϕ(z) =

{ϕ(a), ϕ(b)} ⊆
⋃
i∈I

Z ′i. Поскольку a, b ⊆ X , заключаем в силу (m3) определения 2,

что ϕ(a), ϕ(b) ⊆ X ′. Стало быть, ϕ(a), ϕ(b) ∈ ⋃
i∈I

Z ′i по предложению 4(ii), т. е.

a, b ∈ ⋃
i∈I

ϕ−1(Z ′i) и z ∈ ∨
i∈I

ϕ−1(Z ′i). �

Таким образом, F(ϕ) — полный гомоморфизм (0, 1)-решеток, и доказатель-
ство предложения 6 завершено. �

Следствие 7. F:L6 → B6 является контравариантным функтором.

Доказательство. Из предложений 4, 6 и теоремы 5 следует, что функтор
F определен корректно. Ясно, что если S0, S1, S2 — L6-пространства, а ϕ0: S0 →
S1, ϕ1: S1 → S2 — L6-морфизмы, то

F(ϕ0 ◦ ϕ1)(Z) = ϕ−1
0 ϕ−1

1 (Z) = F(ϕ1) ◦ F(ϕ0)(Z)

для всех Z ∈ F(S2), поэтому F сохраняет композиции морфизмов. �

5. Контравариантный функтор из B6 в L6

Для решетки L ∈ B6 полагаем

G(L) = 〈X,Y,≤, f〉,

где X = CJP (L) — множество всех вполне неразложимых элементов решетки L,
которые являются простыми, Y = CJNP (L) — множество всех вполне неразло-
жимых элементов решетки L, которые не являются простыми, ≤ — порядок в
L, а f(y) = (a, b) для элемента y ∈ CJNP (L) в том случае, когда 〈y〉M = {y, a, b}.

Из этого определения и определения 2, получаем
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Предложение 8. Если L ∈ B6, то G(L) ∈ L6.

Доказательство. Единственное нетривиальное свойство в определении 2,
которое требует доказательства, это (s3-c). Пусть y ∈ CJNP (L), а элемент
z ∈ CJP (L) ∪ CJNP (L) таков, что f(y) = (a, b) и z ≤ y. Если z � a и z � b,
то z ∈ CJNP (L) и z ≤ y ≤ a ∨ b в L. Согласно следствию 2 〈z〉M = {z, c, d}
для некоторых c, d ∈ CJP (L). Поскольку z ≤ a ∨ b является нетривиальным
покрытием, получаем, что {c, d} ≪ {a, b}. �

Для решеток L,M ∈ B6 и полного гомоморфизма (0, 1)-решеток g:M → L
рассмотрим следующее отображение:

βg:L→M, βg: a 7→
∧
{b ∈M | a ≤ g(b)}.

Заметим, что 1M ∈ {b ∈ M | a ≤ g(b)} для всех a ∈ L. Следующие три
утверждения установлены в [5].

Лемма 9 [5, лемма 4.2]. Пусть L,M — полные биалгебраические (0, 1)-
решетки и g:M → L — полный гомоморфизм (0, 1)-решеток. Справедливы
следующие утверждения.

(i) a ≤ gβg(a) для всех a ∈ L и βgg(b) ≤ b для всех b ∈M .

(ii) gβgg(b) = g(b) для всех b ∈M .

(iii) βggβg(a) = βg(a) для всех a ∈ L.

(iv) βg
( ∨
i∈I

ai
)

=
∨
i∈I

βg(ai) для всех ai ∈ L, i ∈ I.

(v) Если x ∈ CJP (L), то βg(x) ∈ CJP (M).

(vi) Для каждого b ∈ L с условием βg(b) ∈ CJ(M) найдется y ∈ CJ(L) такой,
что βg(b) = βg(y). Более того, y ∈ CJNP (L), если βg(b) ∈ CJNP (M).

(vi) Если g разнозначен, то для каждого b ∈ CJ(M) существует a ∈ CJ(L)
такой, что βg(a) = b.

(vii) Если g является отображением «на», то βg: CJ(L)→ CJ(M) разнознач-
но.

Лемма 10 [5, лемма 4.3]. Пусть L,M — полные биалгебраические (0, 1)-
решетки, и пусть g:M → L — полный гомоморфизм (0, 1)-решеток. Если y ∈
CJNP (L) таков, что βg(y) ∈ CJNP (M), то

〈βg(y)〉M =
{
βg(y), βg(a), βg(b)

}
,

где 〈y〉M = {y, a, b}.

Лемма 11 [5, лемма 4.4]. Пусть L,M — полные биалгебраические (0, 1)-
решетки и g:M → L — полный гомоморфизм (0, 1)-решеток. Если y ∈ CJNP (L)
таков, что βg(y) /∈ CJP (M) ∪ CJNP (M), то {βg(a), βg(b)} является антицепью и
βg(y) = βg(a) ∨ βg(b), где 〈y〉M = {y, a, b}.

Для решеток L,M ∈ B6 и полного гомоморфизма (0, 1)-решеток g:M →
L определим отображение G(g): G(L) → G(M) следующим образом. Для z ∈
CJP (L) ∪ CJNP (L) полагаем

G(g)(z) =

{
βg(z), если βg(z) ∈ CJP (M) ∪ CJNP (M);

{βg(a), βg(b)}, если βg(z) /∈ CJP (M) ∪ CJNP (M), 〈z〉M = {z, a, b}.
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Предложение 12. Пусть L,M ∈ B6 и g:M → L является полным гомо-
морфизмом (0, 1)-решеток. Тогда G(g): G(L)→ G(M) является L6-морфизмом.

Доказательство. Требуется установить, что G(g) обладает свойствами
(m1)–(m4) из определения 2. Свойство (m1) следует непосредственно из опре-
деления G(g). Свойство (m2) следует из леммы 9(iv), в то время как (m3)
следует из леммы 9(v). Установим, что свойство (m4) также имеет место.

Действительно, пусть y ∈ CJNP (L) таков, что 〈y〉M = {y, a, b}, т. е. f(y) =
(a, b) в G(L). Если G(g)(y) ∈ CJP (M), то G(g)(y) = βg(y) ≤ βg(a) ∨ βg(b) влечет
неравенство G(g)(y) ≤ βg(a) или неравенство G(g)(y) ≤ βg(b). Таким образом,
(m4-a) выполнено. Свойство (m4-b) следует из леммы 10.

Наконец, если G(g)(y) /∈ CJP (M) ∪ CJNP (M), то

G(g)(y) = {βg(a), βg(b)} = {G(g)(a),G(g)(b)}.

Более того, G(g)(y) является антицепью, так как в этом случае βg(y) = βg(a) ∨
βg(b) по лемме 11. Итак, пусть z ∈ CJP (L) ∪ CJNP (L) таков, что y ≤ z. Тогда

G(g)(a) ∨ G(g)(b) = βg(a) ∨ βg(b) = βg(y) ≤ βg(z).

Если βg(z) ∈ CJP (M) ∪ CJNP (M), то

G(g)(a),G(g)(b) ≤ βg(z) = G(g)(z).

Если βg(z) /∈ CJP (M) ∪ CJNP (M), то

G(g)(z) = {βg(c), βg(d)},

где 〈z〉M = {z, c, d} в L. Имеем y ≤ z ≤ c ∨ d. Если y ≤ c, то

βg(a) ∨ βg(b) = βg(y) ≤ βg(c).

Если y ≤ d, то

βg(a) ∨ βg(b) = βg(y) ≤ βg(d).
Если y ≤ c ∨ d является нетривиальным покрытием, то {a, b} ≪ {c, d}, откуда
{βg(a), βg(b)} ≪ {βg(c), βg(d)} по лемме 9. Таким образом, {G(g)(a),G(g)(b)} ≪
G(g)(z), и свойство (m4-c) выполнено. �

Предложение 13. G:B6 → L6 является контравариантным функтором.

Доказательство. Из предложений 8 и 12 вытекает, что функтор G опре-
делен корректно. Пусть L0, L1, L2 ∈ B6 и g0:L0 → L1, g1:L1 → L2 являются пол-
ными гомоморфизмами (0, 1)-решеток. Тогда βg1g0 = βg0βg1 в силу доказатель-
ства предложения 5.6 из [5]. Нужно показать, что G(g0 ◦g1)(z) = G(g1)◦G(g0)(z)
для всех z ∈ CJP (L2) ∪CJNP (L2). Для краткости полагаем

X0 = CJP (L0), Y0 = CJNP (L0);

X1 = CJP (L1), Y1 = CJNP (L1);

X2 = CJP (L2), Y2 = CJNP (L2).

Согласно лемме 9(v),(vi) возможен один из следующих случаев.
Случай 1: G(g1)(z) ∈ X1 ∪ Y1 и G(g0)G(g1)(z) ∈ X0 ∪ Y0. В этом случае

G(g0)G(g1)(z) = βg0βg1(z) = βg1g0(z) = G(g0 ◦ g1)(z).
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Случай 2: G(g1)(z) ∈ X1 ∪ Y1 и G(g0)G(g1)(z) /∈ X0 ∪ Y0. В силу того, что
G(g0)G(g1)(z) /∈ X0 ∪ Y0, по лемме 9(v) заключаем, что z ∈ Y2 и G(g1)(z) ∈ Y1.
Тогда 〈z〉M = {z, c, d} для некоторых c, d ∈ X2. По лемме 10 получаем

〈G(g1)(z)〉M = {βg1(z), βg1(c), βg1(d)},
откуда

G(g0)G(g1)(z) = {βg0βg1(c), βg0βg1(d)} = {βg1g0(c), βg1g0(d)},
поэтому βg1g0(y) /∈ X0 ∪ Y0. Отсюда следует, что G(g0 ◦ g1)(z) /∈ X0 ∪ Y0. Таким
образом,

G(g0)G(g1)(z) = {βg1g0(c), βg1g0(d)} = G(g0 ◦ g1)(z).
Случай 3: G(g1)(z) /∈ X1 ∪ Y1 и G(g0)G(g1)(z) /∈ X0 ∪ Y0. В этом случае

z ∈ Y2 по лемме 9(v). Тогда 〈z〉M = {z, c, d} для некоторых c, d ∈ X2. Так как
G(g1)(z) /∈ X1∪Y1, заключаем, что G(g1)(z) = {βg1(c), βg1(d)}, а βg1(z) = βg1(c)∨
βg1(d) является нетривиальной суммой по лемме 11. Так как G(g0)G(g1)(z) /∈
X0 ∪ Y0, заключаем, что

G(g0)G(g1)(z) = {βg0βg1(c), βg0βg1(d)} = {βg1g0(c), βg1g0(d)}.
Тогда {βg1g0(c), βg1g0(d)} является антицепью в силу (c2) из определения 2. Если
βg1g0(z) ∈ X0 ∪ Y0, то равенство

βg1g0(z) = βg0βg1(z) = βg0βg1(c) ∨ βg0βg1(d) = βg1g0(c) ∨ βg1g0(d)
влекло бы включение βg1g0(z) ∈ {βg1g0(c), βg1g0(d)}, а последнее множество не
было бы антицепью; противоречие. Таким образом, βg1g0(z) /∈ X0 ∪ Y0. Отсюда
следует, что G(g0 ◦ g1)(z) /∈ X0 ∪ Y0, поэтому

G(g0)G(g1)(z) = {βg1g0(c), βg1g0(d)} = G(g0 ◦ g1)(z).
Случай 4: G(g1)(z) /∈ X1∪Y1 и G(g0)G(g1)(z) ∈ X0∪Y0. Так как G(g1)(z) /∈

X1 ∪ Y1, получаем по лемме 9(v), что z ∈ Y2 и 〈z〉M = {z, c, d} для некоторых
c, d ∈ X2. Так как G(g1)(z) /∈ X1 ∪ Y1, имеем также G(g1)(z) = {βg1(c), βg1(d)}, а
βg1(z) = βg1(c) ∨ βg1(d) является нетривиальной суммой по лемме 11. Вновь

βg1g0(z) = βg0βg1(z) = βg0βg1(c) ∨ βg0βg1(d) = βg1g0(c) ∨ βg1g0(d).
Если G(g0◦g1)(z) /∈ X0∪Y0, то βg1g0(z) = βg1g0(c)∨βg1g0(d) является нетривиаль-
ной суммой по лемме 11. В частности, {βg1g0(c), βg1g0(d)} является антицепью.
С другой стороны, G(g0)G(g1)(z) ∈ X0 ∪ Y0. Это влечет в силу (c2) из определе-
ния 2, что

G(g0)G(g1)(z) ∈ {βg0βg1(c), βg0βg1(d)} = {βg1g0(c), βg1g0(d)}
и что множество {βg1g0(c), βg1g0(d)} является цепью. Получили противоречие,
которое означает, что G(g0 ◦ g1)(z) ∈ X0 ∪ Y0. Таким образом, G(g0 ◦ g1)(z) =
βg1g0(z) является вполне неразложимым элементом. Отсюда вытекает, что

G(g0 ◦ g1)(z) ∈ {βg1g0(c), βg1g0(d)}.
Возможны два случая.

Случай 4.1: G(g0 ◦ g1)(z) = βg1g0(c). В этом случае βg1g0(d) ≤ βg1g0(c),
поэтому G(g0 ◦ g1)(z) = βg1g0(c) в силу (c2) из определения 2.

Случай 4.2: G(g0 ◦ g1)(z) = βg1g0(d). В этом случае βg1g0(c) ≤ βg1g0(d),
поэтому G(g0 ◦ g1)(z) = βg1g0(d) в силу (c2) из определения 2.

Таким образом, доказано, что

G(g0 ◦ g1)(z) = G(g0)(z)G(g1)

в каждом из возможных случаев. Отсюда следует, что

G(g0 ◦ g1) = G(g1) ◦ G(g0),

поэтому G сохраняет композиции морфизмов. �
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6. Основные результаты

Для категории C пусть 1C:C→ C обозначает функтор такой, что 1C(a) = a
для каждого C-объекта a и 1C(f) = f для каждого C-морфизма f .

Доказательство следующего предложения повторяет доказательство соот-
ветствующих утверждений из [5] (см. [5, предложения 5.1, 5.3]).

Предложение 14. Имеют место следующие утверждения.
(i) Функторы GF:L6 → L6 и 1L6 изоморфны.
(ii) Функторы FG:B6 → B6 и 1B6 изоморфны.

Из предложения 14 получаем

Предложение 15. Категории L6 и B6 дуально эквивалентны.

Пусть (L6)fin и (B6)fin обозначают полные подкатегории в L6 и B6 соответ-
ственно, объекты которых конечны. Из нашего определения функторов F и G
и теоремы 15 получаем

Следствие 16. Категории (L6)fin и (B6)fin дуально эквивалентны.

В точности так же, как и в [5, следствие 5.5], из леммы 9 и теоремы 15 получаем

Следствие 17. Имеют место следующие утверждения.
(i) L6-морфизмы, которые сюръективны, соответствуют в силу дуальности

разнозначным гомоморфизмам в B6 и наоборот.
(ii) L6-морфизмы, которые являются вложениями, соответствуют в силу

дуальности сюръективным гомоморфизмам в B6 и наоборот.
(iii) Раздельные объединения пространств в L6 соответствуют в силу ду-

альности декартовым произведениям в B6 и наоборот.
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