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РАССЛОЕНИЯ БИРМАН ––– ХИЛЬДЕНА. II

А. В. Малютин

Аннотация. Изучается структура групп автогомеоморфизмов расслоенных мно-
гообразий. Расслоенное топологическое пространство называется пространством
Бирман — Хильдена, если в каждой паре послойных (переводящих каждый слой
в некоторый слой) изотопных автогомеоморфизмов этого пространства автогомео-
морфизмы еще и послойно изотопны. В работе доказывается, в частности, что
к классу Бирман — Хильдена относятся все связные компактные локально три-
виально расслоенные над окружностью многообразия размерности не выше трех
(включая неориентируемые и с непустым краем), а также все локально тривиаль-
но расслоенные над окружностью с ориентируемым хакеновым слоем замкнутые
четырехмерные многообразия (включая неориентируемые).
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1. Введение

Настоящая работа продолжает исследование структуры групп автогомео-
морфизмов расслоенных многообразий и развитие теории расслоений Бирман —
Хильдена на основе результатов [1]. Расслоенное топологическое пространство
называется пространством Бирман — Хильдена, если в каждой паре изотопных
послойных автогомеоморфизмов этого пространства автогомеоморфизмы еще
и послойно изотопны (здесь и далее в работе под послойными отображениями
понимаются отображения, переводящие каждый слой в некоторый — не обяза-
тельно исходный — слой, а под изотопиями автогомеоморфизмов понимаются
изотопии в классе автогомеоморфизмов, а не в классе вложений). Расслоениями

Бирман — Хильдена называются расслоения, тотальные пространства которых
являются пространствами Бирман — Хильдена. Если расслоенное пространство
(расслоение) является пространством (расслоением) Бирман — Хильдена, то го-
ворим также, что оно обладает свойством Бирман — Хильдена или относится

к классу Бирман — Хильдена.
Вопрос о принадлежности к классу Бирман — Хильдена относится к за-

даче изучения групп автогомеоморфизмов. Для расслоенного пространства E
обозначим через Fib(E) подгруппу послойных автогомеоморфизмов в (снабжен-
ной компактно-открытой топологией) группе Homeo(E) всех автогомеоморфиз-
мов пространства E, а содержащие тождественное отображение idE компонен-
ты линейной связности групп Fib(E) и Homeo(E) обозначим через Fib1(E) и
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Homeo1(E) соответственно. Тогда принадлежность к классу Бирман — Хильде-
на эквивалентна совпадению подгрупп Homeo1(E)∩Fib(E) (подгруппа изотоп-
ных тождественному и при этом послойных автогомеоморфизмов) и Fib1(E)
(подгруппа автогомеоморфизмов, послойно изотопных тождественному) или,
что то же самое, линейной связности подгруппы Homeo1(E) ∩ Fib(E). Иными
словами, в терминах компонент линейной связности: расслоенное простран-
ство E относится к классу Бирман — Хильдена, если и только если вклю-
чение Fib(E) ⊂ Homeo(E) дает мономорфизм на уровне π0, т. е. компонента
Homeo1(E) группы Homeo(E) кроме компоненты Fib1(E) подгруппы Fib(E)
не содержит ни одной другой компоненты из Fib(E).

В работах [2–17] вопрос о принадлежности к классу Бирман — Хильдена
изучался для случая разветвленных накрытий поверхностей (обзор и дополни-
тельные ссылки на литературу по этому направлению имеются в [15]). В [18, 19]
этот вопрос исследовался для случая слоений Зейферта, а также для случая на-
крытий трехмерных многообразий. В теории узлов и трехмерных многообразий
возникает вопрос о принадлежности к классу Бирман — Хильдена для рассло-
енных над окружностью трехмерных многообразий. В работе [1] доказывает-
ся серия теорем о достаточных условиях принадлежности к классу Бирман —
Хильдена для локально тривиальных расслоений над окружностью. В насто-
ящей работе с помощью достаточных условий из [1] доказываются следующие
теоремы.

Теорема 1. При n ∈ {1, 2, 3} все связные компактные локально тривиаль-
но расслоенные над окружностью n-мерные многообразия (включая неориен-
тируемые и с непустым краем) обладают свойством Бирман — Хильдена.

Теорема 2. Все локально тривиально расслоенные над окружностью с
ориентируемым хакеновым слоем замкнутые четырехмерные многообразия
(включая неориентируемые) обладают свойством Бирман — Хильдена.

Теорему 1 дополняет следующий результат.

Теорема 3. Если n ∈ {1, 2}, а M — замкнутое расслоенное n-мерное мно-
гообразие из теоремы 1, то включение Fib1(M) ⊂ Homeo1(M) является гомо-
топической эквивалентностью.

Требования о компактности и связности в теоремах 1 и 2 существенны.
К примеру, локально тривиальное расслоение над окружностью, каждая ком-
понента связности которого есть лента Мёбиуса, обладает свойством Бирман —
Хильдена, если и только если связно. Локально тривиальное расслоение Rn → S1

со слоями, состоящими из гиперплоскостей, обладает свойством Бирман — Хиль-
дена, если и только если n = 1. По-видимому, требование о компактности в тео-
ремах 1 и 2 можно ослабить до требования о компактности компонент связности
слоя, но это направление в настоящей работе не развивается. Теорема 2 обоб-
щается на обширный класс 4-мерных многообразий с краем, — мы не приводим
описания, поскольку оно объемно и в настоящий момент неполно. В рамках
используемых методов доказательства первым препятствием к экстраполяции
теорем 1 и 2 на случай нехакенова слоя и на высшие размерности являются
многообразия, допускающие гомотопные, но не изотопные автогомеоморфизмы
(см., в частности, [20]).

Теорема 1 имеет ряд актуальных следствий. В частности, она применима в
доказательстве того, что в локально тривиально расслоенном над окружностью
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связном компактном трехмерном многообразии изотопные трансверсальные за-
цепления трансверсально изотопны. Это существенно обобщает известный ре-
зультат о том, что замкнутые косы в полнотории изотопны, если и только если
они представляют один и тот же класс сопряженности группы кос (см. [21;
22, теорема 1; 23, предложение 10.16; 24, теорема 2.1]). Доказательство упомя-
нутого обобщения предполагается дать в отдельной работе.

Оставшаяся часть статьи ориентирована на доказательство теорем 1–3.
Структура статьи такова. В § 2 содержится ряд предварительных сведений,
включая формулировки доказанных в [1] достаточных условий принадлежно-
сти к классу Бирман — Хильдена. В § 3 доказываются утверждения, использу-
ющиеся в последующих доказательствах для сведения ситуации к случаю рас-
слоений со связным слоем. В § 4 теоремы 1 и 3 доказываются в случае n = 1.
В § 5 теорема 1 доказывается в случае n = 2. В § 6 теорема 3 доказывается в
случае n = 2. В § 7 теорема 1 доказывается в случае n = 3. В § 8 доказывается
теорема 2.

2. Предварительные сведения

2.1. Достаточные условия. Приведем формулировки доказанных в [1]
и использующихся в доказательствах теорем 1–3 достаточных условий принад-
лежности к классу Бирман — Хильдена.

Для топологического пространства X через Map(X,X) обозначается про-
странство (с компактно-открытой топологией) непрерывных отображений
X → X. Если Z — подпространство в X , то через Map(X,X ; [Z]) обозначается
подпространство вMap(X,X), состоящее из отображений, тождественных на Z.
Через Homeo(X ; [Z]) обозначается подгруппа Homeo(X) ∩Map(X,X ; [Z]). Че-
рез Map1(X,X), Map1(X,X ; [Z]) и Homeo1(X ; [Z]) обозначаются компоненты
линейной связности тождественного отображения в Map(X,X), Map(X,X ; [Z])
и Homeo(X ; [Z]) соответственно.

Теорема 4 [1]. Пусть X — линейно связное топологическое пространство.
Предположим, что у X не имеется гомотопных но не изотопных автогомеомор-
физмов и что либо группа Homeo1(X) односвязна, либо ее включение в моноид
Map1(X,X) индуцирует изоморфизм фундаментальных групп. Тогда всякое
локально тривиальное расслоение над окружностью со слоем X обладает свой-
ством Бирман — Хильдена.

Определение. Будем говорить, что расслоение p : E → B обладает свой-

ством эпиморфности, если включение Fib1(E) ⊂ Homeo1(E) индуцирует эпи-
морфизм на уровне фундаментальных групп.

Теорема 5 [1]. Пусть p : E → S1 — локально тривиальное расслоение над
окружностью со слоемX , гдеX — связное компактное многообразие с непустым
краем ∂X . Предположим, что выполнены следующие условия:

— у X не имеется пары автогомеоморфизмов, связанных тождественной
на крае гомотопией, но не связанных тождественной на крае изотопией,

— либо группа Homeo1(X ; [∂X ]) односвязна, либо ее включение в
Map1(X,X ; [∂X ]) индуцирует изоморфизм фундаментальных групп,

— сужение расслоения p на каждую из компонент связности края ∂E
обладает свойствами Бирман — Хильдена и эпиморфности.

Тогда p обладает свойством Бирман — Хильдена.
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2.2. Спорадические сведения. Приведем ряд сведений, использующих-
ся в дальнейших доказательствах многократно.

Определение. Топологическая группа называется польской, если она се-
парабельна и допускает полную метрику.

Следующее хорошо известное (см., например, [25, следствие 2] и [26, § 5, I])
утверждение приводится для удобства ссылок.

Утверждение 1. Группы автогомеоморфизмов метрических компактов
с компактно-открытой топологией польские. Замкнутые подгруппы польских
групп польские.

Утверждение 2. Если M — компактное многообразие, то подгруппа
Homeo1(M) замкнута в (снабженной компактно-открытой топологией) группе
Homeo(M).

Доказательство. В силу теоремы Чернавского [27, 28] группаHomeo(M)
локально стягиваема и, значит, локально линейно связна. Отсюда следует, что
компоненты линейной связности в Homeo(M) замкнуты. �

Утверждение 3. Если p : E → B — расслоение метрических компактов,
то подгруппа послойных автогомеоморфизмов Fib(E) замкнута в Homeo(E).

Доказательство. Определим отображение f : Homeo(E) → R, полагая
для гомеоморфизма h ∈ Homeo(E) значение f(h) равным супремуму (по всем
слоям расслоения) диаметров проекций в B образов h(F ) слоев F расслоения.
Иными словами,

f(h) := sup
b∈B

diam(p(h(p−1(b)))),

где diam(Y ) — диаметр подмножества Y ⊂ B в фиксированной на B метрике.
Тогда, как нетрудно видеть, f непрерывно и Fib(E) = f−1({0}), так что

Fib(E) замкнуто как прообраз замкнутого множества при непрерывном отоб-
ражении. �

Следующая лемма доказывается, к примеру, в [29, теорема A.3] (см. также
[30, 27.Vx] для случая полупрямых произведений):

Лемма 1. Если G — польская группа, а A и B — такие замкнутые под-
группы в G, что G = AB и A ∩ B = 1G, то групповая операция индуцирует
гомеоморфизм между A×B и G.

Определение. Пусть C — класс топологических пространств. Говорят,
что топологическое пространство X является абсолютным окрестностным ре-

трактом (АОР) для класса C , если X является окрестностным ретрактом вся-
кого пространства из класса C , содержащего X в качестве замкнутого подпро-
странства.

Утверждение 4. Если f1 : A → B — гомотопическая эквивалентность и
f2 : B → C — такое отображение, что композиция f2 ◦ f1 является гомотопиче-
ской эквивалентностью, то и f2 является гомотопической эквивалентностью.

Доказательство. Заметим, что f2 гомотопно композиции гомотопиче-
ских эквивалентностей:

f2 = f2 ◦ idB ≃ f2 ◦ (f1 ◦ g) = (f2 ◦ f1) ◦ g,

где g : B → A — гомотопическая эквивалентность такая, что g ◦ f1 ≃ idA и
f1 ◦ g ≃ idB. �
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Утверждение 4 связывает стандартную формулировку классической тео-
ремы Уайтхеда о гомотопической эквивалентности клеточных комплексов со
следующей вариацией этой теоремы.

Теорема 6 [31]. Непрерывное отображение между топологическими про-
странствами, имеющими гомотопический тип клеточных комплексов, является
слабой гомотопической эквивалентностью, если и только если оно является го-
мотопической эквивалентностью.

Теорема 7 [32, 33]. Топологическое пространство имеет гомотопический
тип счетного клеточного комплекса, если и только если оно имеет гомотопи-
ческий тип сепарабельного метрического пространства, являющегося АОР для
класса сепарабельных метрических пространств.

3. Сведение к случаю связного слоя

В настоящем разделе доказываются утверждения, сводящие общий случай
в теоремах 1–3 к случаю расслоения со связным слоем.

Утверждение 5. Каждое локально тривиальное расслоение локально связ-
ного секвенциально компактного пространства (например, компактного много-
образия) есть композиция локально тривиального расслоения со связными сло-
ями и конечнолистного накрытия базы.

Доказательство. Сперва заметим, что у расслоения указанного вида
число связных компонент в каждом слое конечно. Действительно, из опреде-
ления топологии прямого произведения стандартным образом выводится, что
у локально тривиального расслоения с локально связным секвенциально ком-
пактным пространством и база, и слои также локально связны и секвенциаль-
но компактны, а у пространства с этими свойствами число компонент связно-
сти конечно (поскольку в противном случае, воспользовавшись секвенциальной
компактностью и выбрав сходящуюся последовательность точек, пробегающую
бесконечное множество компонент, мы получили бы, что у предельной точки
этой последовательности отсутствуют связные окрестности).

Далее, для произвольного расслоения p : E → B определим простран-
ство Qp и отображение p1 : E → Qp как факторпространство и факторотобра-
жение, отвечающие отождествлению всех точек в каждой компоненте связности
каждого слоя расслоения p. Тогда p разлагается в композицию расслоений

E
p1→ Qp

p2→ B,

причем p1 и p2 локально тривиальны, если p таково. У расслоения p1 слои
связны в силу определения. Заметим, что если у p количество связных ком-
понент в каждом слое конечно, то слои у p2 конечны и дискретны (поскольку
конечность числа связных компонент в слое F расслоения p делает отвечаю-
щие этим компонентам подмножества в произвольной тривиально расслоенной
окрестности U × F слоя F не только замкнутыми, но и открытыми в U × F ,
что дает дискретность соответствующего слоя в p2). Таким образом, у p1 слои
всегда связны, а в условиях доказываемого утверждения у p2 слои конечны и
дискретны, т. е. p2 является конечнолистным накрытием. �

Следствие 1. Локально тривиальное расслоение p : M → S1 связного
компактного многообразия над окружностью раскладывается в композицию

M
p1→ S1 c→ S1,
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где p1 — локально тривиальное расслоение со связным слоем, а c — накрытие.

Доказательство вытекает из утверждения 5, поскольку многообразия
локально связны, а факторпространство связного пространства связно. �

В дальнейшем, одновременно рассматривая два расслоения p и c◦p на одном
и том же пространстве M , мы обозначаем подгруппы послойных автогомеомор-
физмов в Homeo(M), отвечающих слоям расслоений c ◦ p и p, через Fibc◦p(M)
и Fibp(M) соответственно, а компоненты линейной связности этих подгрупп,
содержащие тождественное отображение idM , обозначаются через Fibc◦p1 (M) и
Fibp1(M).

Предложение 1. Пусть p : M → S1 — локально тривиальное расслоение
с компактным связным метризуемым слоем F , а c : S1 → S1 — накрытие.
Тогда Fibc◦p(M) содержится в Fibp(M), а включения Fibc◦p(M) ⊂ Fibp(M) и
Fibc◦p1 (M) ⊂ Fibp1(M) являются гомотопическими эквивалентностями.

Доказательство. То, что Fibc◦p(M) лежит в Fibp(M), обусловлено связ-
ностью слоя F : слои расслоения p суть в точности компоненты связности слоев
расслоения c ◦ p, так что каждый c ◦ p-послойный автогомеоморфизм еще и
p-послоен.

Покажем, что включение Fibc◦p(M) ⊂ Fibp(M) есть гомотопическая эк-
вивалентность. Обозначим через S1

p и S1
c базовые окружности расслоений p и

c ◦ p соответственно. Пусть ρ — произвольная (из совместимых с топологией)
внутренняя метрика на S1

c . Обозначим через Iρ(M) подгруппу тех элементов
из Fibc◦p(M), у которых индуцированные автоморфизмы S1

c → S1
c являются

изометриями по отношению к ρ. Возникает цепочка включений

Iρ(M) ⊂ Fibc◦p(M) ⊂ Fibp(M) ⊂ Homeo(M).

Покажем, что включение Iρ(M) ⊂ Fibc◦p(M) является гомотопической эквива-
лентностью. Для этого зафиксируем произвольный слой F̃0 расслоения c ◦ p и
произвольную непрерывную сюръекцию

φ : F̃0 × [0, 1]→M,

гомеоморфно отправляющую каждый слой F̃0 × {t}, t ∈ [0, 1], в тот или иной
слой расслоения c ◦ p и такую, что композиция c ◦ p ◦ φ индуцирует гомеомор-
физм между фактор-пространством [0, 1]/{0, 1} и окружностью S1

c . Обозначим
через L подгруппу id

F̃0
×Homeo1([0, 1]) в Homeo1(F̃0 × [0, 1]). Заметим, что

L изоморфна стягиваемой группе Homeo1([0, 1]), а отображение φ индуцирует
мономорфизм φ∗ : L → Fibc◦p1 (M). Как нетрудно удостовериться, подгруппы
Iρ(M) и φ∗(L) замкнуты в Fibc◦p(M), а любой элемент g ∈ Fibc◦p(M) един-
ственным образом представляется в виде произведения g = ab с a ∈ Iρ(M) и
b ∈ φ∗(L). Из указанных свойств в силу утверждения 1 и леммы 1 вытекает,
что отображение

Iρ(M)× φ∗(L)→ Fibc◦p(M), a× b 7→ ab,

является гомеоморфизмом. Отсюда в силу стягиваемости φ∗(L) следует, что
включение Iρ(M) ⊂ Fibc◦p(M) есть гомотопическая эквивалентность.

Покажем, что и включение Iρ(M) ⊂ Fibp(M) является гомотопической эк-
вивалентностью. Пусть ρ̃ — метрика на S1

p , индуцированная накрытием c :

S1
p → S1

c и метрикой ρ на S1
c , а I ρ̃(M) — подгруппа тех элементов в Fibp(M), у
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которых проекция в S1
p является изометрией по отношению к ρ̃. Из условия о

связности слоя F элементарными рассуждениями выводится, что I ρ̃(M) совпа-
дает с Iρ(M). Применяя к включению Iρ(M) = I ρ̃(M) ⊂ Fibp(M) ту же схему
рассуждений, что и к включению Iρ(M) ⊂ Fibc◦p(M), видим, что оно является
гомотопической эквивалентностью.

Отсюда в силу утверждения 4 вытекает, что и включение Fibc◦p(M) ⊂
Fibp(M) является гомотопической эквивалентностью.

Из того, что включение Fibc◦p(M) ⊂ Fibp(M) является гомотопической
эквивалентностью, следует, что и включение Fibc◦p1 (M) ⊂ Fibp1(M) — гомо-
топическая эквивалентность, поскольку Fibc◦p1 (M) и Fibp1(M) определены как
компоненты подгрупп Fibc◦p(M) и Fibp(M), содержащие тождественное отоб-
ражение. �

Следствие 2. Пусть p : M → S1 — локально тривиальное расслоение с
компактным связным метризуемым слоем, а c : S1 → S1 — накрытие. Тогда

(1) расслоение p обладает свойством Бирман — Хильдена тогда и только
тогда, когда им обладает c ◦ p,

(2) включение Fibp1(M) ⊂ Homeo1(M) есть гомотопическая эквивалент-
ность, если и только если включение Fibc◦p1 (M) ⊂ Homeo1(M) таково.

Доказательство. Поскольку расслоенное пространство E относится к
классу Бирман — Хильдена тогда и только тогда, когда компонента Homeo1(E)
группы Homeo(E) кроме компоненты Fib1(E) подгруппы Fib(E) не содержит
ни одной другой компоненты этой подгруппы, первое утверждение следствия
вытекает из того, что Fibc◦p(M) лежит в Fibp(M) и включение Fibc◦p(M) ⊂
Fibp(M) является гомотопической эквивалентностью (предложение 1), что ука-
зывает, в частности, на наличие естественной биекции между компонентами
подгрупп Fibc◦p(M) и Fibp(M).

Второе утверждение следствия вытекает из того, что Fibc◦p1 (M) лежит в
Fibp1(M) и включение Fibc◦p1 (M) ⊂ Fibp1(M) является гомотопической эквива-
лентностью (в силу того же предложения 1), и утверждения 4. �

4. Доказательство теорем 1 и 3 в случае n = 1

Для расслоения-гомеоморфизма p : S1 → S1, когда слой является точкой,
утверждения теорем 1 и 3 выполняются, поскольку каждая изотопия между
автогомеоморфизмами расслоенной на точки окружности автоматически по-
слойна, т. е. в этом случае Homeo1(M) = Fib1(M). Случай неоднолистного
накрытия S1 → S1 вытекает отсюда в силу следствия 2: утверждения теорем 1
и 3 для случая накрытия следуют из пп. (1), (2) следствия 2 соответственно.

5. Доказательство теоремы 1 в случае n = 2

Следствия 1 и 2 (п. (1)) сводят ситуацию к случаю расслоения со связным
слоем, так что для доказательства теоремы 1 при n = 2 достаточно рассмот-
реть случай слоя, гомеоморфного окружности, и случай слоя, гомеоморфного
отрезку.

5.1. Случай слоя, гомеоморфного окружности. Этот случай выво-
дится из теоремы 4. Тот факт, что гомотопные автогомеоморфизмы окружно-
сти изотопны, т. е.

Map1(S1, S1) ∩Homeo(S1) = Homeo1(S1),
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хорошо известен и вытекает из многих классических конструкций (см., к при-
меру, [34, 35]). Из второго (двойного) условия теоремы 4 выполняется вторая
часть условия — о том, что включение Homeo1(S1) ⊂Map1(S1, S1) индуцирует
изоморфизм фундаментальных групп (см. нижеследующее предложение 2).

Предложение 2. Включение Homeo1(S1) ⊂Map1(S1, S1) является гомо-
топической эквивалентностью.

Доказательство. Рассмотрим естественное вложение

SO(2) ⊂ Homeo1(S1) ⊂Map1(S1, S1),

где под SO(2) понимаются евклидовы повороты евклидовой окружности. То,
что вложение SO(2) ⊂ Homeo1(S1) есть гомотопическая эквивалентность, дока-
зывается, например, в [36, предложение 4.2] (также см. [37, лемма 3.3]). То, что
вложение SO(2) ⊂ Map1(S1, S1) есть гомотопическая эквивалентность, следу-
ет, например, из результатов о так называемых H∗-пространствах, доказанных
в [38] (см. также [39; 40, теорема (2.2); 41, 42; 43, теорема 5.1]). Отсюда в силу
утверждения 4 получаем требуемое. �

5.2 Случай слоя, гомеоморфного отрезку. В этой части утверждение
теоремы 1 выводится из теоремы 5. Укажем результаты, из которых следу-
ет, что в случае, когда слой есть отрезок, в теореме 1 выполняются условия
теоремы 5.

То, что у отрезка не имеется пары автогомеоморфизмов, связанных тожде-
ственной на крае гомотопией, но не связанных тождественной на крае изотопи-
ей, доказывается трюком Александера (см. [44] и [45, теорема 1.1.1]). Трюк
Александера показывает, что пространство группы Homeo([0, 1]) состоит из
двух компонент: компонентаHomeo1([0, 1]) включает автогомеоморфизмы, тож-
дественные на концах отрезка, вторая компонента — автогомеоморфизмы, меня-
ющие концы местами; и остается заметить, что автогомеоморфизмы из разных
компонент очевидно не связаны тождественной на крае гомотопией.

Односвязность (более того, стягиваемость) пространства группы
Homeo1([0, 1]) также доказывается применением трюка Александера (см. [45,
теорема 1.1.1] и [44]).

То, что сужение расслоения p на каждую из компонент связности края ∂E
обладает свойствами Бирман — Хильдена и эпиморфности, вытекает из рас-
смотренного выше случая n = 1 теорем 1 и 3 соответственно.

6. Доказательство теоремы 3 в случае n = 2

При n = 2 замкнутое расслоенное n-мерное многообразие из теоремы 3 —
это тор либо бутылка Клейна, а слой расслоения — набор окружностей. След-
ствия 1 и 2 (п. (2)) сводят ситуацию к случаю связного слоя, т. е. достаточно
провести доказательство только для случая, когда слой — это окружность.

Итак, пусть дано расслоение p : E → S1 со слоем окружность (а простран-
ство E есть тор или бутылка Клейна). Введем на E локально евклидову метри-
ку так, чтобы все слои расслоения p являлись геодезическими, обозначим через
I1(E) содержащую тождественное отображение компоненту группы изометрий
пространства E и рассмотрим тождественные включения

I1(E) ⊂ Fib1(E) ⊂ Homeo1(E).

В случае тора E = T = S1 × S1 пространство группы I1(E) гомеоморфно то-
ру, а в случае бутылки Клейна E = K группа I1(K) изоморфна группе SO(2)
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(проходу вдоль окружности SO(2) отвечает двойной поворот вдоль базы рас-
слоения). В [46] и в [47] доказывается, что включения I1(T ) ⊂ Homeo1(T ) и
I1(K) ⊂ Homeo1(K) являются слабыми гомотопическими эквивалентностями;
задействованные пространства сепарабельны, метризуемы (утверждение 1) и
являются АОР для класса метрических пространств (см. [48]); отсюда в силу
теорем 6 и 7 следует, что указанные включения являются и гомотопическими
эквивалентностями. Убедимся в том, что в каждом из случаев E = T и E = K
включение I1(E) ⊂ Fib1(E) является гомотопической эквивалентностью. Дока-
зываемое утверждение о том, что Fib1(E) ⊂ Homeo1(E) есть гомотопическая
эквивалентность, последует отсюда в силу утверждения 4.

Случай тора. Покажем, что включение I1(T ) ⊂ Fib1(T ) есть гомотопи-
ческая эквивалентность.

Для этого заметим сперва, что группа Fib1(T ) замкнута в Homeo(T ), по-
скольку в силу доказанного выше случая n = 2 теоремы 1 выполняется ра-
венство Fib1(T ) = Homeo1(T ) ∩ Fib(T ),1) а группы Homeo1(T ) и Fib(T ) за-
мкнуты в Homeo(T ) в силу утверждений 2 и 3. Отсюда следует, что группа
Fib1(T ) польская, будучи замкнутой подгруппой польской группы Homeo(T )
(см. утверждение 1).

Далее, выберем в T произвольную точку x и обозначим через Fib1(T, x)
подгруппу в Fib1(T ), образованную гомеоморфизмами, переводящими x в x.
Как нетрудно удостовериться, подгруппы I1(T ) и Fib1(T, x) замкнуты в Fib1(T ),
а любой элемент g ∈ Fib1(T ) единственным образом представляется в виде
произведения g = ab с a ∈ I1(T ) и b ∈ Fib1(T, x), т. е.

I1(T )Fib1(T, x) = Fib1(T ), I1(T ) ∩ Fib1(T, x) = {idT }.

Отсюда в силу леммы 1 получаем, что отображение

I1(T )× Fib1(T, x)→ Fib1(T ), a× b 7→ ab,

является гомеоморфизмом.
Теперь покажем, что пространство группы Fib1(T, x) стягиваемо. Для это-

го зафиксируем какое-нибудь проходящее через точку x сечение γ расслоения
T = E → S1 и рассмотрим следующие подгруппы G1, G2 и G3 в Fib1(T, x):

G1 — подгруппа, состоящая из всех тождественных на γ внутрислойных2)

автогомеоморфизмов из Fib1(T, x),
G2 — подгруппа тех внутрислойных автогомеоморфизмов из Fib1(T, x), у
которых сужение на каждый из слоев является изометрией (по отношению
к сужениям на слои исходной локально евклидовой метрики на E),
G3 — подгруппа тех элементов из Fib1(T, x), у которых сужение на каждый
из слоев является изометрией (по отношению к сужениям на слои исходной
локально евклидовой метрики на E) между слоями и при этом переводящих
γ в γ.

1)Заметим, что в случае локально тривиально расслоенного над окружностью много-
образия N с компактным слоем M подгруппа F ib1(N) замкнута безотносительно к принад-
лежности расслоения к классу Бирман — Хильдена. Это можно доказать, пользуясь локаль-
ной стягиваемостью (теорема Чернавского [27]) пространства группы автогомеоморфизмов
слоя M : из локальной односвязности пространства Homeo(M) выводится локальная линей-
ная связность подгруппы F ib1(N).

2)Послойный автогомеоморфизм расслоенного пространства называется внутрислой-

ным или внутрислоевым, если каждый слой переводится этим автогомеоморфизмом в тот
же слой.
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Из определений ясно, что пространства групп G1, G2 и G3 гомеоморфны
(очевидно, стягиваемым) пространству свободных петель в Homeo1([0, 1]), про-
странству петель в R1 с базовой точкой в нуле и пространству Homeo1([0, 1])
соответственно. Таким образом, каждая из подгрупп G1, G2 и G3 стягиваема.
Кроме того, как следует из простых соображений, каждая из подгрупп G1, G2 и
G3 замкнута в Fib1(T, x), а каждый элемент g ∈ Fib1(T, x) единственным обра-
зом представим в виде произведения g = abc с a ∈ G1, b ∈ G2 и c ∈ G3. Отсюда
в силу утверждения 1 и леммы 1 вытекает, что пространство группы Fib1(T, x)
стягиваемо.

Таким образом, группа Fib1(T ) тривиально расслаивается над подгруппой
I1(T ) со стягиваемым слоем, так что включение I1(T ) ⊂ Fib1(T ) есть гомото-
пическая эквивалентность.

Случай бутылки Клейна K. Покажем, что включение I1(K) ⊂ Fib1(K)
есть гомотопическая эквивалентность. Схема доказательства следует схеме для
случая тора.

Заметим сперва, что группа Fib1(K) польская, будучи замкнутой подгруп-
пой польской группы Homeo(K) (см. утверждение 1). (Как и в случае тора,
группа Fib1(K) замкнута в Homeo(K), поскольку в силу рассмотренного выше
случая n = 2 теоремы 1 выполняется равенство Fib1(K) = Homeo1(K)∩Fib(K),
а группы Homeo1(K) и Fib(K) замкнуты в Homeo(K) в силу утверждений 2
и 3.)

Далее, выберем и обозначим через m один из слоев расслоения p. Пусть
Fib1(K,m) — подгруппа в Fib1(K), образованная элементами, переводящими
m в m с сохранением ориентации. Как нетрудно удостовериться, подгруппы
I1(K) и Fib1(K,m) замкнуты в Fib1(K), а каждый элемент g ∈ Fib1(K) един-
ственным образом представляется в виде произведения g = ab с a ∈ I1(K) и
b ∈ Fib1(K,m).

Для проверки стягиваемости подгруппы Fib1(K,m) по аналогии со случаем
тора зафиксируем какое-нибудь сечение γ расслоения K = E → S1 и рассмот-
рим следующие подгруппы в Fib1(K,m):

G′1 — подгруппа, состоящая из всех тождественных на γ внутрислойных
автогомеоморфизмов из Fib1(K,m),

G′2 — подгруппа тех внутрислойных автогомеоморфизмов из Fib1(K,m), у
которых сужение на каждый из слоев является изометрией,

G′3 — подгруппа тех элементов из Fib1(K,m), у которых сужение на каж-
дый из слоев является изометрией между слоями и при этом переводящей
γ в γ.

Пространство группы G′1 гомеоморфно пространству тождественных на
крае послойных автогомеоморфизмов расслоенной над окружностью (со сло-
ем отрезок) ленты Мёбиуса. Пространство группы G′2 гомеоморфно простран-
ству сечений расслоенной над окружностью открытой ленты Мёбиуса (со сло-
ем, гомеоморфным вещественной прямой, возникающей здесь как универсаль-
ное накрывающее окружности — слоя расслоения p). Пространство группы G′3
гомеоморфно пространству Homeo1([0, 1]). Проверка стягиваемости этих про-
странств — несложное упражнение.

Дальнейшая аргументация дословно повторяет финальные рассуждения в
случае тора с точностью до замены подгруппы Fib1(T, x) подгруппой Fib1(K,m).



368 А. В. Малютин

7. Доказательство теоремы 1 в случае n = 3

Следствия 1 и 2 (п. (1)) сводят ситуацию к случаю расслоения со связным
слоем. Перейдем к анализу подслучаев.

7.1. Случай слоя — замкнутой поверхности. В случае, когда слой
расслоения из теоремы 1 есть замкнутая связная поверхность, утверждение
теоремы выводится из теоремы 4. Укажем, из каких результатов вытекает,
что условия теоремы 4 здесь выполняются.

То, что гомотопные автогомеоморфизмы замкнутой поверхности изотопны,
доказывается в [35]3). (В [35] изложение ведется в рамках кусочно-линейной
категории. Результат распространяется и на топологическую категорию. Дей-
ствительно, пусть два автогомеоморфизма замкнутой поверхности гомотопны;
поскольку всякий автогомеоморфизм поверхности изотопен кусочно-линейно-
му [35, теорема A4], проблема сводится к случаю гомотопных кусочно-линей-
ных автогомеоморфизмов; гомотопные кусочно-линейные автогомеоморфизмы
кусочно-линейно гомотопны и, следовательно, кусочно-линейно изотопны [35,
теоремы 6.3 и 6.4].)

То, что для всякой замкнутой связной поверхности X включение

Homeo1(X) ⊂Map1(X,X)

индуцирует изоморфизм фундаментальных групп, вытекает из следующего
предложения.

Предложение 3. Если связная замкнутая поверхность F не является ни
сферой S2, ни проективной плоскостью P 2, то включение

Homeo1(F ) ⊂Map1(F, F )

является гомотопической эквивалентностью. Если F ∈ {S2, P 2}, то указанное
включение индуцирует изоморфизм на уровне фундаментальных групп, но не
является ни гомотопической эквивалентностью, ни слабой гомотопической эк-
вивалентностью.

Доказательство сводится к сопоставлению известных результатов о про-
странствах групп Homeo1(F ) и Map1(F, F ). Необходимые результаты о
Homeo1(F ) содержатся в основном в серии работ [50–52, 46, 47] а о Map1(F, F ) —
в [53–55] (покрывающих случаи асферических поверхностей, сферы и проектив-
ной плоскости соответственно). Ниже приведена более подробная информация
по каждому классу.

Напомним, что, поскольку для компактной поверхности F пространства
Homeo1(F ) и Map1(F, F ) сепарабельны, метризуемы (см. утверждение 1 и, на-
пример, [56] соответственно) и являются АОР для класса метрических про-
странств (см. [48] и, например, [57, теорема 2.4, с. 186] соответственно), то в си-
лу теорем 6 и 7 включение Homeo1(F ) ⊂Map1(F, F ) является гомотопической
эквивалентностью тогда и только тогда, когда оно является слабой гомотопи-
ческой эквивалентностью.

Случай χ(F ) < 0. В случае замкнутой связной поверхности F отрицатель-
ной эйлеровой характеристики пространства групп Homeo1(F ) и Map1(F, F )

3)Для случая замкнутой ориентируемой поверхности рода выше 1 этот факт доказан
уже в [34, 49].
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гомотопически тривиальны, так что включение Homeo1(F ) ⊂ Map1(F, F ) есть
слабая гомотопическая эквивалентность. Гомотопическая тривиальность для
Homeo1(F ) доказывается в [50]4). Гомотопическая тривиальность дляMap1(F, F )
следует из [53, следствие III.2], где утверждается, что для линейно связного
асферического полиэдра X , у которого центр фундаментальной группы триви-
ален, пространство группы Map1(X,X) стягиваемо.

Случай тора. В случае тора T = S1 × S1 имеется естественное вложение

T ⊂ Homeo1(T ) ⊂Map1(T, T ),

доставляемое изометриями тора, снабженного локально евклидовой метрикой.
В [46] доказывается, что включение T ⊂ Homeo1(T ) есть слабая гомотопическая
эквивалентность. Слабая гомотопическая эквивалентность для включения T ⊂
Map1(T, T ) следует из известной теоремы [53, теорема III.2], дающей описание
слабого гомотопического типа для асферических (локально конечных линей-
но связных симплициальных) полиэдров.5) (Для отображений в пространства
Эйленберга — Маклейна с абелевой группой описание слабого гомотопического
типа было известно и ранее (см. [58]); подробности см. в обзорах [59, разд. 2.1;
60, разд. 2.1.2].) Следовательно, включение Homeo1(T ) ⊂Map1(T, T ) есть сла-
бая гомотопическая эквивалентность.

Случай бутылки Клейна. В случае бутылки Клейна K имеется есте-
ственное вложение

SO(2) ⊂ Homeo1(K) ⊂Map1(K,K),

где вложение SO(2) ⊂ Homeo1(K) отвечает двойному повороту вдоль базы при
представлении бутылки Клейна в виде расслоения над окружностью со слоем
окружность (см. [47, разд. 4]). В [47] доказывается, что включение SO(2) ⊂
Homeo1(K) является слабой гомотопической эквивалентностью. Из конструк-
ции доказательства вышеупомянутой теоремы III.2 в [53] следует, что включе-
ние SO(2) ⊂ Map1(K,K) является слабой гомотопической эквивалентностью.
Таким образом, включение Homeo1(K) ⊂Map1(K,K) является слабой гомото-
пической эквивалентностью.

Случай сферы. В случае сферы S2 имеется естественное вложение

SO(3) ⊂ Homeo1(S2) ⊂Map1(S2, S2),

где под SO(3) ⊂ Homeo1(S2) понимаются евклидовы повороты. Кнезер пока-
зал [61], что образ включения SO(3) ⊂ Homeo1(S2) является деформационным
ретрактом для Homeo1(S2), а Хансен доказывает [54, с. 364; 62, с. 44], что вклю-
чение SO(3) ⊂ Map1(S2, S2) дает изоморфизм фундаментальных групп, не бу-
дучи при этом гомотопической эквивалентностью (и, следовательно, поскольку
мы имеем дело с АОР, не будучи и слабой гомотопической эквивалентностью;

4)Таким образом, в случае замкнутой поверхности отрицательной эйлеровой характери-
стики выполняются оба альтернативных условия теоремы 4: и об индуцированном включе-
нием Homeo1(X) ⊂ Map1(X,X) изоморфизме фундаментальных групп, и об односвязности
пространства группы Homeo1(X).

5)Здесь и далее в аналогичных случаях непосредственно в формулировках указываемых
утверждений речь как правило идет лишь об изоморфизмах групп, а то, что эти изомор-
физмы индуцированы интересующими нас вложениями пространств, видно из конструкций
доказательств.
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см. теоремы 6 и 7). Отсюда следует, что и Homeo1(S2) ⊂Map1(S2, S2) дает изо-
морфизм фундаментальных групп, не являясь при этом слабой гомотопической
эквивалентностью.

Случай проективной плоскости. В случае проективной плоскости P 2

имеется естественное вложение

SO(3) ⊂ Homeo1(P 2) ⊂Map1(P 2, P 2).

В [47] показано (см. доказательство теоремы 3.2 и разд. 5 в [47]), что вло-
жение SO(3) ⊂ Homeo1(P 2) является слабой гомотопической эквивалентно-
стью. В [55] доказывается, что включение SO(3) ⊂ Map1(P 2, P 2) не является
гомотопической эквивалентностью (и, следовательно, поскольку имеем дело с
АОР, не является и слабой гомотопической эквивалентностью; см. теоремы 6
и 7), однако из результатов [55] следует (см. пояснения с вычислениями фун-
даментальной группы π1(Map1(P 2, P 2)) в [63, замечание 3.2]), что включение
SO(3) ⊂Map1(P 2, P 2) дает изоморфизм фундаментальных групп. Отсюда сле-
дует, что и Homeo1(P 2) ⊂ Map1(P 2, P 2) индуцирует изоморфизм на уровне
фундаментальных групп, но не является слабой гомотопической эквивалентно-
стью. �

7.2. Случай, когда слой есть поверхность с краем. Этот случай тео-
ремы 1 выводится из теоремы 5. Укажем результаты, из которых следует, что
в случае, когда слой есть связная компактная поверхность с непустым краем, в
теореме 1 выполняются условия теоремы 5.

То, что автогомеоморфизмы поверхности с краем, связанные тождествен-
ной на крае гомотопией, связаны и тождественной на крае изотопией, доказы-
вается в [35, теоремы 6.3 и 6.4].7)

В случае, когдаX — связная компактная поверхность с непустым краем, од-
носвязность (более того, стягиваемость) пространства группы Homeo1(X ; [∂X ])
доказывается в серии работ [50–52, 46, 47] (конечно же, случай диска следует
уже из результатов Александера [44]).

То, что сужение расслоения p на каждую из компонент связности края ∂E
обладает свойствами Бирман — Хильдена и эпиморфности, вытекает из рас-
смотренного выше случая n = 2 в теоремах 1 и 3 соответственно.

8. Доказательство теоремы 2

Следствия 1 и 2 (п. (1)) сводят общий случай теоремы 2 к случаю рас-
слоения со связным слоем. В случае связного слоя утверждение теоремы 2
следует из теоремы 4 в силу результатов из [64, 65]. В [64] доказывается, сре-
ди прочего, что гомотопные автогомеоморфизмы ориентируемого замкнутого
хакенова многообразия M изотопны (первое условие для слоя из теоремы 4),
а в [65] доказывается, что включение Homeo1(M) ⊂ Map1(M,M) индуцирует
изоморфизм фундаментальных групп (второе условие для слоя из теоремы 4).
См. также [66], где доказывается более сильный результат о гомотопической эк-
вивалентности. В указанных работах используются кусочно-линейная и глад-
кая категории; как указано в [66, с. 343], переход между ними и топологической

7)В формулировках теорем 6.3 и 6.4 в [35] речь идет о гомотопиях и изотопиях без ограни-
чения тождественности на крае, но в приведенном в [35] доказательстве этих теорем ситуация
сводится именно к случаю тождественных на крае и нужный нам факт доказывается.
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категорией обеспечивается триангуляционными теоремами Бинга и Мойза и до-
казанной Хэтчером в [67] гипотезой Смейла.
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l’aide des symboles logiques // Fund. Math.. 1931. V. 17. P. 249–272.



372 А. В. Малютин

27. Чернавский А. В. Локальная стягиваемость группы гомеоморфизмов многообразия //
Мат. сб.. 1969. Т. 79, № 3. С. 307–356.

28. Чернавский А. В. Локальная стягиваемость группы гомеоморфизмов Rn // Геометрия,
топология и математическая физика. I. Сборник статей. К 70-летию со дня рожде-
ния академика Сергея Петровича Новикова. Труды МИАН. Т. 263. М.: МАИК «Нау-
ка/Интерпериодика», 2008. С. 201–215.

29. Rosendal C. Coarse geometry of topological groups. Cambridge: Camb. Univ. Press, 2021.
(Camb. Tracts Math.; V. 223).

30. Viro O. Ya., Ivanov O. A., Netsvetaev N. Yu., Kharlamov V. M. Elementary topology: Prob-
lem textbook. Providence, RI: Amer. Math. Soc., 2008.

31. Whitehead J. H. C. Combinatorial homotopy. I // Bull. Amer. Math. Soc.. 1949. V. 55.
P. 213–245.

32. Milnor J. On spaces having the homotopy type of a CW-complex // Trans. Amer. Math. Soc..
1959. V. 90, N 2. P. 272–280.

33. Hanner O. Some theorems on absolute neighborhood retracts // Arkiv Mat.. 1951. V. 1.
P. 389–408.
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