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Аннотация. Доказана эквивалентность степенной скорости сходимости в L2-норме
эргодических средних для Zd и Rd действий и степенной же оценки спектральной
меры симметричных d-мерных параллелепипедов: для показателей степеней, явля-
ющихся корнями некоторого специального симметрического многочлена от d пере-
менных. При этом в случае d = 1 накрывается весь возможный диапазон степенных
скоростей.
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1. Введение

1.1. Эргодические средние. Пусть G — группа Zd или Rd, d ≥ 1, и

(�, λ) — пространство с вероятностной мерой λ, на котором действует груп-

па G обратимыми сохраняющими меру λ преобразованиями τg : �→ �, g ∈ G ,
т. е. для всякого измеримого множества E ⊆ � множества τ−1

g (E), τg(E) также

измеримы для всех g ∈ G , и λ
(
τ−1
g (E)

)
= λ(E). Групповое свойство (в адди-

тивной записи) означает, что для всех g1, g2 ∈ G и ω ∈ � справедливо равен-

ство τg1(τg2ω) = τg1+g2ω. Нетрудно проверить, что группа {τg : g ∈ Zd} конечно-

порождена попарно коммутирующими автоморфизмами Tk := τed,k , где {ed,k}dk=1

— векторы стандартного базиса в Rd, а группа {τg : g ∈ Rd} есть произведе-

ние одномерных попарно коммутирующих потоков, т. е. τg = T t1
1 T

t2
2 · · ·T td

d , где

g =
d∑

k=1

tked,k и T tk
k := τtked,k , tk ∈ R.

Подгруппы, порожденные преобразованиями Tj1 , Tj2 , . . . , Tjk или соответ-

ственно одномерными потоками T
tj1
j1
, T

tj2
j2
, . . . , T

tjk
jk
, будем обозначать через Gj,

где j =
k∑

n=1
ed,jn . Множество таких мультииндексов, т. е. векторов из Rd, с коор-

динатами 0 или 1 (являющихся отличными от нулевой вершинами стандартного

единичного куба в Rd) обозначим через Vd. Ясно, что Gj ≃ Zj или соответствен-

но Gj ≃ Rj , где j = ‖j‖1.

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект № FWNF-
2022-0004).
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Пусть νd — мера Лебега на Rd или считающая мера на Zd. Пусть I —

направленное множество индексов, нумерующих семейство подмножеств Gα ⊂
G , α ∈ I , таких, что

⋃

α∈I

Gα = G , 0 < ν(Gα) ≤ ν(Gβ) < +∞ при α ≤ β.

Ясно, что

lim
α∈I

νd(Gα) = +∞.

Для всякой функции f ∈ L1(�, λ) определим эргодические средние

Aαf(ω) =
1

νd(Gα)

∫

Gα

f(τgω)dνd(g), ω ∈ �, α ∈ I .

В частности, для каждой из групп Zd или Rd средние вдоль параллелепипедов

записываются в виде

Anf(ω) =
1

n1n2 · · ·nd

n1−1∑

k1=0

· · ·
nd−1∑

kd=0

f(T k1
1 · · ·T kd

d ω), n ∈ Nd (1)

и соответственно

Atf(ω) =
1

t1t2 · · · td

t1∫

0

· · ·
td∫

0

f(T τ1
1 · · ·T τd

d ω) dτ1 . . . dτd, t ∈ Rd
+. (2)

1.2. Эргодические теоремы. В 1951 г. для функций f ∈ L logd−1 L(�, λ)

Данфорд [1] и Зигмунд [2] доказали сходимость п.в. средних (1) и соответ-

ственно (2) без условия коммутируемости образующих автоморфизмов и со-

ответственно потоков. При этом предельная функция f∗ определяется равен-

ством (см., например, [3, § 6.1] и [4, гл. VIII, § 7])

f∗(ω) = E1E2 · · ·Edf(ω),

где Ej — оператор условного ожидания относительно σ-алгебры измеримых Tj-
инвариантных множеств (соответственно T t

j -инвариантных). В работе Данфор-

да и позднее Данфорда и Шварца была доказана и сходимость в среднем в Lp,

p > 1 для любой функции f ∈ Lp(�, λ) для таких средних (в более общей ситуа-

ции, чем сохраняющие меру преобразования, так называемых L1−L∞-сжатий).

Отметим также недавнюю работу [5], в которой сходимость п.в. в теореме Дан-

форда — Зигмунда доказывается для функций f ∈ L logn−1 L(�, λ), где n ≤ d —

ранг динамической системы.

Дополнительную информацию об эргодических теоремах для других груп-

повых действий можно найти в монографии Темпельмана [6] и статье Нево [7].

Мы в этой работе исследуем скорость сходимости средних (1) и (2) в L2(�, λ),
применяя хорошо развитую спектральную теорию унитарных представлений

групп Zd и Rd. Рассматриваемыми унитарными операторами являются опера-

торы Купмана

Ugf(ω) = f(τgω), g ∈ G .

1.3. Спектральные меры. Для унитарного представления Ug абеле-

вой локально-компактной группы G и любой функции f ∈ L2(�, λ) найдется
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(см. [8, 9]) неотрицательная борелевская спектральная мера σG
f , определенная

на группе G ∧ характеров группы G и задаваемая равенствами

(Ugf, f)L2(�,λ) =

∫

G∧

χ(g) dσG
f (χ), g ∈ G .

Для группы Rk ее группа характеров есть Rk, а для Zk — тор Tk = Rk/2πZk =

(−π, π]k. Следовательно, для групп Gk операторов Купмана будут соответствен-

но равенства

(
f
(
T n1

j1
T n2

j2
· · ·T nk

jk
ω
)
, f(ω)

)
=

∫

(−π,π]k

ei(n,s) dσGk

f (s), n ∈ Zk,

(
f
(
T t1
j1
T t2
j2
· · ·T tk

jk
ω
)
, f(ω)

)
=

∫

Rk

ei(t,s) dσGk

f (s), t ∈ Rk,

где (x,y) =
k∑

n=1
xnyn — скалярное произведение в Rk.Для меры σG1

f , 1 = (1, . . . , 1),

будем также использовать обозначение σf . Чтобы отличать числа от векторов,

последние будем обозначать жирными символами. Исключением будет разве

что x ∈ Rd.

1.4. Описание результатов. Наша цель в этой статье — найти условия,

при которых эргодические средние (1) и (2) убывают по норме степенным об-

разом. А именно, для f ∈ L2(�, λ) найдутся константа B > 0 и (α1, . . . , αd) ≥ 0

такие, что

‖Atf‖22 ≤
B

tα1
1 · · · tαd

d

, t > 0; ‖Anf‖22 ≤
B

nα1
1 · · ·nαd

d

, n ∈ Nd. (3)

Также для групп Rd и Zd и f ∈ L2(�, λ) будем предполагать степенную оценку

спектральной меры симметричных промежутков, т. е. для некоторых констант

A > 0 и (α1, . . . , αd) ≥ 0 при всех δ = (δ1, . . . , δd) > 0

σf (�(δ1, . . . , δd)) ≤ Aδα1
1 · · · δαd

d , (4)

где �(δ1, . . . , δd) := (−δ1, δ1]× · · · × (−δd, δd].
Основным результатом является следующий критерий степенной скорости

сходимости эргодических средних, обобщающий хорошо известную одномерную

ситуацию [10, 11].

Теорема 1. Пусть αk ∈ [0, 2], 1 ≤ k ≤ d, и выполняется условие (3). Тогда
справедливо неравенство (4) с константой

A = Bρ(α1) · · · ρ(αd) (дискретное время);

A = B ρ(α1)
2α1
· · · ρ(αd)

2αd
(непрерывное время),

где ρ(β) = inf
x>0

x2−β

sin2 x
.

Обратно, можно явно указать семейство специальных симметрических мно-
гочленов P κ

d от d переменных c параметром κ ∈ [0, 2) такое, что если α =

(α1, . . . , αd) ≥ 0 является корнем одного из них, то условие (4) на спектральную
меру влечет неравенство (3) с константой

B = 2d!π
α1+···+αdA

2−κ (дискретное время);
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B = 2d! 2
α1+···+αdA

2−κ (непрерывное время).

Доказательство этого критерия включает в себя два шага: импликация в

одну сторону есть содержание теоремы 2, а импликация в обратную сторону

представлена в п. 1 теоремы 4. Симметрические многочлены, возникающие в

формулировке критерия, обсуждаются в § 4, там же доказывается теорема 4.

В § 3 мы подробно разбираем в теореме 3 случай d = 2, используя новый подход

к оценке норм эргодических средних. В § 2 приводятся необходимые конструк-

ции и доказывается теорема 2.

2. Вспомогательные утверждения

2.1. Проективное свойство спектральных мер. Спектральные меры{
σ

Gj

f

}
j∈Vd

образуют проективную систему мер. Это означает следующее (см.,

например, [12, 9.12(i)]). Обозначим последовательную нумерацию ненулевых ко-

ординат мультииндекса j ∈ Vd через ℓ(j)n. Для любых мультииндексов k, j ∈ Vd

таких, что j ≤ k (т. е. jn ≤ kn для всех 1 ≤ n ≤ d), рассмотрим отображения

проектирования

πj,k : Rk → Rj и πk := πk,1 : Rd → Rk,

где k = ‖k‖1, j = ‖j‖1, 1 = (1, 1, . . . , 1), задаваемые цепочкой преобразований:

πj,k :

k∑

n=1

xnek,n 7→
k∑

n=1

xned,ℓ(k)n

7→
k∑

n=1

jℓ(k)nxned,ℓ(k)n =

j∑

n=1

yned,ℓ(j)n 7→
j∑

n=1

ynej,n.

Проектор πj,k каждому k-мерному вектору x сопоставляет j-мерный вектор y,
который получается следующим образом. Сначала k-мерный вектор x перево-

дится в d-мерный, в котором координаты xn заполняют единичные координаты

мультииндекса k. Далее в этом d-мерном векторе остаются ненулевыми лишь

те координаты, которые соответствуют единицам в мультииндексе j. Получив-

шийся вектор y переводится в Rj . Нетрудно видеть, что при h ≤ j ≤ k

πh,jπj,k = πh,k, πj,kπk = πj.

Предложение 1. Для любых мультииндексов j,k ∈ Vd таких, что j ≤ k,
будет

σ
Gj

f = (πj,k)∗σ
Gk

f := σGk

f ◦ π−1
j,k .

Доказательство. Рассмотрим случай группы Zd, для группы Rd рассуж-

дения аналогичны. Для любых неотрицательных целых чисел n1, n2, . . . , nj по-

лучим

∫

(−π,π]j

ei(n,s) dσ
Gj

f (s) =
(
f
(
T n1

ℓ(j)1
T n2

ℓ(j)2
· · ·T nj

ℓ(j)j
ω), f(ω)

)

=
(
f
(
T ñ1

ℓ(k)1
T ñ2

ℓ(k)2
· · ·T ñk

ℓ(k)k
ω
)
, f(ω)

)
=

∫

(−π,π]k

ei(ñ,t) dσGk

f (t),
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где ñ ∈ Zk+ определяется следующим образом. Так как {ℓ(j)p}jp=1 ⊂ {ℓ(k)q}kq=1,
то при равенстве ℓ(k)q = ℓ(j)p полагаем ñq = np. Все остальные значения ñq

равны 0. Из этого следует, что

(ñ, t)Rk = (n, πj,k(t))Rj .

Поэтому
∫

(−π,π]j

ei(n,s) dσ
Gj

f (s) =

∫

(−π,π]k

ei(ñ,t) dσGk

f (t)

=

∫

(−π,π]k

ei(n,πj,k(t)) dσGk

f (t) =

∫

(−π,π]j

ei(n,s) d(πj,k)∗σ
Gk

f (s).

Таким образом, все коэффициенты Фурье мер σ
Gj

f и (πj,k)∗σ
Gk

f совпадают, а

значит, и сами меры совпадают [13, 3.8.6]. �

Следствие 1. Для любого 1 ≤ j ≤ d

σG1

f ({xj = 0}) = ‖Ejf‖22.

Доказательство. Имеем

σG1

f ({xj = 0}) = σG1

f

(
π−1
ej {0}

)
= σ

Gej

f ({0}) = ‖Ejf‖22. �

Отметим, что условие (4) на спектральную меру влечет при αj > 0 равен-

ство ‖Ejf‖2 = 0. Действительно,

‖Ejf‖22 = σf ({xj = 0}) = lim
δk→δ∞

( lim
δj→0

σf (�(δ1, . . . , δd)))

≤ A lim
δk→δ∞

( lim
δj→0

δα1
1 · · · δαd

d ) = 0.

Здесь δ∞ = π для группы Zd и δ∞ =∞ для группы Rd.

2.2. Спектральное представление норм. Рассмотрим два семейства

функций Fn : (−π, π]→ R+ и Ft : R→ R+, задаваемых равенствами

Fn(x) =
1

n2

sin2 nx
2

sin2 x
2

, 0 < |x| ≤ π, Fn(0) = 1, n ∈ N;

Ft(x) =

(
sin tx

2
tx
2

)2

, x 6= 0, Ft(0) = 1, t ∈ R.

Функции Fn лишь на константу отличаются от классических ядер Фейера.

Предложение 2. Для норм эргодических средних (1) и (2) справедливы
интегральные представления

‖Anf‖22 =

∫

(−π,π]d

Fn1(x1) . . .Fnd
(xd) dσf (x), n ∈ Nd; (5)

‖Atf‖22 =

∫

Rd

Ft1(x1) · · ·Ftd(xd) dσf (x), t ∈ Rd
+. (6)



Спектральный критерий степенной скорости сходимости 97

Доказательство. Дискретный вариант (формула (5)) для группы Zd по

существу разобран в [14], где рассматривались усреднения по кубам (см. также

обсуждение в [15, лемма 4.1]). Докажем для полноты изложения равенство (6)

для группы Rd. Рассмотрим общий случай, а потом перейдем к частному —

усреднениям по параллелепипедам. Имеем

‖Aαf‖22 = (Aαf,Aαf)

=

(
1

νd(Gα)

∫

Gα

f(τgω)dνd(g),
1

νd(Gα)

∫

Gα

f(τgω) dνd(g)

)

=
1

ν2
d(Gα)

∫

Gα

∫

Gα

(f(τgω), f(τg′ω)) dνd(g)dνd(g
′)

=
1

ν2
d(Gα)

∫

Gα

∫

Gα

(f(τg−g′ω), f(ω)) dνd(g)dνd(g
′)

=
1

ν2
d(Gα)

∫

Gα

∫

Gα

∫

G∧

ei(g−g′,s) dσf (s) dνd(g)dνd(g
′)

=
1

ν2
d(Gα)

∫

G∧

∫

Gα

ei(g,s) dνd(g)

∫

Gα

e−i(g′,s) dνd(g
′) dσf (s)

=
1

ν2
d(Gα)

∫

G∧

∣∣∣∣
∫

Gα

ei(g,s) dνd(g)

∣∣∣∣
2

dσf (s).

Таким образом,

‖Aαf‖22 =

∫

G∧

|F [νd|Gα](s)|2 dσf (s), (7)

где

F [νd|Gα](s) =

∫

G

ei(g,s) dνd|Gα(g)

— преобразование Фурье вероятностной меры νd|Gα,

νd|Gα(E) =
νd(E ∩Gα)

νd(Gα)
.

Для группы Rd это ненормированное преобразование Фурье в Rd индикатора

IGα множества Gα ⊂ Rd. Для усреднений по параллелепипедам будет получать-

ся произведение кардинальных синусов

t1∫

0

· · ·
td∫

0

e−i(g,s) dg =

d∏

k=1

tk∫

0

e−igksk dgk =
2 sin

(
t1s1
2

)

s1
· · · 2 sin

(
tdsd

2

)

sd
e−i(t,s)/2.

Отсюда, подставляя в общую формулу, получаем равенство (6). �

2.3. Спектральные меры окрестности нуля. Покажем, как нормы

усреднений оцениваются снизу через спектральные меры окрестностей нуля в

форме параллелепипедов. Нам понадобится следующее соотношение для ядер

Fn, Ft:

1

[t]2
sin2 [t]x

2

sin2 x
2

≥
(

sin tx
2

tx
2

)2

, x ∈ R, t ≥ 1, |tx| < 2π. (8)
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Следующее утверждение является аналогом известных одномерных оценок [16,

лемма 2; 17, лемма 2] норм эргодических средних (1), (2). Для s = (s1, . . . , sd)
≥ 1 положим [s] := ([s1], . . . , [sd]).

Предложение 3. Для норм эргодических средних (1) и (2) справедливы
оценки снизу: при любых a ∈ (0, π]d, для всех s ∈ Rd, s ≥ 1 и t ∈ Rd

+

F1(a1) · · ·F1(ad)σf

(
�

(
a1

s1
, . . . ,

ad
sd

))
≤ ‖A[s]f‖22; (9)

F1(a1) · · ·F1(ad)σf

(
�

(
a1

t1
, . . . ,

ad
td

))
≤ ‖Atf‖22. (10)

Доказательство. Для доказательства (9) воспользуемся представлени-

ем (5) и неравенством (8):

‖A[s]f‖22 =

∫

(−π,π]d

F[s1](x1) . . .F[sd](xd) dσf (x)

≥
∫

�
(

a1
s1

,...,
ad
sd

)
F[s1](x1) . . .F[sd](xd) dσf (x)

≥
∫

�
(

a1
s1

,...,
ad
sd

)
Fs1(x1) . . . Fsd(xd) dσf (x)

≥
d∏

k=1

min
|xk|≤ ak

sk

(
sin skxk

2
skxk

2

)2

σf

(
�

(
a1

s1
, . . . ,

ad
sd

))

=

d∏

k=1

min
|y|≤ak

2

(
sin y

y

)2

σf

(
�

(
a1

n1
, . . . ,

ad
nd

))

= F1(a1) · · ·F1(ad)σf

(
�

(
a1

s1
, . . . ,

ad
sd

))
.

Неравенство (10) доказывается аналогично. �
Для β ∈ [0, 2] определим

ρ(β) = inf
x>0

x2−β

sin2 x
.

Нетрудно убедиться, что ρ(0) = ρ(2) = 1. Для β ∈ (0, 2) инфимум достигает-

ся на первом положительном корне уравнения tg x = 2x
2−β . Также ясно, что

1 ≤ ρ(β) ≤ sin−2(1).
Из предложения (3) вытекает

Теорема 2. Пусть нормы эргодических средних (1) и (2) убывают степен-
ным образом, т. е. справедлива оценка (3) с константами B > 0 и αj ∈ [0, 2],
1 ≤ j ≤ d. Тогда для спектральной меры σf выполняется неравенство

σf (�(δ1, . . . , δd)) ≤ Bρ(α1) · · · ρ(αd)δ
α1
1 · · · δαd

d , δ ∈ (0, π]d (дискретное время);

σf (�(δ1, . . . , δd)) ≤ B
ρ(α1)

2α1
· · · ρ(αd)

2αd
δα1
1 · · · δαd

d , δ > 0 (непрерывное время).
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Доказательство. Рассмотрим дискретный случай. Фиксируем δ ∈ (0, π]d.
Каждую координату δk можно представить в виде δk = ak

sk
, где ak ∈ (0, π] и

sk ≥ 1 — варьируемые вещественные параметры. Тогда из неравенства (9) и

соотношения 1
[x] ≤ 2

x при x ≥ 1 получим

σf (�(δ1, . . . , δd)) = σf

(
�

(
a1

s1
, . . . ,

ad
sd

))
≤ 1

F1(a1) · · ·F1(ad)
‖A[s]f‖22

≤
(

a1/2

sin(a1/2)

)2

· · ·
(

ad/2

sin(ad/2)

)2
B

[s1]α1 · · · [sd]αd

≤ B
(

a1/2

sin(a1/2)

)2

· · ·
(

ad/2

sin(ad/2)

)2(
2

s1

)α1

· · ·
(

2

sd

)αd

=

= B
(a1/2)2−α1

sin2(a1/2)
· · · (ad/2)2−αd

sin2(ad/2)
δα1
1 · · · δαd

d .

Выбирая параметры ak таким образом, чтобы функции, их содержащие, дости-

гали своего минимума, получим требуемую оценку для дискретного времени.

Оценка для спектральной меры в случае непрерывного времени доказывается

аналогично. В этом случае не нужно использовать неравенство между числом

и его целой частью. �

3. Оценки сверху для норм усреднений: d = 1 и d = 2

Перепишем формулу (7) через интеграл от функции распределения [13,

2.9.3]:

‖Aαf‖22 =

∫

G∧

|F [νd|Gα](s)|2 dσf (s) = 2

∞∫

0

uσf ({s ∈ G ∧ : |F [νd|Gα](s)| > u}) du

= 2

1∫

0

uσf ({s ∈ G ∧ : |F [νd|Gα](s)| > u}) du.

Последнее равенство справедливо, поскольку |F [νd|Gα](s)| ≤ 1. Анализ приве-

денного соотношения позволяет говорить об эквивалентности степенной ско-

рости сходимости эргодических средних вдоль параллелепипедов и степенной

особенности спектральной меры специальных окрестностей нуля. В хорошо

изученной одномерной ситуации подходящими оказались симметричные интер-

валы.

3.1. Окрестности нуля в виде промежутков: d = 1. Рассмотрим

одномерный случай. Для групп Z и R и f ∈ L2(�, λ) предполагаем степенную

оценку (4) спектральной меры симметричных интервалов, т. е. σf ((−δ, δ]) ≤ Aδα
для некоторых констант A > 0 и α > 0 при всех возможных δ > 0. Тогда для

непрерывного и дискретного времени имеем (см., например, [16, 17]):

α ∈ [0, 2) α = 2 α > 2

‖Atf‖22 O(t−α) O(t−2 ln t) O(t−2)

‖Anf‖22 O(n−α) O(n−2 lnn) O(n−2)
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Покажем новым способом эти соотношения, используя приведенную инте-

гральную формулу. Сначала разберем случай группы R. Пусть α ∈ [0, 2), тогда

для всех t > 0

‖Atf‖22 = 2

1∫

0

uσf

({
x ∈ R :

∣∣∣∣
sin(tx/2)

tx/2

∣∣∣∣ > u

})
du

≤ 2

1∫

0

uσf

({
x ∈ R : |x| < 2

tu

})
du ≤ 2

1∫

0

uσf

((
− 2

tu
,

2

tu

])
du

≤ 2A

1∫

0

u
2α

(tu)α
du =

2α+1A

(2− α)tα
.

Если α = 2, то для произвольного ε ∈ (0, 1) получим

‖Atf‖22 = 2

1∫

0

uσf

({
x ∈ R :

∣∣∣∣
sin(tx/2)

tx/2

∣∣∣∣ > u

})
du

≤ 2

ε∫

0

u‖f‖22 du+ 2

1∫

ε

uσf

((
− 2

tu
,

2

tu

])
du

≤ ε2‖f‖22 + 2A

1∫

ε

u
22

(tu)2
du = ε2‖f‖22 −

8A

t2
ln ε.

Минимум последнего выражения достигается при ε2 = 4A
‖f‖22t2

. Используя его,

для всех достаточно больших t > 0 получаем

‖Atf‖22 ≤
4A

t2
ln

(
e‖f‖22t2

4A

)
.

Если α > 2, то для произвольного ε ∈ (0, 1)

‖Atf‖22 = 2

1∫

0

uσf

({
x ∈ R :

∣∣∣∣
sin(tx/2)

tx/2

∣∣∣∣ > u

})
du

≤ 2

ε∫

0

u‖f‖22 du+ 2

1∫

ε

uσf

((
− 2

tu
,

2

tu

])
du

≤ ε2‖f‖22 + 2A

1∫

ε

u
2α

(tu)α
du ≤ ε2‖f‖22 +

21+αA

(α− 2)tα
ε2−α.

Полагая ε = 1/t, при всех достаточно больших t > 0 получаем

‖Atf‖22 ≤
(
‖f‖22 +

21+αA

α− 2

)
t−2.

Похожие выкладки применимы и для дискретного времени. Рассмотрим лишь

случай α ∈ [0, 2), чтобы сделать акцент на небольшом отличии и в дальней-

шем подробно разбирать только непрерывное время. Учитывая неравенство
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| sin(x/2)| ≥ |x|
π для всех |x| ≤ π, получаем

‖Anf‖22 =

∫

(−π,π]

(
sin(nx/2)

n sin(x/2)

)2

dσf (x) ≤
∫

(−π,π]

(
π sin(nx/2)

nx

)2

dσf (x)

= 2

1∫

0

uσf

({
x ∈ (−π, π] :

∣∣∣∣
π sin(nx/2)

nx

∣∣∣∣ > u

})
du ≤ 2

1∫

0

uσf
({
|x| < π

nu

})
du

≤ 2

1∫

0

uσf
((
− π

nu
,
π

nu

])
du ≤ 2A

1∫

0

u
πα

(nu)α
du =

2παA

(2− α)nα
.

Выкладки для дискретного времени отличаются (после первого неравен-

ства) от непрерывного по сути лишь константой π вместо 2.

Отметим, что все оценки удалось получить из-за того, что множества {s ∈
G∧ : |F [νd|νGα](s)| > u} содержатся в симметричных интервалах подходящей

длины. В многомерной же ситуации происходит свое разбиение области пара-

метров. Разберем подробно конструкцию для непрерывного времени сначала в

размерности d = 2.

3.2. Окрестности нуля в виде прямоугольников: d = 2. Для группы

R2 и f ∈ L2(�, λ) снова предполагаем степенную оценку (4) спектральной меры

симметричных прямоугольников, т. е. для некоторых констант A > 0 и α, β ≥ 0

при всех δ = (δ1, δ2) > 0

σf (�(δ1, δ2)) ≤ Aδα1 δβ2 . (11)

Для усреднений группы R2 по прямоугольникам Gt1,t2 = [0, t1]× [0, t2] имеем

|F [νd|Gt1,t2 ](x)| =
∣∣∣∣∣
2 sin

(
t1x1

2

)

t1x1

2 sin
(
t2x2

2

)

t2x2

∣∣∣∣∣ .

Нетрудно проверить, что для каждого u ∈ (0, 1) справедливо включение
{
x ∈ R2 :

∣∣∣∣∣
2 sin

(
t1x1

2

)

t1x1

2 sin
(
t2x2

2

)

t2x2

∣∣∣∣∣ > u

}

⊂
2⋂

k=1

{
x ∈ R2 : |xk| <

2

utk

}
⊂ �

(
2

ut1
,

2

ut2

)
.

Более точным включением будет
{
x ∈ R2 :

∣∣∣∣∣
2 sin

(
t1x1

2

)

t1x1

2 sin
(
t2x2

2

)

t2x2

∣∣∣∣∣ > u

}

⊂ �
(

2

ut1
,

2

ut2

)
∩
{
x ∈ R2 : |x1x2| <

4

t1t2u

}
.

Обозначим множество в правой части через φ−1
t1,t2Eu, где φt1,t2(x) =

(
t1x1

2 , t2x2

2

)

и Eu = �
(

1
u ,

1
u

)⋂{
x ∈ R2 : |x1x2| < 1

u

}
, u ∈ (0, 1).

Рассмотрим однопараметрическое семейство симметрических многочленов

от двух переменных

P κ
2 (x, y) = x2 + xy + y2 − κ(x+ y), κ ≥ 0. (12)
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Нетрудно убедиться (подробное обсуждение см. в доказательстве предложе-

ния (4)), что если неотрицательные α и β будут отличными от нуля корнями

многочлена P κ
2 , то найдутся числа 0 ≤ p, q ≤ 1, p+ q = 1, такие, что

α+ βp = κ, β + αq = κ. (13)

Теорема 3. Если имеет место степенная оценка (11) спектральной меры
прямоугольных окрестностей нуля, то

1) если P κ
2 (α, β) = 0, κ ∈ [0, 2), то ‖Atf‖22 = O

(
t−α
1 t−β

2

)
при t1, t2 →∞;

2) если P 2
2 (α, β) = 0, то ‖Atf‖22 = O

(
t−α
1 t−β

2 ln
(
tα1 t

β
2

))
при t1, t2 →∞;

3) если P κ
2 (α, β) = 0, κ > 2, то ‖Atf‖22 = O

(
t
− 2α

κ
1 t

− 2β
κ

2

)
при t1, t2 →∞.

Доказательство. Для произвольных чисел 0 ≤ p, q ≤ 1, p+q = 1, вложим

множество Eu в объединение двух прямоугольников:

Eu ⊂ �
(

1

u
,

1

up

)
∪�

(
1

uq
,
1

u

)
.

Учитывая все включения и степенную оценку для спектральных мер прямо-

угольников, для любого ε ∈ [0, 1) получаем

‖Atf‖22 = 2

1∫

0

uσf

({
x ∈ R2 :

∣∣∣∣∣
2 sin

(
t1x1

2

)

t1x1

2 sin
(
t2x2

2

)

t2x2

∣∣∣∣∣ > u

})
du

≤ 2

ε∫

0

u‖f‖22 du+ 2

1∫

ε

uσf

(
φ−1
t1,t2

(
�

(
1

u
,

1

up

)
∪�

(
1

uq
,
1

u

)))
du

= ε2‖f‖22 + 2

1∫

ε

uσf

(
�

(
2

t1u
,

2

t2up

)
∪�

(
2

t1uq
,

2

t2u

))
du

≤ ε2‖f‖22 + 2

1∫

ε

uA

((
2

t1u

)α(
2

t2up

)β

+

(
2

t1uq

)α(
2

t2u

)β)
du

= ε2‖f‖22 +
21+α+βA

tα1 t
β
2

1∫

ε

(u1−α−pβ + u1−β−qα) du.

Подставляя (13), получаем оценку

‖Atf‖22 ≤ ε2‖f‖22 +
22+α+βA

tα1 t
β
2

1∫

ε

u1−κ du. (14)

В зависимости от того, какой знак принимает показатель 2− κ, будем подбирать

подходящее ε в виде ε = c
ta1 t

b
2

для некоторых a, b, c ≥ 0.

Пусть κ ∈ [0, 2). Тогда полагаем ε = 0 и из (14) получаем

‖Atf‖22 ≤
22+α+βA

tα1 t
β
2 (2− κ)

, t1, t2 > 0.

Таким образом, ‖Atf‖22 = O
(
t−α
1 t−β

2

)
при t1, t2 →∞.
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Пусть κ = 2. Тогда из (14) для ε = 1

t
α/2
1 t

β/2
2

имеем

‖Atf‖22 ≤ ε2‖f‖22 −
22+α+βA

tα1 t
β
2

ln ε = ‖f‖22
1

tα1 t
β
2

+
21+α+βA

tα1 t
β
2

ln
(
tα1 t

β
2

)
, t1, t2 > 0.

Таким образом,

‖Atf‖22 = O
(
t−α
1 t−β

2 ln
(
tα1 t

β
2

))
при t1, t2 →∞.

Пусть теперь κ > 2. Тогда из (14) для ε = 1
ta1 t

b
2

получим

‖Atf‖22 ≤ ε2‖f‖22 +
22+α+βA

tα1 t
β
2 (κ− 2)

ε2−κ = ‖f‖22
1

t2a1 t
2b
2

+
22+α+βA

κ− 2

1

t
α+a(2−κ)
1 t

β+b(2−κ)
2

.

Взяв параметры a = α
κ и b = β

κ , приходим к итоговой оценке

‖Atf‖22 ≤
(
‖f‖22 +

22+α+βA

κ− 2

)
t
− 2α

κ
1 t

−2β
κ

2 , t1, t2 > 0. �

4. Общий случай d > 2

4.1. Симметрические многочлены. Напомним определения некоторых

стандартных симметрических многочленов в Rd:

σd,1(x) =

d∑

j=1

xj , σd,d−1(x) =

d∑

j=1

x1 · · · x̂j · · ·xd, σd,d(x) = x1x2 · · ·xd.

Здесь выражение x̂j означает, что переменной xj нет, а все остальные есть. Рас-

смотрим два семейства симметрических многочленов, заданных рекуррентно.

Первая последовательность многочленов Qd(x), x ∈ Rd, задается следующим

образом:

Q1(x1) = 1, Q2(x1, x2) = x1 + x2, Qd(x) = σd,d−1(x)
d∏

j=1

Qd−1(x̂j).

Для произвольного κ ≥ 0 определим еще одну последовательность многочленов.

Положим

P κ
1 (x1) = x1 − κ, P κ

2 (x1, x2) = x2
1 + x1x2 + x2

2 − κ(x1 + x2)

и

P κ
d (x) =

d∑

j=1

Ad
j (x)P

κ
d−1(x̂j) +Bd(x),

где

Ad
j (x) = x1 · · · x̂j · · ·xd

∏

k 6=j

Qd−1(x̂k), Bd(x) = σd,d(x)
d∏

j=1

Qd−1(x̂j).

В следующих леммах рассмотрим некоторые свойства этих многочленов.

Основное внимание будет уделено нулям многочленов P κ
d .
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Лемма 1. В многочлене P κ
d слагаемое, содержащее κ, имеет вид −κQd(x),

т. е. P κ
d (x) = Rd(x)− κQd(x). При этом Rd(x), Qd(x) ≥ 0 при x ≥ 0.

Доказательство. Для d = 1 и d = 2 утверждение очевидно из опреде-

ления многочленов. Предположим, что утверждение верно для всех номеров

вплоть до d− 1, докажем его для d. Исходя из предположения и индуктивного

определения многочлена P κ
d , имеем

P κ
d (x) =

d∑

j=1

Ad
j (x)Rd−1(x̂j)− κ

d∑

j=1

Ad
j (x)Qd−1(x̂j) +Bd(x)

= Rd(x) − κ
d∑

j=1

x1 · · · x̂j · · ·xd
∏

k 6=j

Qd−1(x̂k, )Qd−1(x̂j)

= Rd(x)− κ
d∏

k=1

Qd−1(x̂k)
d∑

j=1

x1 · · · x̂j · · ·xd

= Rd(x)− κσd,d−1(x)
d∏

k=1

Qd−1(x̂k) = Rd(x) − κQd(x).

Из определения многочленов следует, что Qd(x) и Ad
j (x) неотрицательны при

x ≥ 0. Поэтому и

Rd(x) =

d∑

j=1

Ad
j (x)Rd−1(x̂j) +Bd(x) ≥ 0 (15)

при x ≥ 0, исходя из индуктивного предположения о неотрицательности

Rd−1(x). �
Нас будут интересовать неотрицательные нули многочлена P κ

d . Поищем та-

кие нули сначала на координатных гиперплоскостях. Поскольку многочлены

симметричны, возьмем, например, x1 = 0. Тогда уравнение P κ
d (0, x2, . . . , xd) = 0

перепишется в виде Ad
1(x)P

κ
d−1(x2, . . . , xd) = 0, так как нетрудно видеть, что

остальные слагаемые занулятся. Поскольку у многочленов Qd(x) неотрица-

тельным нулем будет только точка 0, то Ad
1(x) = 0 тогда и только тогда, когда

x2 · · ·xd = 0.
Таким образом, начиная с размерности d = 3 многочлен P κ

d будет зану-

ляться на (d−2)-мерных координатных подпространствах. Назовем такие нули

тривиальными, за исключением нетривиальных нулей многочленов P κ
k меньшей

размерности k < d. У многочленов P κ
1 и P κ

2 нетривиальными будем считать все

нули, кроме точки 0. Обозначим множество неотрицательных нетривиальных

нулей многочлена P κ
d через kerP κ

d . Положим также kerP 0
d = {0}. Таким обра-

зом, неотрицательные нетривиальные нули многочлена P κ
d , κ > 0, либо имеют

все положительные координаты, либо имеют 0 < m ≤ d− 1 нулевых координат,

а оставшиеся положительные координаты являются корнями многочлена P κ
d−m.

Лемма 2. Множества kerP κ
d , κ ≥ 0, расслаивают [0,+∞)d, т. е.

[0,+∞)d =
⊔

κ≥0

kerP κ
d .

Доказательство. Покажем сначала, что множества нетривиальных ну-

лей не пересекаются. Пусть, от противного, найдутся κ1 и κ2 и точка x0 ≥ 0,
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лежащая в обоих множествах. Пусть 0 ≤ m ≤ d− 1 — число нулевых координат

x0. Тогда P κ1

d−m и P κ2

d−m обращаются в нуль на оставшихся ненулевых коорди-

натах. Следовательно, Rd−m − κ1Qd−m = Rd−m − κ2Qd−m. Так как Qd−m не

равно нулю, то κ1 = κ2.
Для произвольной ненулевой точки x0 ≥ 0 необходимое значение κ нахо-

дится из равенства Rd−m = κQd−m, где m — число нулевых координат x0. �

Лемма 3. Пусть x ∈ kerP κ
d . Тогда справедливы неравенства

x1 + x2 + · · ·+ xd ≥ κ, xj ≤ κ, j = 1, . . . , d.

Доказательство. Для многочлена P κ
2 неравенства следуют из представ-

лений

P κ
2 (x1, x2) = (x1 + x2)(x1 + x2 − κ)− x1x2 = 0,

P κ
2 (x1, x2) = x1(x1 + x2 − κ)− x2(κ− x2) = x2(x1 + x2 − κ)− x1(κ− x1) = 0.

В общем d-мерном случае покажем индуктивно сначала наличие аналога пер-

вого равенства, а именно

P κ
d (x) = Qd(x)(σd,1(x)− κ)− Sd(x),

где Sd(x) ≥ 0 при x ≥ 0. Учитывая уже проверенные при доказательстве лем-

мы 1 равенства

Qd(x) =

d∑

j=1

Ad
j (x)Qd−1(x̂j), Ad

j (x)Qd−1(x̂j)xj = Bd(x),

получим

P κ
d (x) =

d∑

j=1

Ad
j (x)P

κ
d−1(x̂j) +Bd(x)

=

d∑

j=1

Ad
j (x)(Qd−1(x̂j)(σd−1,1(x̂j)− κ)− Sd−1(x̂j)) +Bd(x)

=

d∑

j=1

Ad
j (x)(Qd−1(x̂j)(σd,1(x)− κ− xj)− Sd−1(x̂j)) +Bd(x)

= (σd,1(x)− κ)

d∑

j=1

Ad
j (x)Qd−1(x̂j)

−
d∑

j=1

Ad
j (x)Qd−1(x̂j)xj −

d∑

j=1

Ad
j (x)Sd−1(x̂j) +Bd(x)

= Qd(x)(σd,1(x)− κ)−
d∑

j=1

Ad
j (x)Sd−1(x̂j)− (d− 1)Bd(x)

= Qd(x)(σd,1(x) − κ)− Sd(x).

Из предположения индукции следует, что при x ≥ 0

Sd(x) =

d∑

j=1

Ad
j (x)Sd−1(x̂j) + (d− 1)Bd(x) ≥ 0.
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Покажем теперь, что выполняется и аналог второго соотношения. А именно,

для любого 1 ≤ k ≤ d при всех x ∈ Rd

P κ
d (x) = Rd(x)− κQd(x) = Rd(x)− xkQd(x)− (κ− xk)Qd,

где Rd(x) ≥ xkQd(x) при x ≥ 0. Действительно, учитывая (15), по индукции

имеем

Rd(x) =

d∑

j=1,j 6=k

Ad
j (x)Rd−1(x̂j) +Ad

k(x)Rd−1(x̂k) +Bd(x)

≥ xk
d∑

j=1,j 6=k

Ad
j (x)Qd−1(x̂j) +Bd(x) = xkQd(x).

Лемма 4. Для любого 1 ≤ k ≤ d справедливо представление

P κ
d (x) = Mk

d (x)P κ
d−1(x̂k) +Nk

d (x), x ∈ Rd,

где Mk
d (x), Nk

d (x) ≥ 0 при x ≥ 0.

Доказательство. Покажем по индукции, что

Mk
d (x) = σd,d−1(x)

d∏

j=1,j 6=k

Qd−1(x̂j),

а Nk
d (x) будет определяться рекуррентным соотношением. Нетрудно видеть,

что для d = 2 утверждение справедливо:

P κ
2 (x) = (x1 + x2)(x1 − κ) + x2

2 = (x1 + x2)(x2 − κ) + x2
1,

т. е. M1
2 (x) = M2

2 (x) = x1 + x2 = σ2,1(x), N
1
2 (x) = x2

1, N
2
2 (x) = x2

2.
Предположим, что утверждение верно для всех номеров вплоть до d− 1, и

докажем его для d. Исходя из предположения, получим

P κ
d (x) =

d∑

j=1,j 6=k

Ad
j (x)P

κ
d−1(x̂j) +Ad

k(x)P
κ
d−1(x̂k) +Bd(x)

=

d∑

j=1,j 6=k

Ad
j (x)

(
Mk

d−1(x̂j)P
κ
d−2(x̂j , x̂k) +Nκ

d−1(x̂j)
)

+Ad
k(x)P

κ
d−1(x̂k) +Bd(x)

= Ad
k(x)P

κ
d−1(x̂k) +

(
d∑

j=1,j 6=k

Ad
j (x)M

k
d−1(x̂j)P

κ
d−2(x̂j , x̂k) +Bd(x)

)

+

d∑

j=1,j 6=k

Ad
j (x)N

κ
d−1(x̂j).

Последнее слагаемое обозначим через Nk
d (x), а для суммы первых двух пока-

жем, что это Mk
d (x)P κ

d−1(x̂k). Преобразуем произведение Ad
j (x)M

k
d−1(x̂j), учи-

тывая равенство

Mk
d (x)Qd−1(x̂k) = Qd(x).

Имеем

Ad
j (x)M

k
d−1(x̂j) = x1 · · · x̂j · · ·xd

( ∏

l 6=j,l 6=k

Qd−1(x̂l)
)
Qd−1(x̂k)Mk

d−1(x̂j)
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= x1 · · · x̂j · · ·xd
( ∏

l 6=j,l 6=k

Qd−1(x̂l)
)(
σd−1,d−2(x̂k)

×
∏

q 6=k,q 6=j

Qd−2(x̂k, x̂q)
)
Qd−2(x̂k, x̂j)M

k
d−1(x̂j)

= x1 · · · x̂j · · ·xd
( ∏

l 6=j,l 6=k

Qd−1(x̂l)
)(
σd−1,d−2(x̂k)

∏

q 6=k,q 6=j

Qd−2(x̂k, x̂q)
)
Qd−1(x̂j)

= xkσd−1,d−2(x̂k)
∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)
(
x1 · · · x̂j · · · x̂k · · ·xd

∏

q 6=k,q 6=j

Qd−2(x̂k, x̂q)
)

= xkσd−1,d−2(x̂k)
∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)A
d−1
j (x̂k).

Подставим полученное выражение в исходную сумму и получим

d∑

j=1,j 6=k

Ad
j (x)M

k
d−1(x̂j)P

κ
d−2(x̂j , x̂k) +Bd(x)

=

d∑

j=1,j 6=k

(
xkσd−1,d−2(x̂k)

∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)A
d−1
j (x̂k)

)
P κ
d−2(x̂j , x̂k) +Bd(x)

=
(
xkσd−1,d−2(x̂k)

∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)
) d∑

j=1,j 6=k

Ad−1
j (x̂k)P κ

d−2(x̂j , x̂k) +Bd(x)

=
(
xkσd−1,d−2(x̂k)

∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)
)
(P κ

d−1(x̂k)−Bd−1(x̂k)) +Bd(x)

=
(
xkσd−1,d−2(x̂k)

∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)
)
P κ
d−1(x̂k).

В последнем равенстве использовано легко проверяемое соотношение

Bd(x) = xkσd−1,d−2(x̂k)
∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)Bd−1(x̂k).

Действительно,

xkσd−1,d−2(x̂k)
∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)Bd−1(x̂k)

= xkσd−1,d−2(x̂k)
∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)σd−1,d−1(x̂k)
∏

j 6=k

Qd−2(x̂j , x̂k)

= σd,d(x)σd−1,d−2(x̂k)
∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)
∏

j 6=k

Qd−2(x̂j , x̂k)

= σd,d(x)
∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)Qd−1(x̂k) = Bd(x).

Осталось убедиться, что выражение перед P κ
d−1(x̂k) является многочленом
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Mk
d (x). Действительно,

Ak
d(x) + xkσd−1,d−2(x̂k)

∏

l 6=k

Qd−1(x̂l) =

= x1 · · · x̂k · · ·xd
∏

l 6=k

Qd−1(x̂l) + xkσd−1,d−2(x̂k)
∏

l 6=k

Qd−1(x̂l)

= σd,d−1(x)
∏

l 6=k

Qd−1(x̂l) = Mk
d (x). �

4.2. Итерационная система линейных уравнений. Наша цель в этом

параграфе — показать, что каждая точка из множества kerP κ
d нетривиальных

нулей многочлена P κ
d является решением некоторой системы линейных уравне-

ний. При этом система получается из уравнения x1 − κ = 0 с помощью итера-

ционной процедуры. Опишем сначала эту линейную систему и итерационную

процедуру.

Пусть уже имеется система L κ
Pd

(x1, . . . , xd), состоящая из d! линейных

уравнений от неизвестных x1, . . . , xd с параметрами Pd. Полагаем P1 = ∅.
Множество параметров Pd, d ≥ 2, состоит из наборов вероятностных векто-

ров

pk(m|d) =
(
pk1(m|d), pk2(m|d), . . . , pkm(m|d)

)
,

где m = 2, . . . , d — размерность вероятностного вектора, k = 1, . . . , d!
m! отвечает

за нумерацию m-мерных векторов. Вероятностность вектора pk(m|d) означает,

что все его координаты неотрицательны и в сумме дают 1.

Переход от системы L κ
Pd

(x1, . . . , xd) к системе L κ
Pd+1

(x1, . . . , xd+1) состоит

из двух шагов. На первом шаге к каждому из d! уравнений прибавляем вы-

ражение p1
d+1(d+ 1|d+ 1)xd+1 и заменяем входящие вероятностные параметры

системы L κ
Pd

(x1, . . . , xd) аналогичными из множества Pd+1. Второй шаг состо-

ит в симметризации полученной на первом шаге системы. А именно, добавля-

ется еще d таких же систем уравнений, только с циклически переставленны-

ми переменными и с новыми вероятностными параметрами. Проиллюстрируем

процедуру на системах малой размерности:

L κ
∅(x1): x1 − κ = 0

1 шаг⇒ p1
2(2|2)x2 + x1 − κ = 0

2 шаг⇒
{
p1
2(2|2)x2 + x1 − κ = 0,

p1
1(2|2)x1 + x2 − κ = 0,

L κ
P2

(x1, x2):

{
p1
2(2|2)x2 + x1 − κ = 0,

p1
2(2|2)x1 + x2 − κ = 0

1 шаг⇒
{
p1
3(3|3)x3 + p1

2(2|3)x2 + x1 − κ = 0,

p1
3(3|3)x3 + p1

1(2|3)x1 + x2 − κ = 0

2 шаг⇒





{
p1
3(3|3)x3 + p1

2(2|3)x2 + x1 − κ = 0,

p1
3(3|3)x3 + p1

1(2|3)x1 + x2 − κ = 0,{
p1
2(3|3)x2 + p2

2(2|3)x3 + x1 − κ = 0,

p1
2(3|3)x2 + p2

1(2|3)x1 + x3 − κ = 0,{
p1
1(3|3)x1 + p3

2(2|3)x2 + x3 − κ = 0,

p1
1(3|3)x1 + p3

1(2|3)x3 + x2 − κ = 0.
Отметим, что множество параметров Pd+1 можно представить как объединение

(d+ 1)-го множества параметров Pj
d , j = 1, . . . , d+ 1, и одного (d + 1)-мерного

вероятностного вектора p1(d+ 1|d+ 1). Система L κ
Pd+1

(x1, . . . , xd+1) представ-

ляется как совокупность из (d+ 1)-й системы линейных уравнений

L
κ−p1

j(d+1|d+1)xj

P
j
d

(x1, . . . x̂j , . . . , xd).
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Предложение 4. Пусть κ ≥ 0 и α = (α1, . . . , αd) ≥ 0. Точка α принадле-
жит kerP κ

d тогда и только тогда, когда найдется набор параметров Pd таких,
что α является решением системы линейных уравнений L κ

Pd
(x1, . . . , xd).

Доказательство. Для κ = 0 утверждение очевидно. Для κ > 0 применим

индукцию. Для d = 1 все очевидно. Для d = 2 решение системы из двух

уравнений

p1
2(2|2)α2 + α1 − κ = 0, p1

1(2|2)α1 + α2 − κ = 0

после умножения первого уравнения на α1, второго на α2 и сложения их вме-

сте приводит к равенству P κ
2 (α1, α2) = 0. При этом ясно, что координаты α1 и

α2 не зануляются одновременно. Обратно, имея равенство P κ
2 (α1, α2) = 0, где

координаты α1 и α2 не зануляются одновременно, из леммы 3 получим, что

числа

p1
2(2|2) =

κ− α1

α2
, p1

1(2|2) =
κ− α2

α1

образуют вероятностный вектор. При этом α — решение системы L κ
P2

(x1, x2).
Предположим, что утверждение верно для всех размерностей вплоть до

d − 1, и докажем его для d. Сначала будем считать, что α ≥ 0 является реше-

нием системы L κ
Pd

(x1, . . . , xd). Если αj = κ для некоторого j, то все остальные

координаты α равны нулю и, следовательно, α является нетривиальным нулем

многочлена P κ
d . Пусть теперь 0 ≤ αj < κ для всех j, тогда и 0 ≤ p1

j(d|d)αj < κ.
При этом получаем d систем

L
κ−p1

j (d|d)αj

P
j
d−1

(x1, . . . , x̂j , . . . , xd),

решением которых будет α. Поскольку эти системы уже размерности d− 1, по

предположению индукции получаем, что

(α1, . . . , α̂j , . . . , αd) ∈ kerP
κ−p1

j(d|d)αj

d−1 ,

т. е. имеем нетривиальное решение уравнений

P
κ−p1

j (d|d)αj

d−1 (α̂j) = 0, j = 1, . . . , d.

По лемме 1 эти уравнения переписываются как

Rd−1(α̂j)− (κ− p1
j(d|d)αj)Qd−1(α̂j) = P κ

d−1(α̂j) + p1
j(d|d)αjQd−1(α̂j) = 0.

Домножая эти равенства на Ad
j (α) и складывая их вместе, получим

d∑

j=1

Ad
j (α)P κ

d−1(α̂j) +

d∑

j=1

Ad
j (α)p1

j(d|d)αjQd−1(α̂j)

=

d∑

j=1

Ad
j (α)P κ

d−1(α̂j) +Bd(α)

d∑

j=1

p1
j(d|d) = P κ

d (α) = 0.

При этом α является нетривиальным решением, поскольку иначе нашлись бы

две координаты нулевые, а остальные могли принимать произвольные значения,

но это противоречило бы нетривиальности (α1, . . . , α̂j , . . . , αd) для многочленов

меньшей размерности.
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Пусть теперь α ∈ kerP κ
d . Рассмотрим проекции α на координатные гипер-

плоскости: [α]j = (α1, . . . , αj−1, αj , . . . , αd). По лемме 2 найдутся числа κj ≥ 0

такие, что

[α]j ∈ kerP
κj

d−1, j = 1, . . . , d.

Из леммы 4 получим, что

0 = P κ
d (α) = M j

d(α)P κ
d−1(α̂j)+N

j
d(α) = M j

d

(
α)(P κ

d−1(α̂j)−P κj

d−1([α]j)
)
+N j

d(α)

= M j
d(α)(κj − κ)Qd−1(α̂j) +N j

d(α).

Отсюда заключаем, что κj ≤ κ. Поэтому найдутся числа 0 ≤ p1
j(d|d) ≤ 1 такие,

что κj = κ− p1
j(d|d)αj (мы знаем, что 0 ≤ αj ≤ κ). Таким образом,

(α1, . . . , α̂j , . . . , αd) ∈ kerP
κ−p1

j(d|d)αj

d−1 .

По предположению индукции найдутся d множеств параметров Pj
d−1 таких,

что α является решением совокупности систем

L
κ−p1

j (d|d)αj

P
j
d−1

(x1, . . . , x̂j , . . . , xd).

Это эквивалентно для α быть решением одной системы L κ
Pd

(x1, . . . , xd) с пара-

метрами

Pd =

d⋃

j=1

Pj
d−1 ∪ {p1

j(d|d), j = 1, . . . , d}. (16)

При этом вектор p1(d|d) с необходимостью вероятностный. �

4.3. Основной результат. Для группы Rd и f ∈ L2(�, λ) предполагается

выполненной степенная оценка (4) спектральной меры симметричных проме-

жутков. Рассмотрим «креcтообразные» множества Ed
u, u ∈ (0, 1), определяемые

как

Ed
u = {x ∈ Rd : |xi1xi2 · · ·xik | < 1/u, 1 ≤ k ≤ d, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ d}.

Для произвольной итерационной системы L κ
Pd

(x1, . . . , xd) линейных уравнений

обозначим входящие в нее линейные функции без слагаемого −κ через ℓj
Pd

(x),
j = 1, . . . , d!, занумерованные в произвольном порядке. Положим

ℓj
Pd

(x) =

d∑

k=1

qjd,kxk.

Ясно, что коэффициенты qjd,k принадлежат множеству параметров Pd.

Лемма 5. Для произвольного множества параметров Pd

Ed
u ⊂

d!⋃

j=1

�

(
1

uq
j
d,1

, . . . ,
1

uq
j
d,d

)
. (17)

Доказательство. Применим индукцию по d. Случай d = 1 очевиден, а

d = 2 фактически разобран при доказательстве теоремы 3. Предположим, что

утверждение доказано для размерности d− 1, и докажем его для d. Представим

множество параметров в виде (16).
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Рассмотрим точку
(

1

u
p1
1
(d|d)

, . . . , 1

u
p1
d
(d|d)

)
∈ Rd и проведем через нее гипер-

плоскости, параллельные координатным гиперплоскостям. С помощью разре-

зов этими гиперплоскостями множества Ed
u можно увидеть, что

Ed
u ⊂

d⋃

n=1

Ed−1
u (n)×

(
− 1

up
1
n(d|d) ,

1

up
1
n(d|d)

]
, (18)

где Ed−1
u (n) есть (d− 1)-мерное «крестообразное» множество, в котором нет

переменной xn, переменная xn принадлежит
(
− 1

up1
n(d|d)

, 1

up1
n(d|d)

]
. По предполо-

жению индукции каждое множество Ed−1
u (n) содержится в объединении (d−1)!

промежутков:

Ed−1
u (n) ⊂

(d−1)!⋃

j=1

�

(
1

uq
j
d−1,1

(n)
, . . . ,

1

uq
j
d−1,d−1

(n)

)
, (19)

где параметры qjd−1,k(n) ∈Pn
d−1 появляются в выражении функции

ℓj
Pn

d−1
(x̂n) =

d∑

k=1,k 6=n

qjd−1,k(n)xk.

Соединив включения (18) и (19), получим

Ed
u ⊂

d⋃

n=1

(d−1)!⋃

j=1

�

(
1

uq
j
d−1,1

(n)
, . . . ,

1

up
1
n(d|d)︸ ︷︷ ︸

n-я коорд.

, . . . ,
1

uq
j
d−1,d−1

(n)

)
.

Остается заметить, что ℓj
Pn

d−1
(x̂n) + p1

n(d|d)xn = ℓj̃
Pd

(x) для некоторого 1 ≤ j̃ ≤
d!. �

Для t ∈ Rd
+ положим φt(x) =

(
t1x1

2 , . . . , tdxd

2

)
.

Лемма 6. Пусть имеет место степенная оценка (4) спектральной меры σf .
Тогда для произвольного множества параметров Pd

σf
(
φ−1
t

(
Ed

u

))
≤ 2σd,1(α)A

tα1
1 · · · tαd

d

d!∑

j=1

1

u
ℓj

Pd
(α)

. (20)

Доказательство. По лемме 5 имеем

φ−1
t (Ed

u) ⊂
d!⋃

j=1

φ−1
t

(
�

(
1

uq
j
d,1

, . . . ,
1

uq
j
d,d

))
=

d!⋃

j=1

�

(
2

t1u
qj
d,1

, . . . ,
2

tdu
qj
d,d

)
.

Тогда

σf
(
φ−1
t

(
Ed

u

))
≤

d!∑

j=1

σf

(
�

(
2

t1u
qjd,1

, . . . ,
2

tdu
qjd,d

))

≤ A
d!∑

j=1

(
2

t1u
qj
d,1

)α1

· · ·
(

2

tdu
qj
d,d

)αd

=
2σd,1(α)A

tα1
1 · · · tαd

d

d!∑

j=1

u−(α1q
j
d,1

+···+αdq
j
d,d

) =
2σd,1(α)A

tα1
1 · · · tαd

d

d!∑

j=1

1

u
ℓj

Pd
(α)

. �

Сформулируем основной результат этого раздела, частным случаем кото-

рого является теорема 3.
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Теорема 4. Если имеет место степенная оценка (4) спектральной меры σf ,
то

(1) если α ∈ kerP κ
d , κ ∈ [0, 2), то ‖Atf‖22 = O

(
t−α1
1 · · · t−αd

d

)
, t1, . . . , td →∞;

(2) еслиα ∈ kerP 2
d , то ‖Atf‖22 = O

(
t−α1
1 · · · t−αd

d ln
(
tα1
1 · · · tαd

d

))
, t1, . . . , td →∞;

(3) если α ∈ kerP κ
d , κ > 2, то ‖Atf‖22 = O

(
t
− 2α1

κ
1 · · · t−

2αd
κ

d

)
, t1, . . . , td →∞.

Доказательство. Учитывая неравенство (20) в лемме 6, для любого ε ∈
[0, 1) имеем

‖Atf‖22 = 2

1∫

0

uσf

({
x ∈ Rd :

∣∣∣∣∣
2 sin

(
t1x1

2

)

t1x1
· · · 2 sin

(
tdxd

2

)

tdxd

∣∣∣∣∣ > u

})
du

≤ 2

ε∫

0

u‖f‖22 du+ 2

1∫

ε

uσf
(
φ−1
t

(
Ed

u

))
du

= ε2‖f‖22 + 2

1∫

ε

u
2σd,1(α)A

tα1
1 · · · tαd

d

d!∑

j=1

1

u
ℓj

Pd
(α)

du.

Поскольку α ∈ kerP κ
d , по предложению 4 для всех j = 1, . . . , d! имеются равен-

ства ℓj
Pd

(α) = κ. Отсюда

‖Atf‖22 ≤ ε2‖f‖22 + 2d!
2σd,1(α)A

tα1

1 · · · tαd

d

1∫

ε

u1−κ du.

Дальше применяем такие же рассуждения, как в теореме 3 для случая d = 2. �

4.4. Окрестности нуля в виде кубов. Для исследования степенной схо-

димости эргодических средних Atf и Anf , построенных вдоль d-мерных кубов

(т. е. t1 = · · · = td и n1 = · · · = nd), можно рассматривать степенную особен-

ность спектральной меры только окрестностей нуля в виде d-мерных кубов.

Предположим, что выполняется неравенство

σf ((−ε, ε]d) ≤ Aεα

для некоторых A > 0, α ≥ 0 при всех ε > 0. В этом случае степенная оценка

эргодических средних с тем же показателем α получается только для α ∈ [0, 2).
Покажем это снова на примере группы Rd. Здесь воспользуемся наилучшим

вложением множества φ−1
t·1E

d
u в d-мерный куб:

φ−1
t·1E

d
u ⊂

(
− 2

tu
,

2

tu

]d
, t > 0, u ∈ (0, 1).

Тогда

‖At·1f‖22 = 2

1∫

0

uσf

({
x ∈ Rd :

∣∣∣∣∣
2 sin

(
tx1

2

)

tx1
· · · 2 sin

(
txd

2

)

txd

∣∣∣∣∣ > u

})
du

≤ 2

1∫

0

uσf
(
φ−1
t·1
(
Ed

u

))
du ≤ 2

1∫

0

uσf

((
− 2

tu
,

2

tu

]d)
du ≤ 2A

1∫

0

u

(
2

tu

)α

du
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=
21+αA

tα(2− α)
= O(t−α).

Если применить п. (1) теоремы 4 при t1 = · · · = td и α1 + α2 + · · ·+ αd = α,
то также получим ‖At·1f‖22 = O(t−α) при t→∞. Но при этом α может прини-

мать значения из полуинтервала [0, α0), где

α0 := sup
Pκ

d
(α1,...,αd)=0,κ∈[0,2)

α = sup
P 2

d
(α/d,...,α/d)=0

α > 2.

Таким образом, диапазон показателей степени особенности спектральной меры,

для которых нами доказана такая же степенная скорость сходимости, показыва-

ет, что для получения оценок скорости сходимости для усреднений вдоль кубов

тоже естественнее исследовать спектральную меру окрестностей нуля в виде

параллелепипедов (а не кубов). С другой стороны, даже для параллелепипедов

мы не получили оценки для всего возможного диапазона показателей степени

скорости сходимости соответствующих эргодических средних. Например, ин-

тересны показатели, близкие к максимально возможной скорости (см. [18, 19]).

Поэтому, возможно, при усреднении вдоль параллелепипедов нужно рассмат-

ривать спектральные меры более «хитрых» окрестностей нуля. Это тема для

дальнейших исследований.
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