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1. Введение

Напомним, что группа G называется правоупорядочиваемой, если на ней

можно ввести отношение линейного порядка ≥, устойчивое относительно умно-

жения справа, т. е. для любых x, y, z ∈ G неравенство x ≥ y влечет xz ≥ yz.
Непосредственно из определения правоупорядочиваемой группы вытекает,

что она не имеет кручения. Также хорошо известно (см., например, [1]), что

класс Dr всех правоупорядочиваемых групп образует квазимногообразие.

Замечание. Если в определении правоупорядочиваемой группы заменить

требование устойчивости порядка при умножении справа устойчивостью при

двухстороннем умножении, то получим определение упорядочиваемой группы.

Разумеется, любая упорядочиваемая группа будет правоупорядочиваемой.

Пусть G — произвольная группа и x ∈ G. Через Gx = (xG) обозначим нор-

мальное замыкание элемента x в группе G. Для произвольного класса групп K
определим его класс Леви L(K ) следующим образом: группа G принадлежит

L(K ) тогда и только тогда, когда Gx ∈ K для каждого x ∈ G.

Понятие класса Леви было введено в [2] под влиянием работы Леви [3], где

изучались группы с абелевыми нормальными замыканиями элементов. В рабо-

те [4] показано, что класс Леви любого многообразия является многообразием.

Аналогичный результат верен и для квазимногообразий [5]. Классы Леви кон-

кретных (в основном, нильпотентных) квазимногообразий изучались В. В. Ло-

дейщиковой в [6–8] и С. А. Шаховой [9, 10].

Непосредственно из определения класса Леви следует: 1) оператор L со-

храняет отношение теоретико-множественного включения, 2) если класс K за-

мкнут относительно взятия подгрупп, то K ⊆ L(K ).
Стало быть, имеет место Dr ⊆ L(Dr). Основной результат состоит в том,

что последнее включение на самом деле строгое. Именно, существует не пра-

воупорядочиваемая группа без кручения, нормальное замыкание каждого эле-

мента которой правоупорядочиваемо.

Все необходимые сведения по теории правоупорядочиваемых групп можно

найти в [1], по теории групп — в [11].
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2. Основной результат

Рассмотрим два отображения a : R3 → R3, b : R3 → R3, определяемые по

правилу

a(x, y, z) = (x+ 1, 1− y,−z), b(x, y, z) = (−x, y + 1, 1− z). (1)

Обозначим через G группу преобразований пространства R3, порожденную эти-

ми элементами. Эта группа отмечена в [12, c. 13]. Вычислим действие отобра-

жения ab в R3, т. е.

ab(x, y, z) = a(−x, y + 1, 1− z) = (1− x,−y, z − 1).

Стало быть,

(ab)2(x, y, z) = (x, y, z − 2). (2)

Аналогично проверяется справедливость следующих формул:

(ba)2(x, y, z) = (x, y, z + 2), (3)

a2(x, y, z) = (x+ 2, y, z), (4)

b2(x, y, z) = (x, y + 2, z), (5)

(b2)a(x, y, z) = (x, y − 2, z), (6)

(a2)b(x, y, z) = (x− 2, y, z), (7)

((ab)2)a(x, y, z) = (x, y, z + 2), (8)

((ab)2)b(x, y, z) = (x, y, z + 2). (9)

Пусть c = (ab)2. Тогда в силу формулы (3) имеем (ba)2 = c−1. Из формул

(2), (4), (5) следует, что элементы a2, b2, c попарно перестановочны, т. е.

[a2, c] = [b2, c] = [a2, b2] = e. (10)

Соотношения (6)–(9) показывают, что

(a2)b = a−2, (b2)a = b−2, (11)

ca = cb = c−1. (12)

Рассмотрим произвольный элемент g ∈ G. В силу формулы (11) можно

утверждать, что g = g′a2αb2β, где α, β ∈ Z и

g′ = aε1b · . . . · abδs (13)

и ε1, δs равны 0 или 1.
Рассмотрим случай ε1 = 1 (несобранная часть g′ элемента g начинается с

a). Далее, если δs = 1, то g′ = (ab)s. Пусть s = 2γ + r, r равно 0 или 1. Тогда

g′ = cγ(ab)r. Следовательно,

g =

{
cγa2αb2β, если s = 2γ,

cγa−2αb−2β(ab), если s = 2γ + 1.

Пусть теперь δs = 0. Тогда g′ = (ab)sb−1 и поэтому g = (ab)sa−2αb2β−2b.
Стало быть,

g =

{
cγa−2αb2β−2b, если s = 2γ,

cγa2αb−2βa, если s = 2γ + 1.
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Аналогичные формулы можно получить и в случае, когда несобранная

часть g′ элемента g начинается с b ( ε1 = 0). Таким образом, произвольный

элемент g ∈ G можно представить в виде

g = cγa2αb2βaεbδ, (14)

где α, β, γ ∈ Z и ε, δ равны 0 или 1.
Пусть H = gr(c, a2, b2). Из сказанного выше следует, что H = (c)×(a2)×(b2)

и H ⊳G.
Покажем, что [a, b] ∈ H. Действительно, [a, b] = a−1b−1ab = a−2b2abab =

cb2a−2 ∈ H. Отсюда немедленно следует, что коммутант G′ группы G содер-

жится в H. Поэтому Hab = Hba. Очевидно, Hb = Hb−1,Ha = Ha−1. Таким

образом, имеет место следующее разложение группы G в объединение правых

смежных классов:

G = H ∪Ha ∪Hb ∪Hab. (15)

Ясно, что для любого g ∈ G верно g2 ∈ H. Поэтому для доказательства

отсутствия кручения достаточно заметить, что для всякого неединичного эле-

мента его квадрат также отличен от единицы. Пусть, например, g = h(ab), где

h = cγa2αb2β ∈ H. Тогда

g2 = h(ab)h(ab) = cγa2αb2βcγa−2αb−2β(ab)2 = c2γ+1 6= e.

Оставшиеся случаи проверяются так же.

Покажем, что G не правоупорядочиваема. Пусть это не так и на G задан

правый линейный порядок≥ .Не ограничивая общности можно считать, что c ≥
e ≥ c−1. Ввиду изолированности порядка получаем, что ab ≥ e ≥ ba. Поэтому

элементы a и b имеют разные знаки. Предположим, что элемент a положителен.

Тогда a ≥ b−1 ≥ e. Отсюда a2b−1 ≥ b−1ab−1. Стало быть, b−1a−1 ≥ b−1ab−1a ≥
e, что ведет к противоречию: (ab)−1 ≥ e. Случай a−1 ≥ b ≥ e разбирается

аналогично.

Стандартно через sgr(y1, y2, . . . , yn) обозначаем подполугруппу группы G,
порожденную элементами y1, y2, . . . , yn.Нам потребуется следующий (полугруп-

повой) критерий правоупорядочиваемости [1, c. 48]: группа G правоупорядочи-
ваема тогда и только тогда, когда для любых неединичных y1, y2, . . . , yn ∈ G
найдутся такие εi = ±1, i = 1, . . . , n, что e /∈ sgr

(
yε11 , . . . , y

εn
n

)
.

Доказательство того, что для каждого x ∈ G группа Gx правоупорядочива-

ема, распадается на четыре случая (по количеству правых смежных классов).

Случай 1: x ∈ H. В этом случае Gx ≤ H и поэтому упорядочиваема.

Случай 2: x ∈ Ha, т. е. x = ha, где h ∈ H. Пусть g ∈ G. Тогда xg =

(hg[g, a−1])a = h1a, где h1 = hg[g, a−1] ∈ H. Так как x−1 = h̃a, где h̃ = (h−1)aa−2,
то, повторяя для x−1 рассуждения, проведенные выше, получаем, что (x±1)g =

h∗a для подходящего h∗ ∈ H.
Следовательно, в рассматриваемом случае всякий элемент y ∈ Gx имеет

вид

y = haδ, (16)

где h = cγa2αb2β ∈ H, δ равно 0 или 1. Более точно, выпишем y−1 в случае,

когда δ = 1. В этом случае y = cγb2βa2α+1 и поэтому y−1 = cγb2βa−(2α+1). Если

δ = 0, то, очевидно, что y−1 = c−γb−2βa−2α. В дальнейшем степень, например,

элемента a в записи элемента y обозначаем через degy(a). Используя введенное

обозначение, сказанное выше можно записать так:

degy(a) ≥ 0⇐⇒ degy−1(a) ≤ 0.
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Пусть даны неединичные элементы y1, y2, . . . , yn ∈ Gx. Для каждого yi подби-

раем степень εi в следующей последовательности:

1) если degyi
(a) 6= 0, то выбираем εi так, что degyεi

i
(a) > 0;

2) если degyi
(a) = 0 и degyi

(b) 6= 0, то выбираем εi так, что degyεi
i

(b) > 0;

3) если degyi
(a) = degyi

(b) = 0, то degyi
(c) 6= 0 и тогда εi такое, что

degyεi
i

(c) > 0.

Элемент z ∈ sgr(yε11 , . . . , y
εn
n ) имеет вид

z = y
εi1
i1
· . . . · yεitit

, (17)

где t > 0. Если найдется y
εij
ij

такой, что deg
y
εij
ij

(a) > 0, то degz(a) > 0 и пото-

му z 6= e. Пусть теперь в записи каждого y
εij
ij

отсутствует a, но есть хотя бы

один элемент, в записи которого присутствует b. Тогда, конечно, degz(a) = 0,

но degz(b) > 0. Следовательно, z 6= e. Наконец, если в записи каждого y
εij
ij

отсутствуют как a, так и b, то degz(c) > 0. Рассмотрение случая 2 закончено.

Случай 3: x ∈ Hb. Этот случай аналогичен предыдущему.

Случай 4: x ∈ Hab. Рассуждая по аналогии со случаем 2, получаем, что

при любом g ∈ G имеет место (x±1)g = h∗ab для подходящего h∗ ∈ H. Поэтому

элемент y ∈ Gx имеет вид

y = h(ab)δ, (18)

где h = cγa2αb2β ∈ H, δ равно 0 или 1. Так как cγ = (ab)2γ , то y = a2αb2β(ab)2γ+δ.
Пусть даны неединичные элементы y1, y2, . . . , yn ∈ Gx. Выбор знаков осуществ-

ляется по аналогии со случаем 2, только в следующей последовательности:

1) если degyi
(ab) 6= 0, то выбираем εi так, что degyεi

i
(ab) > 0;

2) если degyi
(ab) = 0 и degyi

(a) 6= 0, то выбираем εi так, что degyεi
i

(a) > 0;

3) если degyi
(ab) = degyi

(a) = 0, то degyi
(b) 6= 0 и тогда εi такое, что

degyεi
i

(b) > 0.

Рассуждая, как и выше, видим, что e /∈ sgr(yε11 , . . . , y
εn
n ), т. е. Gx право-

упорядочиваема.

Итак, для любого x ∈ G группа Gx правоупорядочиваема. Стало быть,

Dr $ L(Dr).
Напомним, что группа локально индикабельна, если всякая ее неединич-

ная конечно порожденная подгруппа допускает гомоморфизм на аддитивную

группу целых чисел. Хорошо известно, что всякая локально индикабельная

группа правоупорядочиваема и класс J всех локально индикабельных групп

есть квазимногообразие [1]. Также образует квазимногообразие и класс Do всех

упорядочиваемых групп. Более того, Do $J .
В этой связи представляет интерес изучение свойств квазимногообразий Do,

J и Dr и их классов Леви как элементов решетки квазимногообразий групп

без кручения.

Например, невозможно включение J j L(Do), поскольку группа K =

〈a, b|ab = a−1〉 локально индикабельная (допускает четыре правых порядка),

но нормальное замыкание Kab ее элемента ab неупорядочиваемо. Однако из

сказанного выше следует, что Do j L(Do) ∩J . Возможно ли здесь совпадение

или существует неупорядочиваемая локально индикабельная группа, в которой

нормальное замыкание любого элемента упорядочиваемо? Аналогичные вопро-

сы можно рассмотреть и для других случаев.
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