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Аннотация. Исследуются допустимые правила расширений модальных логик S4
и GL со слабым свойством ко-накрытий. Для таких логик описывается явный неза-
висимый базис для допустимых правил. Полученный базис состоит из бесконечной
последовательности правил, которые имеют компактную и простую форму.

DOI10.33048/smzh.2024.65.114

Ключевые слова: модальная логика, фрейм и модель Крипке, допустимое пра-
вило вывода, базис допустимых правил.

1. Введение

Современные приложения логики в компьютерных науках и в искусствен-

ном интеллекте нуждаются в языке, приспособленном для описания различных

динамических систем. Язык неклассических логик (например, модальных или

временных) успешно выполняет эту функцию. Но изначально факты, утвер-

ждения в этом языке описываются с помощью формул, которые предназначены

для описания моделей в общем и неспособны выразить изменяющиеся условия

и предпосылки. Эти условия и предпосылки могут моделироваться с помощью

различных вариантов понятия логического следования. Одна из особенностей

предлагаемого подхода к изучению логического следования состоит в том, что

исследуется логическое следование в терминах правил вывода, секвентов, а не

просто формул или утверждений.

Формализм описания свойств моделей посредством формул глубоко раз-

вит, широко распространен и подробно представлен в научной литературе. Он

является базисом представления и изучения человеческого мышления. Одна-

ко формулы описывают только стабильные, статичные явления; утверждение

только фиксирует факт и не способно ухватить меняющиеся условия. Поэтому

изучение (структурных) правил вывода (или секвентов): выражений, имею-

щих посылки (заданный набор предположений) и заключение, предоставляет

нам более тонкий и выразительный аппарат для моделирования мышления и

вычислений. Посылки правила вывода выражают текущую, заданную инфор-

мацию как предположения, а заключение представляет вывод или факт, ко-

торый можно получить из предположений. Правила вывода позволяют также

моделировать стандартную ситуацию в изучении логического следования: да-

ны некоторые предположения или факты, что из них следует, что является

непротиворечивым следствием наблюдаемых фактов?
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Очевидно, что понятие (структурного) правила вывода обобщает понятие

формулы: любая формула может быть рассмотрена как структурное правило

вывода без посылки, без предположений. Однако допустимые правила вывода

оказались намного сильнее обычных структурных правил: благодаря примеру

Харропа (1960 г. [1]) известно, что даже интуиционистская логика Int не явля-

ется структурно полной, т. е. в ней существуют допустимые, но не выводимые

правила вывода, правила, не представимые посредством формул. Благодаря

примерам Минца [2] и Порта [3] это также справедливо и для широкого класса

модальных логик.

Понятие допустимого правила вывода было впервые введено Лоренценем [4]

в 1955 г. Для произвольной логики допустимыми являются те правила вывода,

которые не изменяют множество доказуемых теорем данной логики. Понятно,

что любое выводимое правило является допустимым в заданной логике, но об-

ратное в общем случае неверно, как показывают примеры Харропа, Минца и

Порта. Непосредственно из определения можно также заключить, что множе-

ство всех допустимых в логике λ правил вывода образует наибольший класс

правил вывода, которыми можно расширить аксиоматическую систему данной

логики, не изменяя множества доказуемых теорем. Кроме того, допустимые

правила значительно усиливают дедуктивную систему заданной логики.

Начало истории изучения допустимых правил может быть датировано 1975 г.

с появления проблемы Фридмана [5] о существовании алгоритмического кри-

терия допустимости правил в интуиционистской логике Int. В классической

логике вопрос допустимости решался тривиально — допустимы только выводи-

мые, доказуемые правила. В случае неклассических логик существуют допусти-

мые, но не доказуемые правила вывода. В середине 70-х гг. Минц [2] получил

достаточные условия выводимости правил специальной формы. Положитель-

ное решение проблемы Фридмана о существовании алгоритма, распознающего

допустимость правил вывода в интуиционистской логике Int, было получено

В. В. Рыбаковым в 1984 г. [6]. Для широкого класса модальных и суперинту-

иционистских логик критерий допустимости правил вывода был позднее сфор-

мулирован в [7].

К проблеме А. Кузнецова (1973) о существовании конечного базиса для

допустимых правил вывода логики Int восходит другой способ описания всех

допустимых правил логики. Имея базис для допустимых правил, все остальные

можно вывести из него как следствия. Первый положительный результат в изу-

чении базисов для допустимых правил вывода был получен А. Циткиным [8],

который нашел базис для всех допустимых в Int квазихарактеристических пра-

вил вывода. Изначально исследование базисов для допустимых правил выво-

да нестандартных логик фокусировалось на наиболее важных индивидуальных

логиках таких, как логика доказуемости GL или системах S4, S5, а также на

обобщении существующих методов и получении общей техники, применимой

не только к отдельным, индивидуальным логикам, а к целым подклассам ло-

гик, включающих наиболее интересные и важные логики. В общем проблема

Кузнецова о существовании конечного базиса для допустимых правил вывода

решалась отрицательно не только для Int [9] но и для большинства других ба-

зовых логик. В. В. Рыбаков [7, гл. 4] показал, что логики Int, KC, K4, S4

и многие другие базовые логики не имеют конечного базиса для допустимых

правил от конечного числа переменных.

Учитывая отрицательное решение проблемы Кузнецова для многих базо-
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вых неклассических логик, к концу 20-го века базис для допустимых правил

вывода мог быть получен только из известного алгоритмического критерия до-

пустимости (см. [7, гл. 3.5]). Однако этот критерий является вычислительно

сложным и неприменимым для описания такого базиса в легко обозримой фор-

ме. Поэтому становится актуальной проблема явного описания легко обозримо-

го базиса для всех допустимых правил вывода хотя бы для основных базовых

логик, а также для тех «сильных» табличных логик, которые имеют конечный

базис допустимых правил (см. [10, 11]). Первый шаг в этом направлении был

сделан в 2000 г.: в статье [12] был получен рекурсивный базис для допустимых

правил интуиционистской логики Int, состоящий из правил в полуредуциро-

ванной форме. Позже Иемхофф в [14] и последующих работах был получен

явный базис допустимых правил логики Int и ее расширений со слабым свой-

ством ко-накрытий (extension property) плюс дизъюнктивным свойством. В [15]

В. В. Рыбаков построил явный базис для всех допустимых правил логики S4.

В [16, 17] был получен явный независимый базис допустимых правил расши-

рений S4, наследующих допустимые правила S4 (т. е. обладающих (сильным)

свойством ко-накрытий). В [18] Б. Р. Федоришин получил явный базис для до-

пустимых правил логики GL. Наличие слабого свойства ко-накрытий (extension

property) и дизъюнктивного свойства логики были ключевыми при доказатель-

стве этих результатов.

В настоящей работе продолжено изучение базисов для допустимых правил

вывода модальных логик. С использованием техники работ [15, 18] описан яв-

ный независимый базис допустимых правил вывода для расширений логик S4 и

GL со слабым свойством ко-накрытий (WCP -логики), но без дизъюнктивного

свойства. При этом количество переменных, от которых зависят правила, обра-

зующие базис в S4 (GL) [15, 18], было уменьшено, и не требуется дизъюнктивное

свойство логики. Тем самым удалось значительно расширить класс логик, для

которых описан явный независимый базис допустимых правил.

2. Определения, предварительные результаты

Вначале напомним кратко необходимые определения и результаты (для де-

тального знакомства с предметом рекомендуем [7]).

Язык модальных логик состоит из счетного множества пропозициональных

переменных p1, . . . , pn, . . . , логических связок классической логики ¬,∧,∨,→ и

унарного модального оператора �. Оператор ♦, также используемый далее,

определяется как ♦α = ¬�¬α. Нормальная модальная логика есть множество

модальных формул L, содержащее все пропозициональные тавтологии, схему

аксиом �(α→ β)→ (�α→ �β) и замкнутое относительно подстановок, прави-

ла отделения α, α → β ⊢ β и необходимости α ⊢ �α. Минимальная модальная

логика обозначается через K. Расширение логики K схемой �α → ��α обо-

значается K4; расширение K4 схемой �α→ α порождает логику S4. Если L —

нормальная модальная логика, то для формул α ∈ L пишем ⊢L α или L ⊢ α.

Если логика L фиксирована или ясна из контекста, то обозначаем для простоты

⊢ α. Далее рассматриваются только логики, расширяющие S4 или GL.

Фрейм F := 〈F,R〉 есть пара, где F — непустое множество и R — бинарное

отношение на F . Содержательно F представляет множество всех «возможных»

миров, R — отношение перехода из одного мира в другой. Далее базисное мно-

жество и сам фрейм будем обозначать одной и той же буквой, например F . Так

как рассматриваются логики, расширяющие S4 (или GL), отношение достижи-
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мости R на фреймах считается рефлексивным (иррефлексивным) и транзитив-

ным.

Моделью называем тройку M := 〈F,R, V 〉, где 〈F,R〉 — фрейм, и означива-

ние V есть отображение множества пропозициональных переменных в множе-

ство 2F всех подмножеств множества F . Означивание V ставит в соответствие

каждой переменной множество «миров» V (p), в которых переменная p истинна.

Обозначим истинность переменной p в точке x ∈ F при заданном означивании

V как (F, x) |=V p. В тех случаях, когда базисное множество (фрейм) ясно из

контекста, истинность переменной будем записывать как x |=V p.
Истинность формулы α на элементе x ∈ F при заданном означивании V

индуктивно определяется следующим образом:

• x |=V p ⇐⇒ x ∈ V (p);
• x |=V ¬α ⇐⇒ x 6|=V α;

• x |=V α ∨ β ⇐⇒ x |=V α или x |=V β;

• x |=V α ∧ β ⇐⇒ x |=V α и x |=V β;

• x |=V α→ β ⇐⇒ x 6|=V α или x |=V β;

• x |=V �α ⇐⇒ ∀y ∈ F (xRy =⇒ y |=V α);

• x |=V ♦α ⇐⇒ ∃y ∈ F (xRy&y |=V α);

Формула A истинна на модели M = 〈F,R, V 〉 (обозначение M |= A или

F |=V A), если данная формула A истинна на каждом элементе модели M при

означивании V . Формула A истинна на фрейме F (обозначение F |= A), если

она истинна на любой модели M , порожденной F , т. е. истинна при любом

означивании на F .

Подмножество X заданной модели M называется формульным (определи-

мым), если существует формула α такая, что ∀z ∈ M [z |=V α ⇐⇒ z ∈ X ].

Соответственно элемент z ∈ M является формульным, если множество {z}
формульное. Означивание V определимо (формульное) в модели M , если для

любой переменной p из области V множество V (p) формульное.

Модель M = 〈F,R, V 〉 называется адекватной для логики L (L-моделью),

если любая формула, доказуемая в логике L, истинна на данной модели. Со-

ответственно фрейм 〈F,R〉 адекватен для логики L, если на нем истинны все

доказуемые формулы логики L. Класс фреймов K называется характеристи-

ческим для логики L, если любой фрейм из данного класса адекватен для L
и для любой формулы, не доказуемой в L, найдется фрейм из класса K, на

котором опровергается данная формула. Для заданного класса фреймов K ло-

гика L(K ), порожденная K , есть множество всех формул, истинных на всех

фреймах из K . В данном случае говорят, что логика L(K ) порождена классом

фреймов K .

Модальная логика L называется разрешимой, если для любой формулы су-

ществует алгоритм, позволяющий установить ее доказуемость в данной логике.

Модальная логика L называется финитно аппроксимируемой, если для любой

формулы α, не доказуемой в L, существует конечный фрейм (или конечная ал-

гебра), адекватный L, на котором не истинна формула α. Модальная логика L
обладает дизъюнктивным свойством, если для любых формул α, β из доказу-

емости в L формулы �α ∨ �β следует доказуемость в L одной из формул �α
или �β.

Напомним, что если F = 〈F,R〉 — некоторый фрейм, то множество C ⊆ F
называется сгустком, если: 1) для любых x, y из C выполняется xRy; 2) для

любых x ∈ C и y ∈ F (xRy&yRx) =⇒ y ∈ C. Сгусток называется собственным
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если |C| > 1; в противном случае — одноэлементным или вырожденным. Для

элемента a ∈ F через C(a) обозначим сгусток, порожденный элементом a.
Любое множество попарно несравнимых по отношению R сгустков фрейма

F называется антицепью. Антицепь A называется нетривиальной, если A
состоит по крайней мере из двух различных сгустков, в противном случае —

тривиальной. Для любого элемента a ∈ F обозначим aR = {z | aRz} и a<R =

aR \C(a) и будем говорить, что элемент a порождает как корень подфрейм aR

фрейма F . Фрейм F — корневой, если существует элемент a ∈ F такой, что

∀b ∈ FaRb. Данный элемент a называем также корнем F . Множество XR :=⋃{zR | z ∈ X} называется открытым подфреймом, порожденным X . Понятия

корневой модели, подмодели и открытой подмодели определяются аналогичным

образом.

Говорят, что фрейм F является L-фреймом, если все теоремы логики L
истинны на F при любом означивании переменных (т. е. фрейм адекватен

логике L). Соответственно множество L(F ) формул, истинных на F , есть

логика, порожденная фреймом F .

Сгусток C(a) из F есть ко-накрытие для множества (или антицепи) X ⊆ F ,

если aR\C(a) = XR. Говорят, что элемент a есть ко-накрытие дляX ⊆ F , если

одноэлементный сгусток C(a) образует ко-накрытие для X . Под ко-накрытием

далее понимаем одноэлементный сгусток, являющийся ко-накрытием. L-ко-

накрытием называем ко-накрытие, порождающее как корень L-фрейм.

Глубиной элемента z модели (фрейма) F называется максимальное число

сгустков в цепях сгустков, начинающихся со сгустка, содержащего z. Множе-

ство всех элементов фрейма (модели) F глубины не более чем n будем обозна-

чать через S≤n(F ), а множество элементов глубины n — через Sn(F ).

Для заданного фрейма F , заданного означивания V и правила вывода r :=

{α1, . . . , αk/β} будем говорить, что r истинно на F при означивании V (обозна-

чаем через F |=V r), если как только ∀z ∈ F ∀i(z |=V αi), то ∀z ∈ F (z |=V β).

Правило r истинно на F , если r истинно на F при любом означивании V
(обозначаем F |= r).

Правило вывода {α1(p1, . . . , pn), . . . , αk(p1, . . . , pn)/β(p1, . . . , pn)} называет-

ся допустимым в логике L [обозначаем r ∈ Ad(L)], если для любых формул

δ1, . . . , δn из (∀jαj(δ1, . . . , δn) ∈ L) следует β(δ1, . . . , δn) ∈ L. Для произвольного

правила вывода r обозначим посылку правила через Pr(r).
Допустимые правила (ДПВ) пропозициональной модальной (суперинтуи-

ционистской) логики L имеют алгебраическое описание — им соответствуют

квазитождества, истинные на свободной алгебре счетного ранга Fw(L) много-

образия алгебр Var(L), соответствующего данной логике, т. е. справедливо

Утверждение 2.1 [1, гл. 3]. Правило вывода

r = {α1(p1, . . . , pn), . . . , αk(p1, . . . , pn)/β(p1, . . . , pn)}

допустимо в логике L, если и только если на свободной алгебре счетного ранга
Fw(L) из многообразия алгебр Var(L) истинно квазитождество

r∗ = {α1(p1, . . . , pn) = 1& . . .&αk(p1, . . . , pn) = 1 =⇒ β(p1, . . . , pn) = 1}.

Правило r называется следствием правил r1, . . . , rk в логике L, если за-

ключение r выводимо из посылок r с помощью теорем L, правил r1, . . . , rk и

постулированных правил вывода L. Множество Ad∗(L) допустимых правил ло-

гики L называем базисом допустимых правил, если для любого допустимого
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правила r найдутся правила r1, . . . , rk ∈ Ad∗(L) такие, что r выводимо из

r1, . . . , rk в логике L.

Утверждение 2.2 [1, разд. 3.5, 4.1]. r1, . . . , rk — базис допустимых правил
вывода логики L тогда и только тогда, когда r∗1 , . . . , r

∗
k — базис квазитождеств

Fw(L).

Модель 〈F,R, V 〉, где V : Pn → 2F и Pn = {p1, p2, . . . , pn}, называется n-
характеристической для логики L тогда и только тогда, когда α ∈ L ⇐⇒
〈F,R, V 〉 |= α для любой формулы α(p1, . . . , pn) от переменных p1, . . . , pn.

В нашем исследовании существенно будет использоваться строение n-ха-

рактеристической модели для финитно аппроксимируемых логик, расширяю-

щих логику S4(GL), с помощью которой будет описана допустимость правил

вывода в этих логиках. Следуя [7, гл. 3], опишем конструкцию этой модели.

Пусть задана финитно аппроксимируемая логика λ, расширяющая логику S4, и

пусть задано множество пропозициональных переменных Pn = {p1, p2, . . . , pn}.
Первый слой данной модели S1(Cn(λ)) состоит из множества попарно неизо-

морфных как модели сгустков со всевозможными означиваниями V переменных

из множества Pn, и все элементы каждого сгустка имеют попарно различные

означивания. Предположим, что S≤m(Cn(λ)) уже построен. Слой Sm+1(Cn(λ))

глубины m+1 получим следующим образом. Выберем произвольную антицепь

сгустков X ⊂ S≤m(Cn(λ)), содержащую хотя бы один элемент (сгусток) глуби-

ны m и добавим к этой антицепи снизу копию каждого сгустка C из S1(Cn(λ))

как ко-накрытие для антицепи X при условии

(i) фрейм CR = X R ∪ {C} является λ-фреймом;

(ii) если X = {C1}, то сгусток C не изоморфен подмодели сгустка C1.

Продолжая описанную процедуру, в итоге получим модель Chn(λ). Для

расширений логики GL такая модель строится аналогично, при построении

используем только иррефлексивные элементы. Свойства полученной модели

сформулируем в следующих утверждениях.

Утверждение 2.3 [7, гл. 3]. Для любой финитно аппроксимируемой ло-
гики λ, расширяющей S4(GL), модель Cn(λ) является n-характеристической, и
каждый элемент данной модели формульный.

Утверждение 2.4 [7, гл. 3]. Для любой финитно аппроксимируемой ло-
гики λ, расширяющей S4(GL), правило вывода r допустимо в λ, если и только
если r истинно на фрейме Cn(λ) для любого n и при любом формульном озна-
чивании переменных.

В данном исследовании также понадобится редуцированная форма модаль-

ных правил вывода. Говорят, что правило R имеет редуцированную форму, ес-

ли R :=
∨

1≤j≤m

φj/�x0, где φj :=
∧

0≤i≤k

xai
i ∧

∧
0≤i≤k

♦xbii , ai, bi ∈ {0, 1}; x0 := x,

x1 := ¬x. Для каждого члена φj посылки правила в редуцированной форме

определим также множества

θ1(φj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, aj = 0}, θ2(φj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, bj = 0},
θ3(φj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, aj = 1}, θ4(φj) := {xj : 0 ≤ j ≤ k, bj = 1}.

Утверждение 2.5 [7]. Для любого модального правила вывода R суще-
ствует правило rf(R) в редуцированной форме, эквивалентное R относительно
истинности на (GL-) S4-алгебрах и (GL-) S4-фреймах; R и rf(R) одновременно
выводимы или допустимы в любой модальной логике, расширяющей S4(GL).
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3. Базис ДПВ WCP-логик над S4

Говорят, что логика λ, расширяющая логику S4, имеет слабое свойство ко-

накрытий над S4 (weak co-cover property), если для любого конечного корневого

λ-фрейма F и произвольной нетривиальной антицепи X сгустков из F фрейм

F1, полученный добавлением как корня одноэлементного рефлексивного ко-

накрытия к фрейму
⋃

c∈X R

cR, также является λ-фреймом. Логики, обладающие

этим свойством, будем называть WCP-логиками над S4.

Для всех чисел n > 1, 1 ≤ i, j ≤ n, n ∈ N, определим формулы

πi := pi ∧
∧

j 6=i

¬pj ; An :=
∧

1≤i≤n

♦πi;

An,1 := �
[ ∧

1≤i≤n

(pi → ¬♦q)
]
; B := q ∨ ¬♦q.

Определим также последовательность правил вывода:

R1 :=
♦p ∧ ♦¬p
p ∧ ¬p ; Rn :=

�
(
An,1 ∧ ¬(An ∧B)

)

�¬An
.

Лемма 1. Правило R1 допустимо в любой финитно аппроксимируемой
модальной логике λ ⊇ S4.

Доказательство почти очевидно. По построению n-характеристической

модели Ck(λ) первый слой этой модели содержит вырожденные одноэлемент-

ные сгустки. При любом означивании переменной p на элементах первого слоя,

порождающих вырожденные сгустки, истинно либо p, либо ¬p. Соответственно

на таких элементах посылка правила R1 не выполняется, что влечет допусти-

мость данного правила вывода в логике λ. �

Заметим также, что посылка правила R1 выполнима (например, на соб-

ственных сгустках), но не унифицируема (т. е. при любой подстановке не ста-

новится теоремой логики). Поэтому такое правило бесполезно в доказательстве,

и будем называть правила с неунифицируемой посылкой пассивными. Прави-

ло R1 образует базис для пассивных правил вывода (см. [13, теорема 3.4]).

Теорема 3.1. Правила Rn, n > 1, допустимы в любой финитно аппрокси-
мируемой логике λ, расширяющей S4, имеющей слабое свойство ко-накрытий.

Доказательство. Предположим, что для некоторого n правило вывода

Rn недопустимо в логике λ. Тогда по утверждению 2.4 существует формульное

означивание V переменных правила Rn, при котором правило Rn опровергается

на некоторой k-характеристической модели Ck(λ). Итак, справедливо

Ck(λ) V �(An,1 ∧ ¬(An ∧B))&Ck(λ) 6V �¬An. (1)

Следовательно, существует элемент a ∈ Ck(λ) такой, что a 6V �¬An, отку-

да вытекает ∃a1 : aRa1&a1 V An. Тогда найдутся элементы b1, . . . , bn ∈
Ck(λ) такие, что a1Rbi&bi V πi. По слабому свойству ко-накрытий суще-

ствует рефлексивный элемент b ∈ Ck(λ), являющийся ко-накрытием для мно-

жества R-минимальных сгустков {C(b1), C(b2), . . . C(bn)}, порожденных элемен-

тами b1, . . . , bn.

По выбору элемента выполняется b V An. По (1) выполняется b V An,1.

Поскольку b является ко-накрытием для {b1, . . . , bn}, легко проверить, что фор-

мула B выполняется на элементе b при означивании V . Действительно, bi V pi
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и по (1) справедливо bi V An,1, откуда следует ∀i ≤ n, bi V ¬♦q. Отсюда по-

лучаем, что b |=V q, или b |=V ¬q влечет b |=V ¬♦q. Таким образом, выполнено

b V An ∧B, что противоречит b V �¬(An ∧B) по предположению (1).

Если все элементы b1, . . . , bn ∈ Chk(λ) принадлежат одному сгустку, то

любой из них может рассматриваться как накрытие для остальных, и на нем

также выполнится формула (An ∧B), что противоречит предположению. �

Пусть задана логика λ, расширяющая логику S4 и удовлетворяющая усло-

виям:

(1) λ финитно аппроксимируема;

(2) имеет слабое свойство ко-накрытий;

(3) правило r в редуцированной форме недопустимо в λ ⇐⇒ существует

λ-модель M = 〈F, V 〉 такая, что

(i) ∀x ∈ Fx |=V

∨
φj ;

(ii) ∃y ∈ Fy 6|=V �x0;

(iii) ∀D ⊆ F∃e ∈ Fe |=V φe, φe ∈ Pr(r),&θ2(φe) = θ1(φe) ∪
⋃

z∈D

(θ1(φz) ∪

θ2(φz)).

Условие (3) является аналогом критерия допустимости правила в редуци-

рованной форме. Для логик K4, S4, Grz,GL соответствующие теоремы можно

найти, например, в [7, гл. 3.9]. Если посылка правила r истинна на некоторой

модели M = 〈F, V 〉, то на каждом элементе этой модели выполняется толь-

ко одна формула φj из посылки. Действительно, по определению формулы φj
справедливо: θ1(φj)∪θ3(φj) = θ2(φj)∪θ4(φj) = Var(r) = {x0, . . . , xk}. При задан-

ном означивании для каждого элемента модели множества θi(φj) определяются

однозначно.

Напомним определение обертывающей (wrapping) алгебры (см. определе-

ния 2.5.1, 2.5.3 в [7]). Для заданного фрейма F = 〈F,R〉 модальная алгебра

F+, где

(1) 〈2F ,∧,∨,→,¬,⊥,⊤〉 — булева алгебра всех подмножеств множества F ,

(2) ∀X ⊆ F (�X = {a : ∀y(aRy) =⇒ (y ∈ X)}),
называется ассоциированной для фрейма F .

Аналогично для модели M = 〈F,R, V 〉 алгебра M +, порожденная мно-

жеством элементов {V (p)} алгебры 〈F,R〉+, называется ассоциированной для

данной модели.

Покажем теперь, что все допустимые правила вывода логики λ, удовлетво-

ряющей условиям (1)–(3), выводятся в данной логике из набора правил {Rn}.

Теорема 3.2. Пусть модальная логика λ (⊇ S4) удовлетворяет условиям
(1)–(3). Тогда любое допустимое правило r (в редуцированной форме) логики
λ выводится из правил {Rn, n ∈ N}.

Доказательство. Предположим противное, т. е. некоторое допустимое в

λ правило r не выводится из правил {Rn, n ∈ N}. Тогда по теореме 1.4.11 в [7]

найдется λ-алгебра B ∈ Var(λ), разделяющая эти правила: ∀nB |= Rn,B 6|= r.

Докажем вспомогательное утверждение. Пусть задана модальная алгебра

A := F+(V (x0), V (x1), . . . , V (xk))) ∈ Var(λ), порожденная множеством под-

множеств (V (x0), V (x1), . . . , V (xk)) ⊆ F обертывающей алгебры F+, где F —

заданный рефлексивный и транзитивный λ-фрейм. Пусть r — правило вывода

в редуцированной форме.
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Лемма 2. Если правило r в редуцированной форме допустимо в логике λ,
удовлетворяющей условиям (1)–(3), и опровергается на алгебре A ∈ Var(λ), то
для некоторого n правило Rn также опровергается на A .

Доказательство. Пусть правило r в редуцированной форме, допустимое

в логике λ, имеет вид

r :=
∨

1≤j≤t

φj/�x0,

где

φj :=
∧

0≤i≤k

xai
i ∧

∧

0≤i≤k

♦xbii , ai, bi ∈ {0, 1}, x0 := x, x1 := ¬x.

Пусть правило r опровергается на алгебре A ∈ Var(λ) при некотором означи-

вании V (xi) := Yi ∈ A . Так как правило r опровергается на алгебре A , то

F |=V

∨

1≤j≤t

φj ; ∃ b ∈ F : b 6|=V �x0.

Рассмотрим алгебру (bR)+, порожденную фреймом bR, и ее подалгебру

B := (bR)+(V (x0), . . . , V (xk)), порожденную множеством элементов V (x0), . . . ,
V (xk). Поскольку правило r опровергается на bR, то B 6|=V r.

Применим условие (3), которому удовлетворяет логика λ. Так как r допу-

стимо в λ и условия (i), (ii) выполнены на bR, условие (iii) не выполняется:

∃G ⊆ bR∀e ∈ F : e |=V φe&φe ∈ Pr(r),

=⇒ θ2(φe) 6= θ1(φe) ∪
⋃
{(θ1(φz) ∪ θ2(φz)) : z ∈ G &z |=V φz&φz ∈ Pr(r)}. (∗)

Пусть антицепь X состоит из R-минимальных элементов G , т. е. XR =

GR ∪ X . Тогда X нетривиальна и не имеет ко-накрытия в F . В противном

случае если найдется элемент c ∈ bR, для которого справедливо cR = XR либо

cR = XR ∪ {c}, то для формулы φc ∈ Pr(r) : c |=V φc, не выполнено условие (∗).
Рассмотрим множества Z и Y , состоящие из всех дизъюнктивных чле-

нов посылки правила r, имеющих в bR и XR непустое множество истинности

соответственно, т. е.

Z := {φj | ∃c ∈ bR : c |=V φj}, Y := {φj | ∃e ∈ XR : e |=V φj}.
Определим множество D дизъюнктов посылки правила r, истинных на элемен-

тах антицепи X ⊂ bR, т. е.

D := {φs | ∃e ∈ Xe |=V φs},
и множество дизъюнктов B, истинных на фрейме F :

B := {φs | ∃e ∈ Fe |=V φs&φs ∈ Pr(r)}.
Так как зафиксированная антицепь X ⊂ bR не имеет ко-накрытия ε в F , то

∀φj ∈ B выполняется

θ2(φj) 6= θ1(φj) ∪
⋃

φ∈D

(θ1(φ) ∪ θ2(φ)). (2)

Пусть n — мощность множества D , т. е. n := |D |. Ясно, что в силу нетри-

виальности антицепи X ⊂ bR справедливо n > 1. Определим также

PV := Var(r) = {x0, . . . , xk};
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PT := Var
( ⋃

x∈D

(θ1(φx) ∪ θ2(φx))
)

= {p | ∃c ∈ X : c |=V p ∨ c |=V ♦p}.

Зафиксируем взаимно однозначное соответствие f между {p1, p2, . . . , pn} и

D . Расширим означивание V на алгебру B с переменных правила r на пере-

менные правила Rn следующим образом:

V (pi) := V (f(pi)) & V (q) := V (PV − PT ). (3)

Утверждение 3.3. При означивании V правило Rn опровергается на ал-
гебре B.

Доказательство. Так как элемент b принадлежит R-наименьшему сгуст-

ку фрейма, порождающего алгебру B, и ∀x ∈ X выполняется x |=V πi для

некоторого i, то

b |=V

∧

1≤i≤n

♦πi,

т. е. b |=V An. Отсюда заключаем, что B 6|=V �¬An.

Возьмем произвольный c ∈ bR и предположим, что c |=V pi. Тогда c |=V

f(pi) и тем самым c |=V φi, φi ∈ D . Следовательно, по выбору PT и в силу

c |=V φi, φi ∈ D заключаем, что c |=V ¬♦q. Таким образом, c |=V An,1, откуда в

силу произвольности выбора элемента c ∈ bR имеем b |=V �An,1.
Предположим, что c |=V An. Кроме того, пусть выполняется c |=V φc, φc ∈

Z . Тогда c |=V An ⇐⇒ c |=V ♦φj для всех φj ∈ D . Следовательно, c |=V

♦φj , ∀φj ∈ D . Отсюда PT ⊆ θ2(φc) и c 6|=V q по выбору PT . Предположим также,

что c |=V ¬♦q. Тогда ∀ e ∈ cRe 6|= q. Отсюда следует, что cR ∩ V (PV − PT ) = ∅.
Таким образом, θ2(φc) ⊆ PT .

Итак, совместно доказанное выше влечет: θ2(φc) = PT , т. е.

θ2(φc) = θ1(φc) ∪
⋃

φ∈D

(θ1(φ) ∪ θ2(φ))

и φc ∈ Z , что противоречит (2). Утверждение доказано. �

Доопределим означивание V на алгебре A переменной q правила Rn так,

чтобы опровергнуть Rn на A .

Лемма 3. A 6|=V Rn.

Доказательство. Пусть зафиксированная выше нетривиальная антицепь

X ⊂ bR состоит из сгустков {C1, C2, . . . , Cn} (т. е. X = {C1, C2, . . . , Cn}). Так

как посылка правила истинна на всем фрейме F , для каждого элемента t ∈ F
найдется уникальная формула φt из посылки такая, что выполняется t |=V φt.

Доопределим на фрейме F \ bR означивание переменных правила Rn сле-

дующим образом. Определим X−R = {x : xRC1&xRC2& . . .&xRCn} и

V (q) := {y ∈ F \XR : y 6∈ X−R&∃x ∈ X−R(xRy)}

= V
(
¬
∧

φj∈D

♦φj∧¬�
( ∨

φj∈Y

φi
)
∧
∨{

φy : ∃φz
(
z |=V

∧

φj∈D

♦φj =⇒ z |=V ♦φy
)})

.

Покажем, что при таком означивании V правило Rn опровергается на фрейме

F .

По определению означивания V непосредственно получаем

∀e ∈ XRe |=V ¬♦q; ∀x ∈ F (x |=V pi ⇐⇒ x ∈ X).
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По определению означивания переменных pi и q, очевидно, выполнено ∀x ∈ F
x 6|=V

∨
1≤i≤n

pi ∧ ♦q. Учитывая, что

�An,1 = �
∧

1,n

(pi → ¬♦q) = �
∧

1,n

(¬pi ∨ ¬♦q) = �¬[
∨

1,n

(pi ∧ ♦q)],

получаем ∀x ∈ F (x |=V �An,1).

Пусть для некоторого элемента z ∈ F выполняется z |=V An, т. е. из него

достижима по отношению R зафиксированная антицепь X = {C1, C2, . . . , Cn} и

сгусток C(z) не является ко-накрытием для этой антицепи, значит, z ∈ X −R.

Следовательно, по определению означивания V (q) выполняется z |=V ¬q. Кро-

ме того, найдется такой элемент y ∈ F , что y 6∈ X−R, y 6∈ XR и zRy.
Действительно, если сгусток C(z) является непосредственным R-предшест-

венником для антицепи X (т. е. глубина d(C(z)) сгустка C(z) есть max
i∈X

d(i)+1),

то должен существовать по крайней мере один элемент y такой, что zRy и C(y)∪
X образуют антицепь, для которой сгусток C(z) является ко-накрытием (таких

элементов y1, . . . , yk с этим свойством может оказаться несколько — C(y1) ∪
· · · ∪ C(yk) ∪X образуют антицепь). Тогда для этого элемента y выполняется

y 6∈ X −R, y 6∈ X R и zRy.
Если сгусток C(z) не является непосредственным R-предшественником для

антицепи X , то из него достижим некоторый R-предшественник C(z1) для ан-

тицепи X или достижимы по отношению R некоторые элементы z1, z2, . . . , zk,
которые являются непосредственными R-предшественниками для подмножеств

антицепи X и выполняется X ⊆ zR1 ∪ · · · ∪ zRk . В первом случае, как и вы-

ше, получаем существование элемента y с нужными свойствами. Во втором

случае в качестве такого элемента y можем взять, например, z1 с требуемыми

свойствами.

Таким образом, такой элемент y ∈ F существует и для него выполняется

y 6∈ X −R, y 6∈ X R и zRy. В этом случае справедливо y |=V q. Отсюда z |=V

¬q ∧ ♦q, что влечет z |=V ¬(An ∧B).

Итак, показано, что при таком определении означивания посылка пра-

вила истинна на всех элементах фрейма F . Так как элемент b является R-

предшественником антицепи X = {C1, C2, . . . , Cn} и ∀x ∈ Ci x |=V pi, x 6|= pj ,
i 6= j, выполнено b |=V

∧
1≤i≤n

♦πi, т. е. b |=V An. Отсюда b 6|=V �¬An, что дока-

зывает опровержимость правила Rn на фрейме F при данном означивании V .

Лемма 3 доказана. �

Таким образом, как только допустимое в логике λ правило r опровергается

на алгебре A , на данной алгебре также опровергается одно из правил Rn из

набора правил {Rn, n ∈ N} , что завершает доказательство теоремы 3.2. �

Теорема 3.4. Пусть модальная логика λ (⊇ S4) удовлетворяет условиям
(1)–(3). Тогда множество правил {Rn, n > 1, n ∈ N} образует независимый
базис допустимых правил вывода логики λ.

Доказательство. Из теорем 3.1 и 3.2 следует, что множество правил {Rn,

n ∈ N} образует базис для допустимых правил. Покажем его независимость.

Как показано в [19], конечное множество правил {Rn, n ∈ N , n ≤ L} образу-

ет базис для допустимых правил финитно аппроксимируемых логик конечной

ширины L. Поэтому далее рассмотрим только WCP-логики неограниченной

ширины.
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Зафиксируем произвольное натуральное число n > 1. Определим λ-фрейм

F , разделяющий правила Rn, следующим образом. Первый слой состоит из

единственного рефлексивного элемента: S1(F ) := {a0}, a0Ra0. Второй слой

данного фрейма образует антицепь из t (t > n) рефлексивных элементов: S2(F )

:= {a1, a2, . . . , at}, ∀i ≤ t(aiRa0&aiRai). Выберем наименьшее число t, при кото-

ром антицепь всех элементов второго слоя {a1, a2, . . . , at} имеет λ-ко-накрытие

b0. Если такого числа t не существует, то ширина логики конечна, что невозмож-

но по предположению. Зафиксируем нетривиальную антицепь X = {a1, a2, . . . ,
an} ⊆ S2(F ).

Для построения третьего слоя выбираем все (в том числе тривиальные)

антицепи, отличные от фиксированной антицепи {a1, a2, . . . , an}, и к каждой

такой антицепи приписываем снизу рефлексивный элемент как λ-ко-накрытие

(т. е. если этот элемент порождает как корень λ-фрейм). Отношение достижи-

мости считаем транзитивным. Заметим, что если ко-накрытие b0 ∈ S3(F ) для

антицепи {a1, a2, . . . , at} порождает как корень λ-фрейм, то ко-накрытие для

любого ее подмножества также порождает λ-фрейм.

Пусть теперь S≤k(F ) глубины не более k (3 ≤ k) уже построен. Слой

Sk+1(F ) глубины k+1 построим следующим образом. Выберем все (в том чис-

ле и тривиальные) антицепи сгустков X ⊂ S≤k(F ), содержащие хотя бы один

сгусток глубины k и отличные от антицепи {a1, a2, . . . , an}. Затем к каждой

такой антицепи приписываем снизу одноэлементный сгусток, если он порожда-

ет как корень λ-фрейм. Продолжая описанную процедуру для последующих

слоев, получим λ-фрейм F , в котором любая антицепь, отличная от антицепи

{a1, a2, . . . , an}, имеет λ-ко-накрытие, сама эта антицепь имеет R-предшествен-

ника.

Обозначим X−R = {z | zRa1&zRa2 . . .&zRan}, т. е. X−R — множество эле-

ментов, из которых достижима вся зафиксированная антицепь {a1, a2, . . . , an}
(ее нижний конус). Определим на F означивание V , опровергающее правило

Rn, следующим образом:

V (pi) := ai, ai ∈ S2(F ), 1 ≤ i ≤ n; ∀i > nV (pi) = ∅;

V (q) := {an+1, . . . at} ∪ (S3(F ) \X−R).

Заметим, что посылка правила R1 не выполняется на элементе первого слоя a0,

т. е. правило истинно на фрейме F . Аналогично тому, как это было сделано при

доказательстве леммы 3, легко показать, что при таком означивании правило

Rn опровергается на фрейме F .

Действительно, по определению V выполняется: ∀ ai ∈ Xai |=V pi&ai 6|=V

pj, i 6= j, и тем самым верно ai |=V πi. Тогда для ко-накрытия антицепи всех

элементов второго слоя {a1, a2, . . . , at} — элемента b0 — выполняется b0 6|=V

�¬An, т. е. заключение правила опровергается при таком означивании.

Покажем, что посылка истинна на всем фрейме F . По определению V (q)
имеем ∀i ≤ n ai 6|=V ¬♦q. Тогда, очевидно, выполнено ∀x ∈ F x 6|=V

∨
1≤i≤n

pi∧♦q.

В силу

�An,1 = �
∧

1,n

(pi → ¬♦q) = �
∧

1,n

(¬pi ∨ ¬♦q) = �¬
[∨

1,n

(pi ∧ ♦q)
]

заключаем ∀x ∈ Fx |=V �An,1.

Предположим теперь, что z ∈ F и выполняется z |=V An. Тогда z ∈ X−R

и по определению V (q) выполняется z 6|=V q. Так как сгусток C(z) не является
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ко-накрытием для антицепи X (такого не существует в F ), но вся антицепь

достижима из него, найдется элемент y ∈ F : y 6∈ XR, y 6∈ X−R&zRy.

Действительно, если z принадлежит S3(F ) и являетсяR-предшественником

для зафиксированной антицепи X , то из него также достижим по крайней мере

один из элементов {an+1, . . . , at} ⊆ S2(F \ X). Тогда по определению V (q)
заключаем, что z |=V ♦q и, значит, z |=V ¬q ∧ ♦q, что влечет истинность

z |=V ¬(An ∧B).

Если же глубина этого элемента z строго больше 3 (d(z) > 3), т. е. сгу-

сток C(z) не является непосредственным R-предшественником антицепи X , то

из него достижим по отношению R некоторый сгусток z1 ∈ S3(F ), являющий-

ся непосредственным R-предшественником антицепи X (но не ко-накрытием),

либо достижимы элементы z1, z2, . . . , zk ∈ S3(F\X−R), k > 1, являющиеся непо-

средственными R-предшественниками некоторых собственных подмножеств ан-

тицепи X , и выполняется X ⊆ zR1 ∪ · · · ∪ zRk . В первом случае найдется элемент

y : z1Ry с требуемыми свойствами y ∈ F : y 6∈ XR, y 6∈ X−R&zRy (и по

транзитивности отношения имеем zRy) или во втором случае в качестве такого

элемента можем взять элемент z1, для которого также выполнены требуемые

свойства. И опять по определению V (q) заключаем z |=V ♦q, что влечет истин-

ность z |=V ¬(An ∧B).

Предположим теперь, что при k 6= n правило Rk опровергается на F , т. е.

найдется элемент c ∈ F такой, что c 6|=V �¬Ak. При k > n это невозможно,

так как не может быть выполнено c |=V ♦pj , j > n, и тем самым заключение

правила Rk верно при таком означивании.

Рассмотрим случай k < n. Тогда существуют элементы a1, . . . , ak ∈ S2(F )

такие, что cRaj&aj |=V πj . По построению фрейма F антицепь {a1, . . . , ak}
имеет ко-накрытие z в F , так как она отлична от зафиксированной выше анти-

цепи {a1, a2, . . . , an} и логика имеет слабое свойство ко-накрытий. Легко про-

верить (как это сделано при доказательстве теоремы 3.2), что на данном ко-

накрытии z посылка правила Rk не выполняется. Так как z ко-накрытие для

антицепи {a1, . . . , ak}, k < n, и aj |=V πj , выполняется z |=V Ak. В силу

ai |=V ¬♦q легко проверить, что истинность или ложность переменной q на

этом ко-накрытии z влечет выполнимость формулы B из посылки правила, что

влечет z |=V (An ∧B). Следовательно, посылка правила опровергается на эле-

менте z, что также влечет истинность правила Rk. Таким образом, при k 6= n
правило Rk истинно на F . �

Отсюда непосредственно получаем

Следствие 1. Множество правил {Rn, n ∈ N} образует независимый ба-
зис допустимых правил вывода логик S4, S4.1, S4.2, Grz, Grz.2.

Определение (аксиоматику) этих логик и описание характеристических

классов фреймов можно найти, например, в [7, гл. 2]. Финитная аппрокси-

мируемость этих логик была доказана в теоремах 2.6.12, 2.6.25, 2.8.11 из [7].

Для проверки остальных условий теоремы важно отметить, что любая нетри-

виальная антицепь элементов n-характеристической модели (или ее компоненты

в случае логик S4.2, Grz.2) имеет рефлексивное ко-накрытие. Следовательно,

добавление рефлексивного элемента как ко-накрытия к произвольной антице-

пи элементов произвольного корневого фрейма, адекватного логике из данного

списка, также порождает фрейм, адекватный логике, т. е. эти логики имеют

слабое свойство ко-накрытий. Условие (3) (критерий допустимости правила в
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редуцированной форме) для логик S4, Grz были доказаны в теоремах 3.9.6, 3.9.9

из [7]. Для остальных логик наличие всех возможных ко-накрытий позволяет

воспроизвести доказательство этого критерия в более простых ситуациях, т. е.

условие (3) для этих логик также выполняется.

4. Базис ДПВ WCP -логик над GL

Говорят, что логика λ, расширяющая логику GL, имеет слабое свойство

ко-накрытий над GL (weak co-cover property), если для любого конечного кор-

невого λ-фрейма F и произвольной нетривиальной антицепи X сгустков из F
фрейм F1, полученный добавлением как корня одноэлементного иррефлексив-

ного ко-накрытия к фрейму
⋃

c∈(X R∪X )

cR, также является λ-фреймом. Логики,

обладающие этим свойством, будем называть WCP-логиками над GL.

Обозначим �0α := α∧�α; ♦0 := α∨♦α. Для всех чисел n > 1, 1 ≤ i, j ≤ n,

n ∈ N, определим формулы

πi := pi ∧
∧

j 6=i

¬pj ; An :=
∧

1≤i≤n

♦πi;

Air
n,1 := �0

[ ∧

1≤i≤n

(pi → ¬♦0q)
]
; Bir := ¬♦q.

Определим также для чисел n > 1, n ∈ N, последовательность правил вывода:

Rir
n :=

�0

(
Air

n,1 ∧ ¬(An ∧Bir)
)

�0¬An
;

Пусть логика λ, расширяющая логику GL, удовлетворяет условиям:

(1) λ финитно аппроксимируема;

(2) имеет слабое свойство ко-накрытий над GL;

(3) правило r в редуцированной форме недопустимо в λ ⇐⇒ существует

λ-модель M = 〈F, V 〉 такая, что

(i) ∀x ∈ Fx |=V

∨
φj ;

(ii) ∃y ∈ Fy 6|=V �x0;

(iii) ∀D ⊆ F∃e ∈ Fe |=V φe, φe ∈ Pr(r),&θ2(φe) =
⋃

z∈D

(θ1(φz) ∪ θ2(φz)).

Покажем, что последовательность правил вывода {Rir
n , n > 1, n ∈ N} об-

разует независимый базис допустимых правил логики λ, расширяющей логику

GL и удовлетворяющей условиям (1)–(3). Так как доказательство практически

полностью повторяет доказательство в случае расширений S4 в более простом

случае, ниже приводится только схема доказательства (там, где это не мешает

пониманию).

Теорема 4.1. Правила Rir
n , n > 1, допустимы в любой финитно аппрокси-

мируемой логике λ, расширяющей GL, имеющей слабое свойство ко-накрытий
над GL.

Доказательство практически полностью повторяет доказательство тео-

ремы 3.1. Если правило вывода Rir
n недопустимо в логике λ, т. е. суще-

ствует элемент a ∈ Chk(λ) такой, что a 6V �0¬An, то найдутся элементы

b1, . . . , bn ∈ Chk(λ) такие, что aRbi&bi V πi. По слабому свойству ко-накрытий

существует иррефлексивный элемент b ∈ Chk(λ), являющийся ко-накрытием

для множества {b1, . . . , bn}. По выбору элемента выполняется b V An. В си-

лу истинности посылки правила имеем b V Air
n,1. Так как b является ко-

накрытием для {b1, . . . , bn}, легко проверить, что формула (An ∧Bir) выполня-

ется на элементе b при означивании V ; противоречие. �
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Теорема 4.2. Пусть модальная логика λ (⊇ GL) удовлетворяет условиям
(1)–(3). Тогда любое допустимое правило r (в редуцированной форме) логики
λ выводится из правил {Rir

n , n > 1, n ∈ N}.
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.2, поэтому в дан-

ном случае приведем схему доказательства, опуская некоторые детали. Пред-

положим противное, т. е. некоторое допустимое в λ правило r не выводится из

правил {Rir
n , n > 1, n ∈ N}. Тогда найдется λ-алгебра B ∈ Var(λ), разделяю-

щая эти правила: ∀nB |= Rir
n ,B 6|= r.

Пусть задана модальная алгебра

A := F+(V (x0), V (x1), . . . , V (xk))) ∈ Var(λ),

порожденная множеством подмножеств (V (x0), V (x1), . . . , V (xk)) ⊆ F оберты-

вающей алгебры F+, где F — заданный иррефлексивный и транзитивный λ-

фрейм (определение этой алгебры было приведено выше), и пусть r — правило

вывода в редуцированной форме.

Лемма 4. Если правило r в редуцированной форме допустимо в логике λ,
удовлетворяющей условиям (1)–(3), и опровергается на алгебре A ∈ Var(λ), то
для некоторого n правило Rir

n также опровергается на A .

Доказательство. Пусть правило r в редуцированной форме опровергает-

ся на алгебре A ∈ Var(λ) при некотором означивании V (xi) := Yi ∈ A . Так как

правило r опровергается на алгебре A , то F |=V

∨
1≤j≤t

φj ; ∃ b ∈ F : b 6|=V �x0.

Как и в рефлексивном случае, на каждом элементе x ∈ F выполняется только

одна формула из посылки. Рассмотрим алгебру (bR)+, порожденную фреймом

bR, и ее подалгебру B := (bR)+(V (x0), . . . , V (xk)), порожденную множеством

элементов V (x0), . . . , V (xk). Так как правило r опровергается на bR, то B 6|=V r.
По свойству (3), которому удовлетворяет логика λ, условие (iii) не выпол-

няется на bR:

∃G ⊆ bR∀e ∈ F : e |=V φe&φe ∈ Pr(r)

=⇒ θ2(φe) 6=
⋃
{(θ1(φz) ∪ θ2(φz)) : z ∈ G &z |=V φz&φz ∈ Pr(r)}. (∗∗)

Пусть антицепь X состоит из R-минимальных элементов G , т. е. XR =

GR ∪ X . Тогда X нетривиальна и не имеет ко-накрытия в F . В противном

случае, если найдется элемент c ∈ bR, для которого справедливо cR = XR ∪X
либо cR = XR∪{c}, то для формулы φc ∈ Pr(r) : c |=V φc, не выполнено условие

(∗∗).
Как и прежде, определяем множества дизъюнктов посылки правила:

Z := {φj | ∃c ∈ bR ∪ b : c |=V φj}; Y := {φj | ∃e ∈ XR ∪X : e |=V φj};
D := {φs | ∃e ∈ Xe |=V φs}; B := {φs | ∃e ∈ Fe |=V φs&φs ∈ Pr(r)}.

Так как зафиксированная антицепь X ⊂ bR не имеет ко-накрытия ε в F , то

∀φj ∈ B выполняется:

θ2(φj) 6=
⋃

φ∈D

(θ1(φ) ∪ θ2(φ)). (4)

Как и ранее, при доказательстве утверждения 3.3, расширим означивание

V на алгебру B с переменных правила r на переменные правила Rir
n следующим

образом:

V (pi) := V (f(pi)) & V (q) := V (PV − PT ). (5)

Воспроизводя почти без изменений доказательство утверждения 3.3, можно

доказать
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Утверждение 4.3. При означивании V правило Rir
n опровергается на ал-

гебре B.

Доопределим означивание переменной q так, чтобы посылка правила Rir
n

стала истинна на F \ bR:

V (q) := {y ∈ F \XR : y 6∈ X−R&∃x ∈ X−R(xRy)}

= V
(
¬
∧

φj∈D

♦φj∧¬�0

( ∨

φj∈Y

φi
)
∧
∨{

φy : ∃φz(z |=V

∧

φj∈D

♦φj =⇒ z |=V ♦φy
)})

.

Так как элемент b — R-предшественник антицепи X и ∀e ∈ Xe |=V πi, то

b 6|=V �0¬An, т. е. заключение правила опровергается на алгебре A . Остается

показать (аналогично доказательству леммы 3), что справедливо

Утверждение 4.4. При таком определении означивания посылка правила
Rir

n истинна на алгебре A .

Доказательство. Пусть c ∈ F и выполняется c |=V pi. Тогда c |=V

f(pi), откуда следует, что c |=V φi, φi ∈ D . В частности, c ∈ X . Тогда c 6|=V∧
φj∈D

♦φj&c |=V �0

( ∨
φj∈Y

φi
)

по выбору D и Y , т. е. c 6|=V q . Если e ∈ cR,

то e |=V �0

( ∨
φj∈Y

φi
)

и, значит, e 6|=V q. Таким образом, c |=V ¬♦0q и тем

самым c |=V Air
n,1. Для остальных элементов c 6∈ X справедливо ∀i c 6|=V pi, т. е.

c |=V Air
n,1.

Предположим теперь, что c ∈ F и выполняется c |=V An. Тогда по опре-

делению означивания имеем c |=V

∧
φj∈D

♦φj , откуда c 6|=V q и X ⊆ cR. Так

как элемент c не является ко-накрытием антицепи X и X ⊆ cR, то c есть R-

предшественник элемента z, ко-накрывающего собственное подмножество ан-

тицепи X и тем самым

z 6|=V �0

( ∨

φj∈Y

φi
)
&z 6|=V

∧

φj∈D

♦φj ,

или R-предшественник некоторого (R-максимального предшественника для X)

элемента e, из которого достижим некоторый элемент z 6∈ XR, т. е.

e |=V

∧

φj∈D

♦φj&∃z ∈ eRz 6|=V �0

( ∨

φj∈Z

φi

)
&z 6|=V

∧

φj∈D

♦φj .

В обоих случаях по определению V (q) получаем z |=V q. Стало быть, выполня-

ется c |=V ¬q&c |=V ♦q, т. е. c 6|=V B.

Итак, показано, что при таком определении означивания посылка правила

истинна на алгебре A , что доказывает опровержимость правила Rir
n на алгебре

A при данном означивании V . Утверждение доказано. �

Таким образом, как только допустимое в логике λ правило r опровергается

на алгебре A , то на данной алгебре также опровергается одно из правил Rir
n

из набора правил {Rir
n , n ∈ N}, что завершает доказательство теоремы 4.2. �

Теорема 4.5. Пусть модальная логика λ (⊇ GL) удовлетворяет условиям
(1)–(3). Тогда множество правил {Rir

n , n > 1, n ∈ N} образует независимый
базис допустимых правил вывода логики λ.

Доказательство. Из теорем 4.1 и 4.2 следует, что множество правил

{Rir
n , n ∈ N} образует базис для допустимых правил.
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Доказательство его независимости почти полностью воспроизводит доказа-

тельство теоремы 3.4 с той разницей, что при построении фрейма Fn, разде-

ляющего правила, используются иррефлексивные элементы вместо рефлексив-

ных. �

Отсюда непосредственно вытекает

Следствие 2. Множество правил {Rir
n , n > 1, n ∈ N} образует независи-

мый базис допустимых правил вывода логики GL.

Определение (аксиоматику) этой логики и описание характеристических

класса фреймов можно найти, например, в [7, гл. 2]. Финитная аппроксимиру-

емость была доказана в теореме 2.6.20 из [7]. Для проверки остальных усло-

вий теоремы важно отметить, что любая нетривиальная антицепь элементов

n-характеристической модели имеет иррефлексивное ко-накрытие. Следова-

тельно, добавление иррефлексивного элемента как ко-накрытия к произвольной

антицепи элементов произвольного корневого фрейма, адекватного логике GL,

также порождает фрейм, адекватный логике, т. е. логика имеет слабое свойство

ко-накрытий. Условие (3) (критерий допустимости правила в редуцированной

форме) для логики GL доказано в теореме 3.9.12 из [7].

5. Заключение

В работе получены явные независимые базисы для допустимых правил вы-

вода широкого класса расширений логик S4 и GL со слабым свойством ко-

накрытий. Из доказательства результатов статьи видно, что условия финитной

аппроксимируемости и наличие слабого свойства ко-накрытий являются необхо-

димыми, ослабить их пока не представляется возможным. Видимо, единствен-

ным способом усилить полученные результаты является доказательство условия

(3) для всех расширений логик K4, S4, GL и т. д. Вопрос наличия конечного

(явного) базиса как нетранзитивных логик (например, K,T ), так и логик без

слабого свойства ко-накрытий остается открытым.

Благодарность. Выражаю признательность и благодарность уважаемому
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